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RESUMO

Os perfis pultrudados de polimeros reforcados com fibras (PPRF) sao elementos estru-
turais inovadores, economicamente viaveis e com propriedades mecanicas notaveis.
Dentre essas propriedades pode-se citar: a resisténcia a corrosao, a alta resiliéncia
ao impacto, a superioridade da relacao resisténcia-peso quando comparada a ma-
teriais convencionais da industria civil, como o aco e o aluminio. Adicionalmente, os
processos de fabricacado dos pultrudados de PRF tendem a ser mais econémicos em
comparagao aos tradicionalmente utilizados na construgéo, como o ago e concreto,
pelo fato de serem altamente automatizaveis, escalaveis e por exigirem menor gasto
energético. Na literatura sdo escassos os estudos sobre os efeitos da heterogeneidade
das propriedades elasticas e mecanicas na confiabilidade desses membros estruturais
sob condi¢des usuais de carregamento. Portanto, nesse contexto, o presente trabalho
compara resultados de andlises de confiabilidade de vigas pultrudadas de secao |
sujeitas a flambagem global considerando duas abordagens. Na primeira abordagem,
assume-se que a incerteza do teor de fibra-resina é descrita por uma variavel aleatéria
gaussiana, e esta associada a uma distribuicao de material homogénea ao longo da
secao transversal. Enquanto na segunda abordagem, a variabilidade espacial das
propriedades é modelada utilizando campos aleatérios gaussianos homogéneos e
estacionarios. O método de Anadlise de Confiabilidade de Primeira Ordem (FORM)
e a Simulagcao de Monte Carlo (SMC) com Amostragem de Hipercubo Latino foram
empregados para calcular as probabilidades de falha dos perfis pultrudados sob o
estado limite de flambagem. As estimativas de cargas de flambagem foram obtidas
pela andlise de elementos finitos de flambagem linear por autovalores. A fim de reduzir
o custo computacional dos modelos em elementos finitos, foram empregados metamo-
delos de processo gaussiano. Os resultados mostram que, em alguns dos modelos
com incerteza de variabilidade espacial do material incorporada, a probabilidade de
falha aumentou 9,26% em compara¢ao com o modelo de material homogéneo.

Palavras-chave: Polimeros reforcados com fibras; variabilidade espacial; campos
aleatérios gaussianos; método dos elementos finitos.



ABSTRACT

Pultruded Fiber-Reinforced Polymers (PFRP) profiles are innovative structural elements
with noteworthy mechanical properties, combined with economic viability. As some
interesting properties of that material, it is possible to mention: its corrosion resistance,
high impact resilience, superior strength to-weight when compared to conventional civil
industry materials like steel and aluminum. Additionally, the manufacturing processes
of fiber-reinforced polymer composites tend to be more cost-effective than those of
traditional construction materials, like steel and concrete, due to their high degree of
automation, scalability and lower energy consumption. In the literature studies regarding
the effects of heterogeneity of the material properties on the reliability of those structural
members under common loading conditions are scarce. So, in this sense the present
work compares reliability analysis results of global buckling ultimate limit state of I-
section pultruded beams from two different approaches. In the first approach, it is
assumed that the fiber-resin content uncertainty is described by a gaussian random
variable, and corresponds to a homogeneous distribution of material properties across
the profile cross-section. The second approach considers the material properties spatial
variability by using stationary gaussian homogeneous random fields models. First
Order Reliability Analysis (FORM) method and Monte Carlo Simulation (MCS) with
Latin Hypercube Sampling were employed to calculate failure probabilities of pultruded
profiles under buckling limit state. Buckling loads estimates were obtained by linear
eigenvalue buckling finite element analysis. In order to reduce computational cost of
the FEM models gaussian process metamodels were employed. Results show that in
some of the models with material spatial variability uncertainty incorporated, the failure
probability increased 9,26% when compared to the homogeneous material model.

Keywords: Pultruded fiber-reinforced polymers; spatial viariablity; gaussian random
fields; finite element method.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, elementos estruturais poliméricos reforcados com fibra
(PRF) obtiveram notoriedade como uma alternativa viavel e atrativa aos materiais
tradicionais da industria da construcao. A utilizacdo extensiva de compdésitos PRF em
aplicacdes envolvendo engenharia civil e infraestrutura se deve as suas promisso-
ras propriedades, como elevada razéo resisténcia-peso, durabilidade, resisténcia a
corrosao, a fadiga e ao desgaste (Kaw, 2005; Bank, 2006). Dentre estas aplicacoes
destacam-se os perfis pultrudados poliméricos reforcados com fibra de vidro (PPRFV),
0S quais vem conquistando espaco na industria da construcao civil.

Os perfis pultrudados, como o préprio nome sugere, sdo produzidos por pultru-
sdo, um processo de fabricacdo continuo e automatizado, em que materiais fibrosos
como fibras de vidro ou carbono, sao inicialmente tracionados na direcao de uma pré-
forma que define o formato de perfil, sendo simultaneamente impregnadas com resina.
Essa mistura € entao tracionada no molde aquecido onde se déa a conformacéo e a
cura do material. O perfil totalmente curado segue sendo tracionado até um dispositivo
de corte, o qual corta os perfis no comprimento desejado.

Por serem perfis leves, isto permite que sejam instalados em estruturas exis-
tentes sem exigir modificagdes significativas. Ademais, o peso reduzido para manuseio
destes perfis facilita sua movimentacéao e instalacao, reduzindo custos de transporte.
Outras vantagens do material sdo a alta resisténcia a corrosao, aos agentes quimicos
e atmosféricos, o que proporciona reducao nos custos operacionais (Zureick, 1998).

A utilizacao generalizada de materiais compasitos reforcados com fibra em
varias industrias instigou a elaboragao de diversas normas e recomendagdes (ASCE,
2024; Clarke, 2003; CNR-DT, 2007; Ascione et al., 2016; Sarensen, 2016), de modo
a definir procedimentos e padronizacdes de projeto. A titulo de exemplo, no ambito
nacional tem-se a recente publicacao da norma brasileira ABNT NBR 17231 (2025),
relativa a projetos estruturais de perfis PPRFV. Contudo, ainda existem lacunas nas
diretrizes de projeto e na literatura no que diz respeito a modelagem probabilistica do
comportamento destes perfis a flambagem, fendmeno de falha que costuma dominar
os estados limites Ultimos para este elemento estrutural.

Os modos de falha dominantes dos perfis pultrudados tendem a ser os relacio-
nados a flambagem, devido a sua elevada razao resisténcia-rigidez, e a geometrias
esbeltas e de paredes finas, 0 que aumenta a suscetibilidade destes perfis a este
fendbmeno. Especialmente no caso de segdes abertas como as do tipo "U", "I" ou
cantoneiras, existe ainda a possibilidade de flambagem por distorcdo ou torsional.
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Uma vez que estruturas compédsitas de PRF apresentam variabilidade ine-
rente a seus processos complexos de fabricagdo e montagem, além das diversas
fontes significativas de incerteza relacionadas as propriedades mecénicas, parametros
geométricos, de carregamento, imperfeigcdes, a sua modelagem matematica, dentre
outros, torna-se imperativo analisar o desempenho estrutural por uma abordagem
probabilistica.

A incorporagao das incertezas associadas a analise do estado limite dltimo
por flambagem em perfis PRF pultrudados propicia uma abordagem mais segura e de
maior controle dos riscos associados em comparagado aos procedimentos normativos,
assegurando uma aceitacao e participacao maior do material no mercado (Sa et al.,
2021; Pacheco et al., 2021).

O presente trabalho avalia o problema de confiabilidade para perfis pultrudados
reforcados por fibra de vidro em relagdo ao estado limite ultimo de flambagem. As
incertezas relativas ao teor de fibras e resina foram incorporadas ao problema, por meio
de modelagem numérica com propriedades elasticas do material calculadas através de
formulac6es deterministicas, as quais apresentam como parametro de entrada o teor
de fibra/resina do ponto analisado.

A incerteza do parametro teor de fibra/resina foi tratada num primeiro momento
como variavel aleatéria (VA), assumindo que a distribuicao das propriedades do material
€ homogénea ao longo de toda a secéao transversal do perfil. Posteriormente, essa
abordagem foi refinada por meio da consideragdo da variabilidade espacial do teor
fibra/resina, utilizando para essa finalidade a modelagem com campos aleatorios.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1  Objetivo geral

O trabalho tem como propdésito geral investigar o problema de confiabilidade ao
estado limite ultimo de flambagem global de perfis poliméricos pultrudados reforgados
com fibras, incorporando a incerteza em suas propriedades elasticas, supondo que a
distribuicéo espacial do teor de resina é homogénea numa primeira analise, e numa se-
gunda como sendo heterogénea ao longo da secao transversal. Mais especificamente,
o enfoque do estudo se dara em polimeros reforcados com fibras de vidro, avaliando a
confiabilidade estrutural quanto aos estados limites ultimos de flambagem lateral com
torcao de perfis de secéo I.

1.1.2 Objetivos especificos

e Representar o estado limite de flambagem de PPRFV por meio de um modelo
baseado no MEF e avaliar a confiabilidade estrutural para diferentes configuracoes
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de propriedades do material;

e Comparacao das probabilidades de falha associadas ao estado limite de flamba-
gem para o caso de perfis I, considerando ou n&o a variabilidade espacial do teor
de resinas e fibras;

e Implementacdo da metamodelagem com processos gaussianos, e avaliagdo de
seu desempenho na previsao de cargas criticas de modelos de elementos finitos.

1.2 DELIMITAGOES DO TRABALHO

No sentido de fomentar a melhoria e/ou motivar futuros estudos no tema, séo
feitas as seguintes observagdes com relagédo as delimitagbes do presente trabalho, a
citar:

e As cargas criticas foram estimadas por meio da solu¢ao do problema de auto-
valores e autovetores pelo método dos elementos finitos (analise de flambagem
linear), onde os efeitos da nado-linearidade geométrica e fisica, bem como as
imperfeicdes geométricas da estrutura ndo foram consideradas no trabalho;

e Apenas a variabilidade relacionada as propriedades elasticas ortotrépicas foi
considerada na modelagem das incertezas do material. A variabilidade das pro-
priedades elasticas na direcao longitudinal do perfil foi desprezada;

e Modelos contemplando outras dimensdes para as sec¢des "I", bem como a va-
riacdo do comprimento do vao da viga, ndao foram analisados. Outro ponto a
enfatizar € que as analises consideram perfis pultrudados de resina ep6xi, sendo
perfis com matriz de outros tipos de resina ndo contemplados no trabalho;

e Adisponibilidade de dados experimentais na literatura para embasamento dos mo-
delos probabilisticos empregados na representacao da incerteza na distribuicao
do teor de resina e fibra é bastante escassa, o que impossibilitou um estudo mais
detalhado e robusto dos parametros e distribuicoes mais adequados, e melhor
ajustados as variaveis analisadas;

e Em todas as analises de confiabilidade estudadas considera-se que estas se
tratam de problemas independentes do tempo.
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1.3 JUSTIFICATIVA

A pultrusdo tem se estabelecido como um dos processos mais proeminentes
de fabricacao de pecas compostas para inumeros produtos, em mercados como infra-
estrutura, telecomunicacgdes e servigos publicos, tornando os produtos pultrudados um
elemento béasico da economia industrial global.

Ao longo dos préximos anos, prevé-se que os produtos pultrudados sejam um
dos segmentos mais promissores da industria de compdsitos: estima-se que o mercado
global de pultrusao atinja cerca de US$ 5,9 bilhdes até 2028, e que apresente uma
taxa de crescimento composto anual (CAGR - compound annual growth rate) de 5,3%
de 2022 a 2028 de acordo com pesquisa de mercado da Lucintel (2023).

Por conta de custos operacionais e de transporte, a substituicdo do aco e alumi-
nio por compdsitos pultrudados torna-se relevante. Segundo um artigo da Unicomposite
(2025), estudos em campo demonstraram que a substituicdo do agco carbono por perfis
pultrudados PRF pode reduzir os custos de instalacdao em torno de 40%, por conta
da leveza destes perfis, necessitando de menos mé&o de obra e equipamento para
icamento.

Esse mesmo artigo apresenta ainda um estudo de caso de retrofit da planta
quimica costeira, no qual grades de ago corroidas foram substituidas por pultrudados
PRF. Os registros de manutencédo da estrutura constataram uma reducéo de 60%
nos gastos com manutencao em 10 anos, e zero tempo de inatividade nao planejado
associado a falhas no piso.

Aproximadamente 15% de todo o aluminio consumido provém de extrusao de
aluminio, ao passo de que apenas 5% de todos os polimeros reforcados produzidos
respondem pelos produtos de compésitos pultrudados (Miracle et al., 2001). Segundo
a Strongwell Corporation (2016), as estruturas de PRF podem custar até 15% a menos
gue o aco carbono, 30% a menos que o aco galvanizado e até 50% a menos que o aco
inoxidavel.

Ainda conforme Strongwell Corporation (2016), a instalacdao envolvendo estru-
turas de PRF custa em média 20% menos em comparac¢ao com aqueles relacionados
ao aco convencional, empregando menor tempo de inatividade, menos equipamentos
e menor mao de obra especializada. Isto refor¢ca o fato de que o mercado de produtos
pultrudados possui um grande espago para crescimento, desenvolvimento e promog¢ao
da sustentabilidade em escala global.

O processo de fabricacao de perfis pultrudados em PRFV caracteriza-se por
sua simplicidade e apelo sustentavel, pois emite uma quantidade de CO2 reduzida
em comparacao a manufatura de materiais tradicionais como ago e concreto, 0os quais
usualmente requerem um consumo energético mais elevado. Ademais, outra vantagem
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significativa é a possibilidade de uso da resina reciclada proveniente de polietileno
tereftalato (PET), ou outros plasticos na producao dos materiais, conferindo-lhes um
carater ecologicamente responsavel.

Apesar das diversas vantagens na aplicacao dos perfis, a falta de recomenda-
¢cbes ou normas técnicas que apresentem formulagdes coerentes e ndo excessivamente
conservadoras para dimensionamento dos elementos estruturais quanto ao fenémeno
de flambagem, se apresentam como empecilhos para um efetivo emprego dos perfis
pultrudados pelos projetistas estruturais.

As praticas de projeto convencionais usualmente baseiam-se na utilizagao
de coeficientes parciais de seguranga, muitas vezes baseados em julgamento téc-
nico, carecendo de analises estatisticas dos estados limites para calibracdo destes
coeficientes, ou avaliacao direta da seguranca via teoria da confiabilidade estrutural.
Como resultado desse processo de calibracao, a otimizacdo das estruturas com o
emprego dos métodos de projeto convencionais (semi-probabilisticos) pode acarretar
na configuracao estruturalmente mais vulneravel, caso as incertezas envolvidas no
problema ndo sejam devidamente consideradas ou conhecidas, ou muito distintas das
premissas usadas na calibracdo dos coeficientes parciais de seguranca.

Sendo assim, as praticas de projetos correntemente empregadas nas verifica-
c¢des da seguranca da estrutura por critérios semi-probabilisticos tendem a fornecer
0 projeto menos econdmico para as condicdes dadas no processo de calibracao dos
coeficientes parciais, e também potencialmente mais vulneravel, caso as incertezas
relativas ao projeto em estudo ndo sejam devidamente quantificadas, controladas e
caracterizadas, podendo ocasionar um efeito catastréfico ao longo dos estagios do
ciclo de vida da estrutura. Nesse sentido a aplicacdo dos métodos de confiabilidade
figura como uma ferramenta poderosa para obtencao de projetos econémicos, robustos,
confidveis e menos vulneraveis (Tsompanakis et al., 2008; Frangopol, 1995).

Um dos fatores de incerteza relacionados a analise estrutural de perfis pultru-
dados é o teor de resina empregado em sua constituicao, e sua distribuicao espacial ao
longo da secao transversal. Segundo Feng et al. (2022), perfis pultrudados de secéo |
apresentaram um CQOV (coefficient of variation) de em torno de 16%, 0 maior coeficiente
de variagao de teor de resina ao longo da secao transversal em comparagao com perfis
tubulares circulares, retangulares, cantoneira e U.

Isto posto, estudos relacionados a modelagem probabilistica das incertezas
na distribuicdo do teor de resina, e seu impacto na confiabilidade de perfis pultruda-
dos quanto a flambagem sao incipientes na literatura. O artigo apresentado por Feng
et al. (2022) evidencia que a nao uniformidade da distribuicao de resinas € relevante
sobretudo no caso de segdes |, e isso evidentemente influencia a capacidade resis-
tente a flambagem do perfil, levando a reducdes na resisténcia da estrutura e na sua
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confiabilidade.

Sendo assim, os dados abordados ilustram a relevancia dos materiais PPRFV
para o setor da construcao civil, encorajando o desenvolvimento de estudos acerca do
comportamento mecénico de tais materiais. Dada a existéncia de incertezas inerentes
a analise estrutural de PRF pultrudados, como as incertezas das a¢cdes que atuam nas
estruturas, incertezas relacionadas a composicao fisica e as propriedades elasticas dos
materiais, bem como as resisténcias dos mesmos, estas devem ser consideradas para
um entendimento robusto das respostas dos sistemas estruturais. Essa incorporagéao
das incertezas propiciara um entendimento probabilistico do problema em estudo,
e possibilitara a obtencao de estimativas mais precisas quanto a suscetibilidade e
confiabilidade da estrutura.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho estéa dividido em oito capitulos. O atual capitulo introduz e con-
textualiza o tema deste trabalho, € apresentado ainda o objetivo geral e os objetivos
especificos.

— Capitulo 2: Apresenta a revisao bibliografica, a qual aborda uma introdugéo
aos principais conceitos, definicdes e propriedades mecanicas relativas aos
compésitos pultrudados poliméricos reforcados com fibra. O capitulo contempla
também o referencial tedrico relacionado a andlise de flambagem linear, e a
flambagem lateral com torgdo em vigas de seg¢bes abertas. Ainda neste mesmo
capitulo, se discorre a respeito das conceituacdes relativas a quantificacao de
incertezas aplicada em sistemas de engenharia, apresentando também uma
introdugdo ao tema da confiabilidade estrutural e a dois de seus métodos de
analise mais difundidos na literatura, o método de confiabilidade de primeira
ordem FORM, e a simulacdo de Monte Carlo. Por fim, é abordada a revisao
tedrica sobre regressao com processos gaussianos, também conhecidos como
krigagem, uma técnica de metamodelagem amplamente empregada na literatura
para aproximagdo de modelos numéricos de alta fidelidade.

— Capitulo 3: Apresenta a referéncia utilizada para aquisicao dos dados experi-
mentais de teor de resina, e discorre a respeito da modelagem numérica em
elementos finitos, demonstrando as definicbes das condicdes de contorno, e
analise de sensibilidade de malha.

— Capitulo 4: Aborda a formulacao geral, assim como a metodologia utilizada para
modelagem probabilistica, e implementacdo computacional dos métodos FORM
e SMC com amostragem LHS para as duas aplicacées numéricas propostas.
Inicialmente, é apresentada a metodologia relacionada a aplicagéo que considera
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a incerteza do teor de resina e fibra admitindo que a distribuicédo de propriedades
€ homogénea ao longo da sec¢ao transversal. Posteriormente, nesse mesmo
capitulo sdo abordadas as metodologias de analise do modelo que considera
a incerteza relativa a variabilidade espacial do teor de fibra e resina, utilizando
campos aleatérios gaussianos.

— Capitulo 5: Neste capitulo estdo apresentadas as andlises e discussdes dos
resultados para os modelos propostos segundo as duas abordagens distintas
para tratamento da incerteza nas propriedades do material.

— Capitulo 6: Apresenta as conclusdes finais e sugestdes para trabalhos futuros.

— Apéndice 1: Neste apéndice é apresentado o funcionamento do algoritmo de Block
Lanczos Generalizado para solugao de problemas de autovalores e autovetores
para grandes matrizes esparsas.

— Apéndice 2: Contempla uma revisao teorica a respeito de teoria de probabilidade.

— Apéndice 3: Apresenta as distribuicdes de probabilidade empregadas no trabalho,
e um referencial tedrico sobre transformacdes isoprobabilisticas.

— Apéndice 4: Desenvolve os calculos das propriedades do material, e dos parame-
tros relacionados as resisténcias a flambagem local e global pelas equagdes da
ASCE (2024) e CNR-DT (2007).

— ANEXO 1: Trata das formulacées da ASCE (2024) para determinacao das resis-
téncias de perfis PPRFV a flexdo devido a instabilidade local.

— ANEXO 2: Apresenta as expressdes da CNR-DT (2007) para determinar a resis-
téncia por flambagem lateral com tor¢éo de perfis PPRFV.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sera apresentada a revisao bibliografica pertinente ao trabalho.
Sao tratados os tdpicos pertinentes ao tema, como definicdes gerais sobre compdsitos
pultrudados poliméricos, uma revisao da teoria da estabilidade estrutural, e da teoria da
confiabilidade estrutural, com enfoque no método de confiabilidade de primeira ordem
FORM e na simulacao de Monte Carlo. O leitor é convidado a consultar o Apéndice 2 e
Apéndice 3 como material de apoio aos conceitos apresentados neste capitulo.

2.1 INTRODUGAO AOS COMPOSITOS PULTRUDADOS POLIMERICOS REFORGA-
DOS COM FIBRA (PRF)

O termo compésito é utilizado para definir a combinacido macroscépica de
duas ou mais fases distintas, possuindo uma interface entre elas. O material resultante
apresenta uma combinacao de propriedades superior a de seus componentes individu-
ais (Chawla, 2012). No caso de materiais poliméricos reforcados por fibras, estes sao
compostos pela fase matriz polimérica e pelo reforco com fibras.

Em polimeros reforgados por fibras, as propriedades das fibras s&o usadas
para transmitir rigidez e garantir resisténcia estrutural a tracao, ao passo de que a matriz
(material polimérico) confina o reforgo, transmitindo tensdes cisalhantes e conservando
as fibras das condicbes ambientais, em virtude de suas caracteristicas adesivas e
coesivas (COMPOSITES, 2003).

Matrizes organicas para aplicacbes comerciais incluem resinas de poliéster,
éster vinilico e resinas epoxi. As resinas de poliéster e éster vinilico sao as de utilizacao
mais corrente dentre todos os materiais de matriz. O grande numero de formulacées
de resina, agentes de cura e outros componentes fornece uma enorme variedade de
propriedades possiveis. As resinas epoxi sao atualmente mais utilizadas em materiais
compdésitos avancados para aplicagdes estruturais, edificacées, em tubos petroquimi-
cos, pecas de barcos e aeronaves, entre muitas outras (Ratna et al., 2003).

Os epodxis sao geralmente superiores aos poliésteres na resisténcia a umidade
e a outras influéncias ambientais, além de oferecer melhores propriedades mecéani-
cas (Miracle et al., 2001). Embora o alongamento até a falha da maioria dos epdxis
curados seja relativamente baixo, para muitas aplicagées os epoxis proporcionam uma
combinagao quase imbativel de caracteristicas de manuseamento, flexibilidade de
processamento, propriedades mecanicas compostas e custo aceitavel.

A compreensao técnico-cientifica e de engenharia inicial dos compadsitos de
matriz polimérica reforcado com fibras baseou-se no estudo de refor¢co com fibras de
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vidro. Este tipo de fibra tem sido amplamente aplicado nas mais diversas areas desde
utilizacdes nao estruturais, como painéis em avioes e eletrodomésticos, até aplicacoes
que exigem alto desempenho, como vasos de pressao e estruturas civis.

Segundo Miracle et al. (2001), o que motiva a utilizacao generalizada de fibras
de vidro em compésitos, tanto no passado como no presente, sao fatores como o
preco competitivo, a disponibilidade, facil manuseio e processamento, e a elevada
resisténcia. Ademais, de acordo com os mesmos autores, o advento de agentes de
acoplamento de silano altamente eficientes e compativeis com matrizes de poliéster ou
epdxi, proporcionou um importante e necessario impulso nas propriedades do material
e na durabilidade ambiental. A fibra de vidro de aplicagdo mais comum é conhecida
como E-glass (electric glass), caracterizada por apresentar propriedades mecanicas,
quimicas e elétricas balanceadas, além de um custo moderado.

No contexto da construcao civil, uma aplicagdo dos compésitos PRF que vem
ganhando notoriedade nos ultimos anos sdo os elementos estruturais pultrudados,
tendo sido utilizados como vigas e trelicas em edificagcdes e pontes (Bank, 2006),
pdrticos em estruturas maritimas (Fangueiro, 2011; Jones, 2018), estacas em funda-
coes profundas (Guades et al., 2012), postes de iluminacdo, misulas em infraestrutura
elétrica (Kaw, 2005), dentre outros.

Apesar da existéncia de diversos métodos de producédo de materiais PRF, o
método de pultrusdo é mais comumente utilizado para uma ampla gama de aplicacbes
na engenharia devido ao grande numero de vantagens sobre outros métodos. Madenci
et al. (2020) citam algumas vantagens deste método de producéo: seu baixo custo
econbmico e de mao de obra; rapidez e agilidade na producéo; formas de geometria
complexa podem ser facilmente manufaturadas; PRF podem ser produzidos com
diferentes combinacdes e camadas de fibras a fim de obter diferentes propriedades
mecanicas.

Atualmente, tem-se inUmeros exemplos de aplicagdes estruturais de compo-
nentes pultrudados de PRF, tais como vergalhdes, malhas, elementos de reforgo, perfis
e painéis sanduiche. Tais elementos vem sendo utilizados na construgéo de edificios e
pontes, tanto em construgdes novas quanto em reabilitagao de estruturas ja existentes
(Keller, 2002; Correia, 2008). A FIGURA 1 ilustra alguns exemplos de aplicacdo de
polimeros pultrudados.



FIGURA 1 — APLICACOES DE POLIMEROS REFORCADOS COM FIBRA
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FONTE: VVR Innovate Materials Pvt Ltd (2020).

O processo de fabricagao por pultrusdo de perfis PPRFV é apresentado na
FIGURA 2 para o caso tipico de perfis I. Os fios de fibra (rovings) e a manta de
filamentos continuos, indicada na FIGURA 2 como CSM (continuous strand mat), sao
tracionados por um sistema de tracionamento e simultaneamente imersos em um
banho de resina. Em seguida, na pré-forma os rovings de fibra e as mantas de fios
(CSM) sao puxados através de uma placa de distribuicao com diversos orificios para
correto posicionamento das fibras. Posteriormente, todos os materiais séo tracionados
para dentro de um molde, no qual a resina € aquecida e curada. Finalmente, depois
de serem retirados do molde, os perfis de PRFV curados passam por um processo de
arrefecimento e contragcao (Fairuz et al., 2014).
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FIGURA 2 — PROCESSO DE PULTRUSAO TIPICO PARA PERFIS PRFV DE SECAO |
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FONTE: Adaptado de Feng et al. (2022).

Na fabricacdo de componentes pultrudados, dois tipos diferentes de reforgo
de fibra sdo comumente empregados: rovings e mantas (CSM). Segundo Correia
(2004), as mantas de fibra ou tecidos (CSM) podem ser orientadas (0%90° ou +45°)
ou trangcadas aleatoriamente (FIGURA 3). Este reforco é responsavel por fornecer
rigidez e resisténcia ao cisalhamento ao compésito. Os véus de superficie sdo mantas
muito finas, aleatoriamente orientados, utilizados proximos as superficies de perfis
pultrudados de PRF para criar uma camada de revestimento de resina, melhorando o
acabamento superficial e a resisténcia a corrosao, este véu atua também como uma
barreira de protecédo contra a exposi¢cao aos raios ultravioleta. Os rovings ou mechas,
consistem em filamentos de fibra continuos unidirecionais fornecidos em bobinas,
que proporcionam quase toda a resisténcia axial e rigidez dos perfis pultrudados. A
FIGURA 4 ilustra a constituicao tipica de fibra (mantas e mechas) exibida por perfis
pultrudados de PRFV de secéo |.
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FIGURA 3 - TIPOS DE MANTAS DE FIBRA: (a) DISPOSTAS ALEATORIAMENTE, (b) TE-
CELAGEM BIDIRECIONAL 0/90, (c) TECELAGEM BIDIRECIONAL E FIBRAS
DISPOSTAS ALEATORIAMENTE E (d) FIBRAS ALINHADAS 0/90/+45 E DIS-
POSTAS ALEATORIAMENTE

(b)

FONTE: Correia (2004).

FIGURA 4 — ARQUITETURA TIPICA DE PERFIL PULTRUDADO

Rovings

Veu de superficie

FONTE: Adaptado de Strongwell Corporation (2016).

Conforme previamente mencionado, o roving proporciona resisténcia longitu-
dinal no processo de pultrusdo e no produto final, entretanto estas propriedades se
manifestam unidirecionalmente, acarretando numa resisténcia interlaminar relativa-
mente baixa, predominantemente controlada pela resina. No entanto, com a introdugao
de forma estratégica dos reforgos de alto desempenho, caracteristicas especificas de
resisténcia podem ser incorporadas ao projeto do compésito, otimizando seu desempe-
nho estrutural ao cisalhamento e carregamento lateral.

O processo de manufatura de pultrusao induz efeitos Unicos nos produtos
finais, como a introdugcao de imperfeigdes iniciais (Bai; Keller, 2009), microfissuras
e distribuicbes de fibras e resina ndo homogénea. Feng et al. (2022) evidenciam
em seu estudo a inomogeneidade da distribuicao de fibras e resinas, e a formacao
de microfissuras na secao transversal dos perfis induzidas pelo proprio processo de
fabricacao.

Como principais causas das distorcdes geométricas e tensdes residuais produ-
zidas pelo processo de pultruséo, estdo a temperatura ndo uniforme e o grau variavel
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de cura, conforme relata Baran et al. (2013). Outros efeitos como a anisotropia térmica,
retracdo devido a polimerizag&o/cristalizacao, interagéo ferramenta-peca, enrugamento
das fibras e o fluxo e a compactacao de resina sao outros fatores responsaveis pela
geracgao de tensdes residuais e variagdes geométricas (Baran et al., 2017).

A FIGURA 5 apresenta imagens da secéao transversal de um perfil | em trés
niveis distintos: escala estrutural (macro), meso e micro escala. E perceptivel que na
macro escala as imperfeicdes sao praticamente inexistentes, e o material aparenta
possuir uma distribuicdo de fibras e resinas uniforme, entretanto, na micro escala &
evidente a presenca de microfissuras e de uma distribuicdo de fibras e resinas nao
homogénea.

A imperfeicdo gerada pela distribuicdo heterogénea leva a manifestacédo de
zonas ricas em resinas e zonas ricas em fibras. Sabe-se que o percentual de fibras
em compoésitos PRFV esta intimamente ligado as propriedades mecéanicas globais,
dessa forma a distribuicdo ndo homogénea do teor de fibras ou de resina resulta
na variabilidade destas propriedades ao longo da secéo transversal do perfil. Tal
variabilidade pode se dar, por exemplo, na resisténcia mecanica, e nas propriedades
elasticas do material, tanto nas direcdes longitudinal quanto transversais, devendo ser
apropriadamente consideradas em projeto e analise estrutural (Nguyen et al., 2013;
Antin et al., 2019; Ascione, 2014).
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FIGURA 5— SEGAO TRANSVERSAL DE PERFIL | VISUALIZADA EM TRES ESCALAS DIS-
TINTAS
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FONTE: Adaptado de Feng et al. (2022).

2.2 PROPRIEDADES MECANICAS E FiSICAS DOS PERFIS PPRFV

As propriedades dos perfis PPRFV séo altamente dependentes do volume de
fibras e seus materiais constituintes. Entretanto, ha certos aspectos que sdo comuns
para todo compdsito pultrudado independente do tipo e/ou volume de fibras e resina uti-
lizada em sua fabricacéo. Pelo fato das fibras serem posicionadas predominantemente
na direcao longitudinal (apenas as mantas apresentam fibras na direcao transversal ou
demais orientacoes vistas na Secéao 2.1), isto torna os perfis pultrudados altamente
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ortotrépicos. Tal fator se impde como uma questao importante para a pratica de en-
genharia estrutural de projetos, uma vez que os calculos estruturais tornam-se mais
complexos em comparacao com as estruturas de ago por exemplo, que séo isotrdpicas.
A titulo de exemplo, a rigidez e a resisténcia transversal dos perfis PPRFV costumam
ser da ordem de 3 a 4 vezes inferiores que a resisténcia na dire¢ao longitudinal (Fer-
nandes et al., 2015a; Fernandes et al., 2015b). Esta questao torna o perfil suscetivel a
flambagem local quando submetido a carregamentos laterais localizados.

Outra inconveniéncia dos perfis pultrudados PRFV é o seu comportamento
fragil na ruptura, com alta liberacdo de energia e falha abrupta. Nunes (2016) menciona
a falta de informacao disponivel por parte de fornecedores e fabricantes destes compé-
sitos, as diferencas de fabricante para fabricante e a vasta gama de formulagdes de
projeto disponibilizadas por diferentes autores e diretrizes. Estes fatores possivelmente
estdo impedindo a utilizacao generalizada destes elementos estruturais.

No caso de perfis compdsitos pultrudados de PRF geralmente se considera
que o material é transversalmente isotrépico, um caso particular de ortotropia, onde
a composigcao do material, ou suas propriedades sao as mesmas para um eixo de
simetria. Essa consideracéo se baseia na premissa de que a fibra e a resina estao
uniformemente distribuidas na secao transversal (Qiao; Shan, 2005; Qiao; Chen, 2014;
Mottram, 1992).

2.3 MODELAGEM DA VARIABILIDADE ESPACIAL DAS PROPRIEDADES

A incerteza nas propriedades fisicas e mecanicas € inerente aos materiais
compositos, isso decorre pelas imperfeicdes e distorcoes geradas durante o processo
de fabricacao, conforme abordado na Sec¢édo 2.1. Uma adequada caracterizagéo e
quantificacdo dessas incertezas se faz imprescindivel na conducéo de analises de
confiabilidade robustas e acuradas.

Na literatura, uma abordagem muito recorrente para a descricdo das incertezas
devido a variabilidade espacial nas propriedades € a modelagem com campos aleatérios
(Guilleminot et al., 2008, 2009). A utilizacdo de campos aleatdrios nesse contexto
permite a representacao da variabilidade estatistica juntamente da correlacédo espacial,
definida através de uma funcédo de correlacdo. Para um maior aprofundamento a
respeito da teoria de campos aleatdrios, recomenda-se que o leitor consulte a Se¢éo 2.3
do Apéndice 2.

Dentre os inumeros métodos difundidos na literatura para modelagem de
campos aleatérios, destaca-se a expansao de Karhunen-Loéve, técnica com utilizagao
ampla por se tratar de uma decomposicao espectral da funcao de covariancia do campo
aleatério, dada pela EQUAGAO AP2.12 do Apéndice 2.
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Geralmente, assume-se que 0 campo seja gaussiano e estatisticamente ho-
mogéneo. A hipétese do campo gaussiano se da por questdes de simplificacao da
expansao de Karhunen-Loeve, devido a aproximagao do teorema do limite central, e
também a grande complexidade inerente a modelagem de campos ndo-gaussianos.
A premissa da estacionariedade (ou homogeneidade estatistica) se sustenta em con-
textos nos quais a variabilidade é similar em todo o dominio. Além disso, a hipbtese
da estacionariedade permite a simplificagdo da fungéo de correlagao, e reduz o custo
computacional da representacao numérica do campo.

2.4 ANALISE DE FLAMBAGEM

De importancia impar no projeto de qualquer elemento estrutural esta o estudo
das possiveis instabilidades que possam ocorrer com a aplicagao de carregamentos.
De forma geral, a instabilidade estrutural € uma condicao na qual a estrutura sofre de-
formacdes significativas de maneira abrupta quando sujeita a esforcos de compressao.
Este fendmeno € também conhecido como flambagem, podendo muitas vezes resultar
até mesmo no colapso parcial ou total da estrutura.

A seguranca com relacao a flambagem esta relacionada a determinagao das
cargas criticas da estrutura, carregamentos que ocasionardo uma mudanca do estado
de equilibrio estavel para uma configuracao de equilibrio instavel, uma vez que sejam
aplicados. A titulo de exemplo, é apresentada na FIGURA 6 a resposta de um pilar sob
a agao de uma forga de compressao P, e de uma forga desestabilizadora yP atuando
na diregdo transversal. A forca desestabilizante esta relacionada as imperfeicées na
geometria, a variabilidade nas propriedades do material e a imperfeicdo no ponto de
aplicacao da carga em relacao a posicao perfeitamente vertical e centrada.

Para y muito pequenos, a resposta da coluna se aproxima da obtida pela
solucao de Euler para flambagem linear elastica, e deflexdes consideraveis surgem
pela mudanca de configuracdo abrupta exibida pela estrutura. A carga critica de
flambagem de Euler P.,; € dada por:

T2El

— (2.1)
4L2

crit —
onde:
E é o modulo de elasticidade da coluna;
Imin € 0 momento de inércia da coluna em torno do eixo de menor inércia;
L, € o comprimento de flambagem da barra.
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FIGURA 6 — ANALISE DE INSTABILIDADE: RESPOSTA DE UMA COLUNA
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FONTE: Adaptado de Bathe (2014).

Supondo a validade de determinadas simplificacdes e premissas, a analise de
flambagem linear representa com boa precisao o comportamento das estruturas sujeitas
a instabilidade por flambagem. As premissas e hipoteses simplificadoras necessarias a
correta aplicacao deste tipo de andlise sdo: 0 modelo constitutivo do material é elastico-
linear até a flambagem; os carregamentos sdo estaticos e proporcionais; assume-se
que a geometria inicial da estrutura e a aplicacdo do carregamento ¢é ideal, onde as
imperfeicbes geométricas, de material e no ponto de aplicacdo de carga possam ser
desprezadas.

A analise de flambagem por problema de autovalores e autovetores apresenta
vantagens em comparagao com analises numeéricas mais robustas e complexas, como
uma solucdo numérica nao-linear incremental completa, por ser computacionalmente
muito mais barata em relacao a esta ultima, fornecendo boas estimativas para a carga
critica real da estrutura, supondo a validade das simplificacdes apresentadas.

Em problemas de analise ndo-linear o comportamento da estrutura pode ser
capturado de forma incremental, com a resolu¢ao da equacgéao:

[K¢]dy = dP (2.2)

onde [K;] € a matriz de rigidez tangente, do é o vetor de deslocamentos nodais
incrementais, e dP é o vetor de cargas nodais incrementais e reagées. A EQUACAO 2.2
pode ser escrita também como:

[K. + K,]dy = dP (2.3)
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onde [K,] designa a matriz de rigidez linear elastica global e [K,] € a matriz de rigidez
geomeétrica, a qual representa a mudancga na rigidez provocada pelos efeitos das
deformacodes e deslocamentos finitos.

Para o célculo das cargas criticas elasticas, a equacao de rigidez global é
formulada na forma de um problema de autovalores e autovetores generalizado, sendo
a equacao de equilibrio no estado critico (McGuire et al., 2000):

(1K1 + MiKs]) {gi} = {0} (2.4)

onde:

[Kg] = € a matriz de rigidez geométrica global, computada a partir do estado
de tensoes inicial, para uma carga de referéncia P,.f;

A; = s&o os i-ésimos autovalores (usados como multiplicadores dos carrega-
mentos que geraram [KG]);

{¢;} = séo os i-ésimos autovetores de deslocamento, que descrevem a configu-
racao da estrutura flambada.

Diversos métodos se prestam a resolucao do problema de autovalores genera-
lizados descrito pela EQUACAO 2.4, como a decomposicdo de Cholesky, algoritmo
QZ, algoritmo de Krylov-Schur e o algoritmo de Block Lanczos.

O algoritmo de Block Lanczos é uma poderosa ferramenta para extragéo dos
autovalores extremos (mais elevados ou minimos em magnitude) e autovetores de
grandes matrizes simétricas esparsas. No Apéndice 1 é apresentado o funcionamento
geral desse método.

2.5 FLAMBAGEM LATERAL COM TORCAO

Em vigas sem restricao lateral e sujeitas a flexdo em torno do eixo de maior
inércia, dado que a rigidez do perfil no plano de flexdo € muito superior em comparagao
arigidez a flexao lateral, pode vir a ocorrer o fenémeno conhecido como flambagem
lateral quando um certo carregamento vertical critico for aplicado. Na medida em que
a carga aumenta, em funcao das imperfeicoes geométricas e do ponto de aplicacéao
da carga em relagdo a uma posigao perfeitamente vertical e centrada, uma condigéo
de equilibrio ligeiramente defletida (e torcida) se torna possivel. Nessa situagao, a
configuracdo plana da viga torna-se instavel, e a menor carga na qual essa condi¢ao
ocorre representa a carga critica da viga (Timoshenko; Gere, 2012).

Considerando-se uma viga com dois planos de simetria, sujeita a carregamen-
tos arbitrarios atuando num plano yz, no qual a rigidez a flexdo € maxima, conforme
mostra a FIGURA 7. Admitindo que ocorra uma pequena deflexdo em funcao dessas
cargas arbitrarias, entdo, a partir das equagdes diferenciais de equilibrio para uma
porcao de viga defletida € possivel determinar as cargas criticas de flambagem.
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Para derivar tais equacdes sdo considerados os eixos cartesianos fixos x, v, z,
e os eixos &, 1, C tomados no centroide da seg¢éo transversal a uma sec¢édo qualquer mn,
conforme apresentados na FIGURA 7. Os eixos & e 1 séo eixos de simetria e, portanto,
0s eixos principais da sec¢ao, e C é a direcao da tangente ao eixo da viga defletida
apos a flambagem. A posicao deslocada da viga é descrita pelas componentes u € v
do deslocamento do centréide da seg&o nas diregbes x e y, respectivamente, e pelo
angulo de rotagéo ¢ da segéo transversal. Os componentes de deslocamento u e v
sao positivos nas direcdes positivas dos eixos correspondentes, enquanto, o angulo de
rotagéo ¢ é considerado positivo em torno do eixo z de acordo com a convengéo da
regra da mao direita.

FIGURA 7 — VISTAS VIGA DUPLAMENTE SIMETRICA SUJEITA A FLAMBAGEM LATERAL
(a) VISTA DE CIMA
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FONTE: Adaptado de Timoshenko e Gere (2012).

Para pequenos deslocamentos as curvaturas do eixo baricéntrico da viga defor-
~ 42 42 . oy
mada nos planos xz e yz sdo dadas por 57 e 57, respectivamente. Admitindo pequenos

angulos de giro ¢ entdo as curvaturas nos planos £C e nC sdo aproximadamente iguais.
Com isso as equacoes diferenciais para flexdo sdo dadas por (Timoshenko; Gere,
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2012):
d*v
d*u
EL]E = M,] (26)

onde E € o mddulo de elasticidade, I: e I, sdo os momentos principais de inércia
da segao transversal em torno dos eixos ¢ e 7, respectivamente. M: e M, sdo os
momentos fletores em torno desses mesmos eixos.

Ja a equacéo diferencial para torcao da barra defletida é dada por (Timoshenko;
Gere, 2012):
do d’ ¢

onde G € o mddulo de cisalhamento, | € o momento polar de inércia, C,, € a constante
de empenamento (warping), e M; € o momento torsor em torno do eixo C.

A solugéo do problema do valor de contorno dado pelo sistema de EQUACOES
(EQUACAO 2.5, EQUACAO 2.6, e EQUACAO 2.7) e as condicdes de fronteira, recai
num problema de autovalores e autovetores, cuja resolucédo fornece os modos de
flambagem e a respectiva carga critica associada.

No caso de uma viga biapoiada sujeita a flexdo pura, com momento M = M,
aplicado em ambas suas extremidades, a solucdo do problema de autovalores e
autovetores fornece o momento critico de flambagem M, cr (Timoshenko; Gere, 2012):

T EC,m?
My, cr = L_b \/EIT]G] (1 + G]Li ) (28)

Para condi¢des de contorno mais complexas, como momento fletor variavel
ao longo do comprimento, e carregamentos aplicados fora do centro de cisalhamento
da secéo, sao propostos na literatura fatores de correcdo e termos adicionais a serem
aplicados na EQUACAO 2.8 para consideracdo desses efeitos (Trahair, 2017; Vlasov,
1961; Ascione et al., 2011). No contexto de projetos de perfis PPRFV, diversas normali-
zagoes e recomendacoes técnicas foram desenvolvidas com base nessas equacdes
propostas na literatura, derivadas a partir de solugdes analiticas e numéricas, e adap-
tadas no ambito dos perfis pultrudados (CNR-DT, 2007; Ascione et al., 2016; ASCE,
2024).

2.6 QUANTIFICAGAO DE INCERTEZAS E CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

A modelagem probabilistica em engenharia visa estudar os efeitos das incer-
tezas dos sistemas fisicos, e por vezes das incertezas dos modelos propostos para
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representacao dos fendbmenos fisicos, para entdo avaliar os impactos destas incertezas
nas respostas dos modelos. Este campo encontra-se na intersecao entre as disciplinas
da fisica e da matematica aplicada (como por exemplo a estatistica, teoria da proba-
bilidade e simulagdo computacional). A FIGURA 8 esquematiza os principais passos
envolvidos na analise de incertezas.

FIGURA 8 — ESQUEMA GERAL DE UMA ANALISE DE INCERTEZAS

Passo A Passo B Passo C
Quantificag¢do de Modelo(s) do sistema Propagacdo de

fontes de incertezas Critérios de analise incertezas

Variaveis aleatOrias Modelo computacional Momentos

* Probabilidade de falha
FDP de resposta

Passo C'
Analise de
sensibilidade

{

FONTE: Adaptado de Rocquigny (2006).

Trés passos podem ser identificados pela FIGURA 8:

e O passo A consiste na definicdo do modelo matematico, fisico ou numérico e seus
critérios de analise (por exemplo critérios de falha, tolerancias de deslocamentos,
entre outros) a serem empregados no estudo do sistema fisico. Esta etapa
caracteriza por completo as informagdes necessarias para realizacao de uma
analise deterministica classica do sistema fisico;

e O passo B compreende a quantificacao das fontes de incertezas, em outras pala-
vras, definir os parametros de entrada incertos e elaborar modelos probabilisticos
que descrevam apropriadamente suas distribuicdes;

e O passo C consiste na propagacao das incertezas inseridas na entrada dos
modelos, caracterizando de maneira apropriada a resposta aleatoria do modelo
em relacao aos critérios estabelecidos no passo A. Os resultados obtidos nesta
etapa podem compreender momentos estatisticos, a probabilidade de falha, a
funcao densidade de probabilidade (FDP) da resposta em anélise, dentre outros;
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e Usualmente, subprodutos dos métodos de propagacao de incerteza séo informa-
cOes a respeito do impacto dos parametros de entrada aleatorios nas respectivas
respostas aleatorias. Esta categorizacdo dos parametros de entrada é conhecida
como analise de sensibilidade, identificada na FIGURA 8 como passo C'.

Para informacdes a respeito dos conceitos basicos relativos a construcao de
modelos probabilisticos, o leitor € aconselhado a consultar o Apéndice 2, onde elemen-
tos basicos da teoria de probabilidades pertinentes a este trabalho sdo abordados.

2.6.1 Quantificacdo das fontes de incertezas (Passo A)

No projeto de sistemas estruturais, sabe-se que inumeras simplificacdes e
hip6teses sao admitidas de forma a se obter um modelo do sistema fisico real, sob
o qual analises, validagdes e verificacbes sao realizadas conforme os procedimentos
normativos. Da prética, é sabido que a correspondéncia entre modelo e sistema real
nunca é perfeita. Os procedimentos normativos baseados na filosofia de projeto LRFD
(Load and Resistance Factor Design) normalmente asseguram, dentro de certa margem
de seguranca, que o sistema estrutural atenda aos requisitos de projeto propostos. No
entanto, estas normas de projeto estabeleceram a calibracdo dos coeficientes parciais
de seguranca conforme situacées médias de projeto, inviabilizando a garantia de niveis
de confiabilidade coerentes para condicoes de projeto especificas (Tsompanakis et al.,
2008).

Soize (2005) e Ditlevsen e Madsen (1996, cap. 3) pontuam que existe uma
distincdo entre sistemas ditos "de projeto” e sistemas "reais". Um "sistema de projeto” é
um objeto abstrato cujo modelo matematico e seus parametros de entrada associados
foram selecionados de sorte que os critérios de projeto fossem atendidos. O "sistema
real" por sua vez € um objeto fisico construido conforme o projeto. Sabe-se que na
pratica o sistema real nunca é exatamente idéntico ao projeto inicial. Sudret (2007)
elenca algumas razdes para tal:

e Por conta das imperfeicdes no processo de fabricacéo, as dimensdes do sistema
real diferem das de projeto;

e As propriedades do material do sistema real podem diferir ligeiramente das
propriedades catalogadas na classe de material da qual este é suposto pertencer;

e As condicbes de contorno do sistema de projeto sao idealizadas de modo que
representam de maneira aproximada a complexidade daquelas do sistema real.
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Por estes motivos uma abordagem probabilistica dos parametros de entrada
se faz aplicavel. As incertezas relacionadas aos parametros de entrada podem ser de
varios tipos (Melchers; Beck, 2018):

e incertezas intrinsecas por definicdo sdo aquelas inerentes ao processo ou fend-
meno envolvido, ndo podendo ser eliminadas mas sim reduzidas com coleta de
dados ou informacgdes adicionais, modelagem analitica ou numeérica aprimorada
e melhor estimativa de parametros. Exemplos: ocorréncia e intensidade de acdes
ambientais como tempestades, ciclones, tornados e furacdes, acdes decorrentes
de terremotos, varia¢cdes nas propriedades mecéanicas de materiais, entre outros;

e incertezas epistémicas decorrem da lacuna ou falta de conhecimento. Estas incer-
tezas podem ser reduzidas, e em teoria, eliminadas, via coleta de informagdes a
respeito dos processos envolvidos, ou melhor conhecimento do problema sendo
investigado. Exemplos: incerteza estatistica relacionada a um modelo de distribui-
cao para uma variavel aleatéria, representagdo do comportamento estrutural por
um modelo simplificado, etc.;

e incertezas devido a fatores humanos sédo aquelas resultantes do envolvimento
humano no projeto, construcao, uso da edificacao, entre outros. De acordo com
Beck (2019), esta incerteza ndo admite separacao entre intrinseca ou epistémica,
sendo em ultima andlise inevitavel (e, portanto, intrinseca), porém redutivel através
de qualificagéo e treinamento (epistémica).

O tratamento destas incertezas nos parametros de entrada por uma abordagem
probabilistica compreende o Passo B, cujo objetivo final, para problemas independentes
do tempo, é a descricao do vetor de variaveis aleatorias dos parametros de entrada X em
termos de sua fungéo densidade de probabilidade conjunta (FDPC) fx(x). No Apéndice 2
sdo apresentados alguns dos conceitos da teoria de probabilidades pertinentes ao
desenvolvimento desta dissertacdo, como o conceito de variaveis aleatérias.

2.6.2 Modelagem do sistema fisico (Passo B)

Normalmente, um modelo de um sistema fisico pode ser caracterizado como
uma funcéo tipo "caixa preta" ou black box, por exemplo um programa de computador,
a qual associa a entrada de dados a resultados ou dados de saida.

Considerando que o modelo de um sistema fisico possa ser representado por
uma funcdo geral M : x — y = M(x), entdo nessa notacdo os dados de entrada estdo
agrupados no vetor de variaveis aleatérias x € D c RM, ao passo que as respostas
do modelo sdo o vetor coluna y = M (x) € RY. Um modelo assim definido inclui tanto
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as equacgoes que descrevem o sistema fisico objeto de estudo quanto os algoritmos
empregados na sua resolucao.

No caso de um modelo black box, a fungao geral que define 0 modelo M s6 &
conhecida por meio de avaliagdes y = M (x@) de cada vetor de dados de entrada x?
no qual o programa de computador € alimentado e executado.

Os parametros de entrada no ambito da mecanica estrutural geralmente séo
0S seguintes:

e Medidas dos componentes estruturais, dimensdes, secdes transversais, ou seja
as informacdes que caracterizam a geometria do sistema;

e Parametros descrevendo as propriedades fisicas do material, como densidade,
coeficiente de expansao térmica, resisténcia a corrosao, etc.;

e Parémetros descrevendo as leis constitutivas dos materiais, como por exemplo:
méddulo de Young, coeficiente de poisson, modulo de cisalhamento, etc.;

e Parametros que descrevem o carregamento do sistema, tais como pressao (devido
a acao do vento, ondas, etc.), estado de pré-tensdes, um campo de tensdes
induzidas pela temperatura, etc;

e Parametros envolvendo as condicdes de contorno, como deslocamentos, contatos,
entre outros.

As respostas por sua vez usualmente incluem:

e Campo de deslocamentos, ou deslocamentos nodais no contexto do método dos
elementos finitos;

e Componentes do tensor de deformacdes;

e Componentes do tensor de tensdes e as grandezas derivadas a partir deste,
como tensdes equivalentes, indices de falha (derivados a partir de critérios de
falha), etc.

2.6.3 Propagacao de incertezas (Passo C)

Considerando o modelo M : x = y = M(X), supondo que a descri¢do probabi-
listica dos parametros de entrada € dada em termos do vetor de variaveis aleatérias X,
o vetor de variaveis aleatérias de resposta pode ser definido por:

y = M(X) (2.9)
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O objetivo primario da propagacéo de incertezas é o estudo do conteudo
probabilistico da resposta y, mais precisamente sua FDPC fx(x). Na pratica, a FDPC
nao pode ser determinada diretamente pela falta ou auséncia de observacdes que
permitam sua caracteriza¢ao, exceto em casos especiais como problemas académicos.
Sendo assim, esta funcao usualmente é construida a partir das informagdes existentes
sobre as funcdes de distribuicdo marginais de cada variavel e, em alguns contextos, os
coeficientes de correlagao entre cada par de variaveis aleatérias. InUumeros métodos
para propagacéao de incertezas foram propostos ao longo dos anos, no entanto neste
trabalho o enfoque sera dado nos métodos de confiabilidade estrutural. Esses métodos
serdo explorados na Sec¢éo 2.7, Se¢ao 2.8 e Secéo 2.9.

2.7 CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Pode-se definir a confiabilidade de um elemento, componente ou sistema de
engenharia como a probabilidade de que este nao falhe, ou o grau de confianga com que
este sistema atenda aos requisitos estabelecidos em projeto, durante um dado periodo
(vida util especificada), respeitadas as condicdes de operacao, uso, manutencao e
projeto. O termo é também associado a probabilidade de sucesso (Beck, 2019).

A confiabilidade é, em termos gerais, o complemento da probabilidade de
falha, outro conceito importante no contexto da teoria de confiabilidade estrutural. A
probabilidade de falha é a probabilidade de que o sistema falhe, ndo atendendo aos
critérios e especificacoes de projeto, para a vida util determinada, apesar de respeitadas
as condi¢des de operagao, uso, manutencao e projeto do sistema.

A determinacdo da probabilidade de falha do sistema de engenharia com
respeito aos requisitos a serem satisfeitos, consideradas as incertezas decorrentes
da descricao do modelo do sistema fisico e/ou de seu ambiente, € o objetivo primario
de uma andlise de confiabilidade. Os requisitos a serem cumpridos pela estrutura
incluem a seguranca contra o colapso, limitagcdes quanto a danos que esta possa
sofrer, deslocamentos maximos e outros critérios. Cada um destes requisitos pode ser
designado por um ou mais estados limites. Outra definicao possivel para a probabilidade
de falha é uma medida da propensao da estrutura a violacdo dos estados limites. Neste
contexto “violacao“ pode ser entendida como uma condicdo indesejada para o sistema
estrutural.

Cada modo de falha pode ser matematicamente expresso por uma funcao de
estado limite g (X, M (X)), a qual depende dos parametros de entrada e das respostas.
Convencionalmente a fungéo de estado limite é formulada de tal forma que:

o O = {x|g (x) < 0} € o dominio de falha formado por todos os pontos do espago
amostral de X que levam a falha da estrutura;
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e Q) = {x|g(x) > 0} é o conjunto complementar ao dominio de falha.

O conjunto de pontos {x|g (x) = 0} define a superficie de estado limite. Deno-
tando por fx(x), a fungdo densidade de probabilidade conjunta do vetor coluna de
variaveis aleatérias X, entao a probabilidade de falha do sistema é:

pr=Plg(X)<0] = i fx () d x (2.10)
f
O uso da formulagdo mostrada na EQUAGAO 2.10 supde que a funcdo densidade de
probabilidade conjunta do vetor X exista, e define a probabilidade de falha como essa
integracao, entretanto, a FDPC raramente é conhecida, impossibilitando a resolugéo da
EQUACAO 2.10 por integragao direta (Lemaire, 2013). Assim sendo, o célculo dessa
integral de forma analitica € inviavel para a maioria dos problemas.

Segundo Melchers e Beck (2018) a EQUACAO 2.10 pode ser solucionada
por simplificacdo ou tratamento numérico (ou ainda por ambas as abordagens con-
juntamente) do (i) processo de integragéo, (ii) do integrando fx (x) e (iii) da definicao
do dominio da falha Q)s. Ainda conforme estes mesmos autores, duas abordagens
principais emergiram na resolucao deste problema:

1. Métodos que evitam o processo de integracao, transformando o integrando
fx (x) em uma FDPC multi-normal e utilizando certas propriedades notaveis que
permitem a determinacgao, de forma aproximada, da probabilidade de falha. Tais
abordagens sdo conhecidas como métodos de “segundo momento de primeira
ordem” e os seus desenvolvimentos (First Order Reliability Method-FORM e
Second Order Reliability Method-SORM);

2. Abordagens que utilizam os chamados métodos de Monte Carlo, técnicas de
aproximacao numeéricas que se baseiam em amostragens aleatorias para efetuar
a integracdo multidimensional exigida pela EQUACAO 2.10.

2.8 METODO DE CONFIABILIDADE DE PRIMEIRA ORDEM: FORM

O método de confiabilidade de primeira ordem (FORM) é um método de
transformacéo, assim como os métodos First Order Second Moment (FOSM) e Second
Order Reliability Method (SORM). Estes métodos recebem esta denominacao pois
envolvem uma transformagédo, ou mapeamento do vetor de variaveis aleatorias do
problema, X € X ¢ RM, com fungéo conjunta de distribuicdo de probabilidades arbitraria,
em um vetor de variaveis aleatérias U € U c RM, com distribuicdo normal padrao,
sendo n 0 numero de variaveis aleatérias do problema.
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O conjunto X forma o chamado espacgo de projeto, no qual as variaveis ale-
atorias assumem dimensoes fisicas (exemplo: MPa, kN, m, mm, etc.). Ja o conjunto
U é denominado como "espac¢o normal padrao", onde as variaveis aleatérias sao
adimensionais, com média nula e desvio-padrdo unitario. Os mapeamentos que levam
de X — U para U — X constituem a base dos métodos de transformacao.

O FORM envolve a construgcéo de uma FDPC fx (x) com base nas distribuiges
marginais e nos coeficientes de correlagao entre pares de variaveis aleatérias, bem
como a transformacao desta para o espago normal padrao U.

O primeiro passo para aplicagao do método FORM consiste nessa reformulagao
do problema no espago normal padrao, utilizando uma transformacao isoprobabilistica
U =7 (X), onde o vetor de variaveis aleatorias X ~ fx (x) & transformado em um vetor
de variaveis aleatérias independentes e com distribuicao normal padrao multivariada
U ~ N(0,1,). Dois tipos de transformacao tem sido amplamente utilizados no contexto
da confiabilidade estrutural:

e A transformacao de Rosenblatt (Rosenblatt, 1952), introduzida no contexto da
confiabilidade estrutural por Hohenbichler e Rackwitz (1981);

e A transformacao de Nataf (Nataf, 1962), introduzida no contexto das aplicacoes
estruturais por Der Kiureghian e Liu (1986).

Empregando uma destas transformacdes (as quais sdo melhor abordadas no
Apéndice 3), a EQUACAO 2.10 é reescrita como:

ps= fx(x)dx = f pm(u)du (2.11)
Qs {ue]RM:g(u)SO}

onde:

g(u) = g(‘i"l(u)) € a funcao de estado limite avaliada no espaco normal
padréo;

pm(u) € a funcdo distribuicdo de probabilidades normal multivariada. A fung¢éo
densidade de probabilidade normal multivariada é dada por:

pm(u) = 2r1) ™M exp (—% (uf R u,%/l)) 2.12)

Essa FDP é esfericamente simétrica, com simetria centrada em sua origem,
depende apenas de |lull>, € maxima na origem e decresce exponencialmente com
0 argumento da funcéo exp (— ||ull? /2). Portanto, os pontos que mais contribuem na
integragcdo da EQUACAO 2.11 sdo os pontos do dominio de falha mais proximos
da origem no espaco padrdao U. O método FORM tira proveito desta propriedade
realizando uma aproximagao linear da superficie de estado limite na regido mais
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proxima da origem do espago normal padrdo. Com isso, o ponto sobre a fronteira
da superficie de falha mais préximo da origem do espaco padrao € o ponto sobre o
dominio de falha de maior probabilidade de ocorréncia, chamado ponto de projeto u’,
também conhecido na literatura como Most Probable Point (MPP).

O segundo passo do FORM consiste em encontrar o ponto de projeto u*, 0
qual é obtido pela resolugdo do problema de otimizagdo com restri¢des:

u’ = argmin {||ul|, g(u) = 0} (2.13)
ueRM
Diversos algoritmos disponiveis na literatura se aplicam a resolucao do problema
definido pela EQUACAQO 2.13. Dentre eles destaca-se o algoritmo de Hasofer-Lind e
Rackwitz-Fiessler (HLRF) (Rackwitz; Flessler, 1978) e o algoritmo de Hasofer-Lind e
Rackwitz-Fiessler melhorado iHLRF (improved Hasofer-Lind and Rackwitz-Fiessler)
(Zhang; Der Kiureghian, 1995).

A norma do ponto de projeto u* representa uma importante quantidade na
confiabilidade estrutural, conhecida como indice de confiabilidade de Hasofer-Lind
(Hasofer; Lind, 1974):

Bar = [[u’| (2.14)

O indice de confiabilidade By, esta diretamente associado a probabilidade de falha
exata py de uma fungdo de estado limite linear no espago normal padréo:

pr=D(—Pur) (2.15)

onde:
@ ¢ a funcao distribuicao de probabilidade normal acumulada.

O terceiro e ultimo passo do algoritmo FORM envolve a aproximacao linear
da funcao de estado limite como o hiperplano tangente desta funcao no ponto de
projeto. E entéo, a probabilidade de falha p; calculada para essa aproximagéo linear da
superficie de falha pode ser obtida de forma exata. Para um caso em duas dimensdes
a FIGURA 9 ilustra graficamente este tipo de aproximacéao, representando o escalar
Brr que geometricamente é a menor distancia da fun¢do de estado limite a origem, a
funcao de estado limite aproximada por sua reta tangente no ponto de projeto u*, além
do dominio de falha Qf e um vetor unitario a ortogonal a essa reta tangente, que € o
vetor gradiente de g (u”).
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FIGURA 9 — REPRESENTAGAO GRAFICA DA ESTIMATIVA DA ps PELO FORM VIA LINE-
ARIZACAO DA EQUACAO DE ESTADO LIMITE EM TORNO DO PONTO DE
PROJETO

N

Dominio de falha

FONTE: O autor (2024).

De forma mais geral, para problemas néo-lineares a EQUACAO 2.13 pode
ser enunciada utilizando um multiplicador de Lagrange A, resultando num problema de
otimizacao sem restricées. O Lagrangeano do problema pode ser escrito como:

L0, ) = Sl + Ag(w) 2.16)

Se a solucao do problema de otimizacao existe, as condi¢des de estacionarie-

dade sao as seguintes:
VoL (u', A7) =0
oL (2.17)

ﬁu,A):O

Que podem ser escritas explicitamente como:

0
0

g(u")

(2.18)
u' + A'Vg(u')

A primeira condi¢cao garante que o ponto de projeto pertenca a superficie de
estado limite. A segunda condicdo da EQUACAO 2.18 assegura que o vetor u* é
colinear ao vetor normal a superficie de estado limite no ponto u*, em outras palavras,
garante que o vetor u* seja colinear ao vetor Vg (u*). A abordagem mais utilizada para
solucao deste problema € o algoritmo HLRF (Rackwitz; Flessler, 1978).
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A ideia basica do algoritmo HLRF é resolver iterativamente um problema linear
em torno de um ponto. A cada iteracao a fungao de estado limite € aproximada como
uma expansao em série de Taylor de primeira ordem, em torno de um ponto inicial
arbitrario uy:

g(u) = g (w) + Vg, - (1 —uy) (2.19)

As condicdes descritas pela EQUACAQO 2.18 sdo expressas para cada iteragdo
k por:

Ve - (Ues1 —ug) + g (up) =0 (2.20)
Ui+l = /\Vg|uk

Realizando algumas manipulag¢des algébricas obtém-se:

Vg — g (w)

Upe1 = — V8, (2.22)
V1|
Introduzindo o vetor unitario a:
Vglllk
= —7——— (2.23)
C vl
Obtém-se finalmente:
Ups1 = [akuk + M] 09" (2.24)
V1|

O indice de confiabilidade p; associado a k-ésima iteracdo pode ser entéo

estimado pela equacéo:
g (ux)

[Vl

Numa situagéo hipotética de convergéncia perfeita do algoritmo: g (u,) =0, 0
que conduziria a fr = fur = a - ui. Entretanto, na pratica isso néo ocorre e o algoritmo
€ executado até que algum(ns) critério(s) de parada seja(m) satisfeito(s), como por
exemplo a estabilidade de f; ou u; entre iteragbes e a proximidade de g (u1) em
relacdo a superficie de estado limite (Marelli et al., 2024).

Br = arux + (2.25)

O algoritmo HLRF é um caso particular de uma ampla gama de algoritmos
iterativos, bastante usados em problemas de otimizacao, chamados de algoritmos de
gradiente descendente. Esta classe de algoritmos envolve um esquema iterativo da
forma:

Upsq = Wy + Ardy (2.26)
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onde:
Ar € 0 passo da k-ésima iteragao;
d; € a direcao de descida da k-ésima iteracao. Dada por:
Vg ur — g (u)
di = 2
V81|

Vg, + Uk (2.27)

No algoritmo HLRF, originalmente formulado por Rackwitz e Flessler (1978)
Ar = 1. Na versao "melhorada" deste algoritmo conhecida como iHLRF, proposta por
Zhang e Der Kiureghian (1995), o calculo do passo é feito de forma mais sofisticada,
baseado na premissa de que g (u) é diferenciavel. Estes autores introduziram o conceito
de uma fungao mérito:

() = 3 ol + g )] (2.28)

onde:

cx € um parametro real de penalizacgao, tal que ¢ > ”v”g‘zﬂj)”.

Se [|[Vg (w)|| > 6, sendo 6 um critério de tolerancia para a norma da fungéo de
estado limite no ponto, entdo, o parametro de penalizacao ¢, € determinado por:

el 1 [ + dill®
- = (2.29)
Cx =y max ”Vg(uk)H > |g(uk)|
Caso contrario (||Vg (w)|| < 6):
||
=yl (2.30)
t T ]

onde y & um parametro para garantia da condi¢éo de convergéncia do algoritmo iHLRF.

Pode-se provar que a funcao m (u,) tem minimo global no mesmo ponto que
o problema dado pela EQUACAO 2.13, bem como a mesma direcdo descendente d.
Para determinacéo do passo 6timo Ay, a regra de Armijo pode ser empregada (Zhang;
Der Kiureghian, 1995):

A = max {b® | m (ug + b°dy) — m (ug) < —ab’Vm (uy) - di} (2.31)

onde:
a,b € (0,1) sao parametros pré-definidos, e s € IN.

2.9 SIMULACAO DE MONTE CARLO

Conforme mencionado na Secao 2.7, devido a complexidade da integracéo da
EQUACAO 2.10, a técnica de simulagao de Monte Carlo (SMC) se apresenta como uma
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abordagem consagrada para a determinagéo de uma aproximacao da probabilidade de
falha. Utilizando uma func¢ao indicadora I [x] tal que:

I[x] =1 se x € O (falha)

o (2.32)
I[x] = 0 se x € Q) (sobrevivéncia)
A EQUACAO 2.10 torna-se uma integracdo sobre todo o dominio:
pr= fl [x] fx (x)dx (2.33)
Q

Por definicdo, a EQUACAO 2.33 representa o valor esperado da funcéo in-
dicadora I [x] com respeito a fx (x). O valor esperado da probabilidade de falha pode
ser estimado com base em uma amostra de tamanho finito, onde o vetor de variaveis
aleatorias X € amostrado, e, para cada amostra, a fungédo de estado limite g(xk) é
avaliada. Matematicamente isso se traduz como (Beck, 2019):

S

et S - =

n
k=1 5

onde:

pr € o estimador da probabilidade de falha;

ns € 0 numero de amostras (subindice () do inglés samples);
ng € 0 numero de pontos no dominio de falha.

A EQUACAO 2.34 representa um estimador ndo tendencioso da probabilidade
de falha, visto que p; = E[I [x]].

Pelo fato do estimador na EQUAGCAO 2.34 ser calculado com base numa
amostra de tamanho finito, este esta sujeito a um erro estatistico, o qual corresponde a
variancia de I [x] por ser um estimador ndo-tendencioso. A variancia pode ser estimada
pela expressao (Beck, 2019):

Var [fa\f] = (nsl— D kZ:;‘ (1 [xk] _@)2 (2.35)

O coeficiente de variagéo de p; é obtido conforme a expresséo a seguir, valida
para valores comuns de probabilidade de falha (py < 1):

_VVarlpd 1 L (2.36)

COV5, = — ~ SooNg =
S 7 P

onde:
COV5, é o coeficiente de variagao do estimador da probabilidade de falha.
E [ﬁf] € o valor esperado do estimador da probabilidade de falha.
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A partir da EQUACAO 2.36 é possivel derivar também o niimero de simulacdes
necessario para atingir um determinado COV,. Por exemplo, a avaliacdo de uma
probabilidade de falha da ordem de 1077 com COVy, ~ 0,05 = 5.1072, requer ng > 4.107+2
amostras.

Em problemas tipicos de confiabilidade estrutural a probabilidade de falha
costuma ser da ordem de 10~% a 10°%, fato que tende a tornar o nimero de amostras
proibitivo, sobretudo em situagcées onde cada avaliagcao da funcao indicadora implica
na solucao de modelos complexos com um grande numero de graus de liberdade e
alto custo computacional (Beck, 2019).

O método de Monte Carlo quando aplicado conforme a deducéao apresentada,
sem utilizac&o de técnicas de reducéo de variancia € conhecido como Monte Carlo
Simples, Direto, Bruto ou Cru.

Em posse das Equacdes (EQUACAO 2.34 e EQUACAO 2.35), o intervalo de
confianca (IC) do resultado da simulacao pode ser determinado:

=k +/Var [ps] T <k +/Var [ps] (2.37)
onde:
k é o parametro relacionado com o nivel de confianga desejado, segundo uma
distribuicao normal.

Probabilidades de falha sdo os resultados diretos das simulagées de Monte
Carlo. Entretanto, de forma andloga aos métodos de transformacéo como o FORM e
SORM (Secéo 2.8), um indice de confiabilidade equivalente pode ser determinado para
a simulacao de Monte Carlo:

Buc = —@7" (py) (2.38)

Para enderegar o problema do nimero de simulagdes proibitivo para determina-
¢éo da py pelo método de Monte Carlo Bruto, diversas técnicas de redugéo de variancia
foram desenvolvidas. Segundo Beck (2019), estas se dividem em técnicas de geracao
de amostras e técnicas de amostragem inteligente. Neste trabalho sera dado enfoque
na técnica de geragao de amostras por hipercubo latino.

A amostragem por hipercubo latino (Latin Hiper-cube Sampling ou LHS (amos-
tragem por hipercubo latino)) consiste em uma técnica de amostragem estratificada,
onde o dominio de cada variavel aleatoria do problema é dividido em faixas equipro-
vaveis, visando produzir amostras mais bem distribuidas no espago amostral do que
aquelas obtidas pelo método de Monte Carlo Bruto (Olsson et al., 2003). Isto permite a
obtencdo de uma cobertura esparsa e homogénea do espaco amostral em problemas
multidimensionais.
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Supondo um conjunto de amostras M-dimensional, com VAs independentes,
sendo M o numero de VAs do problema. Estabelecendo uma matriz P de dimensdes
ns X M, na qual cada uma das M colunas é uma permutacéao aleatériade 1, ..., M, e
uma matriz R de dimensodes ns X M cujos componentes sdo numeros aleatoriamente
distribuidos entre (0,1). Essas matrizes constituem o plano de amostragem base,
representado pela matriz S:

1
S=--(P-R) (2.39)

Cada elemento de S, s;;, € entdo mapeado de acordo com a FDP marginal:

t

5. e _1 .o

Xij = {F Xj (S’J)}izl,...,M (2.40)
onde:
F! representa a inversa da fungéo de distribuicdo acumulada da variavel X;

]
x;; constitui as entradas do vetor x; que relne todos os dados de entrada para
computar as simulagoes.

Em suma, a amostragem por LHS é realizada da seguinte forma:

e Passo 1: O intervalo de cada variavel de entrada é estratificado em células
isoprobabilisticas’;

e Passo 2: Uma célula é escolhida uniformemente entre todas as células disponi-
veis;

e Passo 3: O numero aleatério € obtido pela inversa da funcéo distribuicdo de
probabilidade cumulativa da VA X localmente na célula escolhida;

e Passo 4: Todas as células que possuem um estrato comum com a célula anterior
sdo separadas da lista de células disponiveis.

2.10 METAMODELAGEM: REGRESSAO COM PROCESSOS GAUSSIANOS OU
KRIGAGEM

Diversas vezes, no contexto das areas envolvendo a engenharia, emergem
problemas onde ha a necessidade da avaliacao de modelos, sejam estes analiticos ou
numericos, da ordem de centenas, milhares ou até milhdes de vezes. As simulacoes
de Monte Carlo sdo um exemplo de abordagem onde isso ocorre com frequéncia,
tornando inviavel a sua aplicagcdo em determinadas situacdes devido ao elevado custo

! Sao regides (ou “células®) em um espago amostral ou dominio de uma FDP nas quais a probabilidade
de se observar um valor dentro de cada regiao é idéntica.
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computacional, o que é potencializado com o aumento do grau de complexidade dos
modelos. Essa problematica pode ser contornada com a utilizacdo dos chamados
metamodelos (meta-model ou surrogate model).

Metamodelos sao representacées mais aproximadas (e analiticas) das respos-
tas de modelos computacionais de alta fidelidade. Matematicamente, a metamodelagem
visa aproximar uma resposta ou comportamento do modelo computacional M, de modo
que:

¥ = M(x) ~ M(x) (2.41)

onde:
y € a resposta do metamodelo M;

No contexto da mecanica, M pode ser um modelo numérico em EF, elementos
de contorno, elementos discretos, dentre outros. Ja no contexto da confiabilidade, em
geral M representa a funcédo de estado limite, a qual pode conter de forma implicita
um modelo numérico em sua formulacdo. A metamodelagem se aplica justamente
no sentido de substituir o modelo M com alto custo computacional, onde uma Unica
avaliacao poderia consumir diversas horas ou até mesmo dias/semanas, por um modelo
simplificado, mais simples e barato computacionalmente. Dentre as diversas técnicas
de metamodelagem presentes na literatura, a Krigagem é uma que se destaca em
termos de preciséao e eficiéncia (Kroetz, 2015; Kroetz et al., 2017).

2.11 DEFINICOES GERAIS

A Krigagem ou regressao com Processo Gaussiano (PG) é uma técnica que
assume as respostas do modelo M como realizagdes de um PG indexado por x € Dy C
RM. Pode-se descrever um metamodelo por Krigagem MX pela seguinte equacgao
(Santner et al., 2003):

MEx) = BTE(x) + Z(x, w) (2.42)
onde:
ﬁTf(x) é o valor medio do PG, consistindo de Py, fungbes arbitrarias {fj; j=1,
. Pfum,} e seus coeficientes correspondentes a determinar {ﬁj; j=1, ..., me};

Z(x, w) € um Processo Gaussiano estacionario homogéneo, de variancia cons-
tante o> e média nula. O espago de probabilidade relativo ao ponto amostral w é definido
em termos de uma funcao de correlacao R (x, x’; 0), que depende dos pares de pontos
amostrais x e x’, e de seus hiperparametros 6.

Seja X = {x(l), .. ,x<N)} um conjunto de dados observados, também chamados
de pontos de suporte, e assumindo que as respostas do modelo correspondente sejam
livres de ruido Y = {y‘l) = M(x(1>),...,y<N> = M(x(N))}, a ideia central da Krigagem
é fornecer uma previsdo MX(x) para um novo ponto desconhecido x, com base na
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premissa de que o vetor de previsdes ?(x) neste novo ponto e o vetor de respostas
do modelo Y no conjunto de dados observados, seguem uma distribuicdo conjunta
Gaussiana definida por:

Y(x) N B | L[ 1 T
{ y ] NM“([ [F1p }’G [r(x) [R]

) (2.43)

onde:
[F] € uma matriz N x P contendo os valores das fungdes f; nos pontos de
suporte X:
Fi=fi(x?),i=1,...,N;j=0,..., Prunc (2.44)

r(x) € o vetor de correlacao cruzada entre o ponto previsto x e cada um dos
pontos de suporte:
r=R(xx%0),i=1,... N (2.45)

[R] é uma matriz N x N de correlacdo com elementos:
R;=R(x?,x7;0),i,j=1,...,N (2.46)

A média e a variancia do vetor de variaveis aleatérias Gaussianas Y(x)
condicionada ao conjunto de dados observados X e YV, pode ser computada pelas
expressoes (Santner et al., 2003):

us(x) = 1) + 1" (x) [R]™" (Y - [FIp) (2.47)
02(x) = o (1 () [RI™ £() + u’ () ([FT" [RI™ [F1) u(x)) (2.48)

sendo u(x) = F" [R™] r(x) - £(x).

212 FUNCOES DE CORRELACAO

A funcédo de correlagéao R (x,x’; 0) no contexto de campos aleatérios ou pro-
cessos gaussianos, descreve o grau de correlagao do parametro observado em dois
pontos em funcao da distancia entre eles.

Na literatura existem diversos tipos de fungdes de correlacdo, em geral definidas
por um par de parametros de entrada unidimensionais x, x’ € R e parametrizada por
0 € R.y, comumente referido na literatura como comprimento de escala caracteristico,
comprimento de correlagdao ou parametro de escala (Lataniotis et al., 2024).

Dentre as fungdes de correlacao, a familia de fungdes mais usual em aplicacdes
gerais, e também muito empregada em estudos envolvendo andlise de elementos finitos
estocasticos de estruturas compdésitas, € a familia exponencial, tanto em estudos sem
validagdes experimentais (Sriramula; Chryssanthopoulos, 2009), quanto em trabalhos
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com comprovagdes experimentais para o caso de painéis compdsitos PRFV (Sriramula;
Chryssanthopoulos, 2013). As fungbes da familia exponencial sdo definidas como:

Exponencial:
DN x—x|
R(x,x;0) = exp[ 5 ] (2.49)
Gaussiana ou Exponencial Quadratica:
N L 1{x=x]\
R(x,x,@) = exp [_E( 5 ) ] (2.50)

Quando a dimensao dos dados de entrada € maior que um, é possivel a
construgéo de fungdes de correlagdo multi-dimensionais a partir das unidimensionais.

O presente trabalho se limitara as funcbes de correlacao ditas isotrépicas do
tipo elipsoidais. Uma funcéo de correlagédo é dita isotropica quando apresenta um
mesmo comportamento para todas as dimensdes, com um Unico parametro de escala
6 associado a todas as dimensdes de entrada. Conforme Williams e Rasmussen (2006),
funcdes de correlagéo elipsoidais sdo construidas substituindo o termo % por h, que
é calculado como:

Mo 2108
R(xx;60) =R (i), h= {Z(x glxl‘) ] (2.51)

i=1

Como R (x, X; 9) é isotropica:

1 M ) 0,5
h=g [Z (i —x) ] (2.52)

i=1

sendo M o numero de dados de entrada.

2.13 DETERMINACAO DOS HIPERPARAMETROS

Conforme visto nas secdes (Secdo 2.11 e Secao 2.12) a matriz de correlagao
[R], e consequentemente o vetor § e o> dependem do conhecimento de 6, o vetor de
hiperparametros a ser estimado.

Um método bastante usual para determinacao de 0 no contexto da krigagem € o
método da méxima verossimilhanga, o qual busca pelo conjunto de hiperparametros que
maximizem a probabilidade da ocorréncia de Y = {y‘” = M(x“)), o,y = M(x(N>)}T.
Conforme abordado na Secao 2.11, assume-se que Y segue uma distribuicdo conjunta
Gaussiana, com funcéo de probabilidade:

(det [R])~"/2

(2no2)N?

(g, 0.) = exp|-5¥ - FIPTRIT V- FIp)] (259
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Maximizando a funcéo descrita pela EQUACAO 2.53, obtém-se o vetor de
coeficientes® B e o> como fungdes dos hiperparametros 6 (Dubourg, 2011; Santner
et al., 2003):

g=(F[R']F) F[R]Y (2.54)
(Y - [FIB)" [RI" (Y - [FIB) (2.55)

02:

Z|=

Com base nas equacdes (EQUACAO 2.54 e EQUAGAO 2.55), os hiperpara-
metros 8 podem ser entédo estimados pelo seguinte problema de otimizagao:

0= arg min[—log L(0; V)] (2.56)
96@6
0= arg min1 [log(det R) + Nlog (27’(02) + N] (2.57)
0Dy 2

Para solugdo do problema de otimizacdo descrito pela EQUACAO 2.57, no
presente trabalho empregou-se o método baseado em gradiente de ponto interior
L-BFGS (Byrd et al., 1999; Nocedal, 1980).

2 Uma expressao equivalente para o vetor de coeficientes pode ser obtida por minimos quadrados.
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3 ESTUDO DA DISTRIBUICAO NAO UNIFORME DE FIBRAS E RESINAS: AQUISI-
CAO DOS DADOS E MODELAGEM EM ELEMENTOS FINITOS

O presente capitulo, assim como os dois que se seguem contemplam um
estudo de caso, no qual a modelagem das incertezas na distribuicdo de propriedades
do material, e seu impacto na probabilidade de falha foi analisado pela definicdo de
dois modelos probabilisticos. No primeiro assume-se que as propriedades da secao
transversal sao distribuidas de forma homogénea; no segundo a variabilidade espacial
das propriedades da secao é considerada. Construiram-se ambos estes modelos com
base em dados experimentais de teores de fibra e resina de perfis PPRFV de secéao "I",
sendo as propriedades do material derivadas a partir deste parametro.

Como a experimentagcédo ndo compde a proposta do presente trabalho, buscou-
se por fonte de dados e resultados experimentais para quantificacao e modelagem
das incertezas e previsao das propriedades mecanicas e fisicas dos materiais. Neste
capitulo, se faz uma explanagéo dos procedimentos e da metodologia empregados na
obtencao dos resultados experimentais disponiveis em literatura, utilizados como base
para a avaliagdo da distribuicdo ndo homogénea do teor de resina e fibras.

A base de dados relacionada as medidas experimentais do teor de resinas,
assim como os parametros geométricos das secdes | analisadas, e a metodologia para
derivacao das propriedades mecanicas foram baseadas na publicacdo de Feng et al.
(2022). Neste artigo, o teor de resina foi selecionado como critério para mensurar a
uniformidade do material dos perfis PPRFV. Feng et al. (2022) utilizam o teor de resina
como parametro para descrever quantitativamente a distribuicdo ndo homogénea de
fibras e resinas pela sua facil afericao e por sua relacdo com o volume das fibras, o
qual pode ser utilizado diretamente no célculo das propriedades mecanicas do material
por meio de equagdes empiricas.

O programa experimental empregado por estes autores sera brevemente expla-
nado e maior enfoque sera dado no procedimento para determinagéo das propriedades
mecanicas usadas como dado de entrada para as analises de flambagem com o
método dos elementos finitos.

3.1 PROGRAMA EXPERIMENTAL DE FENG et al. (2022) PARA MENSURAGCAO DO
TEOR DE RESINA

No estudo apresentando por Feng et al. (2022), o teor de resina foi medido pelo
método da calcinagao preconizado pelas normas GB/T 2577 (2005) e ISO 1172: 1996
(s.d.). A calcinagdo é um processo quimico no qual o material compdésito é aquecido a
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altas temperaturas, o que resulta na decomposicao térmica ou combustdo da matriz
polimérica, deixando o material remanescente, as fibras de reforco, intactas (Bernatas
et al., 2021; Pimenta; Pinho, 2011).

Por meio deste processo, o calculo da taxa de resina € dado pela razao entre
a diferenca do peso da amostra e cadinho (ou crisol) pré e pds-calcinacao, e o peso
da amostra pré-calcinacdo. Matematicamente o teor de resina M,, pode ser entdo

expresso pela relacao:
_ My —mg

M,, =
"y — 1My

(3.1)

onde:

m, € 0 peso da amostra somado ao do cadinho (ou crisol) pré-calcinacao;
ms3 € 0 peso da amostra somado ao do cadinho (ou crisol) pés-calcinagao;
m, € 0 peso do cadinho.

Um total de 6 secdes | foram submetidas ao procedimento de ensaio para avali-
acao do teor de resina, visando levar em consideracao discrepancias entre fabricantes,
os autores avaliaram perfis de dois fornecedores distintos, denotados como M1 e M2.
O tipo de fibra empregado na composicao de todos os perfis € a fibra de vidro livre
de alcalis. As geometrias e tipos de resinas relacionados aos perfis avaliados nestes
estudos sdo apresentados na TABELA 1. As dimensoes do perfil sdo dadas pela altura
total da segéo d, largura da mesa by e pela espessura das mesas ¢y e da alma t,.

TABELA 1 - GEOMETRIA DOS PERFIS PULTRUDADOS PRFV
Secao transversal Amostra d(mm) by (mm) t(mm) Fornecedor Tipo de resina

1 100 70 6 M2 Epoxi

2 102 51 6,4 M1 Viniléster
Secéo | 3 120 70 8 M2 Epoxi
dXbpxtr=ty 4 152 76 6,35 M1 Epéxi
5 152 80 10 M1 Epéxi
6 200 100 9,5 M1 Epéxi

FONTE: Feng et al. (2022).

A FIGURA 10 especifica os locais onde as amostras para os ensaios de calcina-
cao foram extraidas em relacao a secao transversal dos perfis. O local de amostragem
foi selecionado de tal modo que englobasse todas as camadas do compésito e fosse
representativa das mesmas. Para as se¢des |, os autores extrairam amostras de nove
locais, incluindo trés na alma (com espacamento igual), dois nas juncdes entre a alma
e a mesa, e quatro nos pontos médios das mesas superior e inferior.
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FIGURA 10 — LOCAIS DE EXTRAGCAO DAS AMOSTRAS DO PERFIL
TF-1_TF-M_TF-2
A [ZER

L Z 7
BF-1 BF-M BF-2

(a) Secdo I
FONTE: Adaptado de Feng et al. (2022).

Os resultados obtidos pelos autores para o teor de resina sdo apresentados
na TABELA 2, onde os valores médios de teor de resina de trés ensaios repetidos sdo
mostrados. S&o mostrados também a média e o0 COV calculado com base em todos os
pontos de amostragem ao longo da secéao transversal.

TABELA 2 — TEOR DE RESINA DAS AMOSTRAS DE PERFIL |
Teor de resina (%)

Amostra Mesa superior Alma Mesa inferior
TF-1 TF-M TF-2 W-1 W-2 W-3 BF-1 BF-M BF-2

Média (COV)

1 20,25 21,60 20,28 20,22 20,36 19,89 20,04 21,74 20,96 20,59 (0,03)
2 23,96 28,80 23,23 3242 33,74 33,43 22,15 27,65 23,39 27,64 (0,16)
3 23,99 27,00 23,78 29,28 29,29 30,00 25,56 27,54 25,64 26,90 (0,08)
4 2566 27,75 2155 33,70 33,99 31,90 28,68 30,05 28,82 29,12(0,13)
5 30,52 33,06 30,07 29,92 30,16 30,72 26,81 25,05 31,72 29,78 (0,08)
6 26,07 27,44 27,77 30,28 30,16 29,75 20,76 24,72 21,93 26,54 (0,12)

FONTE: Adaptado de Feng et al. (2022).

Na maioria das amostras teores de resina superiores ocorrem na regidao da
alma do perfil, 0 que € mais pronunciado em amostras com elevado desvio padrao, o
que possivelmente se explica pela distribuicdo dos fios de fibras no molde. O maior
desvio padrao observado dentre as amostras foi de 16%, reportado na 22 amostra,
seguido por 13% da 42 amostra, em ambos 0s casos na regido da alma ocorrem teores
de resina maiores do que no restante da secao transversal.

3.2 PREVISAO TEORICA DAS PROPRIEDADES ELASTICAS

No presente trabalho, o parametro teor de resina é utilizado como base para
determinacao das constantes de engenharia, e demais propriedades mecanicas dos
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materiais. Esta metodologia foi empregada no trabalho de Feng et al. (2022), e esta
em conformidade com a maioria das normas de projeto existentes, as quais indicam
que as propriedades mecanicas dos perfis pultrudados de PRFV sao determinadas
relativamente as suas distribui¢cdes/teor de fibra-resina ao longo da secao transver-
sal. Possiveis variagdes das propriedades do material na diregcao longitudinal serao
negligenciadas. E admitido que o material é transversalmente isotrépico (Feng et al.,
2022).

Para aplicacao das equacdes classicas de propriedades mecéanicas de materi-
ais PRFYV, inicialmente é necesséria a conversao do teor de resina para a fracdo do
volume de fibras Vi, conforme a equacéao, também conhecida como regra da mistura
(Alger, 1996):

(1 = Mn) pm
V= Munps + (1 — Mp) pm (3.2)
onde:
M,, é o teor de resina;
Pm € a densidade da resina;

ps € a densidade da fibra.

O calculo do médulo de elasticidade longitudinal E; e do coeficiente de Poisson
principal maior vy, se da pelas expressoes:

Ei=EVi+E, (1 — Vf) (33)

Vi = ViVi 4+ v (1= V)

onde:

E: € o médulo de elasticidade da fibra;

E., € 0 modulo de elasticidade da matriz (resina);
vt € 0 coeficiente de Poisson da fibra;

vm € 0 coeficiente de Poisson da resina.

O modulo de elasticidade transversal E, e 0 mddulo de cisalhamento G, podem
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ser calculados de acordo com o0 modelo proposto por Huang (1999):

_EEn [Vit+ (1 - V)]

E, = 3.5
2T EnVi+ Emp(1- V) (3.5)
2 Em 7 Em
sendo 1, = 0, 1,1- /—+ 3 (1+0,22V)) (3.6)
1-—vy E¢ E¢
GiGm [Vi+ M2 (1 = Vy)]
1= (3.7)
GmVi+ G (1= V)
En
sendo 11, = 0,28 + A (3.8)
f
da isotropia transversal resultam as relagdes:
Ez = E; G13 = G125 Vi3 = V2, Va2 = V3 (3.9)
E,
= — A
Cos 2(1+va3) (310)
E
Vo1 = V12E—j (31 1)
Vo3 ® V1o (3.12)

onde:

G € 0 modulo de cisalhamento da fibra;

Gm € 0 modulo de cisalhamento da matriz (resina);

1, € 112 s@o coeficientes utilizados nos calculos de E, e Gy, respectivamente;
E; é o mddulo de elasticidade na direcéo 3;

G»3 € 0 modulo de cisalhamento no plano de isotropia 2-3;

1,1 € 0 coeficiente de Poisson principal menor;

Vo3 € 0 coeficiente de Poisson no plano de isotropia.

3.3 MODELAGEM NUMERICA EM ELEMENTOS FINITOS

O comportamento a flambagem das barras sujeitas a flexdao pode ser estudado
a partir da modelagem computacional pelo MEF (Método dos elementos finitos), com o
auxilio do software ANSYS MECHANICAL APDL 2024 R1 (2024b) na versao estudantil.
Visando a predicao da resisténcia da estrutura quanto a flambagem, anélises de
flambagem linear (eigenvalue buckling) foram realizadas.

3.3.1 Elementos finitos utilizados

Na modelagem da estrutura foram empregados elementos de casca. Para
definicdo da malha, com o auxilio da propriedade offset do ANSYS, os nés do elemento
podem ser posicionados na superficie média, na parte do topo ou inferior, determinando
dessa forma como a espessura € posicionada em relagcao a superficie de referéncia do
elemento (Miracle et al., 2001).
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Definiu-se 0 modelo de modo que os nés fossem posicionados na superficie
média para o plano da alma (metade da espessura para cada lado da superficie de
referéncia), na superficie do topo para a mesa inferior (espessura posicionada abaixo
da superficie de referéncia) e na superficie inferior para a mesa superior (espessura
posicionada acima da superficie de referéncia). Dessa forma, evitou-se qualquer dupli-
cacao ou interferéncia da area de secao transversal no local de juncao da alma com as
mesas, possibilitando assim uma modelagem geometricamente mais precisa do perfil
estrutural. O contato desta juncéao foi definido como o contato bounded, ou contato
perfeito, onde os elementos simplesmente compartilham os nds que se sobrepoem.

A FIGURA 11, retirada do Manual ANSYS MECHANICAL APDL 2024 R1
(2024a), mostra a geometria, a localizagdo dos nos e a dire¢do normal do elemento. O
elemento SHELL281 possui 8 nés (indicados na figura como |, J, K, L, M, N, O e P), 6
graus de liberdade por no, e € adequado para aplicacdes lineares, de grande rotagao
e/ou nao lineares com grandes deformacdes.

A teoria de deformacéo por cisalhamento implementada no elemento é a de
primeira ordem, também referida na literatura como teoria de Mindlin (1951) e Reissner
(1945). Este elemento é adequado para analise de cascas finas a moderadamente
espessas (ANSYS MECHANICAL APDL 2024 R1, 2024b).

FIGURA 11 - GEOMETRIA DO ELEMENTO SHELL281 DA BIBLIOTECA DE ELEMENTOS
DO ANSYS

FONTE: ANSYS MECHANICAL APDL 2024 R1 (2024).

3.3.2 Condigdes de contorno e configuracdes de analise

Conforme apresentado na Secgéo 2.5, em vigas sem restricao lateral, suficien-
temente esbeltas, e sujeitas a flexdao em torno do eixo de maior inércia o fendmeno
de flambagem lateral com torgédo tende a ocorrer. As configuragdes de andlise foram
selecionadas para o modelo com o objetivo de que o modo de flambagem dominante
seja global, e do tipo lateral com torgao.

Em funcéo disso, definiu-se um comprimento total destravado da viga (ou
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comprimento de flambagem) de modo que impedisse, para uma distribuicao de proprie-
dades mecénicas arbitraria ao longo da se¢éo, dentro de uma faixa de variagao no teor
de resina de 10% a 34% (o maior segundo a TABELA 2), o aparecimento de modos de
flambagem locais.

Com a finalidade de assegurar esse comportamento, empregou-se as formu-
lagdes presentes na ASCE (2024) para comparar as resisténcias aos fendbmenos de
instabilidade global e local, tais expressées sdo apresentadas nos Apéndice 1. No
Apéndice 4 é apresentado o calculo das propriedades mecéanicas do perfil PPRFV, e
dos demais parametros necessarios a determinacao das resisténcias a flambagem.
Para tanto, foram consideradas as propriedades relativas ao maior teor de resina dentre
as amostras (e consequentemente a menor resisténcia ao momento fletor nominal).
A resisténcia a flambagem local foi determinada conforme a formulagéo apresentada
em maiores detalhes na Secao 1.1 do ANEXO 1, ao passo de que o momento fletor
critico de instabilidade flexo-torsional é calculado com base nas equagdes mostradas
na Secéo 1.2 do ANEXO 1.

As dimensdes da secao transversal escolhida para a analise sédo as da amostra
6 da TABELA 1 com d = 200 mm, by = 100 mm e t, = t; = 9,5 mm. O tipo de resina
desta amostra € Ep6xi. Na TABELA 3 sao apresentadas as propriedades da fibra de
vidro e da resina ep6xi usados como base para o calculo das propriedades mecéanicas
do perfil pultrudado.

TABELA 3 — PROPRIEDADES MECANICAS DA FIBRA E DA RESINA

Material Propriedade Simbolo Valor Unidade

Fibra Densidade ps 2600  kg/m?
Médulo de Young E; 81 GPa
Maodulo de Cisalhamento Gt 33 GPa

Coeficiente de Poisson Ut 0,22 -
Resina Epoxi Densidade Pm 1300  kg/m?
Médulo de Young Em 3,7 GPa
Médulo de Cisalhamento Gm 1,4 GPa

Coeficiente de Poisson Um 0,35 -

FONTE: Adaptado de Feng et al. (2022).

Considerando a fibra mais distante da linha neutra y = 4 = 2% = 100 mm,

pela EQUACAO A1.3 do Apéndice 1, conforme os célculos apresentados em maior
detalhe no Apéndice 4, tem-se o momento fletor resistente nominal para o fenémeno
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de flambagem local:

21.946.536, 625
100

M, = 66.680.443,126 N.mm = 6.668,044 kN.cm

I
M, = min (fup; fc,,web)?’” = min (282,718;812,318)

Com relagéo a resisténcia ao momento fletor nominal do perfil a flambagem
global, é possivel determina-la de acordo com a EQUAGAO A1.8 da Secéo 1.2:

_ 2 X EL,fIminD] Tt X Eiflml'ncw
M, = Cb ) + 1
Ly L,

M= \/ 72 X 41.773 X 1.596.265 X 417.362.434 . 74 x 41.7732 x 1.596.265 x 1,583 x 1010
" 40002 40004
M,, = 5.826.524,200 N.mm = 582,652 kN.cm

Estes resultados ilustram que para 4 m de comprimento entre pontos com
restricdes a flexo-torcao, e para um teor de resina de 34%, a resisténcia a flambagem
global da peca € aproximadamente 11 vezes menor do que a resisténcia a flambagem
local.

Uma formulacdo mais condizente com a modelagem numérica é apresentada
pelo CNR-DT (2007), onde os efeitos relacionados a uma distribuicdo de momentos
fletores variavel, e ao ponto de aplicacao da carga localizado fora do centro de cisa-
Ihamento da secéo, sdo considerados de maneira aproximada pela incorporacao de
fatores de correcao adicionais.

No Apéndice 2, € apresentada a expressao para calculo do momento critico de
instabilidade flexo-torsional M., rrcnr, S€gundo a recomendacéo técnica do CNR-DT
(2007). Para vigas biapoiadas sujeitas a carregamento uniformemente distribuido, as
constantes assumem os valores C; = 1,13, C; = 0,45 e C3 = 1,00, segundo a tabela 4.1
da secdo 4.2.1 do CNR-DT (2007), entdo, conforme a EQUACAO A2.1:

—Coz, + —CZZq 2 + Co (1 + —Gef]Li
2% CS Iml’n Cé Eefcwﬂ2
1,13 72

erFTCNR = 0745 4.0002

—0.45 % 100 + (0-45 X 100)2 , 1,583x10 ( 1 3833108.886,625 x 4.0007
' 1,00 1.596.265,4 (1,002 = 41.773 x 1,583 x 101972

Cl 7'(2
Mcr,FT,CNR = __ZEefImin
Cs 12

M

X 41.773 X 1.596.265, 4 X

M rreng = 4.816.465,247 N.mm = 481, 647 KN.cm

Nota-se que o valor obtido € aproximadamente 17% inferior ao encontrado
com a EQUACAO A1.8, o que é explicado pelo efeito instabilizante gerado pelo
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carregamento aplicado acima do centro de cisalhamento, o qual tende a gerar um
momento torsor adicional.

Para comparacao entre a resisténcia a flambagem global e local do perfil
considerando teores de resina na faixa de 10 a 40%, simula¢des foram realizadas,
aplicando o mesmo procedimento de calculo apresentado anteriormente. Na determi-
nagao dos momentos criticos para instabilidade por flambagem lateral considerou-se a
EQUACAO A2.1. Os resultados estdo apresentados na FIGURA 12.

FIGURA 12 - EXEMPLO DE COMPARAQAO DA RESISTENCIA A FLAMBAGEM LOCAL E
GLOBAL E RELACAO COM O TEOR DE RESINA

—— Flambagem local
—— Flambagem global |

14000

12000

10000

8000

6000

4000 -

Resisténcia nominal M,, (kN.cm)

2000 '

0.0 015 020 025 030 035 040
Teor de resina My, (%)

FONTE: O autor (2024).

Da FIGURA 12 é evidente o dominio da falha por flambagem global em relacéo
a falha por flambagem local da mesa ou alma, para o comprimento destravado estabe-
lecido e a faixa de teor de resina usual para PPRFV. Dessa forma, como o enfoque do
trabalho se dara na variabilidade das propriedades mecanicas, e ndo das propriedades
geomeétricas, que serao mantidas constantes, é possivel afirmar que os primeiros mo-
dos de flambagem dominantes serao sempre globais, para fins das analises conduzidas
neste trabalho, no caso da distribuicdo homogénea de propriedades.

Na FIGURA 13 sao apresentadas as condicoes de contorno. Com relagao as
vinculagoes, restricoes de deslocamento nas diregoes x, y e z sao aplicadas sobre
o né situado no centrbéide da secdo em ambas as suas extremidades, para remover
possibilidade de translacédo axial global, e a translacao transversal rigida. Impde-se
também, que na direcdo y a translagdo seja totalmente impedida em todos os nés
de ambas as extremidades da viga, impedindo movimentagcado de corpo rigido na
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vertical. Um carregamento uniformemente distribuido —Y € aplicado ao longo de todo o
comprimento longitudinal da viga. Essas condigdes de contorno visam a representacao
do cenério classico de ocorréncia de flambagem lateral em vigas, o caso de vigas
biapoiadas sujeitas a flexdao devido carregamento transversal.

FIGURA 13 — CONDICOES DE CONTORNO DA SIMULACAO DA FLT
(a) Restricoes extremidade esquerda (b) Restricoes extremidade direita

L /\ Uy =0,Ux livre e Uz livre

(c) Carregamento aplicado

. Carregamento Distribuido: 1, N/mm
Components: 0,;-1,,0, N/mm v

FONTE: O autor (2024).

A andlise é elastica linear de flambagem por autovalores e autovetores. A es-
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tratégia de solugao (solver) escolhida foi o método de Block Lanczos (Golub; Van Loan,
2013), por ser um método muito robusto para obtencao de autovalores e autovetores
de matrizes grandes, esparsas e mal condicionadas, muito comum em aplicagcoes
estruturais nas quais o numero de graus de liberdade é muito significativo.

Para validacédo das configuracées de modelo e dos calculos da resisténcia a
FLT conforme ASCE (2024), uma modelagem em MEF foi executada considerando as
propriedades mecanicas do material utilizadas nos calculos apresentados na Segéo 4.1.
A malha foi definida com o objetivo de preservar uma regularidade nos elementos e
uma razéo de aspecto de 1:1, mantendo fixas as dimensdes do elemento em 15 mm.
Na FIGURA 14 é apresentado o sistema de coordenadas global, bem como a malha
selecionada para a discretizagcao do modelo em EF, composta por um total de 6384
elementos e 6675 nos.

FIGURA 14 — MALHA DO MODELO EM ELEMENTOS FINITOS
Ansys

2024 R1
STUDENT

o

0,00 350,00 700,00 (mm)

175,00 525,00

FONTE: O autor (2024).

A FIGURA 15 apresenta a configuracdo deformada do primeiro modo de
flambagem da peg¢a, um mapa de cores com as variagdes de deslocamento relativas,
normalizadas e sem unidade fisica € mostrado na Figura 15a. A forma deslocada
lateralmente e torcida da secao é mostrada na Figura 15b, que apresenta uma vista
em secao transversal no meio do vao.

Percebe-se ainda que a carga critica obtida de 2308 N/m é relativamente
proxima da calculada pela EQUACAO A2.1, quando se recupera o carregamento
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uniforme a partir do momento fletor resistente da se¢ao:

g x L? - 8M,  8x4816,47

Mn = =g 1= 12 12

= 2408,24 N/m

FIGURA 15 - PRIMEIRO MODO DE FLAMBAGEM E CONFIGURACAO DEFORMADA DA
SECAO
(a) Mapa de cores deslocamento total relativo: Primeiro modo de flambagem

Multiplicador de carga (linear): 2308
Fator de escala: 1:1

0,19316 Max
01717
0,15024
0,12877
0,10731
0,08585
0,064387
0,042025
0021462
0 Min

0,000 0,350 0,700 (m)
L EEEaaaa— S

0,175 0525

(b) Configuracao deformada vista em secao transversal no meio do vao da viga

Multiplicador da carga (linear): 2308
Fator de escala: 1:1

0,19316 Max
01717
0,15024
0,12877
0,10731
0,08585
0,064387
0,042025
0,021462

0 Min

-

0,000 0,100 0,200 (m)
I ]
0050 0.150

FONTE: O autor (2024).

3.3.3 Estudo de sensibilidade de malha

Um estudo da sensibilidade da malha foi realizado considerando dez malhas,
cujos parametros e estatisticas sdo apresentados na TABELA 4. As dez malhas foram
definidas buscando manter uma regularidade nos elementos e uma razdo de aspecto

de 1:1, mantendo fixas as dimensdes do elemento conforme a segunda coluna da
TABELA 4.
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TABELA 4 — ESTATISTICAS DAS MALHAS AVALIADAS
Estatisticas

Malha i i ) Numero de graus
Tamanho elemento (mm) Nudmero de elementos Numero de n6s

de liberdade

1 50 640 729 4374
2 45 704 801 4806
3 40 900 1010 6060
4 35 1026 1150 6900
5 30 1876 2025 12150
6 25 2400 2576 15456
7 20 4200 4422 26532
8 15 6384 6675 40050
9 10 15200 15639 93834
10 8 23500 24048 144288

FONTE: O autor (2024).

No modelo para o estudo de sensibilidade foram definidas as mesmas con-
dicoes de contorno e geometria da analise de flambagem conforme explanado na
Subsecao 3.3.2, com a diferenca de que nesta foi aplicado um carregamento uniforme
de 2,5 kN/m, e as propriedades ortotropicas do material foram consideradas constantes
ao longo da secao, com os valores dados na TABELA 5.

TABELA 5— PROPRIEDADES ELASTICAS DO MATERIAL: CONVERGENCIA DE MALHA
Propriedade Valor Unidade

E 42 GPa
E, 42 GPa
E; 42 GPa
G2 3,88 GPa
Gas 4,82 GPa
Gz 3,88 GPa
V12 0,29 -
V23 0,29 -
13 0,29 -

FONTE: O autor (2024).

Na TABELA 5 os eixos nomeados como 1, 2 e 3 referem-se aos eixos princi-
pais para definigdo do sistema de coordenadas do material, devendo estes estarem
compativeis com os eixos locais dos elementos e com o sistema de coordenadas
cartesiano global. Como o material é ortotropico, € primordial a atribuicao correta das
propriedades mecéanicas nos respectivos eixos materiais. No ANSYS, o sistema de
coordenadas do material e o dos eixos locais dos elementos sdo os mesmos, portanto
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os eixos locais foram corretamente atribuidos de forma que a dire¢cdo 1 corresponda ao
eixo longitudinal principal (eixo X), e as dire¢cdes 2 e 3 aos eixos transversais (eixos Y
e Z). Assim sendo, um sistema de coordenadas local foi criado para os elementos da
alma e outro para os elementos das mesas. A FIGURA 16 exibe um mapa de cores
dos eixos locais dos elementos para uma das malhas testadas.

FIGURA 16 — DEFINICAO DOS EIXOS LOCAIS ELEMENTOS FINITOS

Eixos locais elementos

FONTE: O autor (2024).

Na FIGURA 17 se apresenta o grafico da convergéncia do deslocamento na
direcdo —y em mm, num ponto situado no centréide da secdo transversal no meio do
vao, em relagdo ao numero de graus de liberdade. Se percebe a pequena variabilidade
de resultados para as 4 ultimas malhas, as quais seriam relativas aos tamanhos de
elemento de 20, 15, 10 e 8 mm.
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FIGURA 17 — SENSIBILIDADE DE MALHA

20,750
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FONTE: O autor (2024).

Com os resultados da FIGURA 17, e visando uma redugéao de custo computa-
cional, optou-se pela malha de 15 mm, a qual foi considerada aceitavel em termos de
precisdo, apresentando pequenas diferencas relativas quando comparada as malhas
de 20 mm e 10 mm, sendo estas diferencas de 0,058% e 0,217%, respectivamente.
Os parametros de malha estdo também de acordo com as recomendagdes do estudo
de Turvey e Zhang (2006, 2004), onde a convergéncia e sensibilidade da malha foram
avaliadas para um modelo em EF (elementos finitos) similar.
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4 METODOLOGIA DE ANALISE E MODELAGEM NUMERICA

Este capitulo apresenta a formulagao geral, assim como a metodologia utilizada
para modelagem probabilistica, e implementacdo computacional dos métodos FORM e
SMC com amostragem LHS. Sao explanadas as metodologias da analise de confiabili-
dade conforme abordagens distintas no tratamento das incertezas das propriedades
do material, sendo num primeiro momento apresentada a modelagem e os métodos
numéricos empregados na analise supondo distribuicdo de fibra e resina homogénea ao
longo da secao transversal, e posteriormente, para o caso da modelagem assumindo a
variabilidade espacial do teor de resina na secao.

Toda a implementagc&o computacional foi realizada com a linguagem Python,
sendo a execucado do software ANSYS de EF também integrada ao script. As condicdes
de contorno, de analise e a malha de discretizacao utilizadas nos modelos de EF sao
as mesmas para ambas as abordagens consideradas no tratamento da incerteza nas
propriedades do material, variando, naturalmente, a maneira como os dados de entrada
relativos as propriedades do material sdo alimentados pelo script. As informacgdes
relacionadas a modelagem numérica pelo MEF ja foram discutidas e seguem as
premissas abordadas na Secéo 3.3.

Os arquivos de codigo, dados de entrada, arquivos de entrada do software e
planilhas de dados, estdo disponibilizados em repositério proprio do GitHub pelo link
de acesso: github.com/LeonardoWendler/MestradoPPGEC-UFPR. Os codigos compu-
tacionais foram executados em um computador com processador Intel(R) Core(TM)
i5-10300H 2,50 GHz.

4.1 FUNCAO DE ESTADO LIMITE E MODELO PROBABILISTICO: MODELO COM
DISTRIBUICAO HOMOGENEA DO TEOR DE RESINA

Na formulacao do problema de confiabilidade estrutural considerando a distri-
buicao homogénea do teor de resina, a funcao de estado limite depende de duas VAs,
uma representando o teor de resina M,,, e outra um carregamento S aplicado:

g (Mmr S) = Ai,crit (Mm) -5<0 (41)

onde:

Ai it (M) € 0 primeiro autovalor, ou multiplicador do carregamento aplicado,
considerando um carregamento unitario, obtido pela andlise de flambagem da estrutura
pelo MEF (N/m);

S é o carregamento efetivamente aplicado sobre a barra, sendo neste caso um
carregamento uniforme dado em (N/m).
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O carregamento considerado é do tipo permanente, proveniente de carga gravi-
tacional, conforme usualmente considerado em modelagem probabilistica dessa classe
de carregamentos, seu modelo probabilistico corresponde ao de uma VA do tipo normal,
de média a baixa variabilidade. O valor médio da variavel aleatéria foi assumido como o
valor caracteristico, conforme recomendado pela European Committee for Standardiza-
tion (CEN) (2002a) para cargas permanentes que ndo possuam alta variabilidade. Para
o coeficiente de variacao foi considerado o valor fixo de 10%, conforme recomendacao
dos EUROCODES (European Committee for Standardization (CEN), 2002a,b) para
carregamentos permanentes oriundos de cargas gravitacionais.

Quanto ao modelo probabilistico do teor de resina, este também foi assumido
como uma VA com distribuicdo gaussiana, a qual é utilizada com frequéncia para para-
metros relacionados a propriedades de materiais devido a falta de testes experimentais
necessarios para embasar a escolha da distribuicado mais apropriada (Charmpis et al.,
2007). A média foi definida como sendo o teor de resina médio para todo o conjunto de
amostras apresentadas na TABELA 2, e o desvio-padréo foi entdo calculado conside-
rando este valor médio e 0 mesmo conjunto de dados amostrais. A TABELA 6 resume
0s parametros das variaveis aleatorias consideradas neste problema, nota-se que no
caso da VA representando a carga aplicada, diferentes valores para sua média foram
testados, com a finalidade de abarcar diferentes faixas de probabilidade de falha, desde
as muito baixas (tipicamente encontradas nos problemas de confiabilidade estrutural)
até as mais altas.

TABELA 6 — CARACTERIZAGAO DAS VA’'S: PROBLEMA CONSIDERANDO HOMOGENEI-
DADE DAS PROPRIEDADES ELASTICAS

VA Distribuicao  Média () C.V. (%)
M, (%) Normal 26,76 16,03

S1 (N/m) Normal 2000,00 10,00
S, (N/m) Normal 2250,00 10,00
S (N/m) Normal 2500,00 10,00
Sy (N/m) Normal 3000,00 10,00
Ss (N/m) Normal 3300,00 10,00
Se (N/m) Normal 3900,00 10,00

FONTE: O autor (2024).

Os valores da média para a VA S foram estimados por meio de testes nu-
méricos até convergéncia para as faixas de probabilidade de falha selecionadas:
S (u =2000) paraps < 1073, S(u =2250) paraps < 1072, S(u = 2500) para ps > 10%,
S (u =3000) para ps > 50%, S (u = 3300) paraps > 80% e S (u =3900) para ps > 90%.
Os testes numéricos envolveram tanto a resolugdo do problema com distribuicdo
homogénea quanto heterogénea.



77

4.2 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL: FORM

O método de confiabilidade de primeira ordem FORM foi um dos métodos
aplicados para estimativa da probabilidade de falha e do indice de confiabilidade do
problema considerando o modelo homogéneo, especialmente pelo fato de que neste
caso a dimensionalidade do vetor de varidveis aleatérias é pequena.

Na implementacdo computacional do método FORM deve-se notar que a
EQUACAO 4.1 é implicita com relagdo ao teor de resina, e ndo possui expressdo
analitica, com isso o gradiente é desconhecido e precisa ser computado por técnicas
numéricas. Diferencas finitas progressivas foram implementadas para calculo dos
componentes do vetor gradiente da funcao de estado limite, expressos por:

dg(x) _ g(x+he)—g(x)
8xi - h (42)

onde:
h é o passo utilizado na diferenciacao numérica;
e; € um vetor unitario na direcao i.

Optou-se pela diferencga finita progressiva por requerer um menor custo compu-
tacional do que outros esquemas de diferenciagdo numérica, como a diferenga central.
Alguns testes de estabilidade numérica foram efetuados para escolha do passo h apro-
priado, conforme se apresenta na TABELA 7. E possivel notar uma certa proximidade
nos valores das aproximagdes para o gradiente com passos de i = le! até h = 1le™,
sendo que para passos inferiores o fendmeno da perda de significancia comeca a
ocorrer, o qual pode ser verificado pela dispersao nos resultados das aproximacoes.
Com isto, neste trabalho, o passo de i = 1e™ foi considerado para o célculo numérico
do vetor gradiente aproximado.

TABELA 7 — DETERMINAQAO DO PASSO OTIMO
Estabilidade numérica do gradiente
Passoh 1E-01 1E-02 1E-03 1E-04 1E-05 1E-06 1E-07 1E-08
‘95—20 -1,00 -1,00 -098 -1,00 -1,00 24,00 249,00 -1,00
af%? -70,39 -70,50 -70,50 -70,50 -65,00 -25,00 250,00 0,00

FONTE: O autor (2024).

O algoritmo implementado em Python inicia com as definicoes das variaveis
aleatérias, selecionando o tipo de distribuicdo e momentos ou parametros correspon-
dentes, a definicdo da matriz de correlacdo, que neste caso pelo fato das variaveis
aleatorias serem descorrelacionadas é a matriz identidade [I],.,, pelos parametros do
algoritmo iHLRF 2 = 0,2, b = 0,5 e y = 2, relativos ao calculo do passo otimizado A,
pela regra de Armijo, e de tolerancia dos critérios de convergénciae =102 e 6 = 107°.
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A estimativa inicial para o ponto de projeto uy, foi definida como a média das VA's no

~ . . 0
espaco normal padrao descorrelacionado, ou seja, neste caso uy = [0]

Apos a inicializagéo do ponto inicial, o algoritmo procede para a transformacao
do vetor u; para o espaco de projeto, conhecido entdo o teor de resina M,, da iteracao
atual, o modelo MEF é alimentado com as propriedades elasticas correspondentes,
conforme as equacgdes apresentadas na Secao 3.2. Essas propriedades sao transcritas
para um arquivo de entrada do ANSYS APDL, por meio de uma rotina em Python.

Com o uso da biblioteca subprocess do Python, o programa ANSYS pode
ser inicializado em batch mode. Para isso, € necessario fornecer a localizacdo do
executavel do programa, a pasta de trabalho do software, o caminho do arquivo de
entrada a ser lido pelo software, e um arquivo de saida que contera os resultados do
pds-processamento da analise. Outros parametros opcionais podem ser selecionados,
como o jobname a ser adotado, o numero de processadores a serem utilizados, a
remocgao automatica de arquivos .lock, além de identificadores de execucéao (flags)
apresentados no manual do ANSYS.

Apoés a inicializagdo do ANSYS no modo batch, o modelo MEF é processado
para obter o valor de A, ;. Desse modo, € efetuado o calculo da fungéo de estado
limite e do seu gradiente.

Posteriormente, a convergéncia é checada por trés critérios distintos, o primeiro
verifica a proximidade do ponto atual a superficie de falha, o segundo testa se o
gradiente da fungéo de estado limite e o vetor ux,; sdo ortogonais, e por fim, o terceiro
testa a estabilidade de g entre iteragdes. Os critérios de convergéncia considerados
sao dados pelas expressoes:

G (ugs1)
‘ Cw) <o (4.3)
| VGiu Uk < (4.4)
[V Giug. || Il
Pri1—Pr <€ (4.5)

Se todas as toleréncias sao verificadas, o algoritmo retorna o ponto de projeto
buscado x*, a probabilidade de falha pf e 0 parametro frora, caso contrario, o vetor u;
é atualizado de acordo com a EQUACAO 2.26. A FIGURA 18 apresenta um fluxograma
do funcionamento do algoritmo implementado.
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FIGURA 18 — FLUXOGRAMA ALGORITMO FORM

Momentos ou parametros Parametros iHLRF:
das variaveis aleatérias, a,b e (0,1),
matriz de correla(;ao €e>0,6 >0,
7>1

Immahzagao do )
ponto inicial:
Ug

[ Proxima iteracdo:

Transformacéo para Upi1 = Ug + Apdy,
o espaco de projeto (EQUACAO 3.18)

v 7y

Modelo MEF
(propriedades elasticas
calculadas com base no

teor de resina M,,)

Calculo de:

G (uk): VG, f-'fk.

I J

Verifica tolerancia:
EQUACAO 4.3

EQUACAO 4.4
EQUACAO 4.5

Sim +
Retorna:

u’ yP fs Brorm

FONTE: O autor (2024).
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4.3 MODELO COM DISTRIBUIGAO HOMOGENEA DO TEOR DE RESINA: IMPLE-
MENTAGAO DA SIMULAGAO DE MONTE CARLO COM AMOSTRAGEM POR
HIPERCUBO LATINO

Trés simulagdes de Monte Carlo com amostragem por hipercubo latino (LHS)
para cada uma das variagées dos parametros de S, propostas na Sec¢ao 4.1, foram
executadas variando a seed (ou semente) do gerador de niumeros pseudoaleatérios
da biblioteca Numpy do Python (Harris et al., 2020). Para implementagcdo da amos-
tragem LHS foi utilizado o Quasi-Monte Carlo submodule do SciPy, mesma biblioteca
empregada para obter os dados de treinamento do modelo de PG (Virtanen et al.,
2020).

Em todas as simulagdes um total de 1,5 x 10° amostras foram geradas. A
TABELA 8 apresenta os principais parametros e o tamanho das amostras relacionadas
as simulacdes realizadas.

TABELA 8 — DEFINIQAO DAS SEMENTES E TAMANHO DAS AMOSTRAS DAS SIMULA-
GOES SUPONDO HOMOGENEIDADE DO TEOR DE RESINA

Amostra  S(u) (N/m)  seed Dimenséao
1 2000 900989 [1,5x10°x2]
2 2000 803680 [1,5x10°x2]
3 2000 211104 [1,5x10°x2]
4 2250 737988 [1,5 x 10° x 2]
5 2250 164545  [1,5x10° x 2]
6 2250 854678 [1,5x10°x2]
7 2500 57199 [1,5x10° x 2]
8 2500 431163 [1,5x10° x 2]
9 2500 299802 [1,5x10°x2]

10 3000 729438 [1,5x10°x2]
11 3000 649660 [1,5x10°x2]
12 3000 220776 [1,5x10° x 2]
13 3300 785067 [1,5x10°x2]
14 3300 404554 [1,5x10°x2]
15 3300 399329 [1,5x10°x2]
16 3900 176086  [1,5x10° x 2]
17 3900 945493 [1,5x10°x2]

18 3900 409787 [1,5 x 105 x 2]
FONTE: O autor (2025).
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4.4 IMPLEMENTACAO DA METAMODELAGEM POR KRIGAGEM: MODELO SEM
VARIABILIDADE ESPACIAL DO TEOR DE RESINA

Devido ao elevado custo computacional das simulagdes numéricas do problema
de flambagem linear por autovalores, somado a necessidade de mdultiplas avaliacées
destes modelos caso se opte, por exemplo, pela utilizagcdo do método da SMC, foi
construida uma modelagem por krigagem. Este modelo recebe como parametro de
entrada o teor de resina da sec¢ao, e tem como parametro de saida a carga critica
resultante do carregamento uniformemente distribuido ao longo dos 4 m de viga.

Para treinamento do metamodelo, gerou-se um conjunto de dados com um
total de 200 amostras com a técnica LHS, em conjunto com o gerador de numeros
pseudoaleatérios Mersenne Twister, implementado no moédulo Quasi-Monte Carlo das
funcbes estatisticas da biblioteca SciPy do Python (Virtanen et al., 2020). Essa amos-
tra compreende valores percentuais de teores de resina, seguindo uma distribuicao
uniforme, variando de 5% até 60%, e as cargas criticas de flambagem obtidas pelo mo-
delo MEF correspondente (no treinamento dos modelos considerou-se a carga critica
resultante, e ndo o carregamento uniformemente distribuido ao longo do comprimento
da viga, conforme definido na funcao de estado limite).

O procedimento aqui utilizado para geracéo, analise e processamento do
modelo MEF para determinacao da carga critica € muito semelhante ao apresentado
na Secdo 4.2. Nesse caso, o modelo MEF € alimentado com as propriedades elasticas
correspondentes ao teor de resina M,, fornecido por cada amostra do gerador de
nameros aleatérios. Tais propriedades sao entdo transcritas para o arquivo de entrada
do ANSYS APDL, com o auxilio da rotina em Python j& abordada na sec¢ao anterior.

Empregou-se a biblioteca scikit-learn para treinamento e otimizagao dos hi-
perparametros, e configuragdo da metamodelagem com processos gaussianos no
programa em Python (Pedregosa et al., 2011). A func&o de correlacéo definida para
o PG é do tipo exponencial quadratica (EQUACAO 2.50), com variancia constante.
Definiu-se o valor inicial para o parametro de escala como 6 = 1,0, com limites superior
e inferior dados pelo intervalo: [0,01; 10%]. O método de otimizagéo dos hiperparametros
adotado foi o L-BFGS.

Apoés a convergéncia do L-BFGS obteve-se o parametro de escala otimizado
0 = 16,4 e a variancia ¢ = 228,01. Para validagdo deste modelo gerou-se um novo
conjunto de dados com 40 amostras aleatérias, de maneira analoga ao realizado na
amostragem de treinamento.

Avaliou-se o desempenho do modelo nos dados de teste pelas métricas MAE
(Mean Absolute Error - Erro Absoluto Médio), MSE (Mean Squared Error - Erro Qua-
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dratico Médio) e Erro maximo (Max Error), definidos como:

1 _
MAE(y,y) = — } Iy~ 7 (4.6)
S =1
1 _
MSE(y,3) = — " (v =)’ (4.7)
S =1
MaxError(y,y) = max(|ly; — vil) (4.8)

onde:
y; Sao os valores reais observados (resultados do modelo MEF);
y; s8o os valores previstos pelo metamodelo.

Aplicando-se estas métricas no conjunto de dados de teste obteve-se:

MAE(y,y) = 0,675
MSE(y,y) = 1,033
MaxError(y,y) = 3,575

Pode-se observar que o erro quadratico médio € um pouco superior ao erro absoluto
médio, sugerindo que o erro de previsdo em alguns pontos muito especificos € rela-
tivamente maior do que na grande maioria dos dados, pelo fato de que esta métrica
penaliza muito mais grandes erros residuais. O erro maximo obtido foi relativamente
baixo, sendo da ordem de 3,6 N, fazendo a razao percentual entre este erro e a média
dos valores reais observados y;, obtemos 0,032%, o que & bastante aceitavel para
aproximagdes de uma carga critica de modelo numeérico, em termos de precisao.

Pode-se concluir que o0 modelo desempenhou bem pelas métricas avaliadas,
apresentando erros bastante toleraveis, tendo em conta o contexto da aplicagao.

4.5 FUNGCAO DE ESTADO LIMITE E MODELO PROBABILISTICO: MODELO COM
VARIABILIDADE ESPACIAL DO TEOR DE RESINA

Com a finalidade de estudar a influéncia da variabilidade espacial do teor de
fibra e resina na confiabilidade dos perfis PPRFV, um segundo problema anélogo ao
abordado no Segéo 4.1 foi formulado. O que difere as abordagens é a consideragao da
variabilidade do teor de fibra e resina. No modelo da Sec¢éo 4.1, assumiu-se que a dis-
tribuicao de propriedades é homogénea ao longo da secao transversal, e representada
por uma unica variavel aleatéria, enquanto que neste segundo problema a variacao
espacial do teor de resina é incorporada ao modelo, como um campo estocastico
gaussiano.

Na formulagao do problema de confiabilidade estrutural considerando a distri-
buicdo heterogénea do teor de resina, a fungéo de estado limite depende de um campo
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aleatério H(x, w), 0 qual caracteriza a modelagem da variabilidade do teor de resina
ao longo da secao transversal, e de uma VA normal representando o carregamento S
aplicado sobre o perfil. Com isso, a funcao de estado limite é definida como:

gHX w),S) = At (H(x,w)) =S <0 (4.9)

onde:

Ai it (H(x, )) € 0 primeiro autovalor, ou multiplicador do carregamento aplicado,
considerando um carregamento unitario, para que se obtenha a primeira carga critica
de flambagem da estrutura em analise (N/m);

H(x, w) € um campo aleatério de variancia 0%, média p e fungdo de autocorrela-
cao R(x,x’; 0);

S é o carregamento efetivamente aplicado sobre a barra, sendo neste caso um
carregamento uniforme dado em (N/m).

No modelo probabilistico do carregamento, S foi considerado o apresentado na
Secéao 4.1, sendo aplicadas as mesmas premissas assumidas para definicao de sua
média, desvio padrado e coeficiente de variagéo.

Quanto ao modelo probabilistico para a variabilidade do teor de resina, este foi
assumido como sendo um campo aleatorio gaussiano estacionario estatisticamente
homogéneo. Na Secao 2.3 do Apéndice 2, constam os principais conceitos e a base
tedrica relevante a esse tema.

A justificativa para escolha desse modelo estatistico na modelagem da variabili-
dade de propriedades do material se baseia no artigo de Sriramula e Chryssanthopoulos
(2013), no qual os autores aplicaram campos aleatérios para caracterizar a variabili-
dade espacial de propriedades mecanicas e elasticas de painéis compdésitos reforcados
com fibra de vidro. Este estudo foi usado ainda como base para caracterizagcéo e
implementagado da modelagem do campo aleatorio, auxiliando na definigao da fungéao
de autocorrelagcao e do comprimento de correlagao associados ao campo.

Devido a escassez de dados experimentais adequados para embasar a de-
finicdo dos parametros do campo aleatério, adotou-se uma abordagem analoga a
empregada na Sec¢do 4.1 para determinag&o do valor esperado ou média u, e do desvio
padrao ¢ do campo. Portanto, calculou-se a média e o desvio padrdo amostral com
base em todo o conjunto de dados da TABELA 2.

A caracterizacao completa do campo gaussiano homogéneo requer a defini-
cao de sua funcao de autocorrelacdo e do comprimento de correlacdo espacial ou
parametro de escala 6. Na implementacédo da funcado de autocorrelagéo, optou-se
pelo uso da fungdo exponencial dada pela EQUACAO 2.49. Segundo Sriramula e
Chryssanthopoulos (2013), esta familia de funcdes foi a que melhor se ajustou con-
siderando as medicdes experimentais para 0 mddulo de elasticidade longitudinal do
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material dos painéis. Como a variabilidade espacial das propriedades elasticas é o
enfoque do presente trabalho, optou-se pela fungdo com melhor ajuste no conjunto de
dados relacionados ao médulo de elasticidade do material avaliado por Sriramula e
Chryssanthopoulos (2013), desprezando-se os dados das propriedades mecanicas.
Os valores assumidos para o parametro de escala 6 foram também extraidos deste
mesmo artigo, o qual recomenda comprimentos de correlacdo da ordem de 20 mm
para funcdes de correlagdo exponenciais.

A TABELA 9 resume os parametros dos modelos probabilisticos considerados
neste problema, nota-se que no caso da VA representando a carga aplicada, de
forma analoga ao feito na Secao 4.1, diferentes valores para a média e desvio padrao
foram contemplados, entretanto, devido ao maior custo computacional atrelado as
analises envolvendo o modelo com variabilidade espacial, apenas os casos com
S (¢ =3000,0 =300) e S(u =3300,0 = 330) foram considerados. Isso se justifica pelo
fato de que a aplicacdo da SMC nestas situacdes ndo demanda um numero excessivo
de simulagdes para a obtencdo de uma estimativa aceitavel da probabilidade de falha,
por ndo ser inferior a 102, conforme visto na calibragéo dos valores médios.

Para cada par de parametros associados a S, testou-se trés variacdes para
os comprimentos de correlagdo na modelagem do campo aleatério, visando o estudo
do impacto deste paradmetro nas analises, 0s quais assumem os valores 6 = 20
mm, 6 = 90 mm e 6 = 1000 mm. O valor de 6 = 90 mm acabou sendo também
selecionado para analise, por ter sido o maior comprimento de correlacao obtido
por Sriramula e Chryssanthopoulos (2013) no estudo dos dados experimentais de
modulo de elasticidade longitudinal. O parametro 6 = 1000 mm foi adicionado para
fins comparativos, por estar atrelado a um campo com pouca variabilidade local, se
aproximando de uma condi¢do de homogeneidade das propriedades elasticas.
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TABELA 9 — CARACTERIZACAO DAS VA'S: PROBLEMA CONSIDERANDO A VARIABILI-
DADE DAS PROPRIEDADES ELASTICAS
VA/

Caso Aclsampg 8:;2?;‘52:2 Média (1) (N/m) P;ﬁg‘(’)“za) R(xx;6) 6 (mm)
eatorio
1 Hi(x, w) Gaussiano 26,76 4,29 Exponencial 20,00
S1 (N/m) Normal 3000,00 300,00 - -
5 Hi(x, ) Gaussiano 26,76 4,29 Exponencial 20,00
Sy (N/m) Normal 3300,00 330,00 - -
3 Hi(x, w) Gaussiano 26,76 4,29 Exponencial 90,00
S1 (N/m) Normal 3000,00 300,00 - -
4 Hy(x, w) Gaussiano 26,76 4,29 Exponencial 90,00
Sy (N/m) Normal 3300,00 330,00 - -
5 H(x, w) Gaussiano 26,76 4,29 Exponencial 1000,00
Sy (N/m) Normal 3000,00 300,00 - -
5 Hy(x, w) Gaussiano 26,76 4,29 Exponencial 1000,00
Sy (N/m) Normal 3300,00 330,00 - -

FONTE: O autor (2025).

A discretizagdo do campo aleatério H(x, w) foi realizada pelo método de expan-
sao de Karhunen-Loéve discreto, explanado na Secao 2.3 do Apéndice 2. A matriz
de correlacao € determinada diretamente nos centroides dos elementos da malha
de discretizacdo do MEF, entdo a decomposicao espectral desta matriz fornece os
autovalores e autovetores para computar a aproximacao por série de Karhunen-Loéve
pela EQUACAO AP2.12.

Assume-se que o teor de resina/fibra e suas respectivas propriedades elasticas
associadas, determinadas conforme mostrado na Secao 3.2, sdo constantes em cada
elemento finito, sendo atribuidas ao ponto centroidal de cada elemento da malha do
MEF, no qual o calculo da matriz de correlagéo é feito considerando as coordenadas
espaciais nas dire¢des x e y do elemento respectivo. Recordando o mencionado na
Secao 3.2, variacdes de propriedades do material na direcdo longitudinal (direcao z)
serao negligenciadas.

Definiu-se uma razao de energia minima de 6, > 0,98 como critério para deter-
minar o numero de termos M da série truncada. A biblioteca NumPy foi empregada
para calculo da matriz de correlagdo, enquanto que o pacote de rotinas de algebra
linear dessa mesma biblioteca foi usado para obtencéo dos autovalores e autovetores
da matriz de correlagao (Harris et al., 2020).

Na FIGURA 19 se apresentam exemplos de realizagdes do campo aleatorio
modelado. A FIGURA 19 considera a malha de elementos finitos da FIGURA 14
resultante do estudo de sensibilidade de malha realizado na Subsecéo 3.3.3, a fungao
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de correlagédo exponencial, e os parametros de escala selecionados. Ao todo, podem-se
ver 24 elementos, o que se traduz em 24 pontos centroidais, e, portanto, 24 "nés" ou
pontos da malha de discretizacdo do campo aleatério, nos quais a expansao de
Karhunen-Loéve foi aplicada para representacdo aproximada deste campo. Uma vez
aproximado o campo no no, as propriedades elasticas sédo determinadas e extrapoladas
para o elemento com centroide associado a esse ponto.

As fronteiras dos elementos da malha de elementos de casca extrudados,
OU Sseja, com suas espessuras representadas, podem ser visualizadas na imagem,
tornando perceptivel a premissa de que o teor de resina permanece constante em cada
elemento.

Quanto a definicao do numero de termos My necessarios, tem-se para 0 caso
de 0 = 20, que My = 23 pelo critério da variancia explicada:

23 00
ZAi/ A~ 0,985 > 6, = 0,98
i=1

i=1

Para 6 = 90, Mt = 19:

im/im ~ 0,981 > 6, = 0,98
i=1 i=1

E por fim, para 6 = 1000, Mt = 5:

5 0
Ai/ZAi ~ 0,983 > 5, = 0,98
i=1 =1

Esses resultados séo reflexo da relacéo entre o comprimento de correlagao 6
e o decaimento dos autovalores da fung&o de covariancia. Se 6 € pequeno, 0 campo
apresenta maior variabilidade, e a correlagdo se concentra em pontos préximos, a
consequéncia disso € que o especto da matriz de covariancia C(xy, x,) apresenta muitos
autovalores relevantes. Entretanto, se 6 € grande ocorre o inverso, 0 campo € suave, e
poucos termos da expansao de Karhunen-Loéve ja capturam a maior parte da variancia
explicada, pois 0s autovalores associados a matriz de covariancia decaem rapidamente
(Tao, 2023).

Na FIGURA 19 sao representados os numeros de termos considerados para
truncamento das séries associadas a cada uma das realizagdes dos campos aleatérios,
com seus respectivos comprimentos de correlacado 6. Percebe-se a diminuicdo do
namero de termos Mr, € a redugao da variabilidade do teor de resina na secao
transversal na medida em que o comprimento de correlagao aumenta.
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FIGURA 19 — REALIZACOES DO CAMPO ALEATORIO: MODELAGEM DA VARIABILIDADE
DO TEOR DE RESINA NA SECAO
(a) Variabilidade do teor de resina (6 =20 (b) Variabilidade do teor de resina (6 = 90
mm e Mr = 23 termos) mm e Mt = 19 termos)
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FONTE: O autor (2025).

Com relacdo a obtengéo das cargas criticas de flambagem A, ..;; pelo modelo
MEF, esta é feita de forma muito parecida ao apresentado na Secao 4.4. O que difere
do procedimento usado no modelo MEF sem variabilidade é a utilizagao do recurso
do software ANSYS denominado field variables, o qual possibilita a introducédo das
propriedades do material do modelo em fungcéo de um parametro (field variable). No
caso da aplicacao desenvolvida neste trabalho esse parametro corresponde ao teor de
resina. Na implementagao do codigo em ANSYS APDL, as propriedades elasticas foram
atribuidas com base nos valores dos teores de resina obtidos a partir da realizacao do
campo aleatorio, utilizando-se para isso o comando TBFIELD do software ANSYS.

Com a inicializagdo do comando TBFIELD, as propriedades elasticas do mate-
rial atreladas as field variables (o teor de resina) sao definidas com base nas expressoes
apresentadas na Secao 4.1, restando ainda a sua correspondéncia com os elementos
da malha. Entao, na sequéncia, mapearam-se 0s elementos cujos centroides possuem
mesmas coordenadas espaciais x e y, com a finalidade de atribuir a cada um des-
ses conjuntos de elementos da malha a field variable referente a essa coordenada
centroidal.
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4.6 IMPLEMENTAGAO DA METAMODELAGEM POR KRIGAGEM: MODELO CONSI-
DERANDO A VARIABILIDADE ESPACIAL DO TEOR DE RESINA

Com aincorporacao da incerteza relacionada a variabilidade espacial do teor de
resina, o0 modelo probabilistico do problema passa a apresentar uma dimensionalidade
muito superior em relagdo ao do problema homogéneo. Conforme visto na Secao 4.5,
para o comprimento de correlacao de 6 = 20 mm, um total de 23 VA’s normais padréao
independentes sao necessarias para representacdo do campo aleatério discretizado.
Isso somado & nao linearidade da funcdo de estado limite EQUACAO 4.9, torna a
aplicacao do método FORM inviavel.

Assim sendo, o emprego do método da SMC se apresenta como uma abor-
dagem mais adequada. Como ja mencionado, as simulacdées MEF de flambagem de
autovalor possuem um elevado custo computacional, o que acaba tornando a aplicagao
deste método praticamente proibitiva em problemas com probabilidade de falha muito
baixas, por conta da necessidade de avaliagdes multiplas destes modelos. Para contor-
nar esta problematica, de maneira similar ao que foi feito na Secao 4.4, construiu-se
um modelo de krigagem.

Este modelo possui como parametros de entrada 24 valores de teor de resina,
associados a cada um dos centroides dos elementos da secéo transversal, e similar-
mente ao modelo da Secao 4.4, tem como parametro de saida a carga critica resultante
do carregamento uniformemente distribuido ao longo dos 4 m de viga.

No treinamento do metamodelo, foi gerado um total de 2500 amostras com a
técnica LHS, de maneira similar ao efetuado na Secao 4.4. O numero de amostras
adotado foi escolhido de modo que o critério de parada relativo a um COV de 5% na
SMC fosse respeitado. Entretanto, essa amostra nao foi propriamente dimensionada
considerando uma melhor cobertura do seu espago amostral, pelo seu numero de
dimensdes e a faixa de variacao de teores de resina. O refino desse espaco amostral
nao foi efetuado, pela necessidade da avaliacdo das respostas de inimeras simulagdes
computacionais do modelo MEF, a qual possui tempo de processamento relativamente
elevado para as especificagdes da maquina empregada no trabalho.

Analogamente ao procedimento da Se¢do 4.4, o conjunto de treinamento
compreende valores percentuais de teores de resina como dados de entrada, variando
na faixa de 5% até 60%, gerados de forma aleatdria com a biblioteca Harris et al. (2020),
com base numa distribuigcdo uniforme, e as cargas criticas de flambagem obtidas pelo
processamento do modelo MEF correspondente’. Neste caso, o modelo MEF recebe
diretamente os valores dos teores de resina em cada um dos 24 pontos centroidais

! De forma anéloga ao primeiro metamodelo apresentado, no treinamento considerou-se a carga critica
resultante, e ndo o carregamento uniformemente distribuido ao longo do comprimento da viga
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da secédo, os quais sao os proprios dados de entrada obtidos pelo NumPy (Harris
et al., 2020). Apés o processamento da analise, as cargas criticas de flambagem sao
retornadas pelo programa.

A configuragéo do kriging, bem como treinamento e otimizag&o dos hiperpa-
rametros do programa em Python implementado se deu conforme apresentado na
Secéo 4.4. A funcéo de correlacédo do tipo exponencial quadratica (EQUACAO 2.50)
com variancia constante foi novamente selecionada. Como valor inicial para o parame-
tro de escala definiu-se 6 = 1,0, com limites superior e inferior dados pelo intervalo:
[0,01;10°]. O método de otimizagao dos hiperparametros adotado foi o L-BFGS.

O parametro de escala otimizado 6 = 137,0 e a variancia ¢* = 4,537 foram obti-
dos apds a convergéncia do L-BFGS. A validacao deste modelo foi efetuada gerando-se
dois novos conjuntos de dados com 400 amostras aleatérias. Na primeira amostragem
denominada como conjunto de VALIDACAO 1, foi empregada a mesma metodologia
usada nos dados de treinamento, ou seja, a amostra dos dados de entrada foi obtida
pelo método do Hipercubo Latino, seguindo uma distribuicdo uniforme. No segundo
conjunto de dados nomeado como VALIDACAO 2, as amostras de teor de resina foram
geradas sem a utilizacao da técnica de geracao de amostras pelo LHS, segundo uma
distribuicdo uniforme, numa faixa de variacao de 5% a 60%.

Avaliou-se o0 desempenho do modelo nos dados de teste pelas métricas MAE
(Mean Absolute Error - Erro Absoluto Médio), dada pela EQUACAO 4.6, MSE (Mean
Squared Error - Erro Quadratico Médio), calculada pela EQUACAO 4.7, e o Erro
maximo (Max Error), determinada pela EQUAGCAO 4.7. Adicionalmente, verificou-se
também o parametro R2, conhecido como coeficiente de determinacgao, dado por:

Yiyi— i)
RP=1-2=2 4.10
Liyi = 9)? .19
onde: i € a média dos dados observados (resultados do modelo MEF).
Aplicando-se estas métricas nos dois conjuntos de dados de teste (VALIDACAO

1 E VALIDACAO 2) obteve-se os resultados apresentados na TABELA 10.

TABELA 10 — DESEMPENHO DO MODELO DE KRIGAGEM PARA O MEF HETEROGENEO
Métrica VALIDAGAO 1 VALIDAGAO 2

MAE(y,y) 97,742 456,332

MSE(y,y) 125,369 592,832

MaxError(y,y) 479,125 2795,886
R? 0,986 0,808

FONTE: O autor (2025).

Comparando-se com os erros obtidos na validacdo do metamodelo apresentado
na Secao 4.4, pode-se constatar que nesta modelagem estes foram mais elevados,
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devido ao aumento da complexidade do modelo em elementos finitos, bem como o
aumento da dimensao dos parametros de entrada.

Notam-se erros bastante significativos principalmente no segundo conjunto
de dados avaliados, os quais foram simplesmente gerados de forma aleatéria, sem
a aplicacao do algoritmo de amostragem por Hipercubo Latino. Calculando a razéo
percentual o maximo erro absoluto e a média dos valores reais observados y;, obtém-se
22,66%.

Pelas métricas avaliadas, é possivel inferir o baixo desempenho apresentado
pelo modelo nos dados de teste, o qual apresentou erros significativos, além de um
baixo coeficiente de determinacao no caso do segundo conjunto de dados, atestando a
baixa qualidade do ajuste do metamodelo as previsdes do modelo numérico.

Possivelmente, visando a melhoria da capacidade de previsao das respostas do
modelo numérico pelo metamodelo de PG, uma quantidade significativamente superior
de amostras poderia ser proposta, e ao invés de considerar a isotropia do comprimento
de correlacao, esse pode ser tratado como anisotropico, numa tentativa de incorporar
os diferentes comportamentos entre cada um dos parametros de entrada e o parametro
de saida do modelo.

4.7 MODELO COM DISTRIBUICAO HETEROGENEA DO TEOR DE RESINA: IM-
PLEMENTACAO DA SIMULAGCAO DE MONTE CARLO COM AMOSTRAGEM
POR HIPERCUBO LATINO

Trés simulagdes foram conduzidas variando a seed do gerador de nimeros
pseudoaleatorios. Na Secéo 4.5 foi apresentada na TABELA 9 os pardmetros para defi-
nicdo das variaveis aleatérias e dos campos aleatérios considerados para modelagem
da variabilidade espacial do teor de resina. Na TABELA 11 s&o representados de forma
resumida os parametros dos modelos probabilisticos, e as informacgdes relacionadas
as amostras geradas para as simulacdes. Pode-se perceber que um namero reduzido
de amostras foi selecionado. Essa decisdo deve-se ao fato de que nestas simulacoes,
a funcéo de estado limite sera avaliada diretamente pelo modelo MEF, o qual demanda
maior custo computacional. A utilizagdo direta do modelo de alta fidelidade neste caso
se da também pela garantia da melhor representatividade destes resultados, tendo
em vista que de acordo com as validacgdes realizadas na Secéo 4.6, 0 metamodelo
proposto apresentou baixo desempenho considerando as métricas aplicadas.
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TABELA 11 — DEFINICAO DAS SEMENTES E TAMANHO DAS AMOSTRAS DAS SIMULA-

COES

Amostra  S(u) (N/m) 6 (mm) seed Dimensao
1 3000 20 4266645 [150x24]
2 3000 20 3566911  [150x24]
3 3000 20 29815 [150x24]
4 3000 90 489822  [150x24]
5 3000 90 657667  [150x24]
6 3000 90 835037  [150x24]
7 3000 1000 664608  [150x20]
8 3000 1000 498614  [150x20]
9 3000 1000 815202  [150x20]
10 3300 20 461433  [150x20]
11 3300 20 600232  [150x20]
12 3300 20 649636  [150x20]
13 3300 90 889113 [150x6]
14 3300 90 142492 [150x6]
15 3300 90 559493 [150x6]
16 3300 1000 49524 [150x6]
17 3300 1000 605242 [150x6]
18 3300 1000 5819737  [150x6]

FONTE: O autor (2025).
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentadas as analises e discussdes dos resultados
para os modelos propostos segundo as duas abordagens distintas para tratamento da
incerteza nas propriedades do material.

5.1 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS DO MODELO HOMOGENEO:
APLICACAO DO METODO FORM

Seis casos foram avaliados para o problema de confiabilidade proposto, con-
forme exposto na Secgao 4.1. Os resultados obtidos para o ponto de projeto, nimero de
iteracdes necessarias para convergéncia do algoritmo, indice de confiabilidade frorm €
a probabilidade de falha p; sdo apresentadas na TABELA 12.

TABELA 12 - RESULTADOS FORM: MODELAGEM SUPONDO HOMOGENEIDADE DO
TEOR DE RESINA

Caso S (u) lteragoes X x5 Brorm pr
1 2000 32 2295,140 34,581 2,345 9,507E-03
2 2250 4 2468,890 31,508 1,473 7,036E-02
3 2500 4 2619,680 29,088 0,723 2,348E-01
4 3000 4 2898,210 25,166 -0,504 6,928E-01
5 3300 5 3054,45 23,2371 -1,109 8,662E-01
6 3900 13 3350,26 20,031 -2,110 9,826E-01

FONTE: O autor (2024).

Dentre as situagOes avaliadas, os casos 1 e 6 foram os que apresentaram
maior nimero de iteragdes necessarias para convergéncia. E possivel notar o aumento
da probabilidade de falha da estrutura conforme o valor médio da VA S se eleva. Este
resultado é esperado visto que o acréscimo da média u de S, implica num desvio
padrdo maior para esta mesma VA, uma vez que este é dado por 10% de seu valor
esperado, aliado a isso, tem-se o efeito direto de elevar a média do carregamento.

Estas duas condi¢des tendem a provocar uma reducao da distancia minima
entre a superficie de falha a origem do espaco normal padrdao, o que consequente-
mente eleva a py do sistema. Isso pode ser averiguado pela expresséo do indice de
confiabilidade de Cornell, a qual fornece a minima distancia no espag¢o normal padrao
entre a superficie de falha e a origem, para um problema de confiabilidade analogo ao
da EQUACAO 4.1, com duas VA’s normais. Denotando por Ua.qm,) @ Média da carga
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critica, tem-se:
lu/\i,crit(Mm) - lus

IBComell = dmin = (51)

O%\[,cr[f(Mm) + Oé

Da EQUACAO 5.1, nota-se de maneira mais explicita que o acréscimo da
média, necessariamente, implica numa reducéo no indice de confiabilidade, e portanto,
num aumento da probabilidade, visto que estas variaveis estdo inversamente relaciona-
das considerando a FDA da VA normal padréo, ou seja, o decréscimo de um parametro
implica no acréscimo do outro, e vice-versa. Para os casos 4, 5 e 6 devido ao fato de
que a py foi superior a 50%, os valores de frorm 880 negativos considerando a FDA
normal padrdo e a EQUAGCAO 2.15.

5.2 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS DO MODELO HOMOGENEO:
APLICAGAO DA SMC COM LHS

A Figura 20a a Figura 25a apresentam os resultados das simulacdes de Monte
Carlo realizadas, variando em cada caso a seed do gerador de numeros pseudoale-
atorios. Na FIGURA de subitem (a) é ilustrada a convergéncia da estimativa para a
probabilidade de falha p; e no subitem (b) seu intervalo de confianga (IC) de 95%, em
funcdo do numero de amostras.

Um resumo das estimativas de probabilidade e COV obtidas ao final da SMC,
bem como um comparativo de resultados de probabilidade de falha e indice de confia-
bilidade com o FORM ¢é apresentado na TABELA 13.

Nas simulagdes com S(u = 2000 N/m) representadas na FIGURA 20, é possivel
notar pela Figura 20a que a convergéncia se da na faixa de 50 a 60 mil amostras, se
verificando também em todas as amostragens geradas o estreitamento e a proximidade
dos intervalos de confianga para um namero de amostras alto, com um relativo afas-
tamento tanto da estimativa quanto dos limites do intervalo de confianga da amostra
2.

Com relagao a evolucdo do COV, mostrada na Figura 20b, as amostragens
apresentaram comportamentos bastante similares, sendo que na segunda simulacao a
variacao foi ligeiramente superior nas amostras iniciais.

Pela TABELA 13 é possivel notar que as estimativas da p; das simulagdes séo
proximas, sendo que a da amostra 2 apresentou maior desvio em relagdo as demais.
Os valores do coeficiente de variacdo sdo também bastante semelhantes em todos os
testes. Sendo os resultados estatisticos das simulacdes similares nas trés amostras
avaliadas, pode-se constatar sua consisténcia e independéncia da amostra gerada.



FIGURA 20 — SIMULAGAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 1, 2 E 3 - S(u = 2000 N/m):
MODELO SEM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
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No cenario com S(u = 2250 N/m), se nota um comportamento erratico do valor
de py para as amostras iniciais, o qual converge para um resultado semelhante na
medida em que os intervalos de confianca se estreitam, denotando mais uma vez
a independéncia da seed usada. Os graficos de COV mostram um comportamento
praticamente idéntico, atingindo uma variabilidade bastante baixa ja nas amostras
iniciais, a qual progride de forma muito similar conforme o aumento do numero de

amostras.
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FIGURA 21 — SIMULAGAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 4, 5 E 6 - S(u = 2250 N/m):
MODELO SEM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
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A partir do caso de S(u = 2500 N/m), optou-se por nao representar a proba-
bilidade pelo seu logaritmo na base 10, como feito nos eixos verticais mostrados na
FIGURA 20 e FIGURA 21, pelo fato desta passar a assumir valores mais significativos.

Na FIGURA 22 sao apresentados os resultados das simulagdes aplicando
um carregamento S(u = 2500 N/m). Pela grandeza das probabilidades de falha serem
superiores as dos casos prévios, se percebe da Figura 22a e Figura 22b uma conver-
géncia mais rapida das estimativas, se considerarmos a alteracao da escala do eixo
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vertical. Percebe-se ainda a grande semelhanca dos intervalos de confianca para um
namero de amostras grande. Sobre os coeficientes de variacao, estes apresentaram
comportamentos praticamente coincidentes, o que se evidencia pela sobreposicao das
curvas.

FIGURA 22 — SIMULACAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 7,8 E 9 - S(u = 2500 N/m):

MODELO SEM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
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No caso com S(u = 3000 N/m), S(u = 3300 N/m) e S(u = 3900 N/m), se verifica
um comportamento qualitativo semelhante ao observado para os valores de carga
inferiores, conforme apresentam as FIGURAS (FIGURA 23, FIGURA 24 e FIGURA 25),
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tanto para a probabilidade de falha quanto para o coeficiente de variagdo. Sobre a
estimativa ?f, esta apresenta inicialmente uma certa variabilidade, e entédo estabiliza
em um namero de amostras relativamente mais baixo que os dos casos previamente
analisados, pelo fato desses estarem atrelados a uma probabilidade de falha significati-
vamente maior. Uma grande proximidade entre a probabilidade de falha e os intervalos
de confianga pode ser observada particularmente no caso da FIGURA 24.

Com relacao aos graficos da convergéncia do COV apresentados nas FIGU-
RAS (Figura 23b, Figura 24b e Figura 25b), novamente estes ilustram um decaimento
progressivo conforme o numero de amostras aumenta, e também um comportamento
qualitativo praticamente idéntico, sem dependéncia da amostra gerada. A robustez da
SMC é mais uma vez verificada, com os resultados convergindo consistentemente com
um grau de precisao toleravel independente da amostragem.



98

FIGURA 23 — SIMULAGAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 10, 11 E 12 - S(u = 3000 N/m):
MODELO SEM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
(a) Convergéncia e IC s

0,685 - .
0,680 - §
&
0,675 .
0670F  fLi —— Py-Amostral0 e IC 95% - Amostra 11 ]
TR e IC 95% - Amostra 10 ~ —— Py - Amostra 12
—— py-Amostrall e IC 95% - Amostra 12
0,665 i ; 1 1 1 1 1 1 1 i
20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000
Numero de amostras
(b) Convergéncia COV (Ff)
0,70 [ T T T T T T R T i
~ —— COV [py] - Amostra 10
% —— COV [py] - Amostra 11
0,60 N ]
<:; —— COV [py] - Amostra 12
=
Q
s 0,50 - 7
=
g
(D) 0,40 B .
o
=
=
82 0,301 ]
Q
=
]
Q
O 020+ 1

20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000
Numero de amostras



FIGURA 24 — SIMULAGAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 13, 14 E 15 - S(u = 3300 N/m):
MODELO SEM VARIAGCAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
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FIGURA 25— SIMULAGAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 16, 17 E 18 - S(u = 3900 N/m):
MODELO SEM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
(a) Convergéncia e IC s
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Um resumo dos resultados obtidos com a aplicagdo da SMC e do algoritmo
FORM ¢ apresentado na TABELA 13. Nota-se o mesmo comportamento de aumento
da ps observada na Segéo 5.1, relativo ao uso do método FORM, conforme se elevam
0s parametros da distribuicdo normal de S. Pode-se ver ainda que os resultados
encontrados por ambos os métodos foram bastante proximos, com diferengas nao
muito significativas de precisao, sinalizando neste cenério a aplicabilidade do FORM, o
qual apesar de ser um método menos robusto e geral que a SMC, manteve precisao e
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acuracia similar. Em todas as simulacoes efetuadas se observa um COV(%) inferior a
3%.

TABELA 13 — RESUMO RESULTADOS SMC E FORM: MODELO SEM VARIAGAO ESPACIAL
DO TEOR DE FIBRA E RESINA

Caso S(u) PfFORM BrFORM pfsmc Bsmc  COV(%) Amostra SMC
8,727E-03 2,377 2,752 Amostra 1
1 2000 9,507E-03 2,345 9267E-03 2,355 2,670 Amostra 2
8,707E-03 2,378 2,755 Amostra 3
6,765E-02 1,494 0,959 Amostra 1
2 2250 7,036E-02 1,473 6,687E-02 1,499 0,964 Amostra 2
6,664E-02 1,501 0,966 Amostra 3
2,273E-01 0,748 0,476 Amostra 1
3 2500 2,348E-01 0,723 2,261E-01 0,752 0,478 Amostra 2
2,257E-01 0,753 0,478 Amostra 3
6,813E-01 -0,471 0,177 Amostra 1
4 3000 6,928E-01 -0,504 6,798E-01 -0,467 0,177 Amostra 2
6,812E-01 -0,471 0,177 Amostra 3
8,582E-01 -1,072 0,105 Amostra 1
5 3300 8,662E-01 -1,109 8,582E-01 -1,072 0,105 Amostra 2
8,583E-01 -1,073 0,105 Amostra 3
9,804E-01 -2,063 0,036 Amostra 1
6 3900 9,826E-01 -2,110 9,809E-01 -2,072 0,036 Amostra 2
9,806E-01 -2,065 0,036 Amostra 3

FONTE: O autor (2025).

5.3 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS DO MODELO HETEROGENEO:
APLICAGAO DA SMC COM LHS

A FIGURA 26 a FIGURA 31, apresentam os resultados das simulacdes de
Monte Carlo realizadas com a avaliacdo direta da funcao de estado limite com o
modelo de elementos finitos, variando em cada caso a seed do gerador de numeros
pseudoaleatérios, com parametros da variavel aleatéria S(u, o) e do comprimento de
correlacao 0 fixos, conforme abordado na Secao 5.3. O subitem (a) das figuras ilustra a
convergéncia da estimativa para a probabilidade de falha p; e os intervalos de confianga
(IC) de 95% associados, ao passo de que no subitem (b) é mostrada a evolucao do
COV.



102

FIGURA 26 — SIMULAQAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 1, 2 E 3 - S(u = 3000 N/m) e
0 = 20 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E
RESINA
(a) Convergéncia e IC p¢
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Com relacao as trés primeiras simulacdes é possivel visualizar a convergéncia
das estimativas para a ps por volta de 70 a 80%, sendo as estimativas finais da primeira
e segunda amostragem bastante proximas. Em todas as amostras um COV inferior a
5% € observado. A convergéncia ocorre de maneira bastante rapida para o COV alvo,
0 que se pode inferir tanto pela Figura 26a quanto Figura 26b.
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FIGURA 27 — SIMULAQAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 4, 5 E 6 - S(u = 3000 N/m) e
© = 90 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E
RESINA
(a) Convergéncia e IC p¢
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Para as amostras 4, 5 e 6 pode-se perceber uma maior proximidade entre as
estimativas ao final da simulacao, por volta de 65%, e também uma convergéncia mais
rapida em relagcdo ao caso com 6 = 20 mm, visto que nestas simulagdes um campo
aleat6rio com menor variabilidade e irregularidade local.
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FIGURA 28 — SIMULACAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 7, 8 E 9 - S(u = 3000 N/m) e
6 = 1000 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E

RESINA
(a) Convergéncia e IC p¢
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Quanto as simulacdes envolvendo o campo aleatério de 6 = 1000 mm, 0 mais
suave e regular dentre todos os avaliados, observa-se uma proximidade ainda maior
do que a vista na FIGURA 27, seja para as estimativas de py quanto para o COV, um
comportamento esperado dada a maior regularidade e menor variabilidade local do
campo aleatorio aqui analisado.
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FIGURA 29 — SIMULACAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 10, 11 E 12 - S(u = 3300 N/m)
e 0 =20 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E
RESINA

(a) Convergéncia e IC p¢
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Nas simulacdes realizadas com u = 3300 N/m para S, a convergéncia se da
de maneira mais rapida em comparacao aos casos apresentados na FIGURA 26,
FIGURA 27 e FIGURA 28, pois em compara¢do com a condigdo em que u = 3000 N/m,
a falha é mais provavel, afinal a VA S apresenta média e desvio padrao superiores. Isso
se observa pelos graficos de convergéncia do coeficiente de variacédo, os quais foram
inferior a 3,5% em todos 0s casos ao final da simulacéo.



106

FIGURA 30 - SIMULAQAO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 13, 14 E 15 - S(u = 3300 N/m)
e 6 = 90 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E
RESINA
(a) Convergéncia e IC p¢
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FIGURA 31— SIMULA(;AO DE MONTE CARLO AMOSTRAS 16, 17 E 18 - S(u = 3300 N/m) e
0 = 1000 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E
RESINA
(a) Convergéncia e IC p¢
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Pode-se observar que nas simulagées com u = 3300 N/m para a VA S, os grafi-
cos de convergéncia da estimativa py, e também do COV, se distinguem dos padrdes
usualmente vistos graficamente para SMC de eventos raros e com elevada amostra-
gem. Isso se deve ao fato de que a FIGURA 29, FIGURA 30 e FIGURA 31, se referem
a convergéncia de simulacdes de eventos nao raros, de falha muito mais frequente,
limitados a um numero de amostras reduzido (em comparagao as necessarias para
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convergéncia em eventos extremamente raros).

Em eventos com probabilidade de falha mais elevada, seja pela sensibilidade
da escala no eixo da py, ou pelo préprio nimero reduzido de amostras, comportamentos
um tanto distintos dos padrdes usuais de convergéncia, observados no Secao 5.2 e na
atual secdo para as simulagoes envolvendo a VA S com u = 3000 N/m.

Visando ilustrar essa observacao, na FIGURA 32 é apresentado o grafico de
convergéncia considerando que as amostras 13, 14 e 15 compuseram uma unica
amostragem conjunta, composta primeiro pela amostra 13, depois 14 e por fim pela 15.
Nota-se que o comportamento com picos alternados nao ocorre para a convergéncia
da estimativa da pr nem do coeficiente de variagéao.
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SIMULAQAO DE MONTE CARLO AMOSTRAGEM 13, 14 E 15 CONJUNTA -
S(u = 3300 N/m) e 6 = 90 mm: MODELO COM VARIACAO ESPACIAL DO TEOR
DE FIBRA E RESINA

(a) Convergéncia e IC p¢
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5.4 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS: COMPARAGCAO ENTRE OS MO-

DELOS

A Figura 33a e Figura 33b mostram uma comparacéo entre as estimativas de
probabilidade de falha py média das SMC com o modelo heterogéneo. Essa estimativa
média foi calculada considerando as trés amostragens realizadas para simulagdes
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de mesmos pares de parametros de variavel aleatéria S(u, o) e do comprimento de
correlagao 6, para fins comparativos com as probabilidades de falha encontradas no
modelo homogéneo, que estao representadas nos graficos da FIGURA 33 por uma
linha preta tracejada.

E possivel observar que quanto maior a variabilidade do campo aleatério mode-
lado, ou de forma equivalente, quanto menor o comprimento de correlagdo associado a
esse campo, maior a probabilidade de falha associada. Tanto para S(u = 3000, ¢ = 300)
quanto S(u = 3300,0 = 330) é perceptivel que para 6 = 20 mm, a estrutura simulada
apresentou probabilidade de falha superior aos demais modelos.

Nota-se ainda que conforme o parametro de escala aumenta, a probabilidade
de falha se aproxima bastante dos resultados extraidos da andlise considerando a
homogeneidade da secéo transversal, como se nota pela curva da p; de 6 = 1000 mm,
indicando a baixa variabilidade espacial expressa pelo campo aleatério, o qual tende a
se comportar como variavel aleatoria.
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FIGURA 33 — COMPARACAO ESTIMATIVAS PARA PROBABILIDADE DE FALHA OBTIDAS
POR SIMULACAO DE MONTE CARLO: MODELOS SEM E COM VARIACAO
ESPACIAL DO TEOR DE FIBRA E RESINA
(a) Comparativo ﬁf para simulagdes com S(u = 3000, 0 = 300)
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A TABELA 14 reune os resultados obtidos pelas analises abordadas neste
capitulo e estabelece uma comparacgao entre as abordagens distintas de modelagem,
comparando as estimativas para probabilidade de falha extraidas com auxilio da meta-
modelagem com PG e os valores obtidos da simulag&o direta com o modelo MEF. S&o
representados também os valores para a p; resultantes da SMC do modelo homogéneo.
As duas ultimas colunas apresentam a diferenca percentual entre as estimativas obtidas
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pela SMC, seja pela avaliagdo direta da EQUACAO 4.9 com o modelo MEF denotada
COMO psmerHET., OU pela krigagem nomeada como prkr., € a probabilidade de falha
encontrada para o modelo que considera homogeneidade no teor de resina.

Apesar do baixo desempenho do metamodelo por PG abordado na Secao 4.6
em uma das validacbes propostas, € possivel constatar que este apresentou boa
capacidade de previsdo das amostras selecionadas para realizacdo da SMC, o que
pode ser verificado pela proximidade com os resultados de probabilidade de falha
determinados com o modelo numérico de EF.

As informacdes que constam da TABELA 14 reforcam as observacgdes previ-
amente apresentadas, e atestam ainda o baixo coeficiente de variagdo associado as
simulagdes, o qual manteve-se aproximadamente em 5% para S(u = 3000), e inferior a
3,5% em todas as simula¢des com S(u = 3300). Considerando apenas as estimativas
obtidas com o modelo MEF, o maior acréscimo na p; foi de aproximadamente 9,26%
para 6 = 20 mm e S(u = 3000), enquanto que para S(u = 3300) o maior acréscimo
ocorre também para o parametro de escala de 20 mm, sendo de aproximadamente
7,51%.

Na FIGURA 34 é apresentado o valor médio do campo de teor de resina para
cada amostra, assim como o valor maximo e minimo do campo ao longo da secao,
para as simulagbes envolvendo S(u = 3300 N/m) e 6 = 20 mm como comprimento de
correlacdo. Nesse mesmo grafico, o valor médio do teor de resina modelado como VA,
no caso do problema homogéneo, € mostrado como uma linha horizontal tracejada.
E possivel notar que os valores médios do campo parecem oscilar entorno do valor
médio da VA, de fato, calculando-se a média dos valores médios de cada amostra do
campo estocastico obtemos M,, = 26,76%, 0 que valida essa observagado. Com relacao
aos valores maximos, pode-se observar que estes variam na faixa de 28% até picos de
45%, enquanto que os valores minimos variam de 7% a 25%, aproximadamente.

A FIGURA 35, por sua vez, mostra a média de cada amostra do campo E;
relativo as mesmas simulacdes do caso apresentado na FIGURA 34. A linha tracejada
preta demonstra o valor médio da VA E;. Novamente, a mesma tendéncia de conver-
géncia entre as médias dos modelos € visualizada, conforme constatado pela analise
do gréfico para o teor de resina, com uma pequena diferenga entre os valores da média
da VA E; = 48,36 GPa, e da média dos valores médios do campo E; = 48,38 GPa.

Esses resultados evidenciam que, na média, os modelos convergem para
valores médios semelhantes, o que inicialmente ndo explica por que probabilidades
de falha superiores foram observadas para a modelagem considerando a variabilidade
espacial do teor de resina.

Tal efeito pode ser explicado como uma consequéncia da interagao entre a
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heterogeneidade espacial e os autovalores (cargas criticas) resultantes das analises,
0s quais acabam sendo dominados por realizagdes espacialmente desfavoraveis, de-
pendentes localmente de regides menos rigidas, e ndo pela média. Desse modo, a
modelagem utilizando campos estocasticos gaussianos de baixo comprimento de cor-
relacdo resulta em cargas criticas inferiores as obtidas com modelos deterministicos ou
probabilisticos que consideram as propriedades do material como variaveis aleatérias.

Uma possivel explanacao para o fenbmeno em questao se relaciona com a
teoria espectral de operadores (autovalores) aleatorios. De acordo com essa teoria,
0s autovalores ndo sao ergddicos em relacao a rigidez média, ou seja, a reducéo do
comprimento de correlacdo nao converge para o modelo deterministico médio, mas sim
para valores inferiores (Girko, 1985). Esse resultado foi observado no trabalho de Zhang
e Ellingwood (1995), os quais avaliaram estruturas bidimensionais simples de viga, pilar
e portico, mostrando que acréscimos na variabilidade e nas flutuagdes aleatérias do
campo resultaram na reducéo da carga critica de flambagem dos exemplos estudados.

No contexto da anélise de placas laminadas com propriedades de material
aleatérias usando o método dos elementos finitos estocéstico, Hao et al. (2023) reporta-
ram em seu estudo conclusdes similares. Esses autores concluiram que a flambagem
pode ocorrer a niveis significativamente inferiores ao da carga de flambagem média,
devido a dispersao do material.

Esses estudos mencionados, bem como os resultados obtidos nessa disserta-
cao, enfatizam a importancia da incorporagéo da modelagem das incertezas associadas
a variabilidade espacial nas propriedades dos materiais aos modelos computacionais,
para obtencao de cargas criticas e probabilidades de falha mais fidedignas.
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TABELA 14 — RESULTADOS SMC COM LHS: MODELOS COM E SEM VARIACAO ESPACIAL
DO TEOR DE FIBRA E RESINA

MEFHET. = P£,SMCHOM.  PfKR.HET. = P£,SMC,HOM.
S(u)  O(MM)  PrMEFHET  PFKR.HET.  Pf,SMCHOM. P & Pf Ps

(%) (%)
3000 20 7,733E-01  7,315E-01 9,26% 5,08%
3000 20 7,333E-01 6,980E-01 6,808E-01 5,26% 1,72%
3000 20 7,200E-01  6,711E-01 3,92% -0,96%
3000 90 7,067E-01  6,644E-01 2,59% -1,63%
3000 90 6,933E-01 6,644E-01 6,808E-01 1,26% -1,63%
3000 90 7,200E-01  6,779E-01 3,92% -0,29%
3000 1000 6,733E-01 6,443E-01 -0,74% -3,65%
3000 1000 6,933E-01 6,779E-01 6,808E-01 1,26% -0,29%
3000 1000  6,800E-01 6,443E-01 -0,08% -3,65%
3300 20 9,267E-01  9,060E-01 6,84% 4,78%
3300 20 9,333E-01 8,926E-01 8,582E-01 7,51% 3,44%
3300 20 9,200E-01  9,060E-01 6,18% 4,78%
3300 90 9,067E-01 8,926E-01 4,84% 3,44%
3300 90 9,067E-01 8,926E-01 8,582E-01 4,84% 3,44%
3300 90 9,333E-01  8,926E-01 7,51% 3,44%
3300 1000  8,467E-01 7,987E-01 -1,16% -5,96%
3300 1000 8,800E-01 8,591E-01 8,582E-01 2,18% 0,08%
3300 1000 8,467E-01 8,121E-01 -1,16% -4,62%

FONTE: O autor (2025).

FIGURA 34 — VALORES MEDIOS, MINIMOS E MAXIMOS DE M,, PARA AS SIMULACOES
COM S(u = 3300 N/m) E 6 =20 mm
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FIGURA 35— VALORES MEDIOS DE E; PARA AS SIMULAGOES COM S(u = 3300 N/m) E
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6 CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Neste trabalho, efetuaram-se andlises de confiabilidade de perfis PPRFV em
relacdo ao fenébmeno de flambagem lateral com torcédo, contemplando a modelagem
das incertezas nas propriedades elasticas do material sob duas abordagens que se
distinguem pela consideragéo ou ndo da variabilidade espacial do teor de fibra e resina
na sec¢ao transversal. A investigacdo limitou-se a vigas de secao "I" submetidas a flexao,
com dimensobes especificas dadas por uma das amostras avaliadas por Feng et al.
(2022). O vao foi definido de sorte que garanta a predominancia do modo de flambagem
global lateral com tor¢ao, independente das propriedades elasticas associadas a faixa
de variacao de teor de resina usualmente empregados pelos fornecedores do material.
Apenas resinas do tipo epdxi foram consideradas.

A probabilidade de falha do fenbmeno de flambagem foi avaliada considerando
apenas um carregamento do tipo permanente, simulado como variavel aleatoria nor-
mal. O problema de confiabilidade foi solucionado com os métodos FORM e SMC
com amostragem LHS no caso da abordagem supondo distribuicdo homogénea de
propriedades da secao transversal, enquanto o método da SMC com amostragem LHS
foi aplicado para a abordagem considerando a variabilidade espacial do teor de fibra e
resina.

Devido ao alto custo computacional das analises de flambagem linear por auto-
valores em EF, somada a disponibilidade de uma estacao de trabalho sem capacidades
de processamento consideraveis, metamodelos foram propostos para aproximagao do
modelo numérico MEF de alta fidelidade.

Com relagcao a modelagem do problema supondo homogeneidade espacial do
teor de fibra e resina, foi possivel constatar a proximidade nos resultados obtidos por
ambos os métodos utilizados, validando a aplicabilidade do FORM nesse contexto. Com
a aplicacao da SMC com o método de amostragem por hipercubo latino, foi verificada
a tendéncia de convergéncia das estimativas de probabilidade de falha, apesar do
namero limitado de simulagdes empregado.

Quanto a metamodelagem por PG proposta para previsdao das cargas criti-
cas de flambagem dos modelos MEF com distribuicdo homogénea de propriedades,
conclui-se que essas apresentaram bom desempenho. A aplicagdo dessa técnica de-
mandou uma baixa quantidade de dados para treinamento, sendo capaz de produzir
aproximacgdes bastante razoaveis dos modelos numéricos.

Avaliando-se o efeito da incorporacao da incerteza associada a variabilidade
espacial das propriedades do material, foi possivel constatar com a aplicacao da técnica
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da SMC um aumento na probabilidade de falha de até 9,26% em uma das condi¢bes
avaliadas, em comparacao ao modelo com distribuicao de propriedades homogénea.
Esse resultado demonstra que a incorporagao da variabilidade nas propriedades
elasticas pode resultar num aumento significativo da probabilidade de falha em vigas
sujeitas a flambagem lateral, o que possivelmente pode se traduzir em impactos com
relacdo aos requisitos de seguranga e gerenciamento de risco da estrutura.

Investigando a interacao entre a variabilidade apresentada pelo campo aleaté6-
rio, o comprimento de correlagéo, e o efeito desse parametro na probabilidade de falha
da estrutura, € possivel afirmar que uma reducgéo da variabilidade na distribuicdo do
teor de fibras e resinas do material pode ser mobilizada no contexto do processo de
fabricacdo e manufatura de perfis PPRFV, por meio de um maior controle de qualidade
e aprimoramento dos processos fabris. Esses fatores certamente proporcionariam um
melhor comportamento mecéanico e maior confiabilidade desses perfis estruturais com
relacdo aos fenébmenos de instabilidade global, e a outros estados limites.

6.1 RECOMENDAGOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Embora muitos resultados em concordancia com o apresentado em literatura
tenham sido constatados, e um comparativo valido tenha sido estabelecido entre as
respostas dos modelos analisados e as condi¢cbes de fabricacdo e manufatura do
material estudado neste trabalho, estudos neste linha de pesquisa sdo muito escassos
e carecem de maiores esforcos. As seguintes recomendacdes podem ser sugeridas
para motivar futuros estudos neste campo, a citar:

e Determinacao das cargas criticas por meio de analise de flambagem nao-linear,
considerando os efeitos da nao-linearidade geométrica e fisica, bem como as
imperfeicdes geométricas e as tolerancias dimensionais da estrutura;

e Estudar outros modos de falha por flambagem, como outros modos de flambagem
global, a flambagem local, distorcional, dentre outras;

e Incorporacao de combinacdes de acgdes ou carregamentos na formulagao das
equacoes de estado limite, considerando acdes variaveis como a acéao do vento,
variacao térmica, sismos, dentre outros. Avaliar também a definicao de fungdes
de estado limite que contemplem critérios relativos ao estado limite de servico.
Essas propostas para a sofisticacdo do problema de confiabilidade o tornariam
mais aderente as praticas e metodologias de projeto preconizadas pelas normas
de projeto estrutural;
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e Avaliar a aplicacdo de metodologias para redug¢éo do custo computacional de ana-
lises de flambagem com o método dos elementos finitos, por meio de abordagens
como a modelagem de ordem reduzida;

e Comparar e analisar o desempenho apresentado por outras técnicas de meta-
modelagem, além da krigagem, na previsao de cargas criticas de flambagem de
modelos da mecéanica dos sélidos;

e Realizar extenso programa de ensaios em laboratério para aquisicao de dados
experimentais das propriedades elasticas e mecanicas do material. Isso forne-
ceria subsidios adequados a escolha dos parametros relativos aos modelos
probabilisticos, como por exemplo, a selecdo mais apropriada das distribuicoes
de probabilidade das variaveis aleatérias e seus respectivos parametros. Outro
exemplo seria a obtencao de funcdes de correlacdo e parametros de escala
melhor ajustados ao conjunto de dados de interesse, no contexto de campos
aleatorios.
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APENDICE 1 — ALGORITMO DE BLOCK LANCZOS GENERALIZADO

Neste apéndice é apresentado o funcionamento do algoritmo de Block Lanczos
Generalizado aplicado a solucéao do problema de autovalores e autovetores de grandes
matrizes esparsas.

1.1 FUNCIONAMENTO DO ALGORITMO

A iteracdo basica desse algoritmo € dada pelo algoritmo 1, supondo a iteracao
com bloco de tamanho p e as matrizes [K] e [K¢g] de dimensdes n x n (Grimes et al.,
1994).

Algoritmo 1: Algoritmo de Block Lanczos Generalizado
[Qo]l =0
[B1] =0
Defina [R;] e ortonormalize as colunas de [R;] para obter [Q;] de modo
que [QTI([Kc][Qu]) = [1,]
Lanczos Loop:
forj=1,2,3,...do
[Uj] = (K] - o[Ke]) " ([Kc1[Q))] - [Qj11[B]]
[Aj] = [Uf1([KcIIQj])
[R;] = [U;] - [Q;][Aj]
Determine [Qj;1] e ([Kg][Qj+1]) de forma que:
(a) [Qj+1][Bj+1] = [Rj]
(b) [Q],,1([Kc1[Qjsl) = [Tp]

end
[QTIIKGI(K] - 0[Kg]) '[KG][Q] = [T]

onde:

o é o parametro real shift, para o problema de autovalores a autovetores
deslocado (Grimes et al., 1994);

Q;,Uj,R;paraj=1,2,3,... sdo matrizes n X p, enquanto A; e B; sdo matrizes
p X p, sendo A; simétrica;

[Q] € uma matriz n X jp contendo todos os blocos de vetores de Lanczos, onde:

[Q] =[1Q:],1Q:1,[Qs], .., [Qj]] (AP1.1)

[T] é a projecao [Kg]-ortogonal de ([K] — o[Kg])~! no subespaco de Krylov ge-
rado pelas colunas de [Q]. [T] € uma matriz banda tridiagonal e tem dimensdes jp X jp.
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O subespago de Krylov de ordem j, gerado por uma matriz [A] nxn e um bloco de veto-
res [Q,] de dimensdes n X p, é o0 subespago linear gerado pelas imagens de [Q;] sob as
poténcias de [A], ou seja: K, (A, [Qi]) = span{[Qi], [Al[Q:], [APIQi], ..., [AT[Qi]}
(Krylov, 1931).

Os autovalores de T s&o aproximacdes dos autovalores dados pela EQUA-

CAO AP1.2, obtida pela manipulacdo da ?? para o problema inverso e deslocado
(shifted and invert problem):

(A = 0)[Ke]{y} = (K] - o[Kc]) {1}
pré-multiplicando ambos os lados por ([K] - 0[Kg]) ™}, temos:

(A = o)(IK] - o[Ke]) "' [Ke] {} = ()

. 1
pré-multiplicando ambos os lados por 1

[KeI{IK] - o[Ke]) ™ [Ke] {} = plKcl {) (AP1.2)

[K¢], obtém-se:

com u = \% Sendo ({s}, 8) um autopar de [T], isto é, [T]{s} = O {s}, entéo {y} = [Q] {s},

w = 0+% sera um autopar aproximado para a EQUACAO 1.1 (Grimes et al., 1994). Pelo
fato de [T] ser uma matriz banda tridiagonal, a resolucao do problema de autovalores
é significativamente mais simples do que no problema original, sendo normalmente
empregados métodos numéricos como o algoritmo QR. A ideia basica do método é
realizar a decomposicao QR da matriz [T], reescrevendo-a como um produto de uma
matriz ortogonal [Qy] € uma matriz triangular superior [Ry], multiplicar por estes fatores
em ordem reversa e iterar:

[Tia] = [Recl[Qx] = [Qu]" [QkI[Ri][Qx] = [Qu]” [Ti] [Qx] (AP1.3)
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APENDICE 2 - TEORIA DE PROBABILIDADES

Neste apéndice sdo apresentados os fundamentos basicos teéricos de pro-
babilidades, relevantes ao entendimento da teoria da confiabilidade estrutural, e do
desenvolvimento da dissertacdo. Boa parte deste material esta embasado no livro
de Beck (2019) e no trabalho de Sudret (2007). Inicialmente é feita uma introducao a
definicdo de probabilidade sob diferentes oticas, e posteriormente se apresentam os
conceitos relacionados com variaveis aleatérias.

2.1 DEFINICOES DE PROBABILIDADE

Considere um experimento [E com resultados definidos de maneira univoca,
ou seja, sem ambiguidade. O experimento E é definido como um fenémeno aleatério
que tem um conjunto Q contendo todos os elementos ou resultados possiveis, esse
conjunto é denominado espaco amostral. Um evento consiste em um subconjunto de Q,
como por exemplo: B = {w;},i=1,...,n,, com B € Q); onde n, € 0 numero de elementos
que constituem o evento B. Uma realizagcao de um experimento w € () consiste na
observacao do seu resultado. Denotando este resultado por w*, entao, a realizacao
corresponde a uma ocorréncia do evento B se w* € B.

Na sequéncia serao introduzidas diferentes definicbes associadas a probabili-
dade de ocorréncia de eventos.
2.1.1 Definicdo axiomatica

A teoria matematica de probabilidades introduz o conceito de medida de pro-
babilidade, a qual permite associar numeros a eventos, ou seja, a probabilidade de
ocorréncia relativa a estes eventos. Sendo assim, segundo a chamada definicao axio-
méatica de probabilidade, a probabilidade de um evento B € um numero associado a
este evento, que obedece trés postulados:

1) P[B] = 0, ou seja, a probabilidade € um nimero maior ou igual a zero;
2) P[Q] =1, isto é, a probabilidade de um evento certo é igual a um;

3) P[BUC] =P[B]+ P[C] se B e C sdo eventos mutuamente exclusivos.

2.1.2 Definicao frequentista

A definicao axiomatica é puramente matematica, de dificil associacao de forma
clara na pratica. Uma definicdo de probabilidade importante por associar probabilida-
des com o mundo observavel € a definigcdo frequentista. Segundo esta definicédo, a
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probabilidade de um evento é obtida tomando o limite da frequéncia de ocorréncia
empirica.

Supondo que um experimento seja repetido n vezes, sendo nzy 0 numero de
ocorréncias favoraveis ao evento B, entdo a frequéncia empirica de ocorréncia de B é
definida como:

Freq[B] = % (AP2.1)

A probabilidade de ocorréncia de B segundo a definicdo frequentista é obtida
quando se toma o limite da frequéncia empirica de ocorréncia com o numero de
realizagcdes do experimento tendendo ao infinito:

P[B] = lim % (AP2.2)

A probabilidade nesta definigéo € calculada a posteriori, com base num grande
numero de observacdes do experimento. Esta definicdo na pratica é limitada, pois nunca
se obtera um nimero infinito de observagées para um experimento. A EQUACAO AP2.2

constitui a base para os métodos de simulacdo como o método de Monte Carlo,
abordado na Secéao 2.9.

2.1.3 Definicao Bayesiana ou probabilidade como grau de confianga

A definicado Bayesiana de probabilidade trata-se de uma definicdo subjetiva.
Segundo esta conceituacao a probabilidade P [B] esta associada ao grau de confianga
do sujeito em relagédo a ocorréncia do evento B. Ao contrario da definicao frequentista
que se relaciona a média de multiplas observacdes de um evento, a definicdo Bayesiana
se aplica a uma ocorréncia Unica do evento. Um exemplo disso € a probabilidade de
falha estrutural, a qual é estimada com base em modelos fisicos e matematicos, na
interpretacao frequentista dos parametros observaveis e na definicdo axiomatica de
probabilidades, sendo impossivel a sua validacao experimental, e, portanto, deve ser
entendida como uma medida subjetiva do grau de confianga no qual a estrutura é capaz
de desempenhar as fungdes para as quais foi projetada (Beck, 2019).

2.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

Seja um determinado experimento com espaco amostral QQ formado por um
conjunto de pontos amostrais w, define-se uma variavel aleatéria real X (w) como uma
funcao real que atribui a cada ponto amostral w do espaco Q2 um valor real x, de tal
modo que o conjunto {X < x} é um evento para todo namero real x.

Ao longo desta dissertacao representa-se uma variavel aleatoria (VA) por uma
letra maiuscula em italico, um vetor de varidveis aleatdrias por letra maiuscula em
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negrito, e para realizagdes das variaveis aleatérias utiliza-se letras minusculas em
italico.

Quando o dominio de uma VA, ou seja, 0 seu espaco amostral for formado por
um numero finito ou infinito contavel de pontos, entao esta VA é do tipo discreta. Em
contrapartida, quando o dominio de uma VA é constituido por um numero infinito de
pontos, entdo trata-se de uma VA do tipo continua.

Uma VA é descrita por sua funcao distribuicdo de probabilidades, por sua
funcéo de distribuicdo acumulada, e por seus momentos estatisticos, conforme se vera
adiante. O enfoque se dara em variaveis aleatérias do tipo continua.

2.2.1 Funcéo de distribuicdo acumulada de probabilidades e fungcéo densidade de
probabilidades

A probabilidade de ocorréncia do evento {X < x} é um numero que depende de
x, dado pela funcao de distribuicdo acumulada de probabilidades Fyx (x):

Fx(x)=P[{X<x}] para —oo<x<+o0 (AP2.3)

A derivada com respeito a x da func¢ao de distribuicdo acumulada (FDA) € a
chamada fungéo densidade de probabilidades (FDP) fx (x):

dFyx (x)

fx (x) = dx

(AP2.4)

Tomando um Ax pequeno, resulta que fx (x) Ax = P[{x < X < x + Ax}], e com
Ax — 0, recupera-se EQUACAO AP2.4. Sendo assim, a FDP fornece a distribuicdo
das probabilidades de todos os valores que a VA pode assumir:

x+dx

fx () dt=P[{x < X < x +dx}] (AP2.5)

X

Por consequéncia, para variaveis aleatérias continuas a FDA é:
Fx (x) = f fx () dt (AP2.6)

2.2.2 \Valor esperado e momentos de uma variavel aleatéria

Define-se o valor esperado de uma VA como a integral:

(o]

E[X] = f 2fy (V) dx = (AP2.7)

onde:
E[] é o operador valor esperado;
u € a media da VA.
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A variancia Var [X] é outra quantidade de importancia na descricdo de VA,
sendo uma medida de sua dispersao em torno da média:

Var [X] = E[(X - )| = f ) (x — 1)’ fx (x) dx = ¢? (AP2.8)

onde:
o € o desvio-padrao, dado pela raiz quadrada da variancia: ¢ = v Var [X].

2.3 CAMPOS ALEATORIOS

Em diversas aplicacbes da analise estatistica no campo da engenharia, é
comum a modelagem envolvendo parametros de entrada que variem aleatoriamente no
tempo e/ou espaco. A teoria de campos aleatérios € o tratamento matematico rigoroso
que fornece maneiras de modelar tal tipo de incerteza.

Seja D c R o dominio que descreve a geometria do sistema, um campo
aleatério H(x, w) : D x Q) — R é um conjunto de variaveis aleatérias indexadas por um
parametro continuo x € D representando uma coordenada no espaco topoldgico D,
com w € Q sendo uma realizagcao do espaco amostral Q (Vanmarcke et al., 1986).

Duas categorias de campos aleatérios podem ser definidas com base em sua
distribuicdo de probabilidade: Gaussiano e nao-Gaussiano. Este trabalho se limitara
a teoria envolvendo campos aleatérios Gaussianos estacionarios estatisticamente
homogéneos.

Um campo aleatério é dito Gaussiano se a FDPC H(xy, ..., x,) for Gaussi-
ana, para todo (xy,...,x,) € qualquer n € IN. Um campo Gaussiano € totalmente
caracterizado pela sua funcdo média E[H(x)] : D — R e fung¢ado de autocovariancia
C(x1,x2) : DX D — R, expressas respectivamente por:

u(x) = E[H(x,w)] = ‘[@H(x, w)dP(0) (AP2.9)

C(x1,x2) = Cov[H(x, 0), H(xz, 6)] (AP2.10)

A funcéo de autocorrelagé@o p(xi, x;) : D x O — [-1,1] é definida como:

C(x1, x2)

500)000) (AP2.11)

p(x1,%2) =

onde:
o(x) : D — R é a funcao desvio-padrao do campo aleatério.

Um campo aleatorio gaussiano é considerado estacionario estatisticamente
homogéneo se sua média, a covariancia e as propriedades de correlagdo associadas,
bem como qualquer momento estatistico de primeira ordem ou de ordem superior,
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séo independentes da coordenada espacial e do tempo (Haldar; Mahadevan, 2000;
Vanmarcke, 2010).

Sendo assim, campos aleatorios podem ser entendidos como uma generali-
zacao de processos estocasticos onde as variaveis aleatérias estao indexadas por
pontos em um espaco multidimensional. Por consequéncia, todo o arcabougo teorico
apresentado no Secéo 2.10 para processos gaussianos no contexto de metamodelos,
segue valido e aplicavel também ao caso de campos aleatérios gaussianos.

Para tornar os campos aleatérios convenientes para aplicacées computacionais
se faz necessaéria a discretizacdo do campo aleatério H(x, w), processo no qual o campo
€ aproximado por um conjunto finito de variaveis aleatérias. Diversas técnicas foram
desenvolvidas para discretizacdo de campos aleatorios na literatura, sendo os métodos
de expansao em série o enfoque deste trabalho, por representarem uma abordagem
bastante usual, popular e consagrada (Moustapha et al., 2024).

Métodos de expansao em série envolvem a representagao do campo aleatério
como uma série de func¢des deterministicas ponderadas por variaveis aleatérias, como a
expansao de Karhunen-Loéve, uma das técnicas de discretizacdo de campos aleatérios
mais populares.

A expansao de Karhunen-Loéve consiste na expanséo espectral’ da fungéo de
covariancia, usando bases de fungdes deterministicas ortogonais e coeficientes aleato-
rios nao correlacionados. Seja H(x, w) um campo aleatério, com segundos momentos
finitos, média u(x) e uma fungéo de covariancia definida limitada, simétrica e positiva
C(x1,x2). Entao, a expansao de Karhunen-Loéve de H(x, w) é escrita como:

H(x, o) = (9 + ) | VAE(O)pix) (AP2.12)
i=1

onde:

Ai € @i(x) s@o os autovalores e os autovetores, respectivamente da fungdo de
covariancia, e {&;(0); i =1,...} € uma sequéncia de variaveis aleatérias descorrelacio-
nadas, de média zero e desvio padrao unitario. De acordo com o teorema de Mercer
(1909), C(x1, x2) pode ser decomposto como:

Clxa, %) = ) igitxa)pite) (AP2.13)
i=1

onde os autovalores A; e as autofungdes ¢;(x) sdo obtidas pela resolu¢cdo da equagéo
integral de Fredholm, dada por:

f C(x1, %) Pi(x2)dxz = Aii(x1) (AP2.14)
D

1 Técnica matematica utilizada para representar fungdes, operadores ou nesse caso campos aleatérios
em termos de autovalores e autofungdes de um operador associado.
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O conjunto de autofungdes ¢;(x) sdo ortogonais e formam uma base completa
para o campo aleatério. Devido a ortonormalidade das autofungdes, a VA mostrada na
série da EQUACAO AP2.12 pode ser expressa como a seguinte transformagcao linear:

£(6) = % f@ [H(x @) - p()]pidx (AP2.15)

Para campos aleatérios Gaussianos, as VAs {&;(0),i = 1,...} sdo variaveis
aleatérias Gaussianas padrao independentes.

Com a finalidade de tornar viavel a implementacao computacional, a série da
EQUACAO AP2.12 é truncada apés um nimero finito de termos, correspondendo aos
Mr maiores autovalores:

M
H(x, @) ~ A(x,0) = u() + Y VA&i(0)pix) (AP2.16)
i=1

Segundo Ghanem e Spanos (1991), dentre todas as possiveis bases, e para
um numero finito M de termos da série, as fungdes {pi(x),i =1,..., M} satisfazendo a
EQUACAO AP2.14 minimizam o erro quadratico médio resultante da representagao
finita do campo, dado pela integral:

My 2

f [H(x, ) = p() = Y VAEO)pi(x) | AP(0) dx (AP2.17)
oxD i=1

Na escolha do numero de termos Mr, usualmente se considera como critério o
parametro chamado razao de "energia" (também conhecido como variancia explicada),
a qual devera ser superior a um dado limite 6, para que a aproximagao possa ser

considerada suficiente: "
T o0
Y Al Az, (AP2.18)
i=1 i=1

A variancia do erro de truncamento da expansao apdés Mr termos pode ser

demonstrada como sendo:
Mr
Var [H(x) - F(x)| = 0*(x) - Z A20%(x) (AP2.19)

i=1

Uma alternativa a resolucdo da EQUACAO AP2.14 para obtencéo dos auto-
valores e autofuncoes, seria a abordagem da expansao de Karhunen-Loéve discreta
conforme abordado por Schenk e Schuéller (2005), na qual a matriz de correlagéo é
calculada de forma direta na malha de discretizacao, entdo a decomposig¢éo espectral
desta matriz resultante forneceria pares de autovalores e autovetores para uso na
aproximacéo da expansao de Karhunen-Loéve dada pela EQUACAO AP2.16.
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APENDICE 3 - DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE E TRANSFORMACOES
ISOPROBABILISTICAS

3.1 FUNGOES DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Esta secdo apresenta as distribuicbes de probabilidade relevantes para o
desenvolvimento deste trabalho no contexto das variaveis aleatérias continuas.

3.1.1 Distribuicdo uniforme

A distribuicao uniforme descreve eventos que sao equiprovaveis entre dois
limites a e b. Uma variavel aleatéria uniforme X ~ U (a, b) é definida pela seguinte FDP
(supondo b > a):

fx(x)=1/(b—a) paraxcecla,b], 0caso contrario (AP3.1)

Sua FDA é:

Fx(x) = LZ para x € [a,b], 0 caso contrario (AP3.2)

Sua média e desvio-padrao (momentos estatisticos) sao:

a+b
H=

b, (AP3.3)
0o=——

243

3.1.2 Distribuicdo normal ou Gaussiana

Uma variavel aleatéria normal ou Gaussiana X ~ N(u, o) é definida por dois
unicos parametros, média u e desvio-padrédo o(o > 0), que sd0 seus proprios momentos.
Seu suporte é Dx = R e sua FDP é dada por:

fi = (=) (AP3.4)

o o

onde:
¢(x) € a chamada fungao densidade de probabilidade normal padrdo associada
a X ~ N(0,1), definida como:

P(x) = \/%e—xz/z (AP3.5)

Consequentemente, FDA de X ~ N(u, o) é:

Fy(x) = cp(x%‘) (AP3.6)
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onde:
d(x) representa a fungéo densidade de probabilidade normal padréo, definida
como: _
D(x) = f —— ey (AP3.7)
—o 21

3.2 TRANSFORMAGCOES ISOPROBABILISTICAS

Conforme abordado na Secao 2.8, o primeiro passo da aplicacao do FORM
exige um mapeamento da FDPC fx (x) arbitraria em uma distribuicdo ¢,, (u) multi-normal
padrdo. Isso se faz necessario, pois em grande parte dos problemas reais, a ocorréncia
de distribuicbes marginais limitadas ou assimétricas, bem como a presenca de correla-
cao entre as variaveis aleatorias, perturba a simetria necessaria a determinacao do
ponto de projeto.

Esta transformacéao se faz possivel considerando que a informacao disponivel
a respeito do problema permita a caracterizagcao das distribuicdes marginais e dos
momentos estatisticos das VA, bem como dos coeficientes de correlagdo de cada par
de VA. Com isso, a transformagéo para o espago padrao inclui um modelo para FDP
conjunta do problema, fx (x).

Cinco transformacdes serao apresentadas na sequéncia, na seguinte ordem:

1. transformacao de Rosenblatt;

2. principio da aproximag¢ao normal,

3. modelo de Nataf;

4. descorrelacionamento de VA por autovetores;

5. descorrelacionamento de VA por decomposigéo de Cholesky.

A transformacao de Rosenblatt é uma transformacgéo aplicada aos casos mais
gerais, incluindo distribuicbes marginais nao normais e VA correlacionadas, no entanto,
€ pouco usada na pratica por fazer uso de distribuicdes conjuntas desconhecidas (Beck,
1999). Todas as demais transformacdes apresentadas sdo formas de aproximar a
transformacéo de Rosenblatt, empregando as informagdes disponiveis. O principio da
aproximacao normal possibilita a transformacéo das distribuicbes marginais originais
das VA em distribuicdes marginais normais equivalentes. O descorrelacionamento de
VA € um processo realizado por duas abordagens equivalentes: por autovetores ou
decomposicao de Cholesky. No entanto, o principio da aproximacao normal se aplica
apenas a VA descorrelacionadas, e as transformacdes de descorrelacionamento séo
aplicaveis somente a distribuicdes normais. O modelo de Nataf combina estas trés
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transformagdes, permitindo um mapeamento do conjunto de VA correlacionadas com
distribuicao arbitraria em um conjunto multi-normal independente.

3.3 TRANSFORMAGAO DE ROSENBLATT

A transformacgéo de Rosenblatt € uma transformacao genérica que mapeia um
conjunto de VA correlacionadas com distribuicdo marginal arbitraria em um conjunto de
VA normais padrao independentes (Rosenblatt, 1952).

Seja um vetor de 1 variaveis aleatérias X = {X1, X, ..., X,}' com FPA conjunta
qualquer Fx (x). Um conjunto de VA normais padrao independentes U = {U;, U, ..., U,}'
com funcao de distribuicao cumulativa normal padrao multivariada @ (u) pode ser obtido
da seguinte forma:

up =07 [Fy (x71)]

uy =071 [Fy (x2] x1)]
(AP3.8)

uy =07 [Fy (x| x1, %0, -+, X1)]
onde:

F> (z,] z1) € a probabilidade condicional de z, dada a ocorréncia de z;. As expres-
s6es da EQUACAO AP3.8 foram obtidas invertendo-se a relacdo de igualdade entre
as FPA dos dois conjuntos de VA. Em tese, as func¢des de probabilidade condicional
podem ser obtidas a partir da distribuicdo conjunta:

_ flax,.,x)
B f(x1,x2,...,xi-1)

X
j;olof(xll-XZI' <o Xi-1, M) dl/l
Fxilxy,x,...,xi0) =
f (xlleI e /xi—l)

(AP3.9)

f(xi | X1,%X2,.. '/xi—l)

(AP3.10)

Na pratica, as funcdes de probabilidade condicionais podem ser determina-
das, a partir da EQUACAO AP3.9 e EQUACAO AP3.10 por integragcdo numérica.
No entanto, considerando que o problema pode possuir uma multi-dimensionalidade
consideravel (nimero n no vetor de VA grande), tal solucdo nao é trivial, e pouco
eficiente computacionalmente.

3.4 TRANSFORMACAO COMPOSTA USANDO O MODELO DE NATAF

Uma transformacao usual na pratica, por se adequar melhor a informacéao
disponivel é uma transformacao composta utilizando o modelo de Nataf (Nataf, 1962).
Esta transformacao é dita composta pois envolve, conforme a FIGURA 36:

1. uma transformacéao das distribuicdes marginais originais em distribuicdes normais
equivalentes (em um conjunto de variaveis aleatérias U correlacionadas);
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2. determinacao de coeficientes de correlagédo equivalentes para as distribui¢cdes
marginais normais (modelo de Nataf);

3. eliminacao da correlacao através de decomposi¢ao ortogonal (descorrelaciona-
mento por autovetores) ou da fatoracdo de Cholesky da matriz de correlagéo.

FIGURA 36 — ILUSTRACAO DA TRANSFORMAGAO COMPOSTA X — Z — U

3

I I 3o . I I I . I =3
0.5 1 15 2 -3 =2 -1 0 1 2 3 -3 -2 =1 0 1 2 3

FONTE: Adaptado de Beck (2019).

3.4.1 Principio da aproximag¢ao normal

O principio da aproximacdo normal (Ditlevsen, 1981) consiste em determinar,
dado um ponto x?, uma distribuigao normal equivalente que preserve o contetdo de
probabilidades da distribuic&o original Fy, (xj) no mesmo ponto. Como a distribuicao
normal equivalente esta definida no espaco X, pode-se escrever:

Fied (x)) = F, (x)) (AP3.11)

A distribuicdo normal equivalente possui dois parametros: a média 3 e o
desvio padréao a;‘fq. Portanto, para determinagédo destes parametros da distribugcao
normal equivalente é necessaria uma segunda equacao. O critério para estabelecer
esta outra equacéo € arbitrario, uma condicao natural de se inferir € a seguinte:

w9 (x) = fo (%) (AP3.12)

Utilizando a transformacdo de Hassofer e Lind, obtém-se um conjunto de
variaveis Z = {Z1,7,,...,7Z,} cujas distribuicbes marginais sdo normais padrao, porém
possivelmente ainda correlacionadas:

X; — Py,
Z = = (AP3.13)

i neq
o X;
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Escrevendo a EQUACAO AP3.11 em termos de z; obtém-se:

Fy, (x) = @[%) (AP3.14)

=d(z) (AP3.15)

1

E fazendo o mesmo para a EQUACAO AP3.12 resulta:

" neq
1 1(% — Hx
x*) = - AP3.16
z
_? (q) (AP3.17)
Oy.

Com a EQUACAO AP3.14 pode-se calcular zZ:

z = (Fx,. (x)) (AP3.18)

A EQUACAO AP3.16 fornece uma expressao para o desvio padréo da dis-
tribuicdo normal equivalente, enquanto que a média pode ser determinada com a
EQUACAO AP3.13.

Esta transformacéo é realizada para cada uma das distribuicbes marginais,
sendo valida para um ponto x*. Este procedimento de aproximacdo da cauda da
distribuicao original pela cauda de uma distribuicao normal equivalente é conhecido na
literatura como principio da aproximagéao normal - Principle of normal tail approximation
(Ditlevsen, 1981).

Escrevendo a transformacédo de X — Z em notagdo matricial, sendo M"¢4
um vetor de médias, e D" uma matriz diagonal de desvios-padrao, contendo os
parametros das distribuicoes normais equivalentes:

ne ne ne T
M = [T, ) (AP3.19)
- :
G;;(e]q 0 0 U;;»lq 0 ce 0
0 neq 0 0 = ... 0
Dl = Ix, (D7) = O (AP3.20)
0 0 ... ody 0 0 - &
L Xp

Introduzindo a notagdo em matrizes Jacobianas:

JZX = (Dneq)_l

(AP3.21)
Jxo = D™
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Entao, as transformacodes de X — Z e de Z — X resultam:

Z = Jp - {x — M) (AP3.22)
X = Jp - Z + M™ (AP3.23)

3.4.2 Modelo de Nataf

O modelo de Nataf (Nataf, 1962) consiste em construir uma aproximagao para a
funcdo conjunta de densidade de probabilidades fx(x) com base na distribuigdo normal
padrao multi-variada com matriz de correlacao Rz:

fx1 (xl)fX2 (x2).. -fxn ()

fx(¥) = ¢ (z,Ry,) 6 @) b G b (AP3.24)
Onde a matriz de correlagdo Rz € dada por:
1 pz, oo pz,
o L (AP3.25)
0z, Pzam --- 1

Considerando duas variaveis aleatorias ndo normais X; e X;, com coeficiente
de correlagao py,, entao, utilizando a definicéo da covariancia obtém-se:

- Cov[x.x)] f f (xi - Hx) ”X) fux, (xox)dxdx;  (AP3.26)

0X;0X;

Utilizando o modelo de Nataf, expresso pela EQUACAO AP3.24, a expressio
acima se reduz a:

(= ) (v~ ) f (@) fx, (x))
Px; = j:oo ‘[m ox, ox; P2 (Zi’Z]" pzij) deidx}' (AP3.27)
= foo foo ZiZj(PZ (ZZ',Z]’, pz,.j)dzidz]' (AP328)

A expressao acima permite o calculo do coeficiente de correlagéo pz, em
fungao do coeficiente px, conhecido, possibilitando a obtencéo da matriz de correlagéo
equivalente.

Em geral, a avaliagéo do coeficiente p, pela EQUAGCAO AP3.27 é feita de forma
iterativa, arbitrando-se valores p; e avaliando px, até que o valor de px especificado
seja atingido (Beck, 2019).
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3.4.3 Decomposicéo ortogonal da matriz de correlagao

O principio da aproximagao normal e o modelo de Nataf previamento abordados
permitem a obtencao de um conjunto de variaveis aleatérias Z correlacionadas, com
distribuicdo normal padrdao multi-variada, conforme visto. Entretanto, para aplicacao do
FORM e aproveitamento das propriedades de simetria da distribuicdo normal padrao
multi-variada, se faz necessario eliminar a correlagao entre as variaveis Z. Uma primeira
alternativa para realizar este processo é a decomposicao ortogonal.

O objetivo deste processo € determinar a matriz A, que satisfaca a transforma-
cao linear U = AT - Z, sendo U um conjunto de VA independentes e com distribuicao
normal padrdo multi-variada. A matriz de covariancia em U é dada por:

Cy = Cov|U, U] (AP3.29)
=Cov|AT-Z,Z"- Al (AP3.30)
= AT - Cov [z, ZT] A (AP3.31)
=AT.Cz-A (AP3.32)

Sendo A a matriz ortogonal cujas colunas sao autovetores de Cz, entao é pos-
sivel inferir que o lado direito da EQUACAO AP3.32 resulta na matriz dos autovalores
de Cz:

Cu=AT - Cz-A=A=[A]_ ., (AP3.33)

.....

onde:

A; é o i-ésimo autovalor da matriz C,. A fim de evitar uma transformacéao
adicional para obter desvios-padrao unitarios, uma vez que a aplicacao direta da
EQUACAO AP3.33 implicaria em oy, = VA; # 1, busca-se entdo, alternativamente A
tal que AT - C, - A resulte na matriz identidade. Isto é obtido pela seguinte matriz de
transformagéo:

A=A A2 (AP3.34)
onde:
A é matriz ortogonal cujas colunas s&o os autovetores de C,;
A~Y2 é a matriz diagonal das inversas das raizes quadradas dos auto-valores
de C,.

As matrizes Jacobianas da transformagao linear, y = A” - z, sdo entéo:

Juu = AT = (A-A12) (AP3.35)
Ju= (A7) = (A2-&) (AP3.36)
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Finalmente, as transformacdes de Z — U e sua inversa sao, respectivamente:

U=J, -Z (AP3.37)
Z=7J,-U (AP3.38)

3.4.4 Decomposi¢ao de Cholesky da matriz de correlagdo

Devido ao fato de que o custo computacional da decomposicédo ortogonal €
consideravel, uma alternativa aplicavel é a decomposicao de Cholesky da matriz de
correlagcao C,.

O objetivo da fatoracado de Cholesky aplicada a eliminacao da correlacao entre
as VA de Z é a determinacao da matriz B, que produza um conjunto de variaveis U
independentes e com variancia unitaria, satisfazendo a transformacao linear: U = B - Z.
Esta matriz de transformacao deve produzir também o mesmo efeito apresentado na
EQUACAO AP3.33. Reescrevendo esta expressdo em termos de B:

Cu=B'-Cz-B=1 (AP3.39)

Pré-multiplicando a EQUACAO AP3.39 por (BT)_1 e posteriormente, pos-
multiplicando por B!, obtém-se:

C.-B=(B") -I (AP3.40)
C, = (BT)_1 1-B! (AP3.41)
- (87) "B (AP3.42)

5 Ty1 -1\! Ty1 .
Sabendo da relagéo (B') * = (B ) e denotando (B') ~ =L, resulta:

L=()" = ()

(AP3.43)
L' =B"

Substituindo a expressdo acima na EQUACAO AP3.42 obtemos a fatoragéo
de Cholesky de C, em matriz triangular inferior e superior:

c,=(8") B (AP3.44)
=L-LT (AP3.45)
Dessa forma, as matrizes jacobianas podem ser escritas como:

Juz =L (AP3.46)
Ju=L (AP3.47)
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3.4.5 Transformacdao resultante

As subsecdes Subsecao 3.4.3 e Subsecéo 3.4.4 expuseram o procedimento
para efetuar o mapeamento de um conjunto de variaveis aleatérias do espaco de projeto
X para um espaco de variaveis aleatorias normais equivalentes correlacionadas Z, e do
espaco Z. para o espaco multi-normal padrao descorrelacionado U. Com a aplicagao
da regra da cadeia é possivel combinar estas trés transformacgdes, sendo Jux € Jxu 0S
Jacobianos relacionados a transformacao de X para U e U para X, respectivamente,

temos: 5 5.9
I AN O N
Jux B l&xkl B [82]' 3Xk] B Juz JZX

un = laXi] = [axl%] = sz *Jzu

(AP3.48)

Utilizando a decomposi¢ao ortogonal, a matriz Jacobiana e sua inversa sédo
escritas como:

Jor = (A-A2)" - (D7) (AP3.49)
Jou = D (Al/z K)T (AP3.50)
Utilizando a decomposicao de Cholesky, temos:
Jux = L7 - (D7) (AP3.51)
Jou=D™-L (AP3.52)
De forma geral, a transformagéo resultante é expressa por:

U = Jux - Ix — M) (AP3.53)
X = Jru - U+ M (AP3.54)
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APENDICE 4 — DETERMINACAO DOS PARAMETROS NECESSARIOS AO
CALCULO DA RESISTENCIA A FLAMBAGEM LOCAL E GLOBAL

4.1 DESENVOLVIMENTO DO CALCULO DAS PROPRIEDADES E PARAMETROS

As propriedades elasticas do perfil PPRFV podem ser determinadas conforme

as equacdes (EQUACAO 3.2 a EQUACAO 3.8):
(1-Mun)pm (1-0,34)1300

Mumps + (1 = Mp) pm 0,34 x 2600 + (1 — 0,34) 1300
Eif=Epw=FEes=E =E =EVi+En(1-V;)=81%0,493+3,7x (1 - 0,493)

E, =41,773 GPa

m 4 Em

0,2 (1’1_ Ew 3,5

Vi = =0,493

—Vm E¢ E¢

0,2 3,7 3,5x3,7
= 1,1 - 4[5+ 2222 (140,22 %0,493) = 0,357
n 1_0’35(, STt e ]( +0,22x0,493) = 0,35

Erf=Erw=Er=E
EEm[Vi+m(1- V9] 81x3,7[0,493 + 0,357 (1 — 0,493)]

](1 +0,22V)

E, = =
27 EnVi+Em(1-Vy)  3,7x0,493 + 81 x 0,357 (1 - 0,493)
E, = 12,244 GPa
1712—028+,/ =0,28 + =0,494
GG [V + 2 ( 1 -Vp]  33x 1 4[0 493 + 0,494 (1 — 0,493)]
GLT = Gef = G12

GuVi+ G (1—Vy)  1,4x0,493 + 33 x 0,494 (1 — 0, 493)
Gy = 3,833 GPa
vir = v = ViVi+vm (1= V¢) =0,22%x 0,493 + 0,35 (1 — 0,493)
v1p = 0,286 = vy3

E, 12,244
Gos = = = 4,760 GPa
BT 2(1+vy)  2(1+0,286)

Considerando a flambagem local da mesa comprimida, temos das equacoes
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(EQUACAO A1.5 e EQUAGAO A1.6):

Er ot
ky = —= “’[1—

6d

|

2 12
A8RAE, , Gor
11/ 1n2t§ubJZrEL,f 1, 25 VEL,wET,w + ET,wULT + ZGLT
12.244 x 9, 5° (1 3 [( 48 x 9,52 x 200% x 41.773 )

k, =
6 x 200 11,1729, 52 x 1002 x 41.773

3.833
(1, 25V41.773 x 12.244 + 12.244 x 0,286 + 2 X 3.833) l)
k, = 7258,206

Ersty  12244%9,5

Lp= = = 2,411
Eorf bk6 — 100 x 7258,206 X 6

A tensao de flambagem local critica para a mesa comprimida é calculada
conforme a EQUACAO A1.4:

f i AN ICYETE +G
enfl = 12\1+4,18,, 7

4x9,5 ( 7 \/41.773 X 12.244

+3.833| = 282,718 MP
o= ooz |12 VI a1x2411 3833] 82,718 MPa

Ja a tensdo de flambagem local critica para a alma é dada pela EQUA-
CAO A1.7:

11, 172%#2
ferawer = Tzw (1, 25EpwETw + Erourt + 2GLT)

e 11,1729, 52
criveb = "5 % 2002

(1,25 V41.773 x 12.244 + 12.244 X 0,286 + 2 x 3.833)
forwes = 812,318 MPa

O momento de inércia em torno do eixo de flexédo I, € dado por:

_ 3 2 d 3
I, = 2(bst3/12 + byt (0,5d — 0,5¢7)) + £, (d — 2t7) /12
I,=2 (100 X 9,5%/12 + 100 x 9,5(0,5 x 200 — 0,5 x 9, 5)2) +9,5 % (200 — 2 x 9.5)%/12
I, = 21.946.536,625 mm?*

Para o célculo da resisténcia do perfil a flambagem lateral com tor¢ao (FLT),
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considera-se 0s seguintes parametros e propriedades:

Ly=4m; C,=1,0;

P tb} L @208 (9,5X100°)  (200-2x9,5)x9,5°
mhee 12 12 - 12 12

= 1.596.265, 406 mm*

@b 9,5 %2002 x 100°
24 24

Cuw
— 1 3 _ 2 3 1 3] _ 4
] = Z Fbit] = (5100 x9,5%+ 2 (200~ 2% 9,5) X 9,5 ) = 108.886, 625 mm

=1,583 x 10" mm*

D] = GLT] = GLT108886, 625
Dj = 417.362.434 N.mm*



ANEXOS
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ANEXO 1 — RESISTENCIA A FLEXAO DO PERFIL DEVIDO A INSTABILIDADE
LOCAL CONFORME ASCE: LOAD AND RESISTANCE FACTOR DESIGN (LRFD) OF
PULTRUDED FIBER REINFORCED POLYMER (FRP) STRUCTURES

Neste anexo € apresentada a traducéo literal da norma ASCE (2024), que
apresenta as formulagdes para calculo da resisténcia do perfil a flexdo devido a instabi-
lidade local, conforme item 5.2.3, e a instabilidade por flambagem lateral com torcéo,
de acordo com o item 5.2.4.

1.1 RESISTENCIA NOMINAL DO PERFIL DEVIDO A INSTABILIDADE LOCAL

A resisténcia nominal a flexdo de uma secao |, C, T ou caixao governada pela
instabilidade local da mesa ou da alma sera determinado da seguinte forma:

a) Flambagem local da mesa comprimida:

EL,fIf + EL,wIw

M, = fo———— Al
f VEL; (A1.1)
b) Flambagem local da alma:
E; flf + E; o1lw
M, = fo———— A1.2
f VEin (A1.2)

¢) Quando a variagdo no médulo de elasticidade longitudinal entre a mesa e a alma
estiver dentro de 15%, a expresséo pode ser simplificada:

IP
Mn = fcr? (A1 3)

onde:

for = Tens@o critica de flambagem dada pelo minimo entre a tenséo de flamba-
gem local da mesa comprimida e da flambagem local da alma (MPa);

E; s = Mddulo longitudinal caracteristico da mesa (MPa);

E; ., = Médulo longitudinal caracteristico da alma (MPa);

Ir = Momento de inércia da mesa em torno do eixo de flexdo (mm*);

I, = Momento de inércia da alma em torno do eixo de flexdo (mm?);

I, = Momento de inércia da segdo em torno do eixo de flexdo (mm?);

y = Disténcia da linha neutra até a fibra mais extrema da se¢&o (mm).
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Para secdes "I" fletidas em torno do eixo de maior inércia, conforme o item
5.2.3.1 da ASCE (2024), tem-se a tensao critica de flambagem local da mesa compri-

mida f., r, dada por:
41> E E
17 LfETf
. :——,/—+G Al.4
f of b? [12 1 +4/ 1Ecr,f LT] ( )

onde:
Epft
i
_ s A1.
Ecr,f 6bfkr ( 5)
o Enfh () 4864 ELy Gur (A1.6)
"7 T ed 11,1722 62E; ¢ )\ 1,25 \/E wE1 + Er0rr + 2G17 '

onde:
Ers = Modulo transversal caracteristico da mesa (MPa);
Er., = Médulo transversal caracteristico da alma (MPa);
Grr = Médulo de cisalhamento no plano caracteristico (MPa);
v, = Coeficiente de Poisson longitudinal caracteristico;
bs = Largura total da mesa (mm);
d = Altura total do perfil (mm);
tr = Espessura da mesa (mm);
t, = Espessura da alma (mm);
Earr = Coeficiente de restrigéo;
k, = Constante de mola rotacional (kN/rad).

E, quanto a tenséo critica de flambagem local da alma f.,,,, esta é dada por:

11,1228

fcr,w = 1242 (1/ 25 EL,wET,w + ET,wULT + 2GLT) (A1 7)

1.2 RESISTENCIA NOMINAL DO PERFIL DEVIDO A FLAMBAGEM LATERAL COM
TORCAO

A resisténcia nominal a flexdo de uma secao |, C, T ou caixao governada pela
instabilidade local da mesa ou da alma sera determinada da seguinte forma, conforme
item 5.2.4:

2E, 1.D, TE? I,C
anch i A (A1.8)

L; L,
onde:

D)= Rigidez a torgdo de segdes abertas (N.mm?). D; = G.r Y, 3b;t3, sendo "i"os
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elementos da secao;
C., =Constante de warping (mm®). Para secées "I": C,, = s ibf :

Imin = Momento de inércia em torno do eixo de menor inércia (mm?*);

L, = Comprimento entre pontos travados contra deslocamentos laterais da
mesa comprimida ou com restricao a torcao da segao transversal (mm);

C, = Coeficiente de modificacdo para vaos destravados com momento fletor

variavel e ambas as extremidades contraventadas:

3 12, 5M 1 -
" 2,5M,0c + 3M 4 + 4Mp + 3Mc

Cp 3,0

onde:

Mmax = Valor do momento fletor maximo solicitante de calculo, em mddulo, no
comprimento destravado (N.mm);

My = Valor do momento fletor solicitante de calculo, em modulo, na secao
situada a um quarto do comprimento destravado, medido a partir da extremidade
esquerda (N.mm);

Mg = Valor do momento fletor solicitante de calculo, em mddulo, na secéo
central do comprimento destravado (N.mm);

Mc = Valor do momento fletor solicitante de calculo, em maodulo, na secao
situada a trés quartos do comprimento destravado, medido a partir da extremidade
esquerda (N.mm).

C, pode ser tomado igual a 1,0 de forma conservadora para todos 0s casos.
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ANEXO 2 — RESISTENCIA A FLEXAO DO PERFIL DEVIDO A INSTABILIDADE
GLOBAL CONFORME CNR-DT 205/2007: GUIDE FOR THE DESIGN AND
CONSTRUCTION OF STRUCTURES MADE OF FRP PULTRUDED ELEMENTS

Neste anexo é apresentada a traducao literal de trechos do documento CNR-DT
(2007), o qual apresenta recomendacdes técnicas do Comité Consultivo Italiano de
Recomendacdes Técnicas para Construcao voltadas ao uso estrutural de compdsitos
PRF. Esse documento foi selecionado por apresentar, dentre as diversas normas e
recomendacdes atualmente disponiveis, formulagcdes para calculo da resisténcia de
perfis a flambagem lateral-torsional com condi¢ées de contorno e premissas mais
proximas das consideradas neste trabalho.

2.1 RESISTENCIA NOMINAL A INSTABILIDADE GLOBAL DE PERFIS SUJEITOS A
FLEXAO

No caso de perfis pultrudados com secao duplamente simétrica, submetidos
a um momento fletor variavel no plano de maxima inércia, o momento critico de
instabilidade flexo-torsional M., rrcnr tem a seguinte expresséo, conforme item 5 da
secao 4.2.1 do CNR-DT (2007):

C1 7'(2

Mcr,FT,CNR = C_3§Eeflm|'n (A21)

Coz, + —szq 2 + o (L + —GEJLZ%
25 Cs Imin Cg EeiCypm?

Ci1, C, e C3 = Coeficientes de correcdo que dependem das vinculacdes e do
carregamento;

L, = Comprimento entre pontos travados contra deslocamentos laterais da
mesa comprimida ou com restricao a torcdo da secao transversal (mm);

E.r = Modulo de elasticidade efetivo (MPa);

G.r = Médulo de cisalhamento efetivo (MPa);

Imin = Momento de inércia em torno do eixo de menor inércia (mm?*)

z, = Coordenada do ponto de aplicagédo da carga em relagdo ao centro de
cisalhamento do perfil (ou centréide no caso das secdes "I" duplamente simétricas)
(mm);

onde:

ted?b
C, = Constante de empenamento (warping) (mm°®). Para segoes "I": C,, = %;

J = Constante de torcdo para sec¢édo aberta (mm?)



