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RESUMO

Os métodos Lattice representam corpos continuos por meio da discretizacdo em pontos
de massa e elementos unidimensionais, como 0 método massa-mola-amortecedor
baseado no modelo Kelvin-Voigt (mola e amortecedor em paralelo). Suas principais
vantagens sao a simplicidade de implementacao, devido ao uso de sistemas dinamicos
simples de um grau de liberdade nas ligacbes, o potencial para paralelizacao e a
aplicagcao em simulagdes em tempo real. A principal dificuldade reside na escolha
de parametros representativos para a malha (DA SILVA, 2015). Neste trabalho, foram
avaliadas duas formulacdes de equivaléncia de parametros, encontradas de forma
analitica por Baudet (2006) e Lloyd, Székely e Harders (2007), com aplicacdo em
diferentes tipos de esfor¢cos. A movimentacado da malha é feita de maneira gradual e
calcula a nova configuragdo deformada com base na configuragdo mais recente, o que
permite considerar os efeitos de segunda ordem e aproxima o comportamento nao linear
geométrico do corpo. E utilizado o método das forgas para a movimentagdo dos pontos
de massa da malha. Apesar de Lloyd, Székely e Harders (2007) ter a vantagem de uma
implementacao computacional mais simples, sem a necessidade de for¢as de corregéao,
a formulacao deduzida por Baudet (2006) apresentou erros menores de deslocamento,
quando comparado a solucao analitica, para a maior parte dos testes e tem aplicacao
mais abrangente, uma vez que é valida para diferentes valores de coeficiente de
Poisson. Para analisar o comportamento do método frente a descontinuidades, foram
realizadas simulacdes para observagdao do padrao de danificagdo com diferentes
critérios de rompimento das ligacdes. Além disso, realizou-se uma avaliacao qualitativa
em um modelo de impacto, demonstrando a aplicabilidade do método em cenarios com
nao linearidades acentuadas, condi¢des de contorno menos definidas e potencial para

extensao a problemas dinamicos.

Palavras-chaves: Métodos Lattice; Modelo massa-mola-amortecedor; Discretizacao

do meio continuo;



ABSTRACT

Lattice methods represent continuous bodies through discretization into mass points
and one-dimensional elements, such as the mass-spring-damper method based on the
Kelvin-Voigt model (spring and damper in parallel). Their main advantages are implemen-
tation simplicity, due to the use of simple one-degree-of-freedom dynamic systems in
the connections, the potential for parallelization and application in real-time simulations.
The main difficulty lies in the choice of representative parameters for the mesh (DA
SILVA, 2015). In this work, two parameter equivalence formulations, found analytically
by Baudet (2006) and Lloyd, Székely e Harders (2007), were evaluated for application in
different types of loads. The mesh movement is performed gradually, calculating the new
deformed configuration based on the most recent configuration, which allows for the con-
sideration of second-order effects and approximates the geometric nonlinear behavior
of the body. The force method is used for moving the mesh mass points. Although Lloyd,
Székely e Harders (2007) has the advantage of a simpler computational implementation,
without the need for correction forces, the formulation derived by Baudet (2006) showed
smaller displacement errors when compared to the analytical solution for most tests and
has a broader application, as it is valid for different Poisson’s ratio values. To analyze
the method’s behavior in the presence of discontinuities, simulations were performed to
observe the damage pattern with different link rupture criteria. Furthermore, a qualitative
evaluation was conducted on an impact model, demonstrating the method’s applicability
in scenarios with pronounced nonlinearities, less defined boundary conditions, and

potential for extension to dynamic problems.

Key-words: Lattice methods; Mass-spring-damper model; Continuum Discretization;
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1 INTRODUCAO

As simulacdes e avaliacdes do comportamento dos corpos sdo essenciais
em inumeras areas da ciéncias e engenharia, pois permitem prever eventos ou com-
portamentos especificos quando submetidos a diferentes esforcos, deformacdes e

acoes.

Quando se trata do movimento de corpos continuos, a descricdo € complexa, ja
qgue um sistema continuo tem infinitos graus de liberdade e envolve inimeras equagées.
Para abordar o problema de forma simplificada, é vantajoso utilizar uma representacao
gue tenha dimensao finita, mas que, ao mesmo tempo, possua a flexibilidade necessaria
para capturar o comportamento do sistema com a precisao exigida (DA SILVA; GIRALDI;
APOLINARIO, 2015).

A separacao da estruturas em elementos menores € uma técnica utilizada para
representar o comportamento de uma estrutura complexa continua de maneira ideali-
zada, mas ainda representativa. Existem duas abordagens principais na discretiza¢ao
de estruturas. A primeira envolve a construcdo de equacoes diferenciais parciais para
a estrutura continua que sao resolvidas por técnicas numéricas, como é o caso do
método dos elementos finitos (MEF). A segunda abordagem, modela as respostas
mecanicas da estrutura por meio de leis fisicas, como a segunda lei de Newton, em
pequenos elementos, tendo como exemplos a dindmica molecular € o método dos
elementos discretos (ZHAO, 2017).

Dentro do segundo grupo, encontram-se 0s modelos massa-mola ou massa-
mola-amortecedor, também conhecidos como mass-spring models (MSMs). Esses
modelos possuem uma implementacao simples e podem ser mais rapidos do que os
baseados na primeira abordagem, sendo adequados para aplicagées em tempo real.
Entre estas aplicacdes, destacam-se as animacoes, que exigem feedback rapido para
0 animador, ambientes virtuais, jogos e treinamento cirdrgico, onde os objetos e tecidos
devem se deformar em tempo real em resposta a forcas aplicadas ou a interacédo do
usuéario (DA SILVA; GIRALDI; APOLINARIO, 2015).

Os métodos baseados em discretizacdo da estrutura em pontos de massa
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e elementos unidimensionais, como os modelos massa-mola (MSM), apresentam a
vantagem de incorporar descontinuidades sem a necessidade da geracao de uma
nova malha. Em problemas envolvendo dano ou fraturas, as descontinuidades podem
ser representadas pela remocao ou perda progressiva de rigidez nos elementos de
ligacao (ZHAO; FANG; ZHAO, 2012). A utilizacdo desses modelos permite também
representar heterogeneidades no meio estudado de maneira idealizada, atribuindo
diferentes propriedades mecanicas aos elementos, como ilustrado pela Figura 1. Essa
caracteristica é util, por exemplo, na representacao de materiais compdésitos, onde
uma peca pode ter regides com diferentes propriedades mecénicas em sua estrutura,
como em Braun, Ivanez e Ariza (2021), que distribui propriedades diferentes entre os

elementos para simular dano progressivo nesses materiais.

particula

ligacao

FIGURA 1 — Heterogeneidades em vermelho incorporadas ao sistema - Adaptado de Brely,
Bosia e Pugno (2015)

Apesar das vantagens, a maior dificuldade para a ampla aplicagao dos sistemas
massa-mola em simulagfes esta na determinacao dos parametros de equivaléncia que
relacionem adequadamente as propriedades do material aos parametros das ligacoes,
de modo a garantir precisao do modelo (DA SILVA, 2015). A simplicidade das ligacdes e
a dificuldade na determinagéo dos parametros causam baixa preciséao, que € o principal
obstaculo na aplicacdo do método, razdo pela qual esses modelos sdo frequentemente
ajustados por meio de experimentagcao ou para aplicagdes especificas. A utilizacao

de uma formulacao para equivaléncia de parametros por meio de solucdes analiticas
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abrangentes ainda representa um desafio.

Diante desses desafios na parametrizacdo de sistemas massa-mola, este
trabalho propde uma avaliagdo comparativa de formulagdes analiticas para equivaléncia
de rigidez, alternativas as abordagens baseadas em experimentacao. Para isso, sdo
avaliadas duas metodologias distintas para determinacédo dos parametros da malha,

analisando seu desempenho quando submetidas a diferentes esforcos.

1.1 OBJETIVOS

Este estudo tem como objetivo avaliar o desempenho de sistemas massa-mola
na representacao de deformagéo de um sistema regular continuo. Para isso, emprega-
se uma formulacéo cinematica, que descreve o movimento espacial de uma malha
discreta, com a formulagao de equilibrio dinamico para a analise da resposta da malha

sob a acao de diferentes esforcos.

Os objetivos especificos sao:

* Realizar a discretizacao espacial e obtencao de parametros fisicos equivalen-
tes para as ligacoes, utilizando duas diferentes formulacdées de equivaléncia,
desenvolvidas por Baudet (2006) e Lloyd, Székely e Harders (2007);

 Elaborar rotina computacional na linguagem Python para movimentacado da malha

e obtencéo de valores de tenséo e deformacéo nas ligacoes;

» Obter um comportamento global geométrico nao linear do corpo estudado pela
utilizacao da formulagao proposta, tendo uma relacao entre deformacao e deslo-

camento linear no sistema local das ligacées;

 Avaliar a eficacia da equivaléncia de parametros fisicos adotados, avaliando os
deslocamentos analiticos para esfor¢os de tragéo, compressao, flexao e cisalha-

mento;

+ Avaliar a eficacia do método massa-mola para situacdes em que as condicdes de

apoio nao estao presentes durante toda a simulacao;

» Avaliar se a metodologia apresenta convergéncia de valores de deslocamento

com refinamento da malha;
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» Comparar padrbes de danificagcdo do modelo analisado empregando diferentes

critérios de rompimento para as ligagoes.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo abordados os conceitos necessarios para o entendimento do
método massa-mola-amortecedor. Inicia-se pelos conceitos de cinematica, baseados
em Nair (2009) e Argenta (2020), utilizados para descricdo do movimento e métodos
de solucédo de equacdes diferenciais. Em seguida, sdao apresentados conceitos de
dindmica, que incluem a analise de cargas variaveis e funcionamento de um sistema
dinamico simples com rigidez e amortecimento. E apresentada a fundamentagao do
sistema massa-mola, que inclui as formulacdes de equivaléncia de parametros fisicos
e as equagdes que regem a movimentagao da malha. Por fim, sdo mostradas as
solugdes analiticas para as configuracdes de carga correspondentes aos esforcos
simulados (tracdo, compressao, cisalhamento e flexdo), que servirdo como referéncia

para validacao dos resultados.

2.1 CINEMATICA

A cinematica é o estudo das mudancgas de posi¢ao, deslocamento, trajetéria de
um corpo ou ponto material, em um tempo ¢ com configuracao inicial ¢, sem a anélise

dos esfor¢os que as causam.

A mudanca de posi¢ao de um ponto € descrita pelo vetor posicao, que contém
as coordenadas de uma particula em cada eixo de referéncia do sistema. O vetor posi-
¢ao do ponto P no tempo ¢ = t,, mostrado na Figura 2, tem o formato da Equacéo 2.1

e no tempo ¢t = t, tem o formato da Equagéo 2.2.

X = X181 + X285 + X365 (2.1)

X = J]lél + ZL’Qéz + I3é3 (22)
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FIGURA 2 — Movimento de uma particula (ARGENTA, 2020).

O deslocamento u mostrado é definido pela diferenca entre o vetor posicao
atual x e o vetor posicdo anterior X. E possivel perceber que o deslocamento néo

representa a trajetoria do ponto e sim a menor distancia entre as configuracoes.

u=x—-—X (2.3)

A velocidade vetorial de um ponto indica a taxa de mudanga de sua posi¢ao
em relacao ao tempo. A velocidade v é obtida calculando o deslocamento em relagéo

a um tempo ¢, como mostra a Equagéo 2.4.

\%

du
7 2.4
il (2.4)

A aceleracao, por sua vez, é a taxa de variacao da velocidade em um determi-
nado periodo de tempo. A aceleracao vetorial, pode ser determinada pela variagdo do

vetor velocidade no tempo, sendo, portanto, a segunda derivada do deslocamento em

relacdo ao tempo.

dv  d*u

= ——= — = U 2-5
Tw T ae " (&-9)
A descricdo do movimento, ou mudanca de configuracdo de uma particula ao

longo de um periodo de tempo, na cinematica pode ser feita de duas maneiras, com a

descricao Lagrangeana ou a descricao Euleriana do movimento.
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Na descricdo Euleriana, também chamada de espacial, a posicao onde a
particula se encontrava em um tempo ¢ anterior € descrita em fungcédo de onde ela se
encontra no momento (Equacéao 2.6). Nesta, um ponto espacial é analisado e entéao
sao observadas quais particulas passam por ele. Ja na descricao Lagrangeana, ou
material, 0 comportamento € descrito em fungdo das coordenadas no tempo t = 0
e o movimento de uma mesma particula é acompanhado conforme o tempo varia
(Equacgéo 2.7) (ARGENTA, 2020).

Levando em conta que X representa a posicao inicial do ponto, como na
Equacao 2.1, e = a posi¢ao no tempo ¢, como na Equacao 2.2, é possivel compreender

as duas descricdes comparando as equacoes citadas e a Figura 2.

X = X(X, t) ouX,; = Xi(l’l, l'g,l'g,t) (26)

X = X(X,t) ou x; = XZ'<X1,X2,X3,t) (27)

Dependendo da aplicacao, as diferentes descricdes podem ter suas vantagens.
Na andlise de fluidos, onde as caracteristicas do fluxo em um local especifico € mais
importante do que a posi¢ao de cada particula na configuracéao inicial, a descricao
Euleriana é mais vantajosa. Por outro lado, para o movimento de um sélido de geometria
simples onde se deseja entender como o corpo se deforma e se desloca, a descricao

Lagrangeana é preferida (NAIR, 2009).

2.1.1  Gradiente de deformacdes

No estudo da cinematica de corpos deformaveis, é preciso entender como a
deformacao influencia a relagao entre os pontos internos de um corpo. Considerando
duas particulas, P e Q, contidas dentro de um corpo que se deforma ao longo do
tempo, é possivel perceber que a relagéo inicial entre elas, representada pelo vetor
dX, é alterada e passa a ser representada pelo vetor dx. Essa mudanca é ilustrada na

Figura 3.
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Referéncia
(indeformada)

FIGURA 3 — Movimento entre duas particulas (ARGENTA, 2020).

A transformacao da configuracao inicial do corpo para a configuracao atual é

descrita pelo gradiente de deformacao material (D), que é a matriz jacobiana da funcao

que descreve essa deformacao. Onde:

o1 o0x1 0x1
0X1 0Xo 0X3

— — | o 0 0
D =Vyx(Xt) = |2 S fn

Oz3  Ozz  Ozg
0X1 0Xo 0X3

(2.8)

A operacao que descreve a transformacéao do vetor inicial dX para o vetor dx é
dada pela multiplicagéo deste pelo gradiente de deformacao material:

dx =D - -dX (2.9)

Analogamente, o gradiente de deformacéo espacial faz a operacao oposta,

levando da configuracéo deformada em ¢ para configuracao original em ¢ = 0:

dX = D! dx (2.10)

A distancia entre os pontos P e Q € o médulo dos vetores que os ligam nas
duas configuracdes, dX e dx. A relacao entre essas duas distancias € chamada de

raz&o de estiramento ou strefch, mostrada na Equacgao 2.11.

~ldx||  ds

= |[aX|| ~ ds (2.11)
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A deformagdo unitaria é outro conceito fundamental na mecénica dos sélidos,
utilizada para andlise de tensées em estruturas. Esta € definida pela relacédo entre a

variagdo da distancia entre os dois pontos P e Q e a distancia na configuracao original.

_ds—dS

— (2.12)

3

2.1.2 Gradiente de deslocamentos

O deslocamento de um ponto pode ser descrito pela Equagao 2.3. Especifi-
camente para a descricao lagrangeana, o deslocamento pode ser representado em

funcdo das coordenadas de referéncia por:

w (X, 1) = (X, 1) — X; (2.13)

Aqui, u;(X,t) representa a componente do deslocamento na dire¢do i em
funcdo das coordenadas materiais X e do tempo ¢. A fungéo z;(X,¢) é a componente i

do vetor posicao atual do ponto, enquanto X; € da posi¢ao inicial.

O gradiente de deslocamentos material é obtido pela derivada parcial dos
deslocamentos em relagdo as coordenadas materiais. Esse gradiente descreve como

os deslocamentos mudam no espago em relagéo a configuracao de referéncia.

X, 0X;,  0X,
Oui(X,t) _ (2.14)
Tox, vl

qu =D — Id

Na Equacgéo 2.14, D,; representa a matriz gradiente de deformagéo, que € a
derivada parcial das posicoes atuais em relacao as coordenadas materiais. O simbolo
0 representa o delta de Kronecker que tem valor 1 para i e j iguais e 0 para o restante,

por isso pode ser representado pela matriz identidade.

2.1.3 Gradiente de velocidades

O gradiente de velocidades material representa a taxa de variacao da veloci-

dade na diregdo das coordenadas. Este gradiente € a derivada no tempo do gradiente
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de deformacdes materiais D.

dD _ d Oxi(x,t) _ Ovi(x,1)
dt —dt 0X;  0X;

2.1.4 Métodos de integracao

No acompanhamento da trajetéria de um ponto no espaco, a segunda lei de
Newton (Equagéo 2.16) € utilizada para entender o0 movimento quando este sofre uma
acao externa. A lei dita que a aceleragéo do objeto é proporcional a forga total que atua

nele e inversamente proporcional a massa.

F = mii (2.16)

A partir da aceleragao € possivel determinar a velocidade e a posicdo do
corpo analisado. Levando em conta as Equacdes 2.4 e 2.5 é possivel perceber que a
velocidade pode ser obtida pela integracéo da aceleracéo e a posigcao pela integracéo

da velocidade.

v:/aﬁ (2.17)

x:/vﬁ (2.18)

Em problemas dindmicos, a solucdo dessas equacdes analiticamente nor-
malmente néo é o suficiente, pois podem ser aplicadas multiplas forcas vetoriais
com diferentes sentidos, valores e dependéncia do tempo. Para esses casos, onde a
aceleracao pode ser dependente de diversos fatores, como mostra a Equacéo 2.19,
sd0 necessarias técnicas de resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO)
(HOUSE; KEYSER, 2017).

%:a@@wwﬁ (2.19)

O método de resolugao de problemas de valor inicial (PVI) para equacéo de

movimento mais simples e mais conhecido € o de Euler, mostrado na Equacéo 2.20. O
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algoritmo de Euler tem preciséo limitada e solugdes nao estaveis por ser assimétrico
(GOULD; TOBOCHNIK; CHRISTIAN, 2016).

Upa1 = Up + ay - At

(2.20)
Tpil = Tp + vy - At

Onde:

> a,, v, € x,: Aceleracdo, velocidade e posicao no inicio do passo de tempo;
* v,41 € x,.1: Velocidade e posicdo no final do passo de tempo;

+ At: Passo de tempo.

Uma maneira de melhorar a precisao do algoritmo de Euler é a utilizacao
da média das velocidades, do inicio e fim do intervalo, na obtengdo da nova posi-
cao (Equacgao 2.21). Esse método é chamado de método do ponto médio ou Euler

modificado/aprimorado.

Vpi1 = Vi, +a, - At
1 (2.21)
Xpt+1 = Xp + 5 : (Vn + Vn+1) - At
Por ser um método de primeira ordem, a precisdo aumenta proporcionalmente
a medida que o passo de tempo diminui. Em simulagdes computacionais, isso pode
resultar em um custo computacional elevado, ja que sdo necessarios passos de tempo
menores que 0s de métodos de maior ordem para alcangar uma mesma precisdo. Em
situagbes onde métodos de primeira ordem levam a custos computacionais excessivos,

€ possivel utilizar métodos de ordem superior (GOULD; TOBOCHNIK; CHRISTIAN,
2016).

Um método de ordem superior para resolucao de EDQO’s é o de Runge-Kutta
(RK). Neste, a solucdo é aproximada por uma média ponderada de diversas avaliagbes

da funcao derivada em diferentes pontos dentro de um intervalo de tempo [t, t + At].

O algoritmo de Runge-Kutta tem diferentes ordens, onde o niumero da ordem
representa quantos valores dentro do intervalo [t, t + At] sdo utilizados para obter a

média ponderada. No Runge-Kutta de ordem quatro (RK4), a derivada é calculada
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no inicio do intervalo, no fim e em dois pontos diferentes no meio. Esses pontos
intermediarios contribuem com peso dois na média ponderada, enquanto os valores

iniciais e finais tem peso um.

O algoritmo é descrito de maneira generalizada na equacao Equacao 2.22,
onde f(z,t) representa a fungéo taxa de variagdo da grandeza z. O processo se repete
tanto para encontrar a velocidade, utilizando a aceleragédo como fungéo f(z,t), como
para a posi¢ao, utilizando velocidade como f(z,t) (GOULD; TOBOCHNIK; CHRISTIAN,
2016).

lﬁ:f(znatn)
k At
k2:f(zn+§17tn+7)
ko At
k :fzn"i'_vtn"i'_
=Gt 2) (2.22)

1
Zn+1:Zn—|—6At(k1+2k2+2k3+k’4)

O método envolve o célculo de quatro incrementos (k1, ko, k3 € k4) que S&0 com-
binados para obter uma estimativa da variavel de interesse no préximo passo de tempo.
E entdo obtida uma média ponderada desses incrementos, para uma aproximacao da

solucéo.

O passo de tempo a ser utilizado deve ser suficientemente pequeno para que
os erros residuais em cada iteragéo nao se acumulem de maneira significativa, evitando

assim diferencas consideraveis no resultado final.

2.2 DINAMICA

A analise dindmica de uma estrutura e a analise estatica diferem em dois
aspectos. Primeiro, na analise dindmica pode haver variagcdo de magnitude, direcéo
ou posicao de cargas e suas respostas ao longo do tempo, onde cada instante tera
um resposta distinta. O segundo fator, considerado o mais importante, é que para
problemas estaticos onde as respostas internas, como momentos e cisalhamento, séo

determinadas apenas em funcéo da carga. Em contraste, para analises dindmicas a
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resposta ndo depende apenas da carga mas também das forcas internas de inércia,

que sao as forgas que resistem a aceleragdes da estrutura (CLOUGH; PENZIEN, 2003).

2.2.1 Tipos de carga

As cargas dinamicas aplicadas a estruturas podem ser classificadas em: harmo-
nica simples, harmdnica complexa, impulso ou longa duracéo. As cargas harménicas
sdo periddicas, ou seja, repetidas dentro de um intervalo de tempo, como a vibragéo de
um motor enquanto ligado. As cargas de impulso e longa duragédo sdo nao-periddicas.
A carga de impulso se caracteriza por ter um pico de carregamento rapido e curto e a
de longa duracéao por ser aplicada por um tempo maior, mas sem padrao de repeticao
(CLOUGH; PENZIEN, 2003).

Exemplos de gréaficos de histérico de carregamento para cada tipo de carga

dindmica sdo mostrados na Figura 4.
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FIGURA 4 — Classificagdo de cargas dindmicas: (a) Harmdnica simples; (b) Complexa; (c)
Impulso; (d) Longa duracao - Adaptado de Clough e Penzien (2003).

2.2.2 Sistema dindmico basico

Um sistema dindmico € composto de propriedades fisicas essenciais: massa,
propriedades elasticas e mecanismos de dissipacado de energia. Relacionando essas
propriedades com um sistema de grau de liberdade unico, como mostrado em (a) da
Figura 5, cada uma destas pode ser representada por um elemento fisico (CLOUGH;
PENZIEN, 20083).
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FIGURA 5 — Sistema dindmico massa-mola-amortecedor.

No sistema, a massa € mostrada como um corpo rigido que tem seu Unico
grau de liberdade sendo o deslocamento « no eixo horizontal. A propriedade elastica
é representada como uma mola de rigidez & e a dissipacao de energia € feita pelo

amortecedor viscoso de coeficiente de amortecimento c.

Assumindo que o sistema € submetido a uma carga externa p que varia em
funcdo do tempo e levando em conta o principio de d’Alembert, que diz que uma massa
desenvolve uma forgca de inércia proporcional a sua aceleracao, assim € descrita a

Equacao 2.23 de equilibrio de forcas.

fi+ fe+ fe = (1) (2.23)

Onde:

 f;: Forca de inércia;

* f: Forga de rigidez;

* f.: Forga de amortecimento;

* p(t): Carga externa dindmica aplicada;

Assim é possivel visualizar a montagem da equacdo de movimento para o

sistema linear elastico em Equacao 2.24.

mil + ¢t + ku = p(t) (2.24)

Onde:
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m: Massa;

* i: Aceleracao;

+ c: Coeficiente de amortecimento;
* u: Velocidade;

* k: Coeficiente de rigidez;

* ¢ Deslocamento.

Um sistema nao amortecido em movimento, sem a influéncia de forcas externas,
tende a manter um movimento oscilatério durante todo o periodo de tempo analisado
(vibracao livre). O amortecimento tem o propdésito de dissipar a energia do sistema,
tirando-o do movimento harménico até a estabilidade (HOUSE; KEYSER, 2017).

A Figura 6 ilustra a diferenca na posi¢cao ao longo do tempo entre um sistema
massa-mola ndo amortecido e um sistema amortecido. Ambos tem mesma massa,

rigidez e posicao inicial.

FIGURA 6 — Comparacgao de sistemas: (a) nao amortecido e (b) amortecido - Adaptado de
House e Keyser (2017).

Para um sistema de um grau de liberdade, como mostrado na Figura 5, sem
forcas externas aplicadas a frequéncia de vibragéo € chamada de frequéncia natural e

€ dada por:

oo fE 229
m
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Um sistema amortecido pode ser classificado em superamortecido, critica-
mente amortecido ou sub-amortecido. Essa classificacao é feita analisando a taxa de

amortecimento ¢, obtida por:

C

C_

2muwg

(2.26)

O sistema é considerado superamortecido quando o valor de ¢ € maior que 1.
Quando ¢ é igual a 1, o sistema é criticamente amortecido. Ja para valores de ¢ entre 0

e 1, o sistema é subamortecido. A Figura 7 ilustra as classificagées.

Criticamente
".(_” amortecido
¢ =1 Nio amortecido
=0

Superamortecidq
£>1
Subamortecidg
¢<1

ayt

(@] \

T,=—

FIGURA 7 — Classificacdes de um sistema amortecido (SANTADE, 2013).

A dissipacao de energia em uma estrutura inteira é a soma de diferentes
fatores como: amortecimento da estrutura em si (pelo material e pelas articulacées),
amortecimento de elementos ndo-estruturais e dissipacao de energia para o solo. Na
maior parte dos casos o amortecimento do material € o predominante (BACHMANN
et al., 1997).

A taxa de amortecimento de um material pode ser determinada experimental-
mente. Alguns valores aproximados de taxa de amortecimento para diferentes materiais

sdo mostrados na Equacao 2.26
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Sistema Taxa de Amortecimento Viscoso (
Estruturas Metalicas Continuas 0,02 a 0,04
Estrutura Metalica com Juntas 0,03 a 0,07
Borracha ~ 0,05
Estruturas de Concreto Protendido 0,02 a 0,05
Estruturas de Concreto Reforgado 0,04 a 0,07
Aco 0,001 a 0,002
TABELA 1 — Taxa de amortecimento viscoso para diferentes sistemas (BACHMANN et al.,

1997)

Para descrever matematicamente o comportamento de amortecedores viscosos
séo utilizados modelos de amortecimento. Entre os modelos mais simples estdo os

modelos de Maxwell e de Kelvin-Voigt.

O modelo de Maxwell é composto por uma mola e um amortecedor conectados
em série. Nesse arranjo, a tensao aplicada € igual em ambos os elementos e a
deformacéao total corresponde a soma das deformacdes individuais da mola e do
amortecedor. Esse modelo apresenta uma deformacgéao instantdnea quando submetido
a uma tensao constante, seguido de uma deformacéao progressiva ao longo do tempo.
Por outro lado, modelo de Kelvin-Voigt, que consiste em uma mola e um amortecedor
associados em paralelo, apresenta a mesma deformacdo em ambos 0os componentes,
com a tensao distribuida entre eles. Quando aplicada uma tensao constante no segundo
modelo, a resposta de deformacéo € gradual e se aproxima lentamente de um valor
maximo. Além disso, se a tenséo for removida, o sistema retorna lentamente a sua

configuracao original, sem apresentar deformacao residual (NAVARRO, 2017).
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FIGURA 8 — Modelos de amortecimento: (a) Maxwell e (b) Kelvin-Voigt.

Quando necessario, para representar de forma mais precisa 0 comportamento
de materiais reais, os modelos podem ser combinados. Isso ocorre, por exemplo, no
modelo generalizado de Maxwell e no modelo generalizado de Kelvin-Voigt, nos quais
multiplos elementos dos modelos basicos sdo associados para descrever adequada-
mente fendmenos como relaxacgao e fluéncia. Além desses, existem também modelos
hibridos, como o modelo de Burgers, que combina caracteristicas dos dois modelos
anteriores (NAVARRO, 2017).

2.2.3 Conservacao de massa

A lei da conservacao de massa afirma que a massa total do sistema néo se
altera em nenhuma configuracao, seja deformada ou indeformada. Tendo que p € a
densidade do material e V' e V;, os volumes deformado e indeformado, respectivamente,
€ possivel obter a Equacao 2.27 e Equacgéo 2.28 (ARGENTA, 2020).

m= [ pVy= / pV (2.27)
Vo 1%

dm d d
%_E/‘/Op%_ﬂ VPV—O (228)
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2.2.4 Conservacgéao de energia e Lagrangiano

O primeiro principio da termodinamica afirma que a variagao no tempo da soma
das energias cinética e interna de um sistema é igual a taxa do fluxo das energias que
sdo adicionadas a ele. Dessas energias adicionadas ao sistema sdo citadas a entrada

de poténcia mecénica e de taxa de fluxo de energia térmica (NAIR, 2009).

d
Z(K+N)=P+H (2.29)

Onde:

» K: Energia cinética;

N: Energia interna;

P: Poténcia mecanica;

H: Taxa de fluxo de energia térmica.

Como a poténcia € a variacdo de trabalho mecanico no tempo, podemos
representar a equacao toda em derivadas de tempo. Tendo trabalho mecanico como W

e energia térmica como (@, é obtido:

dK dN dW d
St E s w (239
Para sistemas conservativos, nos quais nao ha perdas por atrito, calor ou
influéncias externas, a energia mecanica total permanece constante. Nesses casos, 0
movimento do sistema pode ser descrito pela mecanica lagrangiana, uma formulagéao
alternativa a mecéanica newtoniana, baseada em energia em vez de forgas. O Lagrangi-
ano L é definido como a diferenca entre a energia cinética K e a energia potencial U

do sistema (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2011).

L,=K-U (2.31)

Utilizando técnicas de célculo variacional associadas ao principio de Hamilton,

também conhecido como principio da minima acao, € possivel descrever 0 movimento
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do sistema. Esse principio estabelece que a trajetéria real seguida por um sistema é
aquela que torna a acéo S, variagao do lagrangiano no tempo, estacionaria (GOLDS-
TEIN; POOLE; SAFKO, 2011).

S = / Ly dt (2.32)
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2.3 MODELO MASSA-MOLA

Os métodos Lattice (ou métodos de grade) sao técnicas numéricas que dis-
cretizam corpos continuos em particulas interconectadas organizadas em uma malha
regular, como uma rede. Essa abordagem apresenta vantagens em comparacéo a
outros métodos, especialmente pela facilidade em incorporar descontinuidades ou
heterogeneidades do material estudado. No entanto, para que esses sistemas discreti-
zados em particulas alcancem resultados precisos, é necessario que as leis fisicas e

constitutivas do material sejam bem definidas (NIKOLIC et al., 2018).

A modelagem de uma malha de particulas discretas ligadas por elementos
deformaveis permite representar o comportamento de diferentes objetos como borracha,
tecidos e qualquer outro corpo que possa ser discretizado em um modelo geométrico
poligonal. A disposicao das ligacées na malha de pontos depende do objetivo do
trabalho e influencia no resultado final da simulagcao (HOUSE; KEYSER, 2017).

Em analises de corpos deformaveis por métodos de grade, as malhas podem
ser construidas de diferentes maneiras. A escolha da malha do modelo ird determi-
nar como os esfor¢cos se propagam e o seu tamanho determina a precisao de uma

simulacgao.

As malhas podem ser separadas em nao estruturadas e estruturadas. As nao
estruturadas sao malhas sem organizacao prévia, precisando de técnicas como trian-
gulacao de Delauney para estabelecer padrdes regulares. Este método consiste em
conectar os pontos garantindo que nenhum deles esteja dentro dos circulos que cir-
cunscrevem os triangulos da malha. Esse processo evita triangulos com angulos muito
pequenos, que podem causar dificuldades e instabilidades em simulagdes numéricas
(BAUDET, 2006).

As malhas estruturadas sado conectadas por eixos que conectam diversos
pontos em padrdes previsiveis. As malhas estruturadas para analises 2D mais co-
muns sao as triangulares e quadrangulares. A Figura 9 ilustra elementos de malhas

bidimensionais estruturadas.
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FIGURA 9 — Elementos 2D estruturados: (a) triangulares; (b) quadrangular.

Geralmente, ndo é possivel simular corretamente comportamentos mecéanicos
somente com malhas quadrangulares sem a adi¢cao de conexdes diagonais, pois a
célula quadrangular apresenta instabilidade e colapsa. Conforme demonstrado por
House e Keyser (2017), malhas quadrangulares com duas diagonais apresentam a
vantagem de resistir tanto a esfor¢os no plano quanto fora do plano da célula. Por outro
lado, malhas triangulares destacam-se por sua adaptabilidade a geometrias complexas.
A selecao do tipo de malha mais adequado deve considerar tanto os requisitos do

modelo quanto o desempenho na aplicacéo pretendida.

As malhas tridimensionais utilizadas nos métodos de grade podem ser classi-
ficadas em tetraédricas ou hexaédricas, podendo incluir adaptagdes como conexdes
diagonais. No caso das malhas hexaédricas com elementos adicionais, essas conexdes

podem estar posicionadas tanto nas faces quanto no interior do poliedro.

(a) (b) (c)

FIGURA 10 — Elementos 3D estruturados: (a) tetraedro; (b) hexaedro com diagonais nas faces;
e (c) hexaedro com diagonais internas.

Entre os métodos de grade destacamos a modelagem de corpos continuos por

meio de sistemas massa-mola, que € empregada na simulagcédo de tecidos e sélidos
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deformaveis. Essa abordagem, denominada Lattice Spring Model (LSM) ou Mass-
Spring Model (MSM), apresenta implementagdo computacional simples, baseando-se
em leis fisicas para atualizar as posicoes das particulas e as forcas de interacao entre

elas.

O MSM se destaca como uma abordagem amplamente empregada em simu-
lagdes que requerem visualizagdo em tempo real da resposta mecanica de corpos
sob agdes externas, com aplicagées que incluem desde o monitoramento do com-
portamento de tecidos em simuladores cirurgicos e sistemas de treinamento médico
até jogos e animacoes. Esta metodologia apresenta vantagens nestes cenarios onde
abordagens baseadas em meios continuos, como o Método dos Elementos Finitos,
tornam-se invidveis computacionalmente para aplica¢gdes em tempo real (JARAMILLO;
PRIETO; BOULANGER, 2013).

Outra vantagem é que a estrutura de simulagcdo com uma malha de molas é
propicia para a implementacao de computacao em paralelo, onde multiplos processa-
dores trabalham simultaneamente, acelerando a simulacao ao dividir o processamento

dos elementos de forma independente.

A principal limitacdo dessa abordagem, no entanto, esta na dificuldade de

reproduzir o comportamento mecéanico dos materiais com precisao (DA SILVA, 2015).

Apesar da significativa quantidade de trabalhos envolvendo simulacdes de
Mass-Spring Models (MSM), a otimizacdo na selecao dos parametros do modelo, como
rigidez das molas, distribuicdo de massa e coeficientes de amortecimento, recebe
pouca atencao na literatura. Frequentemente, esses parametros sao definidos para
aplicacoes especificas, tendo foco apenas em uma representacéo visualmente préxima
do esperado (LLOYD; SZEKELY; HARDERS, 2007).

Ao passar dos anos, melhorias foram apresentadas e os autores avangaram
no estudo da selecao de parametros com base em propriedades fisicas do material,

tais como médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson.

Alguns autores modificam a estrutura basica da malha de molas buscando uma
melhor precisdo no modelo. Em Zhao, Fang e Zhao (2012) e Li, Zhao e Lian (2019) as
massas sao ligadas por dois tipos de molas: normais e de cisalhamento, mostradas

na Figura 11. A rigidez dessas molas sdo encontradas de maneiras distintas nos dois
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trabalhos. A inclusdo da mola de cisalhamento permite considerar a rotagcao entre as

duas particulas.

FIGURA 11 — Mola normal e mola de cisalhamento (LI; ZHAO; LIAN, 2019)

Em Zhao, Fang e Zhao (2012), a mola de cisalhamento & adicionada na
conexao entre duas particulas e € descrito que a adicdo dessa permite a modelagem de
materiais com diferentes coeficientes de Poisson. O modelo é validado por comparagao
com o método dos elementos finitos e mostra ser capaz de reproduzir solugdes elasticas,

enquanto o problema ainda ndo apresenta fraturas.

No trabalho de Li, Zhao e Lian (2019), a configuracdo com molas adicionais
é utilizada para modelar a propagacao de fissura no concreto. E proposto um modelo
constitutivo para o rompimento das ligacdes e a validacao é feita com resultados
experimentais de flexdo em trés pontos. Em Li, Zhou et al. (2021) é utilizado um modelo
tridimensional para analise de propagacao de fratura dindmica, por meio da definicao
de deformacdes criticas para as ligagcdes. Os parametros da malha sédo calculados
baseados no método dos elementos finitos e é adicionado grau de liberdade adicional

de rotagdo nas ligagoes.

Brely, Bosia e Pugno (2015) utilizam um modelo chamado "hierarquico" para
simular o comportamento de materiais compdésitos, onde cada parte da malha tem
uma propriedade mecanica diferente, para representar de maneira mais precisa o
comportamento do sistema. Materiais compoésitos também sdo modelados em Braun,
lvanez e Ariza (2021), utilizando uma malha massa-mola bidimensional triangular. Em

ambos, € observado o processo de propagacao de dano, que é simulado de maneira
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progressiva, utilizando diferentes leis de perda de rigidez.

O método é utilizado para resolucdo de problemas de interacéo fluido-estrutura
em Afra et al. (2018) e Gerivani e Nazari (2019). No primeiro, a modelagem de malha

de molas foi utilizada juntamente ao método Lattice-Boltzmann.

Nos trabalhos citados, a formulacédo de equivaléncia do comportamento do
sélido para a malha discretizada é realizada de diversas maneiras, sendo adaptada a
cada material e situacao especifica para obter uma resposta precisa do comportamento

micromecanico.

2.3.1 Determinacao dos parametros

Existem duas maneiras diferentes de transpor as propriedades do material para
propriedades de um sistema discretizado. A primeira é pela validacdo com modelos
experimentais e adaptacao dos parametros. Nesta, as deformacdes sdo medidas e
usadas de referéncia para estimar os parametros. A segunda abordagem € por solugdes

analiticas para os coeficientes das ligagdes usando um modelo fisico (GOLEC, 2018).

A primeira abordagem apresenta a vantagem de representar o resultado es-
perado com mais precisdo em comparacao a segunda. No entanto, ela se limita as
geometrias e materiais testados, pois qualquer alteracdo na malha exige o recalculo de
todos os parametros. Por esse motivo, a obtencao de propriedades com base em dados
experimentais ndo é compativel com simulacdes em tempo real (LLOYD; SZEKELY;
HARDERS, 2007).

Van Gelder (1998) desenvolveu seu trabalho sobre simulacdo de membranas
elasticas utilizando malhas triangulares. O autor propds uma formulacao para calcular
rigidez das molas baseada em parametros derivados do modelo de elementos finitos.
O autor afirma que, embora uma simulagdo exata seja impossivel e limitada pela
geometria da malha, sua aproximacao produz resultados satisfatérios para pequenas

deformagdes e materiais isotrépicos.

Esta formulacao continua sendo referéncia em trabalhos recentes, servindo
como base para comparacao e adaptacdo em novos modelos, como em Tudruj et
al. (2023), que a utilizam o trabalho de Van Gelder (1998) como referéncia para

desenvolver e validar um novo método de calculo dos coeficientes de mola, no qual
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parte dos parametros é fixa e outra parte € atualizada a cada passo da simulagao.

Em Lloyd, Székely e Harders (2007), sdo encontradas expressdes analiticas
para os parametros das molas de malhas triangulares e retangulares de duas dimen-
soes e tetraédricas de trés dimensdes. A abordagem para obter o coeficiente de rigidez

da mola em todas as malhas foi o mesmo.

Primeiro, a matriz de rigidez de um elemento finito € determinada e uma
malha de molas equivalente com a mesma forma € escolhida. Essas equivaléncias
séo ilustradas na Figura 12 para os casos de malhas triangulares, retangulares e
tetraédricas. Para essa malha de molas escolhida é feita a linearizacao das equacdes
de deslocamento — o que envolve calcular o Jacobiano do vetor de for¢ca ou o Hessiano
da energia potencial do sistema em relacao as posicoes — e assim derivada uma matriz
de rigidez equivalente. Em um dimens&o, o modelo de molas € linear no ponto, mas para
dimensdes maiores a linearidade é perdida. Ao igualar as duas matrizes de rigidez,
transforma-se um problema nao-linear em um sistema de equacgdes lineares. Isso
possibilita a solucao explicita dos coeficientes de rigidez em funcao das propriedades
do material, como modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson, garantindo que o

MSM comporte-se como o modelo de referéncia para pequenas deformacoes.
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FIGURA 12 — Elemento finito e malha massa-mola correspondente (LLOYD; SZEKELY; HAR-
DERS, 2007).

No caso do elemento triangular, a solugcao do sistema s6 foi possivel com um
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coeficiente de Poisson de v = % Esta restricdo foi necessaria para viabilizar a solugéao
do sistema, pois simplifica a matriz de rigidez e elimina termos que dificultariam a
resolucao analitica. Como uma mola tem que representar a rigidez de dois elementos
adjacentes em uma malha, o resultado encontrado para molas de elementos triangu-
lares € apresentado na Equacao 2.33. A equagao depende somente do modulo de

elasticidade (F) da espessura b do corpo na dire¢ao do eixo fora do plano.

kii=>» Eb \/Tg (2.33)

Para o elemento de seis molas retangular foram feitas mais restricbes a fim
de tornar o sistema de equacgdes passivel de resolucao, evitando 0s zeros que eram
presentes na matriz de rigidez. Além de considerar o coeficiente de Poisson igual
a : foram testadas varias formas de aumentar o grau de liberdade do modelo para
diminuir os elementos nulos. A solucao utilizada consistiu na consideracao de molas
pré-tensionadas. Essas molas foram introduzidas para evitar singularidades na matriz
de rigidez, aumentando os graus de liberdade do sistema. Isso é aplicado alterando o
comprimento inicial da mola que é utilizado na Lei de Hooke; assim, quando a forca de

rigidez é calculada, esse comprimento alterado € o utilizado na equacao.

Os valores de rigidez k£ e comprimentos iniciais [, de calculo para molas
localizadas nas arestas e diagonais sdo mostradas nas Equacgdes 2.34, 2.35, 2.36 e
2.37.

Karesta = Z %bE (2.34)
kdiagonal = 1_76bE (2.35)
loresta = g ) — 1| (2.36)
liagonal = g P — 1| (2.37)

7
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Em Baudet (2006), é apresentada outra maneira de determinar a rigidez de
ligacdo na malha de molas. Neste trabalho, 0 método de Van Gelder (1998) foi testado
para diferentes modelos e materiais, e o0 autor concluiu que o método nao era abran-
gente, sendo capaz de simular apenas materiais com coeficiente de Poisson nulo. O
autor se baseia nessa motivagao para encontrar uma formulagdo que também seja
dependente das caracteristicas fisicas do material, como em Van Gelder, porém com

aplicacao para diferentes coeficientes de Poisson.

A malha utilizada € a quadrangular bidimensional, composta por quatro molas
nas arestas e duas molas diagonais. A abordagem utilizada é a de parametrizagéao por

meio de andlise de energia do sistema.

A primeira etapa consiste na definigdo do lagrangiano de cada experimento, um
de cisalhamento e outro de alongamento, considerando a soma das energias potenciais
das molas e das forcas externas. Na mecénica classica, o Lagrangiano é definido
como a diferenca entre as energias cinética e potencial do sistema. No contexto deste
trabalho, como se trata de sistemas em equilibrio estatico, considera-se apenas a
soma das energias potenciais elasticas das molas e do trabalho realizado pelas forcas

externas.

Em seguida, € aplicado o principio de minima ac&o ao sistema, que pra esse
caso € quando o lagrangiano é igual a zero. Quando o sistema de equagdes resultante

é relacionado com as propriedades do material, sdo obtidos os valores para rigidez.

No primeiro experimento, o cisalhamento provoca pequenas deformacdes,
atuando somente sobre as molas diagonais, permitindo determinar sua rigidez. A

expressao encontrada € mostrada em Equacéo 2.38.

E(I2+ h3)

4 — 0 "0/ 2.
kdmgonal 4l0h0(1+V) ( 38)

No experimento de alongamento, com os valores de rigidez das diagonais ja
definidas, calcula-se os parametros para molas das arestas. Em primeiro momento, o
valor encontrado era representativo apenas para coeficiente de Poisson igual a % Para
generalizar a solugao é introduzida a forga de corre¢do associada ao efeito de Poisson,
para que seja possivel representar diferentes valores desse coeficiente. A rigidez obtida

para uma mola na aresta do elemento da malha é mostrada em Equagéo 2.39
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E(52(3v +2) — %) . 2
- 2.
karesta,l 4loh0(1 l/) ) (7/7]) € {l07 ho} ( 39)

A forca de correcao F'|; é aplicada no modelo de maneira a representar o efeito
de Poisson causado por uma forgas externa F;. Essa aplicacdo no elemento da malha

¢ ilustrado na Figura 13.
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FIGURA 13 - (a) Uma forga F' externa é aplicada a um ponto e é projetada nos eixos;

(b e c) Cada componente tem uma forga F'; de corregao correspondente;

(d) A forca de correcao para forca F' é a soma dos efeitos das componentes
projetadas. (BAUDET, 2006)

A forca de correcéo F; que é aplicada aos quatro pontos do elemento em que

F é aplicada é encontrada pela Equacao 2.40

il (1 —3v)

Fii= —,
1 8]

onde (i,7) € {lo, ho}* (2.40)

2.3.2 Amortecimento

Para andlises dindmicas de modelos massa-mola-amortecedor, 0 amorteci-
mento carece de estudos para determinacdo analitica de seus valores a partir das
propriedades do material, como foi apresentado anteriormente para rigidez. Em Lloyd,
Zurich et al. (2008), o trabalho de Lloyd, Székely e Harders (2007) é estendido para en-

contrar parametros dindmicos também pela linearizacao das equacdes do sistema, mas
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somente para malhas triangulares. Na pratica, o amortecimento é frequentemente ajus-
tado empiricamente conforme o comportamento esperado do corpo, com validagdes

mediante modelos experimentais.

Considerando que os parametros de rigidez obtidos por solugdes analiticas
sao, em sua maioria, empregados para analises estaticas, o amortecimento utilizado é
um valor arbitrario para diminuir as oscilacdées ou o amortecimento critico, que evita
oscilagbes desnecessarias e amortece o sistema o mais rapido possivel (GOLEC,

2018). O amortecimento critico pode ser encontrado por:

kij (mz + mj)
19
)

(2.41)

Cij:2

onde k;; representa a rigidez da mola de uma ligagéo dos pontos i e j, m; € m;
sao0 as massas das particulas conectadas, e Z?j denota o comprimento inicial da mola

em sua configuracao nao deformada.

2.3.3 Determinagao de massas

Conforme descrito em Lloyd, Székely e Harders (2007), a massa total do corpo
deve ser igualmente dividida pelo numero de elementos e, em seguida, distribuida
entre seus nos. Cada n6 passa a acumular a soma das massas que representa em
cada elemento adjacente. Em modelos tridimensionais, essa contribuicao € medida em
termos de volume, enquanto que, em modelos bidimensionais, ela é avaliada pela area
de superficie adjacente de influéncia (DA SILVA, 2015). O processo de distribuigdo da

massa pode ser descrito por:

1. Dividir a massa total do corpo pelo numero de elementos padrao, sejam eles 2D
ou 3D.

2. Dividir a massa de cada elemento igualmente entre seus respectivos nos.

3. Somar as massas em nds que pertengam a mais de um elemento.

Matematicamente, esse conceito pode ser representado da seguinte forma:

mp=» p— (2.42)
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onde m; representa a massa associada ao né i, p é a densidade do material,
A, corresponde a area (em 2D) ou volume (em 3D) do elemento e, n,, indica 0 nUumero

de nds do elemento, e 2, denota o conjunto de elementos que compartilham o né .

2.3.4 Movimentacao da malha

Para a simulacao de sistemas massa-mola, existem 2 abordagens principais: o
método de forcas e o de dindmica baseada em posi¢éo. O primeiro, baseado em forcas,
€ 0 mais utilizado. Esse acumula forgas internas e externas, transforma em aceleragdes
pela segunda lei de Newton e atualiza a posicao do corpo. O segundo, 0 método de
dindmica posicional, conhecido como PBD (Position Based Dynamics), impoe restricdes
de movimento. Quando essas restricdes ndo sdo atendidas, as posi¢ées das particulas
sd0 ajustadas para se satisfaze-las, e entdo as velocidades sdo atualizadas. (MULLER
et al., 2007). O método mais utilizado é o método das forcas, esse sera descrito na

subsecao 2.3.4.1.

A movimentagdo de uma malha de massas discretas nos métodos de grade,
quando realizada de maneira gradual por ponto, sem a geragdo de matrizes de massa,
rigidez e amortecimento para a malha completa, é feita com incrementos na aplica-
cao da carga. Dessa maneira, o estado de equilibrio atual é calculado com base na

configuracado deformada da malha.

2.3.4.1 Método das forcas

Na modelagem baseada em forgas, a configuracao deformada da malha apds
a aplicacao de uma carga € obtida através da movimentagcao de todos os pontos de
massa pela forga resultante neles a cada passo de tempo. O método das forcas utiliza

da equacgao de equilibrio para sistemas dinamicos descrita na subsegao 2.2.2.

A Figura 14 representa a ligagao entre duas particulas i e j de um modelo
discretizado que tem seus vetores posicao x, massas m e velocidades v. Essa conexao

tem comprimento inicial ly, rigidez k;; e amortecimento d;;.
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FIGURA 14 - Ligagao entre dois pontos de massa (HOUSE; KEYSER, 2017).

A légica de aplicacdo do método das forcas consiste em percorrer primeiro
todas as particulas definindo a for¢ca externa total aplicada em cada uma. Depois
percorre por todas as ligacdes e adiciona as for¢as de rigidez e amortecimento nas
duas particulas conectadas a elas (HOUSE; KEYSER, 2017).

O calculo da forca relativa a mola depende do coeficiente de rigidez e do
deslocamento entre os dois pontos. A forca da mola no ponto i da ligacdo mostrada

pode ser calculada por:

fmola,i = (lij - Z?j)kijxij (2.43)

A forca de amortecimento € proporcional a velocidade que o comprimento da
barra muda e na direcao oposta a essa velocidade. A forca de amortecimento no ponto

1 €é:

famortecedor,i = [(Vj - Vi) : Xij]cijxij (244)

As forcas aplicadas na extremidade j tem a mesma magnitude mas sentido

contrario que as da extremidade i.

fmola,j - _fmola,i

(2.45)

famortecedonj = - famortecedoni

A resultante que atua na particula é a soma das influéncias das molas e

amortecedores de todas as suas conexdes com particulas vizinhas, juntamente com
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qualquer forga externa aplicada, se houver.

(2.46)

fresultante,i - fmola,z’ + famortecedor,i + fexterna,i

Com a forga resultante no ponto de massa sendo f,csuitante; € @ S€gUNda lei de
Newton (Equacao 2.16), a aceleracao responsavel pelo movimento do ponto de massa
€ definida. Depois de obtida a aceleragao, a velocidade e a posi¢cdo do ponto sdo

encontradas utilizando um método de solugéo, como os descritos na subsecao 2.1.4.

2.3.4.2 Colisao

Durante o movimento da malha do corpo, outra consideracao relevante é a
interacdo com o espaco no qual esta inserido, como a ocorréncia de colisées com

superficies.

A colisdo de um corpo representado por uma malha massa-mola é detectada
quando a posicao de alguma particula ultrapassa os limites da superficie de contato.
A Figura 15 ilustra o instante de tempo em que a particula ultrapassa o limite da

superficie.

A

T
N
=33

x[n+1]

FIGURA 15 — Deteccao de colisdao (HOUSE; KEYSER, 2017)

Nesse processo, analisa-se a posi¢ao da particula no instante n e no instante
n+1, apos a integracdo numérica. Conforme ilustrado, d representa a distancia entre os
pontos e a superficie, nesses dois instantes de tempo. Quando os valores apresentam

sinais opostos, constata-se a ocorréncia da colisao.
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A resposta a colisdo consiste em primeiro reposicionar a particula na superficie
e depois aplicar novamente a distancia d agora acima desta Quando necessario depen-
dendo das propriedades da superficie, € preciso aplicar um coeficiente de restituicao c,.
A posicao corrigida da particula é determinada pela equagao Equacéo 2.47 (HOUSE;
KEYSER, 2017).

/

X 1] = Xppg1) — (L + ¢) dppg (2.47)

A velocidade do ponto ap0s a colisdo deve incorporar os efeitos de reflexao,
restituicao e atrito, os quais dependem das propriedades da superficie. A velocidade
final & dependente dos coeficientes de restituigdo ¢, e atrito ¢;. A Equacéo 2.48 descreve
a velocidade final para a posigéo corrigida, onde v, e v, representam, respectivamente,
as componentes normal e tangencial da velocidade calculada para o passo de tempo
inicial n + 1 (HOUSE; KEYSER, 2017).

Vi = =GV + (L—cp)v (2.48)

2.3.5 Nao linearidade

Uma das principais vantagens dos modelos massa-mola é sua capacidade
de incorporar a ndo linearidade geométrica de forma simplificada. A n&o linearidade
geométrica surge em situacées onde deslocamentos relativamente grandes alteram
significativamente a geometria original da estrutura, gerando esforgos adicionais. Con-
forme apresentado nas subsecdes anteriores, 0 método opera de forma incremental
no tempo, calculando cada novo estado de equilibrio com base na configuragao de-
formada do passo imediatamente anterior. Dessa forma, s&o naturalmente incluidos
efeitos de segunda ordem, que levam em conta rotagdes e deslocamentos adicionais
ndo presentes em modelos lineares convencionais. De acordo com Lloyd, Székely e
Harders (2007) e Golec (2018), os Sistemas Massa-Mola (MSS - Mass-Spring Systems)

possuem nao linearidades intrinsecas em sua formulagao.

A nao linearidade fisica esta associada a propriedades do material e como

se comporta frente ao carregamento. Materiais de comportamento linear elastico
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obedecem a Lei de Hooke (Equacao 2.49), onde o € a tensao atuante no corpo, £ 0

modulo de elasticidade do material e € a deformagéo.

As formulagdes de equivaléncia de parametros para o método de malha de
molas apresentadas na subsecao 2.3.1, propostas por Baudet (2006) e Lloyd, Székely

e Harders (2007), sao validas apenas para materiais com comportamento linear.

2.4 ESFORGCOS BASICOS E SOLUCOES ANALITICAS

A mecanica dos sélidos € uma disciplina que estuda a resposta mecénica de
materiais solidos submetidos a carregamentos externos, analisando as forgas internas

de reagao e as deformacdes resultantes.

No contexto de métodos numéricos, o estudo desses esforcos pode ser usado
para validar resultados computacionais, pois solugbées analiticas conhecidas, da meca-
nica dos sélidos, servem como referéncia. Esta secao apresenta solugdes analiticas,
em alguns modelos, para calculo de deslocamento em elementos bidimensionais sub-
metidos a carregamentos especificos, com objetivo de analisar cada esforgo - normal,
cisalhante e fletor - de maneira individual. Os modelos abordados aqui possuem como

condicédo de contorno um engaste, ndo permitindo deslocamento ou rotacao no apoio.

2.4.1 Tragc&o e compressao

Os esforcos normais de tragcdo e compressao podem ser analisados de ma-
neira isolada considerando a configuracao de uma barra prismatica com extremidade
engastada submetida a carregamento axial uniforme. Para um corpo de comportamento
linear elastico, o deslocamento pode ser encontrado pela Equacéo 2.50. Nesta, ' é
a forca aplicada, L corresponde ao comprimento inicial do corpo, £ é o modulo de
elasticidade do material, A a area da secéao transversal e §;, indica o deslocamento

longitudinal resultante na extremidade livre (HIBBELER, 2010).

FL
— = 2.
oL EA (2.50)
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2.4.2 Flexao e cisalhamento

A aplicagdo de forgas transversais a um corpo em balango, gera momentos fleto-
res resultando em flexdo. De acordo com a teoria de Timoshenko, modelos submetidos
a carregamentos transversais, além dos efeitos de flexao, também estdo submetidos
a deformacdes decorrentes da tensédo de cisalhamento. Essas, provocam acéo de
deslizamento de uma secao da viga em relacdo a outra. Na Teoria de Timoshenko
€ adotada a hipo6tese de que as secdes transversais permanecem planas, mas nao
necessariamente normais a linha neutra apés a deformagédo (FLEISCHFRESSER,
2012).

O deslocamento causado pelo cisalhamento € comumente desconsiderado em
alguns casos, como para vigas esbeltas, onde esse efeito acaba sendo desprezivel em
comparacao ao de flexao. A flexao tende a ser uma parcela menor quando a relagao
Comprimento/Altura diminui, e entdo o cisalhamento passa a ter maior influéncia
(ALVES FILHO, 2007).

Em situacdes de corpos em balanco e considerando efeitos de cisalhamento,
os resultados numéricos sdo demonstrados por Timoshenko (1983) para diferentes

tipos de carregamento.

Para uma carga distribuida w a deformagao na extremidade livre, agora consi-

derando o efeito do cisalhamento é descrita pela Equagéo 2.51

5 _»wL4+_ awl?
e SEI T 2GA
~— =

Flexdao  Cisalhamento

(2.51)

Ja para uma carga concentrada na extremidade, o deslocamento no mesmo

ponto tem resultado analitico descrito pela Equagao 2.52

FL? aF'L
(5F+C = ?)E_I + a (252)
—— ——

Flexdo  Cisalhamento
Nas equagdes, G € o médulo de cisalhamento, que pode ser calculado com
modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson pela Equacéao 2.53 e « € o fator de
forma, coeficiente de correcado introduzido na teoria de vigas de Timoshenko, cuja

funcdo é compensar a variacdo das tensdes de cisalhamento na secéo transversal.
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O valor para o fator de forma de uma secao transversal triangular é encontrado pela
Equacéao 2.54 de Timoshenko (1983).

E
G = 5 v (2.53)
24w 2.5
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3 METODOLOGIA

E proposta a utilizagdo de um modelo bidimensional de malha retangular com
massas discretas, concentradas nos vértices de elementos unidimensionais, com
rigidez e amortecimento, para a simulacao da peca escolhida. Foram adotadas as
formulagdes propostas por Baudet (2006) e Lloyd, Székely e Harders (2007), que
propde parametros para malha simulando um material homogéneo e elastico linear.
Seréo feitas andlises na formulacao apresentada para que o comportamento da malha
seja representativo do comportamento de um meio continuo equivalente. Propde-se a
implementacdao do método das forcas para o calculo da contribuicado dos coeficientes
de rigidez e amortecimento. Apdés a movimentacdo da malha, é possivel obter as

deformagdes e tensdes, considerando um comportamento linear fisico.

As simulacées foram executadas para em pecgas submetidas a tragdo, com-
pressao, cisalhamento e flexao, a fim de avaliar o comportamento do método frente
a diferentes combinacdes de esforcos normais e cortantes. Ao fim, foi realizada uma
simulacdo genérica dindmica de impacto para avaliar a resposta do modelo a coliséo e

estabilidade para acdes dinamicas.

Devido a grande quantidade de barras e particulas e por ser uma analise
dependente do tempo em varias iteragdes, todas as formulagbées sao implementadas

computacionalmente. O cddigo foi desenvolvido na linguagem Python 3.10.

3.1 DISCRETIZACAO ESPACIAL

O corpo continuo em estudo é discretizado em um sistema bidimensional com-
posto por ligagcdes mola-amortecedor que conectam pontos de massa, transformando
0 comportamento originalmente complexo em um sistema descrito por equagoes di-
ferenciais ordinarias (EDQOs). Cada ligacdo da malha funciona como uma associagao
mola-amortecedor no arranjo de Kelvin-Voigt, que transfere esforgos para as particulas

conectadas somente em sua diregao longitudinal.

Para avaliagdo das duas formulagdes, adotou-se uma malha quadrangular

de duas dimensdes com quadrados com lados de mesma medida, uma vez que as
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duas formulagdes de equivaléncia de rigidez descritas utilizam esse tipo de malha. A
configuracdo em que o elemento de 4 nés é inicialmente quadrado foi selecionada

devido a limitacao do método de Lloyd, Székely e Harders (2007).

O corpo continuo é discretizado no espago como pontos de massas discretas
gue sao unidas por elementos unidimensionais sem massa. Os elementos unidimensio-
nais representam as forcas internas e transferéncia de esforcos no corpo, enquanto
0s pontos de massa definem sua geometria e posicao no espago. Essa discretizagéo
permite a movimentagao da malha nos pontos pela segunda lei de Newton e visa

preservar o comportamento fisico do continuo com sistemas dindmicos locais.

Cada célula dessa malha conecta quatro pontos de massa e conta com quatro
ligagOes nas arestas e duas diagonais. Essas ligagcdes carregam como informagdes 0s
valores de rigidez, amortecimento, comprimento inicial e comprimento atual, quando

deformadas.

Os valores de rigidez sdo encontrados pela Equacédo 2.39 para arestas e
Equacgéo 2.38 para diagonais, para analise utilizando o modelo de equivaléncia descrito
por Baudet (2006). Em ligacoes de arestas pertencentes a mais de uma célula na

malha, os valores de rigidez devem ser sobrepostos, como descreve o autor.

Quando utilizada a formulacao proposta por Lloyd, Székely e Harders (2007), a
rigidez de cada ligacao é encontrada por Equacao 2.34 para arestas e Equacédo 2.35
para diagonais. Assim como em Baudet (2006), a sobreposicdo de valores para ligagdes

pertencentes a mais células deve ser realizada.

As formulagdes adotadas apresentam como limitagdo sua aplicabilidade ape-
nas em materiais de comportamento linear elastico. Assim, como a nao linearidade
fisica ndo é considerada, o coeficiente de rigidez k£ se mantém constante durante todo

0 processo iterativo.

Quanto ao coeficiente de amortecimento, para andlises estéticas, os valores
néo interferem no estado final de equilibrio mas levam a ele mais rapidamente. Nestas
onde o objetivo foi comparar o valor final de deslocamento de uma peca com uma
forga aplicada, foi utilizado um amortecimento arbitrario, escolhido abaixo do critico,
de modo a apenas melhorar a estabilidade da simulacao e retornar um resultado de

maneira mais rapida, mas ainda permitir que o corpo oscile. Optou-se por néo utilizar o
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amortecimento critico, com o propdsito de observar o comportamento do sistema sob
pequenas oscilagdes e avaliar sua capacidade de manter a estabilidade mesmo na

presenca dessas flutuagoes.

A distribuicao da massa entre todos os pontos é feita conforme descrito na
subsecao 2.3.3. Dessa maneira, a massa total do corpo € preservada e distribuida
igualmente por cada célula quadrada. Em seguida, as massas sdo sobrepostas e

acumuladas para células vizinhas que compartilhem um mesmo vértice.

A discretizagao permite a redistribuicdo da massa do continuo em massas no-
dais, 0 que possibilita a movimentacao da malha na composicao de multiplos sistemas

dindmicos simples.

Cada massa discreta da malha inicia a simulagdo com: vetor posicdo com
coordenadas dos eixos, vetor velocidade nulo nas duas dire¢des e vetor aceleracao

também nulo.

Os valores dos parametros para cada modelo simulado sdo mostrados na

secao 3.4.

3.2 MODELO NAO LINEAR GEOMETRICO

Depois do calculo de todos os parametros iniciais da malha, € iniciada a andlise

com incrementos de tempo para esfor¢os na estrutura.

O passo de tempo utilizado na simulacédo deve ser suficientemente pequeno
para manter a estabilidade e precisao nos resultados, mas grande o suficiente de
maneira a manter o custo computacional o menor possivel. Para as simulagcdes dos
modelos estaticos foram testados os passos de tempo 1073, 10~* e 10~ segundo, nas
menores e nas maiores malhas. O passo de tempo de 10~ segundo foi descartado,
tendo em vista que nao foi o suficiente para manter a estabilidade nas maiores malhas.
Para os demais foi determinada uma tolerancia de 10~2 para convergéncia de valores
da posicao da malha ao final da simulagdo. Como as coordenadas nos dois Ultimos
passos de tempo tiveram, no geral, diferencas somente a partir da quinta casa decimal,
foi adotado o passo de tempo maior de 10~* segundo. Nessa etapa, também foi levada
em conta a compatibilidade com o hardware disponivel e tempo total de simulacéo que

permitisse uma andlise dentro do cronograma proposto.
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A abordagem utilizada para o movimento da malha com a aplicagcéo de esforgcos
foi a do método das forcas, baseada em House e Keyser (2017). Sendo assim, o
primeiro passo da simulacao consiste em avaliar se ha forcas externas aplicadas em
algum ponto da estrutura. Caso as forcas estejam distribuidas ao longo das ligagdes,

estas devem ser aplicadas nos nés situados nas extremidades das respectivas ligacoes.

Para o primeiro passo de tempo, sdo apenas compatibilizadas forcas externas
e forgas de correcao, se presentes, pois ainda ndo ha efeitos das interacdes entre parti-
culas causadas por alongamento ou compressao. Esses efeitos sdo compatibilizados a

partir do segundo passo de tempo, quando os primeiros pontos foram movimentados.

As forcas externas sao aplicadas ao modelo de forma incremental, man-
tendo um regime de carregamento linear progressivo até atingirem o valor final pré-
estabelecido, para evitar instabilidades numéricas. Quando esse patamar de carga
maxima é alcangado, o carregamento € mantido constante durante o restante da

simulacdo. A Figura 16 ilustra a aplicacao da for¢a no tempo.

fase constante

Ffinal

tempo

tincremental tfinal

FIGURA 16 — Grafico da forga incremental na simulagcao

Entdo, além da verificagdo de forcas externas e de correcao, é necessario
calcular as forcas decorrentes de todas as interagées de massa-mola-amortecedor
entre as particulas conectadas, como descrito na subsecéo 2.3.4.1. As forcas referentes
a mola e ao amortecedor sdo calculadas pelas Equagdes 2.43 e 2.44, respectivamente.

A resultante no ponto é a juncao de todos os efeitos.

Para a aplicacao de Lloyd, Székely e Harders (2007) € necessario, nesta etapa,
utilizar a corregdo do comprimento em repouso para o calculo da for¢ca da mola, como
especificado para o método. Essa medida € calculada pela Equagéo 2.36 para ligagdes

de arestas e pela Equacéo 2.37 para ligacdes diagonais.
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As forgas de correcao fazem parte da metodologia de Baudet (2006). Nessa, as
forcas que corrigem o efeito do coeficiente de Poisson sé&o aplicadas a todas as células
adjacentes de um ponto que tenha uma forca externa aplicada. A direcao desse esforco

é ilustrada pela figura Figura 13 e a sua magnitude é calculada pela Equacgéao 2.40.

Com a forga resultante de cada n6 definida, calcula-se a aceleracao da particula
pela segunda lei de Newton (Equacéo 2.16). Em seguida, implementando o algoritmo
do método de integracao de Runge-Kutta 42 ordem, sdo encontrados 0s novos vetores

velocidade e posicao de todos os pontos da malha.

Para simulacbes com superficies externas estabelecidas, neste estagio a

colisdo é computada conforme subsecao 2.3.4.2.

A simulacao é executada até um tempo total previamente determinado, mesmo
na auséncia de forcas externas, pois o corpo continua em movimento até atingir o
repouso, devido a aos efeitos da inclusdo do amortecimento que atua dissipando a

energia do corpo.

A configuracéo de equilibrio € calculada com base na estrutura deformada
do passo de tempo imediatamente anterior. Assim, é feita a consideracao dos efeitos
de segunda ordem e o modelo aproxima efeitos de nao-linearidade geométrica na
estrutura global, mesmo utilizando rela¢ées lineares entre deslocamento e deformacao

no sistema local da ligacao.

3.3 ANALISE DO MODELO

Ao término de cada iteracdo de tempo, apds a analise de todas as conexdes
entre os pontos de massa e a atualizagéo dos vetores posi¢éao e velocidade, é possivel
obter a deformacédo em cada barra. A deformagédo € obtida calculando o desloca-
mento entre os pontos conectados em relagdo ao comprimento em repouso, como na

Equacéo 2.12.

A tensao, considerando o comportamento elastico linear do material, é calcu-
lada pela lei de Hooke. Com a tensao de todas as barras ilustradas no modelo, deve
ser possivel observar a transferéncia de esforgcos entre as ligagdes internas ao corpo
durante a simulacao e descobrir pontos criticos de concentracéo de tensao, quando a

geometria 0os causa.
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Conforme mostrado na reviséo de literatura, alguns estudos empregam meéto-
dos de reducao progressiva de rigidez nas barras para simular padrdes de fissuragao
quando atingem deformacdes ou tensdes criticas. Neste, foi aplicado para uma das
malhas o conceito de deformacao critica, onde ao alcancar o valor limite pré-definido
de 0,01 a rigidez da ligacéo é reduzida a zero, uma vez que ndo adotamos leis de
perda de rigidez, permitindo assim a observacao dos padrdes de fissuracao. Este valor
foi escolhido como um valor abaixo da deformagao maxima das barras nos ensaios
para garantir a quebra. Essa analise foi feita para a maior malha de todos os modelos

estaticos simulados, com valores de geometria e material descritos na segéo 3.4.

Foram aplicadas duas maneiras de encontrar a deformacéo critica das ligacoes,
a primeira mantendo o mesmo limite para todas, independente do posicionamento.
A segunda, foi realizada encontrando uma tensao limite inversamente proporcional
a rigidez, onde ligagdes menos rigidas tem um limite maior. A deformacao limite é
de 0,01 para as ligagdes horizontais e verticais internas, para as restantes o limite é
inversamente proporcional. Por exemplo, se para as liga¢oes internas de rigidez k;,; a

deformacdo limite € 0,01, para as liga¢des diagonais com rigidez k4., a deformagéo

diag

limite sera ,f—m x 0,01. Isso foi realizado para observar a distribuicdo do padréo de
fissuracao mais uniforme, sem que a primeira quebra estivesse sempre em uma ligacao

de canto, em situagdes onde ha carga aplicada a estes.

A validacédo do modelo e avaliagdo da configuracao deformada final para as
simulagdes efetuadas é feita posteriormente com o deslocamento de um ponto na
malha que tenha seu deslocamento definido por uma solucao analitica de acordo com

a geometria, condi¢gdes de contorno e cargas aplicadas.

Para a andlise de dados, sao exportados arquivos .npy (NumPy array format)
do algoritmo em Python nos passos de tempo. Esses arquivos contém as matrizes de
coordenadas dos pontos da malha e a incidéncia das liga¢des. A partir deles, podem ser
calculadas tensdes e deformacdes, e os resultados sédo visualizados com a biblioteca

matplotlib.
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3.4 MODELOS SIMULADOS

Os modelos simulados foram pecas submetidas a quatro tipos de esforcos
basicos e compostos (tracdo, compressao, cisalhamento e flexdo) e um teste de impacto.
Os valores dos parametros e condi¢cdes de contornos para estes sdo descritos nas

subsecobes seguintes.

Para as simulagGes estaticas dos esforgos fundamentais, que possuem equiva-
Iéncia analitica (conforme sec¢ao 2.4), foi analisada a convergéncia dos resultados ao
refinamento da malha. Ja a simulacao de impacto foi realizada como uma simulacao
genérica de carater qualitativo, com o objetivo de demonstrar a interacdo do corpo com
uma superficie, sem a necessidade de condi¢gdes de contorno pré-definidas, que € uma

caracteristica dos modelos massa-mola.

Como mencionado anteriormente para a escolha do passo de tempo, nesta
metodologia foram consideradas as limitagcdes de hardware e o custo computacional
envolvido. Os mesmos critérios foram avaliados para os valores relativos ao material
utilizado nas simulagdes. Foi avaliado que valores elevados de rigidez nas ligagdes
exigem passos de tempo extremamente pequenos para manter a estabilidade do mo-
delo. Por esse motivo, ndo foram utilizados valores como do concreto ou ago, usuais
em simulacdes de engenharia, mas sim valores arbitrarios que permitissem manter a
estabilidade para passos de tempo maiores que 10~°. Passos de tempo menores impli-
cariam em custos computacionais proibitivos as malhas de mais elementos, podendo

resultar em tempos de simulacdo da ordem de semanas.

3.4.1 Tracado e compressao

Considerou-se um corpo em forma de barra retangular, para as simulacées de
tracdo e compressao, com extremidade engastada e extremidade livre, massa total de
10 kg e dimensbes em metros conforme especificado nas Figuras 17 e 18. Esse modelo
foi escolhido para garantir uma condigdo de contorno bem definida no engaste, sem
necessidade de modelagem de rotagdo ou deslocamento em apoios. Essa configuracao
€ bastante utilizada na literatura para a deducéo da solugéo analitica para um corpo
solicitado por uma carga axial e permite avaliar isoladamente os efeitos dessa carga,

sem influéncia dos outros tipos de esforgos.
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O carregamento foi aplicado através de incrementos lineares de forca até atingir
o valor maximo de 50 N. Esta fase incremental corresponde a primeira metade dos
40 s totais de simulacao definidos. O tempo restante foi utilizado para observacao do

comportamento com carregamento completo.

Nos ensaios, a forca de tracao foi aplicada seguindo o sentido positivo do eixo
X em toda a extremidade livre, enquanto para os casos de compressao adotou-se
a direcdo oposta. A Figura 17 apresenta o modelo com as dimensdes e a direcdo
de aplicacédo da forga no ensaio de tracdo, enquanto a Figura 18 exibe a mesma

configuragdo submetida a compressao.

(@) (b)
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2,00 1,00
FIGURA 17 — Modelo do corpo submetido a tracao: (a) vista bidimensional no plano de carre-
gamento; (b) geometria da secao transversal.
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FIGURA 18 — Modelo do corpo submetido a compressao: (a) vista bidimensional no plano de
carregamento; (b) geometria da secao transversal.

A Tabela 2 mostra os valores das medidas do modelo e também referentes ao

material adotado.

TABELA 2 — Valores adotados - Tragao e Compressao
L(m) h(m) b(m) E(Pa) v c(Ns/m)
2,00 1,00 1,00 1000 % 1,00
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Este modelo engastado e livre foi simulado com diferentes malhas, sempre

mantendo a célula de 4 nés quadrada inicialmente. As malhas utilizadas sao listadas

na Tabela 3.
TABELA 3 — Configura¢des de malha - Tragao e compressao
Eixo Quantidade de elementos
X 2 4 8 12 20 24 32 40
Y 1 2 4 6 10 12 16 20
3.4.2 Flexao

Para andlise do comportamento a flexdo, simulou-se um modelo com mesma
condicao de contorno e geometria como os anteriores, conforme ilustrado na Figura 19.
A simulagéo consistiu na aplicacdo de uma carga distribuida transversalmente em toda
parte superior do corpo, com uma extremidade engastada, para avaliar a deformacgéo

por flexao.

O tempo total de simulacéo foi de 40 segundos, sendo os primeiros 20 se-
gundos destinados ao carregamento incremental até atingir a forca maxima de 5 N,

distribuida uniformemente ao longo da face superior.

(@) (b)
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FIGURA 19 — Modelo do corpo submetido a flexao: (a) vista bidimensional no plano de carre-
gamento; (b) geometria da secao transversal.

Os valores das medidas do corpo e parametros ligados ao material arbitrado
estdo na tabela Tabela 4.
TABELA 4 — Valores adotados - Flexao
L(m) h(m) b(m) E(Pa) v c(Ns/m)
2,00 1,00 1,00 1000 1,00

1
3
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As malhas utilizadas foram as mesmas dos modelos de tracdo e compressao,
mantendo as células quadradas. A quantidade de elementos por eixo em cada malha é

descrita na Tabela 5.

TABELA 5 — Configuragdes de malha - Flexao
Eixo Quantidade de elementos

X 2 4 8 12 20 24 32 40
Y 1 2 4 6 10 12 16 20

3.4.3 Cisalhamento

Para a simulacao de cisalhamento, utilizou-se um modelo com uma extremidade
fixa e outra livre, como os anteriores. A geometria do corpo foi alterada nesta simulacéo,
com o comprimento sendo dividido pela metade. Isso foi realizado com o objetivo de
reduzir os efeitos de flexdo em relagcéao ao efeitos cisalhamento, conforme Alves Filho

(2007), possibilitando uma analise mais focada no comportamento sob cisalhamento.

Os valores referentes ao material foram mantidos iguais aos modelos anteriores.
O corpo quadrado, com massa de 10 kg, esta submetido a uma forca de cisalhamento,
de valor maximo 5N, distribuida ao longo de toda a extremidade livre, atuando no
sentido positivo do eixo horizontal. A for¢a é aplicada pelos 40 segundos totais de

simulagao, com a primeira metade sendo a fase incremental.

A configuracao e as dimensdes do modelo sao apresentadas na Figura 20.

(a) (b)
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FIGURA 20 — Modelo do corpo submetido a cisalhamento: (a) vista bidimensional no plano de
carregamento; (b) geometria da secao transversal.

A Tabela 6 apresenta as dimensdes do modelo e os parametros materiais

adotados na simulagao.
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TABELA 6 — Valores adotados - Cisalhamento
L(m) h(m) b(m) E(Pa) v c(Ns/m)
1,00 1,00 0,50 1000 11,00

3

As malhas utilizadas para o corpo quadrado tem a mesma quantidade de
elementos no eixo X e Y, visando manter a célula de quatro nés quadrada. O numero
de elementos em cada malha € mostrado na Tabela 7.

TABELA 7 — Configura¢des de malha - Cisalhamento
Eixo Quantidade de elementos

X 1.2 4 8 10 12 16 20 24
Y 1 2 4 8 10 12 16 20 24

3.4.4 Impacto

Embora as formulagdes de equivaléncia entre material e o sistema MSS, uti-
lizadas nas simulacdes descritas anteriormente, sejam desenvolvidas para anélises
estaticas, realizou-se um estudo complementar para avaliar a resposta dindmica do
sistema. Especificamente, testou-se um modelo de queda livre, no qual o corpo é aban-
donado de determinada altura e sofre impacto contra uma superficie rigida. Apesar da
auséncia de métricas quantitativas de validacao para o teste, a andlise € qualitativa,
focando em avaliar o comportamento do modelo frente o contato com a superficie e
a resposta da formulacao do método diante de condigdes de contorno menos rigidas,

como o0s sistemas anteriores.

O corpo em estudo tem dimensdes e altura de langamento conforme mostrado
na Figura 21, com massa de 2.5 kg e mesmos valores para material que as simulagdes
anteriores. O modelo é movimentado inicialmente pela acdo da gravidade, o que levou
a escolha de um valor de massa menor que os modelos anteriores. Essa reducao
foi necessaria para evitar velocidades muito altas quando ocorre o impacto causam
instabilidade numérica, necessitando passos de tempo cada vez menores e inviaveis

devido as limitagbes computacionais.

Para a simulagdo, o modelo foi posicionado a uma altura de 2 metros e subme-
tido a uma pequena rotacao de 5 graus no proprio eixo. Essa rotacao foi implementada

para observacao de interagbes mais complexas com a superficie de impacto e distribui-
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¢cao assimétrica de tensbes que surgem com o contato ndo alinhado.

1,00

2,00

\4

FIGURA 21 — Configuragéo inicial do modelo submetido ao impacto.

Modelos de impacto e dindmicos apresentam ndo linearidades devido aos
efeitos de contato e grandes deformagdes. Para garantir uma detecgao precisa do
momento da colisdo, adotou-se 0 menor passo de tempo dentre os valores propostos
inicialmente nesta metodologia (1073, 10~ e 10~° segundo). A reducdo do passo de
tempo implica em um aumento no tempo computacional necessario para completar as
simulagbes. Para compensar esse efeito e manter a viabilidade, optou-se por utilizar
uma malha intermediaria de 4x4 elementos. Essa malha mantém a eficiéncia computa-
cional para um passo de tempo menor, enquanto apresenta resolugéo suficiente para
capturar as ondas de deformacdes caracteristicas do impacto (como a mudanca de
forma, alargamento ou estreitamento da secao transversal). Malhas menos refinadas,
como 1x1 ou 2x2, ndo conseguem representar adequadamente essas deformacdes

nas arestas do modelo.

A Tabela 8 apresenta as dimensdes do modelo e os parametros do material

adotado na simulacao.
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TABELA 8 — Valores adotados - Impacto
L(m) h(m) b(m) E(Pa) v c(Ns/m)
1,00 1,00 0,50 1000 11,00

3

3.5 ALGORITMO

O algoritmo 1 mostrado abaixo apresenta uma estrutura de simulagéo para
uma rede de massas ligadas por molas e amortecedores, sofrendo uma acao externa
em funcao do tempo. Para o método de Baudet (2006), é preciso adicionar a esse
algoritmo o calculo de forgcas corretivas, enquanto para Lloyd, Székely e Harders (2007)

deve ser incluido o célculo do comprimento inicial corrigido.
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Algoritmo 1: Simulagédo de rede massa-mola-amortecedor

1

2

3

4

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Dados: Dimensdes do modelo (L, b, h)

Propriedades do material (¥, v, massa total, )

Dados da forga externa (Foxterna, l0Cal, tempo incremental e total)
Condigbes de contorno

Tempo total (Thax) € passo de tempo (At)

Calcular comprimento inicial dos elementos;
Distribuir a massa para os pontos;
Calcular rigidez das ligagdes (k);

Criar matriz de incidéncia das ligagodes;

Enquanto ¢ < T}, fazer

Para ligacao no modelo fazer
Calcular magnitude da forga de rigidez e amortecimento;
Atribuir a magnitude a ligacéao;

fim

Para ponto no modelo fazer
Calcular forca externa aplicada (Fext);
Calcular forga interna de todas as ligagoes vizinhas (Fiu);
Calcular forca resultante (Fesuttante = Fext + Fint);

fim

Para ponto no modelo fazer

Calcular aceleragdo (a = Fresultante/™m);

Utilizar Runge-Kutta 42 ordem;

Processar colisoes;

Processar quebras;

Atualizarve x ;

fim

t <+ t+ At;

fim

O codigo tem como valores de entrada as dimensdes do modelo, propriedades

do material, condicées de contorno e valores de tempo para simulacao. A simulacéao
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no tempo é dividida em trés partes. A primeira para calculo das forgas resultantes
da movimentacao da malha (rigidez e amortecimento), com um looping percorrendo
todas as ligacbes. As outras duas partes sdo loopings nos pontos, uma para calculo da
forca resultante, somando todas as forcas externas com as das ligacdes e a outra para

atualizacao da velocidade, aceleragao e posicao dos vértices dos elementos.

A l6gica de implementacéo utiliza dois loopings sequenciais sobre os pontos da
malha (linhas 10 e 15), cuja separacao € necessaria para manter posicao dos pontos
no passo de tempo atual no momento do célculo do vetor normal, no método das
forcas. Se os loopings fossem combinados, a atualizacdo antecipada das posicdes dos
primeiros pontos afetaria o calculo das forgas internas da interagdo com seus vizinhos,

causando assimetrias indesejadas no sistema.
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4 RESULTADOS

Para analise e avaliacdo do método, foram realizadas simulacdes sob diferentes
condi¢Ges de carregamento, com os resultados comparados e discutidos nas subsecdes
seguintes. Os testes abrangeram respostas a tragao, compressao, cisalhamento, flexao
e impacto (drop test). Estes foram aplicados em um corpo de mesmas propriedades

fisicas arbitradas de médulo de elasticidade 1000 Pa e coeficiente de Poisson :.

Primeiro, em todas as simulagdes foi garantido que o tempo de simulacao foi o
suficiente para que as oscilagdes no final, se ainda presentes, variassem dentro de um
limite de precisdo de 10~° m para compararmos as coordenadas do ponto monitorado
com valores analiticos de deslocamento. Para malhas que ndo contém um ponto no
local de monitoramento (ponto central da extremidade livre) foi utilizada a média das

coordenadas dos pontos mais proximos.

Nas subsecodes seguintes sdo apresentados os resultados obtidos, os quais

seréo discutidos ao final deste capitulo.

41 TRACAO

Para a avaliagdo do esforco de tragéo aplicado ao corpo em balanco, o valor de
deslocamento analitico foi calculado pela Equacgéo 2.50. O valor de deslocamento para
a extremidade livre com uma forca positiva no eixo X e com as condi¢cdes e valores

descritos em subsecéo 3.4.1, é:

FL 50 x2
T EA 1000 x 1

51 = 0,10m (4.1)

Para os valores de deslocamento de diferentes malhas utilizando a formulagéo
de Baudet (2006) é apresentada a Figura 22. A esquerda, sdo comparados os valores
de deslocamento do ponto monitorado para cada malha (identificada pelo numero total
de elementos), enquanto a direita € mostrado o erro relativo em relacéo ao valor de

referéncia analitico para cada malha.

E importante notar que a menor malha testada (2 elementos na malha 2x1)

apresenta um erro percentual significativamente menor que as malhas seguintes.
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Somente a partir da segunda malha de 8 elementos (malha 4x2) os resultados passam
a exibir uma redugéo progressiva do erro, seguindo o comportamento esperado de

convergéncia para solucao analitica com o refinamento da malha.

Deslocamento do ponto monitorado Erro percentual - Referéncia 0.10 m
12.000{ _11.780%
A N
0.100 Deslocamento analitico (0.10)
11.000
0.098 1
10.000
0.09637]
£0.0961 1000607 0.09605 & 9.000
B E
5 2 8.000
£ 0.094 1 3
3 g |
2 o 7.000
=} i iy
0.092 6.000
0.090 1 5.000
4.000
0.0881 "0.08822 , . . - "
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
Numero de células da malha Numero de células da malha

FIGURA 22 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Tracao
com formulacéo por Baudet (2006).

A Figura 23 apresenta a configuracao final da simulagdo de cada malha. Nesta,
€ indicado como "Inicio"a posic¢éao inicial da extremidade livre, para comparagao. As
malhas sao representadas em cores de mapa de calor nas barras para indicar as barras

mais solicitadas a tragéo (vermelho) ou compressao (azul).

Observa-se que as barras localizadas nos vértices superior € inferior do corpo

sao as mais solicitadas, comportamento presente em todas as malhas maiores que 2
elementos.
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Malha 2x1 Malha 4x2
101 Inicio 10 Inicio
0.8 0.8
_.0.61 _.0.61
£ £
> 0.4 >0.41
0.21 0.21
0.0 0.0
0.0 05 10 15 2.0 0.0 05 10 15 2.0
x [m] x [m]
Malha 8x4 Malha 12x6
104 Inicio 104 Inicio
081 081
_ 061 061
£ £
> 0.44 > 0.4
021 021
0.0 0.0
0.0 05 10 15 2.0 0.0 05 10 15 2.0
x [m] x [m]
Malha 20x10 Malha 24x12
104 Inicio 104 Inicio
0.8 0.8
_.061 _.061
E E
>0.41 >0.41
0.2 021
0.0 J 0.0 4 U
0.0 05 10 15 2.0 0.0 05 10 15 2.0
x [m] x [m]
Malha 32x16 Malha 40x20
104 b Ffﬂl’cio 104 K _{nicio
0.8 0.8
_.061 _.0.61
£ £
7044 > 041
021 021
00{ +1 LL 00{ H 11
0.0 05 10 15 2.0 0.0 05 10 15 2.0
X [m] x [m]

FIGURA 23 - Configuracao final das malhas - Tragdo com formulagéo por Baudet (2006).

De forma analoga ao mostrado para a primeira formulagao, a Figura 24 apre-
senta os valores de deslocamento no ponto central da extremidade livre para todas as
malhas propostas, utilizando a formulagao de Lloyd, Székely e Harders (2007). Assim
como na formulacéo anterior, a menor malha ainda apresenta um erro menor que as
seguintes. Entretanto, nesta formulacao, o erro para a malha mais refinada é maior e os

resultados convergem tendendo a uma linha reta, em contraste com o comportamento
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observado na formulagao anterior, que apresenta uma melhoria na dltima malha.

Deslocamento do ponto monitorado Erro percentual - Referéncia 0.10 m

14.180%
0100 Deslocamento analitico (0.10) 14.000 1
0.098 1
0.09635 12.0001
0.096 | 10.09645 ——
£ 0.094 E 10.000
2 c
2 0.082 & 8.0001
& o
2 =
e &
0.090 1
6.000 1
0.088 1
0.086 1 4.000 1
0.08582
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800

Numero de células da malha Numero de células da malha

FIGURA 24 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Tragao
com formulacéao por Lloyd, Székely e Harders (2007).

A Figura 25 mostra a configuracédo de todas as malhas simuladas ao final do
tempo de simulagao.
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FIGURA 25 - Configuragao final das malhas - Tragcdo com formulacao por Lloyd, Székely e

Harders (2007).

exceto para o caso da malha menos refinada 2x1 (2 elementos).

Ambas as formulacdes de equivaléncia apresentam convergéncia de malha,
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TABELA 9 — Comparacao dos métodos Baudet e Lloyd para tracao

Desloc. Desloc. Erro Erro
N.2 Baudet Lloyd Baudet Lloyd

Malha células (m) (m) (%) (%)
2x1 2 0,09607 0,09645 3,930 3,550
4x2 8 0,08822 0,08582 11,780 14,180
8x4 32 0,09238 0,09223 7,620 7,770

12x6 72 0,09378 0,09367 6,220 6,330
20x10 200 0,09518 0,09516 4,820 4,840
24x12 288  0,09556 0,09555 4,440 4,450
32x16 512  0,09605 0,09605 3,950 3,950
40x20 800  0,09637 0,09635 3,630 3,650

A configuragéao final dos modelos demonstra que 0 método transfere os esforgos
conforme o esperado, mantendo todas as barras verticais tracionadas e as horizontais

comprimidas.

4.2 COMPRESSAO

De forma andloga ao caso de tracao, a compressao apresenta deslocamento

analitico calculado pela Equacao 4.2, com mesmo valor absoluto porém sentido oposto.

FL —50 x 2
— — = — 1 4.2
= EA T o0x1 o iom (4.2)

A Figura 26 apresenta os deslocamentos do ponto monitorado e os respectivos

erros relativos a solucao analitica para a primeira formulacéao.

Repete-se aqui o comportamento observado anteriormente, onde a malha mais

grossa (2 elementos) apresenta erro menor que as malhas subsequentes.
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FIGURA 26 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Com-
pressao com formulacao por Baudet (2006).

Na Figura 27 sao mostradas as configuracdes finais das malhas testadas,

correspondentes aos resultados mostrados na figura anterior. Os modelos seguem as

mesmas premissas adotadas para a representacao da tracao: as barras sao represen-

tadas como mapa de calor de acordo com o esforco solicitante, e a posic¢ao inicial da

extremidade livre € marcada pela linha vertical preta indicada como "Inicio".
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Malha 4x2
Inicio
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X [m]
Malha 12x6
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Malha 24x12
Inicio
000 025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00
x [m]
Malha 40x20
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}l Tﬂ
il .J.J.JJ
000 025 050 0.75 1.00 125 150 1.75 2.00
X [m]

FIGURA 27 — Configuracao final das malhas - Compressao com formulacédo por Baudet (2006).

Para a avaliacao de compresséao pela segunda formulagéo, o deslocamento do

ponto monitorado e o respectivo erro percentual é mostrado na Figura 28.
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Deslocamento do ponto monitorado Erro percentual - Referéncia -0.10 m
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FIGURA 28 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Com-
pressao com formulacao por Lloyd, Székely e Harders (2007).

A Figura 29 apresenta as configuragcées deformadas das malhas obtidas na
simulacao de compressao mediante a formulacao proposta por Lloyd, Székely e Harders
(2007).
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Malha 4x2
Injcio
000 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
x [m]
Malha 12x6
Infcio
000 025 050 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00
x [m]
Malha 24x12
Infcio
000 025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00
x [m]
Malha 40x20
Infcio
111 i
J[l 1]
000 025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00
x[m]

FIGURA 29 — Configuracéo final das malhas - Compressao com formulagédo por Lloyd, Székely
e Harders (2007).

Assim como na tragéo, para a primeira malha, a formulagéo de Baudet apre-

senta um erro maior, porém tem erros menores em todas as malhas subsequentes. As

simulagOes para compressao apresentaram erros significativamente menores que as

de tracao, para as duas formulacdes, atingindo o erro da malha mais refinada da tracao

com uma malha de menos de 100 elementos.



79

TABELA 10 — Comparacao dos métodos Baudet e Lloyd para compressao

Desloc. Desloc. Erro Erro
N.2 Baudet Lloyd Baudet Lloyd

Malha células (m) (m) (%) (%)
2x1 2 -0,09930 -0,09978 0,700 0,220
4x2 8 -0,09129 -0,08901 8,710 10,990
8x4 32 -0,09483 -0,09436 5,170 5,640

12x6 72 -0,09626 -0,09603 3,740 3,970
20x10 200 -0,09785 -0,09780 2,150 2,200
24x12 288  -0,09832 -0,09828 1,680 1,720
32x16 512  -0,09894 -0,09892 1,060 1,080
40x20 800  -0,09933 -0,09931 0,670 0,690

4.3 FLEXAO

O resultado analitico para flexdo considerando a configuracao apresentada em

subsecdo 3.4.2 é calculado pela Equacgéo 2.51. Com os valores adotados na equacgao

obtemos:
wlL* awl? 2.5 x 24 1,175 x 2.5 x 22
dpic = + = + = =0.0757m
8EI 2GA 8x 1000 x &~ 2x375x1 (4.3)
N R —_——

B . VvV
Flexao  Cisalhamento 0.06 0.0157

A Figura 30 apresenta ao lado esquerdo, para a primeira formulacéo, os valores
de deslocamento do ponto central da se¢ao na extremidade livre. Os valores estdo
associados a quantidade de elementos na malha no eixo X. O grafico da direita compara
os resultados obtidos com o deslocamento analitico para a configuracao adotada. Os
resultados apresentam convergéncia com o aumento da malha, mas se afastam do

resultado analitico.
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Deslocamento do ponto monitorado Erro percentual - Referéncia 0.0757 m
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FIGURA 30 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Flexao
com formulag¢ao por Baudet (2006).

A disposicao da malha ao final da simulacao é mostrada em Figura 31. Diferente
dos modelos de tragdo e compressao, neste, as tensdes estdo concentradas nas

ligagbes de bordo mais proximas do apoio.
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FIGURA 31 — Configuragao final das malhas - Flexao com formulagao por Baudet (2006).
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De maneira analoga ao apresentado para formulacdo de Baudet (2006), a
: e e.
Figura 32 abaixo compara o resultado obtido com o analitico apresentado. Nest

énci : fastam do
os resultados também apresentam uma boa convergéncia, porém se a

deslocamento calculado.
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FIGURA 32 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Flexao
com formulacao por Lloyd, Székely e Harders (2007).

A configuracao do corpo testado utilizando a segunda formulacao é apresen-

tada na Figura 33. Conforme esperado, a distribuicdo de tensdes no corpo tem o

mesmo padrdo do observado para a primeira.
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33 — Configuragao final das malhas - Flexdo com formulacao por Lloyd, Székely

[ [ as duas
A Tabela 11 compara os valores mostrados nas figuras anteriores para

OXi is milimetros
formulacdes. Ambas convergem para um valor préximo de 0,078 metro, dois

maior que o analitico.
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TABELA 11 — Comparacao dos métodos Baudet e Lloyd para flexao

Desloc. Desloc. Erro Erro
N.2 Baudet Lloyd Baudet Lloyd

Malha células (m) (m) (%) (%)
2x1 2 0,04253 0,05743 43,818 24,135
4x2 8 0,06204 0,07044 18,045 6,948
8x4 32 0,07331 0,07632 3,157 0,819

12x6 72 0,07601 0,07750 0,410 2,378
20x10 200 0,07744 0,07804 2,299 3,091
24x12 288  0,07768 0,07811 2,616 3,184
32x16 512 0,07790 0,07815 2906 3,236
40x20 800 0,07799 0,07816 3,025 3,250

4.4 CISALHAMENTO

Na avaliacdo do esforco de cisalhamento, o deslocamento do ponto central da
extremidade livre foi comparado com resultado analitico para esse tipo de esforco. Em
caso de cargas aplicadas de transversalmente a extremidade livre, o deslocamento
do ponto central da parte superior do quadrado, pode ser encontrado pela soma
do efeito de flexdo e cisalhamento. Diferente do calculado para o teste de flexédo, a
parcela de cisalhamento neste caso € mais significativa. Para os valores e configuracao

apresentada em subsecao 3.4.3 o deslocamento é:

5 FL? + aF'L 5 x 13 + 1,175 x 5 x 1 0.0713
F+C = = = s m
3ET GA 3% 1000 x 2~ 375%0,5 (4.4)
Flexao  Cisalhamento 0"04 0,0313

Para as simulagdes de cisalhamento utilizando a formulacdo de Baudet (2006),
a Figura 34 apresenta os deslocamentos do ponto monitorado no eixo X e 0s respectivos

erros relativos a solucao analitica, para diferentes resolu¢cdées de malha.
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FIGURA 34 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Cisa-
Ihamento com formulagéo por Baudet (2006).

A configuragao final das malhas obtida com esta formulagéo é apresentada
na Figura 35. Nesta representacao, observa-se que as barras préximas aos apoios

(esquerda e direita) sdo as mais solicitadas.
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FIGURA 35 — Configuracao final das malhas - Cisalhamento
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com formulagdo por Baudet

Utilizando a formulacao de Lloyd, Székely e Harders (2007) para as malhas

adotadas foram obtidos os resultados apresentados no grafico da direita na Figura 36.

Os resultados apresentam convergéncia para um erro proximo de 3,8%, como mostrado

no grafico da esquerda.
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FIGURA 36 — Deslocamento do ponto monitorado para cada malha e seu erro relativo - Cisa-
lhamento com formulagao por Lloyd, Székely e Harders (2007).

A Figura 37 mostra a configuracéo final dos pontos de massa e a distribuicéo

de tensoes nas ligacdes para a segunda formulagdo em todas as malhas, com a linha

preta ’Inicio’ indicando a posi¢ao de referéncia (x=0,5) do centro da peca na condi¢ao

inicial.
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FIGURA 37 — Configuracao final das malhas - Cisalhamento com formulacao por Lloyd, Székely

e Harders (2007).

A Tabela 12 mostra a comparacao dos resultados para os dois métodos. O

teste de cisalhamento € o Unico em que a formulacao de Lloyd, Székely e Harders

(2007), para a malha mais refinada, apresenta erro menor que a de Baudet (2006).
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TABELA 12 — Comparagéo dos métodos Baudet e Lloyd para cisalhamento

Desloc. Desloc. Erro Erro
N.2  Baudet Lloyd Baudet Lloyd

Malha células (m) (m) (%) (%)
1x1 1 0,03999 0,04665 43,913 34,572
2x2 4 0,05307 0,05749 25,568 19,369
4x4 16 0,06285 0,06465 11,851 9,327
8x8 64 0,06679 0,06737 6,325 5,512

10x10 100 0,06739 0,06779 5,484 4,923
12x12 144  0,06774 0,06804 4,993 4,572
16x16 256  0,06814 0,06832 4,432 4,180
20x20 400 0,06834 0,06847 4,151 3,969
24x24 576  0,06846 0,06856 3,983 3,843

4.5 PADRAO DE FISSURACAO

Nesta secdo sdo mostrados os resultados para visualizagdo de um padréo de
fissuracado para todas as simulagdes contendo valor limite de deformacgéo das ligacoes

nas malhas mais refinadas.

4.5.1 Limite igual

Esta subsecdo apresenta os graficos de deslocamento no tempo e desloca-
mento versus forca para o ponto central da extremidade livre, considerando a aplicagéo
de um mesmo limite de deformacao em todas as ligagdes. Esse ponto de referéncia,
posicionado no meio da extremidade livre, € 0 mesmo adotado para comparagao com

os resultados analiticos.

No caso da tracao, a Figura 38 compara o comportamento das duas formula-
¢cOes estudadas, mostrando a evolugao do deslocamento ao longo do tempo no eixo x e
sua correspondéncia com a forga aplicada. Acima estao os gréficos para a formulagéo
de Baudet (2006) e abaixo para a de Lloyd, Székely e Harders (2007).

Para todos os graficos, o primeiro passo de tempo em que acontece uma

quebra esté indicado com uma linha vermelha pontilhada.
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Baudet (2006)
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FIGURA 38 — Limite igual - Grafico de deslocamento por tempo e forca para tracao

A Figura 39 apresenta a esquerda o instante inicial de ruptura das ligacoes na
simulacao. A direita, mostra-se um estagio posterior do processo, selecionado quando
40 barras ja haviam rompido, quantidade escolhida que permite visualizar o padrao

de fissuragdo além de manter uniformidade na analise comparativa entre todas as

simulagoes.
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FIGURA 39 — Limite igual - Instante inicial e avangado de fissura para tragao

Na primeira formulacao, as fissuras se iniciam na parte externa do apoio, tanto

acima quanto abaixo, propagando-se em dire¢cao ao centro da pegca em duas diagonais.

Ja na segunda formulagao, o rompimento ocorre ao redor da regido onde se deu a

primeira fissura, concentrando-se nos pontos externos da extremidade livre.

Os resultados para compressao seguem a mesma metodologia de apresenta-

cao utilizada para tragdo. A Figura 40 exibe os graficos comparativos das formulagdes

de Baudet (2006) e Lloyd, Székely e Harders (2007), mostrando a evoluc¢do do desloca-

mento e sua relacdo com a forga aplicada, com o primeiro instante de ruptura marcado

por linha vermelha pontilhada.
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Baudet (2006)
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FIGURA 40 — Limite igual - Grafico de deslocamento por tempo e forca para compressao

A Figura 41 apresenta a direita 0 momento inicial de fratura e a esquerda o

estagio com 40 barras rompidas, padrdo estabelecido para todas as analises.
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FIGURA 41 — Limite igual - Instante inicial e avangado de fissura para compressao

Na primeira formulacédo, as ligacdes que se rompem por compressao estao
inicialmente localizadas nos pontos extremos da borda da extremidade livre. Apos
esse rompimento inicial, as demais falhas ocorrem préximas ao apoio, propagando-se
em direcdo ao centro da peca de forma retilinea, diferentemente do padrao diagonal
observado nos casos de tracdo. Utilizando o método de equivaléncia proposto por
Lloyd, Székely e Harders (2007), observa-se que o comportamento de ruptura préximo
a borda da extremidade livre se repete, de maneira semelhante ao observado sob

tracao.

Para o caso de flex&o, os resultados sao apresentados nas Figuras 42 e 43.
A primeira figura contém os graficos de deslocamento no eixo y do ponto monitorado
pelo tempo e forga-deslocamento para ambas as formulagdes, enquanto a segunda

ilustra a malha no instante inicial de ruptura e no estagio de 40 barras quebradas.



Baudet (2006)

Deslocamento x Forga

Deslocamento x Tempo
= -0.10 - H : ;
o —— Sem quebra de ligagdes 1 —— Sem quebra de ligagbes ]
E —== Com quebra de ligagcdes ,' —== Com quebra de ligagbes : ,'
£ -0.08 1w 12 quebra em t=4.8424s e I RS 12 quebra em F=1.2106 N !
: ]
g 1 : I
o I 1
€ -0.06 1 / i
g ! '
o I 1
° 1 1
1 1
£ ~0.04 1 / ;
[0
]
c
[
€ -0.02 1
©
[&]
ke
[2]
[ H
O 0.00 . , . . . . ; = ! |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 000 025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00
Forca aplicada [N]

Tempo [s]

94

Lloyd, Székely e Harders (2007)
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FIGURA 42 — Limite igual - Grafico de deslocamento por tempo e forca para flexao

A Figura 43 mostra que para o modelo utilizando Baudet (2006) a maioria das
quebras acontece na regiao mais comprimida, enquanto para Lloyd, Székely e Harders

(2007) somente a regiao tracionada do corpo tem ligagdes rompidas.
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FIGURA 43 — Limite igual - Instante inicial e avangado de fissura para flexao

Finalmente, os resultados de cisalhamento sdo mostrados nas Figuras 44 e 45.
Mantendo o padrao estabelecido, estas figuras apresentam respectivamente os graficos
comparativos das formulagcdes e a evolugcao do padrao de fissuragcdo nos mesmos

estagios de analise adotados para os outros carregamentos.
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Baudet (2006)
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FIGURA 44 — Limite igual - Grafico de deslocamento por tempo e forca para cisalhamento

Na Figura 45, observa-se a configuragcdo com multiplas ligacées rompidas na
mesma regiao para ambas as formulagdes. Contudo, enquanto a primeira apresenta
propagacao do rompimento das ligagcdes proxima ao apoio, avan¢gando em dire¢cao ao

centro, a segunda exibe uma progressao mais vertical, em direcao a extremidade livre.
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FIGURA 45 — Limite igual - Instante inicial e avancado de fissura para cisalhamento

4.5.2 Limite proporcional

Esta subsecao apresenta os resultados obtidos com a aplicagdo de um critério
de deformacéo limite inversamente proporcional a rigidez das ligacdes, onde ligagdes

mais rigidas tem limite menor mantendo a mesma estrutura de andlise da subsecéo
anterior.

Para o caso de tracao, a Figura 46 compara o comportamento das duas
formulagdes, exibindo os gréaficos de deslocamento no tempo e forga-deslocamento.
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FIGURA 46 — Limite proporcional - Grafico de deslocamento por tempo e forgca para tracao

A Figura 47 ilustra a direita 0 momento inicial de ruptura e a esquerda o estagio
com 40 barras rompidas, seguindo o0 mesmo padrdo de analise estabelecido. Para
esta distribuicao de limites nas ligagdes, a fissura inicia-se préxima a extremidade livre,
propagando-se para o interior da estrutura em ambos os casos, porém com padroes
distintos: enquanto a primeira formulagdo apresenta uma propagacao diagonal em

direcao ao centro, a segunda mostra um avanc¢o mais retilineo.
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Baudet (220¢
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FIGURA 47 — Limite proporcional - Instante inicial e avancado de fissura para tracao

Os resultados para compressao sao apresentados nas Figuras 48 e 49. A
primeira mostra os graficos comparativos das formulagées, enquanto a segunda exibe

a evolucao do padrao de fissuracdo nos mesmos estagios de analise.
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Baudet (2006)
~0.05 Deslocamento x Tempo Deslocamento x Forga
%’ —— Sem quebra de ligagdes : : —— Sem quebra de ligagcdes : :
E ——~ Com quebra de ligagdes : ——= Com quebra de ligagdes .'
% -0.044 ... 12 quebra em t=3.4651s : : L R 12 quebra em F=6.9302 N :
5 f f
o) H H
g -0.03 1 : :
a H t
o i il
© ol ol
x H H
g —0.02+ 1 1
(9]
i}
c
Q
€ -0.014
M
o
o
(7]
jo)
0 0.00 - - - : : - : - : -
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10
Tempo [s] Forca aplicada [N]
Lloyd, Székely e Harders (2007)

0.05 Deslocamento x Tempo Deslocamento x Forga
%‘ Sem quebra de ligagbes : —— Sem quebra de ligagbes :
}'é —== Com quebra de ligagbes : —== Com quebra de ligagbes :
% -0.041 -onnt 12 quebra em t=3.4262s : R BRI 12 quebra em F=6.8524 N :
S i Hi
£ Hl Hi

H] HI
‘g -0.03 1 ]|
3 il il
o H H
° H] ]
x H] H
g —0.02+ i i
5 i i
o
5 : !
€ -0.011 : :
3 : :
Re]
[
jo} H
O 0.00 . . — . | ! — |
0 1 2 3 4 50 2 4 6 8 10
Tempo [s] Forca aplicada [N]
FIGURA 48 — Limite proporcional - Grafico de deslocamento por tempo e forca para compres-

sao

Para o caso de compressao, a primeira formulagao apresentou um compor-
tamento similar ao observado sob tracdo, com propagacédo de danos para o interior
do corpo. Entretanto, na segunda formulacao, as fissuras ndo se propagaram para o
interior, concentrando-se nas regides préximas aos bordos externos da extremidade

livre.
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Baudet (220¢

Malha 40x20 - dt = 3.4651 Malha 40x20 - dt = 3.5095
- 1.001 -
0.751 ‘,-"HIFL'
E 0501
> -
0.251 “-LLLHJJ
L 0.00 oo
0.0 05 10 15 20 00 05 10 15 20
X [m] x [m]
)Lloyd,)Székely)e)Harders) ( 227¢
Malha 40x20 - dt = 3.4262 Malha 40x20 - dt = 3.4303
020 1.001 ﬁ
0.751
E 0501
>
0.251
= 0.00 1 %
0.0 05 10 15 20 0.0 05 10 15 20
x [m] x [m]

FIGURA 49 — Limite proporcional - Instante inicial e avancado de fissura para compressao

No caso de flexao, as Figuras 50 e 51 apresentam respectivamente os gréaficos

de deslocamento e os padrdes de fissuragao obtidos com o critério proporcional.
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Baudet (2006)
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FIGURA 50 — Limite proporcional - Grafico de deslocamento por tempo e forgca para flexao
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Baudet (2006)
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FIGURA 51 — Limite proporcional - Instante inicial e avangado de fissura para flexao

Nos testes de corpos submetidos a flexao, as duas formulagbdes apresentam a
fissura iniciando no mesmo local. No entanto, para Lloyd, Székely e Harders (2007),
nao ocorrem quebras na regido comprimida, apenas na tracionada, espalhando-se
em direcao a extremidade livre e a parte inferior do engaste. Ja para Baudet (2006),
ocorrem quebras tanto nas regides mais comprimidas quanto nas mais tracionadas.
ApOs as primeiras fissuras, distribuidas nessas duas areas, as seguintes surgem todas

na diagonal superior, comeg¢ando na regido tracionada e avangando em direcdo ao

centro do corpo.

Por fim, para cisalhamento, os resultados s&o mostrados nas Figuras 52 e 53,

mantendo a mesma metodologia de apresentacao adotada para os demais carrega-
mentos.
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FIGURA 52 — Limite proporcional - Grafico de deslocamento por tempo e forca para cisalha-

mento

Na Figura 53, observa-se que, na primeira formulacao, as fissuras se desenvol-

vem de forma quase simétrica. Ja na segunda, a maioria esta concentrada na regiao

mais comprimida, embora ainda ocorram quebras na &rea tracionada, diferentemente

do modelo retangular anterior.
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FIGURA 53 — Limite proporcional Instante inicial e avangado de fissura para cisalhamento

4.6 IMPACTO

O teste de impacto foi realizado conforme metodologia descrita na subse-
cao 3.4.4. O corpo quadrado, rotacionado e elevado, foi simulado utilizando ambas as

formulacdes de equivaléncia, cujos resultados sdo apresentados nas Figuras 54 e 55.

As imagens ilustram a evolugao temporal do fenbmeno em oito instantes caracteristicos.
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FIGURA 54 — Frames da trajetéria dindmica e impacto - formulagcao de Baudet (2006).
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FIGURA 55 — Frames da trajet6ria dindmica e impacto - formulagéo de Lloyd, Székely e Harders
(2007).

O primeiro passo de tempo mostrado (0,63198 s) corresponde ao contato
inicial com a superficie. O segundo momento captura um momento préximo do pico de
deformacédo maxima antes do corpo iniciar o movimento de retorno, quando a energia
elastica armazenada atinge um valor mais elevado. No terceiro frame, observa-se o
corpo em movimento ascendente, exibindo oscilagées dindmicas caracteristicas com

propagacao de ondas de deformacéo pelo material.

Os passos seguintes, 2,20s e 2,25s, foram incluidos para documentar a se-
gunda interacao com a superficie apds o impacto inicial. Esta selecao temporal evi-
dencia diferengas comportamentais entre as formulagdes durante o segundo contato,
onde no modelo de Baudet (2006), o tempo 2,20s precede o impacto, enquanto na
formulacao de Lloyd, Székely e Harders (2007) o contato ja esta estabelecido neste

mesmo instante.
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Os intervalos em 4s e 5s representam a fase de oscilagao final amortecida
do corpo, que mantém contato continuo com a superficie enquanto dissipa energia
cinética até atingir o repouso. Nesta etapa, observam-se movimentos pendulares, da
direita pra esquerda, com amplitude decrescente, representando o amortecimento do

sistema.

No ultimo frame correspondente a 10s, o corpo € exibido em estado de repouso
ou muito préximo deste, apresentando uma distribuicdo simétrica de tensdes residuais.
Estas tensdes persistem devido a acdo continua da gravidade, que comprime as barras
verticais proximas a superficie de contato, traciona as barras horizontais inferiores e

mantém pressao nos pontos de apoio mais baixos.

4.7 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Esta secao apresenta a andlise e interpretacao dos resultados, apresentados

anteriormente, obtidos nas simulacdes.

Nos testes de tracdo e compressao € possivel observar que as barras horizon-
tais ligadas aos pontos de bordo da extremidade livre sdo as mais solicitadas. Isso
ocorre pela menor rigidez e massa nesses pontos, que estao sujeitos a mesma forca

que todos os outros pontos da extremidade livre.

Visualmente, nota-se que essa distribuicdo causa uma pequena distor¢cao
nessa extremidade, que podem causar erros numeéricos. No entanto, para malha de
dois elementos, isso n&o ocorre, uma vez que 0s Unicos dois pontos da extremidade
livre recebem a mesma forca, tem a mesma massa e mesma rigidez nas ligagdes

conectadas com esses.

Nos testes de tracao, os resultados apresentam convergéncia, embora sugiram
que o deslocamento continua aumentando com o refinamento da malha, comporta-
mento comum as duas formulagdes. Na abordagem de Baudet (2006), os valores
convergem para uma solugdo mais préxima do resultado analitico. Ja a de Lloyd, Szé-
kely e Harders (2007) tem erro menor que Baudet (2006) na malha inicial (2 elementos),
mas nas malhas mais refinadas seu erro fica maior - exceto na malha 32x16, onde os

erros das duas se igualam.

Em comparacdo com o modelo de tragdo, na compressao é mostrada uma
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curva de convergéncia com inclinacdo mais acentuada (menos horizontal), indicando
que os resultados ainda podem variar com um refinamento adicional da malha, possi-
velmente aproximando-se ainda mais do valor analitico. Essa inclinacao sugere que
um maior refinamento da malha seria necessario para alcancar uma solucao estavel
e garantir a convergéncia completa. No entanto, esse refinamento n&o foi realizado
devido as limitacbes de tempo de processamento e ao elevado volume de calculos
envolvidos. Vale destacar que, para compressao, os erros foram significativamente

inferiores aos observados em malhas equivalentes sob tracao.

Os modelos demonstram que a distribuicao de tensées na barra apresenta
o comportamento teérico esperado onde em condicdes de tracao, as barras horizon-
tais estdo submetidas exclusivamente a esforcos de tragdo, enquanto as verticais

encontram-se sob compressao. O padrao se inverte no caso de compressao.

Embora a malha menos refinada apresente valores de deslocamento satisfa-
térios na comparacéo com os analiticos - com proximidade dos valores obtidos para
malha mais refinada -, sugerindo uma boa adequacao para modelagem, ela néo é
capaz de capturar efeitos importantes como a contragcao ou alargamento da secéo
transversal (efeito de Poisson). Esse tipo de efeito s6 é adequadamente capturado com

um maior numero de elementos no corpo.

Os testes de flex&do e cisalhamento avaliaram os deslocamentos obtidos pelo
método massa-mola-amortecedor com a solucao analitica baseada na teoria de Ti-
moshenko. Para isso, utilizaram-se diferentes configuragées do corpo, permitindo variar

a contribuicao relativa dos efeitos de flexdo e cisalhamento no deslocamento total.

No modelo de flexdo, ambas as formulacdes apresentam boa convergéncia
numérica, com diferencgas inferiores a 0,1 mm entre os deslocamentos obtidos nas
duas malhas mais refinadas. Contudo, mesmo com os resultados convergidos os erros
estdo em torno de 3% em relagao a solugao analitica. Essa discrepancia pode ser
atribuida a magnitude dos deslocamentos, que podem exceder os contemplados pela
solucao analitica — a qual considera apenas pequenas deformacgdes. Além disso, no
modelo numérico, a configuracao de equilibrio é atualizada iterativamente com base na
geometria deformada do passo anterior, 0 que permite considerar efeitos de segunda

ordem, como grandes rotacdes e alteracdes na orientacdo dos elementos.
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Analogamente, no caso do cisalhamento observa-se uma convergéncia mais
significativa em compara¢édo com os modelos iniciais de esforgos axiais. No entanto, os
valores de deslocamento obtidos com malhas menos refinadas que as utilizadas para a
flexao, convergiram para valores com erros superiores. Destaca-se que, dentre todos os
esforgos investigados, o cisalhamento foi 0 Unico caso em que a formulacao proposta
por Lloyd, Székely e Harders (2007) apresentou erro final inferior ao do modelo de
Baudet (2006).

A distribuicao de tensdes no cisalhamento apresenta caracteristicas similares
as da flexao, com as maximas tracées concentradas nas barras superiores proximas
ao engaste para o caso de flexdo e nas barras do lado esquerdo para o cisalhamento.
Analogamente, as maximas compressdes ocorrem nas barras inferiores na flexao e
nas barras do lado direito no cisalhamento, todas localizadas na regiao do engaste.
A principal diferenga ocorre na regidao proxima a extremidade livre. Enquanto na fle-
Xxao as barras proximas a borda apresentam tensdes com magnitudes similares, no
cisalhamento observam-se valores distintos, comportamento evidenciado pela distri-
buicao contrastante de cores na configuracao final das malhas. Este comportamento
distinto deve-se a aplicacao direta do carregamento na extremidade livre, que resulta

em compressao nas barras horizontais a esquerda do eixo central e tracao a direita.

A Tabela 13 compara as diferengas nos deslocamentos obtidos entre as duas
ultimas malhas testadas, para todos os tipos de carregamento e ambas as formulagdes,

e 0 quanto essa diferencga representa percentualmente no valor analitico de referéncia.

TABELA 13 — Comparagao das diferencas entre malhas e representatividade analitica

Diferenca entre Relacao com o
ultimas malhas resultado
Carregamento (mm) analitico (%)

Baudet Lloydetal. Baudet Lloyd etal.
(2006) (2007) (2006) (2007)

Tracéo 0,320 0,300 0,320 0,300
Compresséao 0,390 0,390 0,390 0,390
Flexao 0,090 0,010 0,068 0,008

Cisalhamento 0,120 0,090 0,086 0,065

Os modelos que apresentam menores valores de deslocamento, flexdo e

cisalhamento, demonstram melhor convergéncia, enquanto os demais requereriam um
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refinamento adicional de malha para alcancar diferencas préximas a 0,1 mm. Embora
se observe variagdes quanto ao erro final, ambas as formulagcdes exibem padrées de

convergéncia similares, tendendo a valores estacionarios.

Para os testes de obtengcédo de um padrao de fissuracéo foi observado compor-
tamento distinto entre as duas formulacdes para todos os esforgos, tanto para o tempo
da primeira quebra quanto o padrao e localizacao das ligacdes rompidas. A primeira

ligacdo quebrada, no entanto, € sempre a mesma nas duas formulagdes.

Na aplicagdo de mesmo limite de deformagédo em todas as ligagdes, tanto para
o teste de tracdo como para o de compressao, na formulagdo de Baudet (2006) o
rompimento aconteceu proximo ao apoio enquanto que para Lloyd, Székely e Harders
(2007) o rompimento foi no entorno das primeiras ligagées rompidas. Na situacao de
limite inversamente proporcional nas ligagdes o padréo para formulacédo de Baudet

(2006) muda e o rompimento agora € em formato de "V" perto da extremidade livre.

Esse comportamento de quebra proximo da primeira ligacdo rompida para
a formulacao de Lloyd, Székely e Harders (2007) esta presente em todos os testes.
Um dos motivos para esse padrao pode ser a utilizacao de ligacoes pré-tensionadas,
condigéo que faz parte da formulagéo quando o calculo do comprimento inicial de cada

ligagédo é ajustado.

Para os modelos de flexao e cisalhamento os rompimentos foram concentrados
nas regides de maior momento. Em ambas as distribuicdes de deformacao limite, para
a flexao, o modelo Baudet (2006) rompeu tanto nas regides de tracdo como na de
compressao, mas com proporcdes diferentes. O de Lloyd, Székely e Harders (2007), no
entanto, apenas rompeu na regido de tracdo, mesmo tendo mesma deformacéo limite

para tragao e compressao.

No corpo quadrado submetido ao esfor¢o de cisalhamento, utilizando a formula-
cao de Baudet (2006), observa-se uma distribuicao relativamente uniforme das fissuras
por tracao e compressao, tendo um padrao quase simétrico quando os limites séao
distribuidos de forma inversamente proporcional. Utilizando o método de Lloyd, Székely
e Harders (2007), em ambas as distribui¢cdes, as rupturas tendem a se concentrar nas
proximidades da primeira ligagdo rompida por compressao. No entanto, algumas barras

também se rompem na regido de tracao.
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A formulacdo de Baudet (2006) apresenta um comportamento mais ductil
sob todos os tipos de carregamento quando se utiliza a distribuicdo uniforme do
limite de deformacgao. No entanto, ao adotar a distribuicdo inversamente proporcional,
esse comportamento ductil se mantém apenas nos ensaios de flexao e cisalhamento.
Por outro lado, 0 modelo de Lloyd, Székely e Harders (2007) mantém uma resposta
semelhante a de um material fragil em todos os ensaios, independentemente da

distribuicdo adotada para o limite de deformacéo.

ldealmente, a distribuicdo de limites e formulagdo que melhor prevé os padroes
de fissuragdo devem ser selecionadas com base em validagao experimental. Porém,
como limitacao deste trabalho foram utilizados limites de tracdo e compressao iguais,
uma suposicao feita para simplificar a analise; no entanto, na realidade, os materiais
normalmente apresentam diferentes resisténcias a tracdo e a compressao, e essa

assimetria tem um grande impacto no inicio e na propagagéao de falhas.

Os testes realizados também tiveram carater demonstrativo, evidenciando
que o método é capaz de incorporar descontinuidades e continuar operando sem a

necessidade de refazer a malha quando essas descontinuidades surgem.

No modelo de queda e impacto com a superficie, ndo foi possivel comparar
os resultados com um modelo analitico, como nos casos estaticos anteriores, devido
a auséncia de formulacbes que relacionem os parametros de amortecimento das
ligagdes com caracteristicas do continuo. As formulagdes adotadas, estabelecem
equivaléncia apenas para a rigidez, mas nao para o amortecimento das ligacées em
relacdo ao amortecimento real do material. Além disso, utilizam um amortecimento
arbitrario, o que é viavel em andlises estaticas. No entanto, para simulagées dinamicas,
a relacao correta entre 0 amortecimento das ligacées e o amortecimento do material
€ tdo importante quanto a rigidez para representar adequadamente a resposta a

carregamentos dinamicos.

Durante a interacdo com a superficie, foram observadas pequenas instabilida-
des pontuais na atualizagdo da posicao dos pontos pés contato, evidenciando que a
reducdo do passo temporal é parametro critico para manter a estabilidade numérica em
analises dinamicas deste tipo, que envolvem acentuadas nao-linearidades geométricas

e de contato.
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O método massa-mola-amortecedor apresenta caracteristicas promissoras
para aplicacdo em problemas dindmicos devido a sua formulacdo baseada em sistemas
dindmicos locais nas ligacoes. A principal vantagem esta na possibilidade de extensao
para cenarios dinamicos mais complexos sem necessidade de modificagdes estruturais
no algoritmo principal ou na sua implementacéo. O principal desafio esta na calibragéo
analitica dos parametros, que agora deve abranger ndo apenas a rigidez, mas também

0 amortecimento.



114

5 CONCLUSAO

Neste trabalho, compararam-se duas formulacdes de equivaléncia baseadas
em solucgdes analiticas para a rigidez das ligagdes de um rede massa-mola-amortecedor.
Um dos desafios para adog¢dao mais ampla deste método € a dificuldade de obter tais
parametros analiticamente e garantir que representem fielmente o comportamento de
um corpo qualquer. A formulagdo de Baudet (2006) tem aplicacdo mais ampla que a de
Lloyd, Székely e Harders (2007) em termos de variedade de propriedades do material,

pois permite simular diferentes valores de coeficiente de Poisson.

O método é de implementacao simples, ja que utiliza apenas sistemas dinami-
cos locais basicos e movimentacao de pontos de massa pela lei de Newton. No entanto,
a implementacao de Baudet (2006) exige a inclusao de forcas de correcao para o efeito
de Poisson, 0 que torna o processo um pouco menos direto. Ja em Lloyd, Székely e
Harders (2007), a adaptacéo da légica geral da malha de molas resume-se ao calculo

do comprimento de repouso.

Ambas as formulacdes apresentaram distribuicoes de tensado equivalentes na
peca, alinhadas com o esperado. Também demonstraram tendéncia de convergéncia
nos resultados de deslocamento e posicionamento do corpo com o refinamento da
malha. Para tracdo e compressao, porém, a convergéncia foi menos evidente do que
em esforcos combinados (flexao e cisalhamento), possivelmente devido a magnitude do
deslocamento. Apesar da convergéncia incompleta, o ensaio de compressao registrou

erros inferiores a 1%.

Todos os testes em ambas as formulacdes apresentaram erros menores que
4% em relacdo ao valor analitico. No entanto, esse nao deve ser o unico parametro
para avaliar a validade completa do método, ja que ndo contempla efeitos de Poisson
ou deformacdes causadas por nao linearidades geométricas. Para uma validagao mais
abrangente, o ideal seria a comparacao com resultados experimentais, capazes de

capturar de forma mais realista o0 comportamento mecanico.

A aplicacao do método da forma como foi utilizado neste trabalho mostrou

limitagcdes quanto a tempo de simulagédo e custo computacional, 0 que exigiu 0 uso



115

de um material arbitrario para sua avaliagdo. Para testar materiais reais comuns na
engenharia civil, como concreto e aco, seria necessario adotar passos de tempo ainda
menores - 0 que comprometeria o tempo de simulacao. Além disso, a alta rigidez das
ligacOes pode levar a instabilidades numéricas: passos de tempo grandes fazem com
gue pontos de massa se desloquem além dos limites fisicos realistas, ultrapassando a
posicao de outros pontos. Essa sobreposicao faz com que o corpo deformado perca

sua forma original, invalidando os resultados.

Esses problemas poderiam ser mitigados por meio da paralelizacdo do modelo
ou da implementacgao de forcas de repulsao entre as particulas, que evitariam o colapso
da simulagdo. No entanto, essas for¢cas nao foram utilizadas por ndo fazerem parte de

nenhuma das abordagens adotadas neste trabalho.

Nos testes para observar o padréo de fissuragéo, verificou-se que as formula-
¢cOes de Baudet (2006) e Lloyd, Székely e Harders (2007) produzem padrdes de ruptura
e localizacgOes de falha distintos, influenciados tanto pela formulagéo quanto pela distri-
buicao do limite de deformacgéo. Enquanto a abordagem de Baudet (2006) apresentou
comportamento mais ductil, especialmente com limites uniformes, a abordagem de
Lloyd, Székely e Harders (2007) mostrou resposta mais fragil, com rupturas concentra-
das préximas a primeira falha. Embora nao tenha havido validacao experimental, os
testes demonstram que o0 método é capaz de incorporar e propagar descontinuidades
durante a simulagéo, sem a necessidade de refazer a malha, o que reforga seu potencial

para estudos exploratorios de padrdes de fissuracao.

O teste de impacto, ou drop test, foi realizado para demonstrar a aplicacao do
método em sistemas sem condi¢cbes de contorno definidas. Embora nao tenha sido
avaliada a equivaléncia numérica, foi possivel observar a interagao do corpo com a

superficie e a propagacdo do movimento em ondas através do corpo.

Apesar da auséncia de uma formulacao de equivaléncia de amortecimento
para a malha quadrangular, a capacidade do método de funcionar com condi¢des
de contorno apenas em alguns momentos da simulagdo representa uma vantagem
em relagdo a métodos mais consolidados, como o método dos elementos finitos que,
por definicdo, resolve problemas de valor de contorno. O método consegue simular a

movimentacdo da malha sem as condicdes de contorno pela associacdo do movimento



116

do corpo rigido associado a deformacéo. Essa caracteristica justifica o uso atual do

método em situacdes que demandam interacao em tempo real com o modelo.
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6 TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdes para trabalhos futuros tém-se:

* Implementacéo de programacao em paralelo para distribuicdo do processamento
computacional, permitindo a utilizacdo de passos de tempo menores e conse-

quentemente a modelagem de materiais reais mais rigidos;

» Desenvolvimento de métodos para determinacéo do amortecimento real do ma-
terial em malhas quadrangulares, visando possibilitar a simulacédo e validacao

numérica de cenarios dindmicos;

» Extensdo da metodologia para modelos tridimensionais, investigando padrdes de

fissuracdo nesta configuracéo.
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