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RESUMO

O presente trabalho se propde a apresentar conceitos de Analise Combinatéria, a
partir da leitura de diversos textos, sendo o principal "Pascal’s Triangle", do matematico
russo Vladmir Uspenskii. Neste texto sdo explorados os conceitos mais elementares de
Andlise Combinatoria, tendo por problema motivador uma questao da VIl Olimpiada
de Matematica de Moscou, ocorrida em 1945. O texto datado de 1974, constréi a nogao
de coeficientes binomiais, Triangulo de Pascal e combinag¢des simples, por meio da
situacao-problema do Capitulo I. Destaca-se a comparacao do numero de subconjuntos
de um conjunto dado com o conceito de combinacdes simples, paralelo pouco ou
nenhuma vez observado em textos Universitarios ou de Ensino Médio brasileiros. A
releitura desta obra, como incentivo a curiosidade e ao estudo de Analise Combinatéria
€ o grande objetivo deste trabalho.

Palavras-chaves: Triangulo de Pascal,Analise Combinatéria,Combinacdes Simples,
Relagéo de Stifel.



ABSTRACT

This paper aims to introduce concepts of Combinatorics through the reading of various
texts, with the main one being "Pascal’s Triangle" by the Russian mathematician Vladmir
Uspenskii. This text explores the most elementary concepts of Combinatorics, motivated
by a problem from the 8th Moscow Mathematical Olympiad, held in 1945. The text,
dated 1974, builds the notion of binomial coefficients, Pascal’s Triangle, and simple
combinations through the problem-solving approach in Chapter 1. A noteworthy point
is the comparison between the number of subsets of a given set and the concept of
simple combinations, a parallel rarely, if ever, observed in brazilian university or high
school textbooks. The reinterpretation of this work, as a means to stimulate curiosity
and the study of Combinatorics, is the primary goal of this paper.

Key-words: Pascal’s triangle, Combinatorics, simple combinations,Stifel Relation.
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1 INTRODUGAO

Este trabalho tem por objetivo apresentar conceitos de Analise Combinatoria
explorando a obra do matematico russo Vladmir Uspenskii, intitulada em inglés "Pascal’s
Triangle". O texto datado de 1974 € uma referéncia em diversas obras de outros autores,
e até a data deste trabalho ndo possui versao em portugués.

A intencao deste texto é abordar alguns aspectos da obra de Uspenskii, ndo
se tratando de uma mera revisdo, mas de uma releitura, agregando informacoées que
sirvam de suporte para a leitura e estudo em nivel académico, bem como de instrumento
acessivel aos colegas professores que lecionam matematica para o ensino médio.

O artigo se inicia por um capitulo sobre resultados preliminares, os quais sao
Uteis para uma leitura mais progressiva do presente texto. Sdo abordados conceitos
como fatoriais, principio multiplicativo, arranjos, permutacdes e combinac¢des simples.
No Capitulo 3 apresenta-se um breve historico sobre a referida Obra de Uspenskii, texto
que € explorado nos capitulos seguintes, cujo fio condutor € justamente o problema que
da inicio ao texto, o qual foi extraido da VIII Olimpiada de Moscou, ocorrida em 1945.
Suponha-se que um grupo de 16 homens ande por uma rede de caminhos conforme
a figura e direcao indicados a seguir: Em cada direcao parte metade da quantidade

A

M

FIGURA 1 — Rede de caminhos. Figura construida pelo autor a partir da original da obra de
Uspenskii via Geogebra

de homens e, em cada intercessao da rede de caminhos, partem para cada direcéo
a metade da quantidade de homens que ali chegou. Repetindo-se essa caminhada
sucessivamente, quantos homens chegam em cada ponto da 4a.linha dessa rede de
caminhos? A resposta para 16 homens parece bem simples ou elementar. Mas e se ao
invés disso fossem 21 homens em relagio a milésima linha? Essa é a pergunta que
dispara o desenvolvimento da obra de Uspenskii, a qual se apresenta neste trabalho.



12

A resposta do problema é construida e confirmada, tanto ao final do texto origi-
nal, como neste artigo. No quarto capitulo apresenta-se o texto de Vladmir UspenskKii
que serviu de base para este trabalho e ideias preliminares para resolu¢ao do problema
proposto. O capitulo 5 retoma a discussdo da obra sobre a existéncia de solucao
para o problema da VIl Olimpiada. O capitulo 6 apresenta a Operacao da Pascal, a
qual da origem ao triangulo de Pascal, cuja forma e propriedades sao descritas nesta
parte. No capitulo 7 aborda-se a relagdo entre os coeficientes do tridngulo de Pascal
e coeficientes binomiais. O capitulo 8 traz uma abordagem diferente, a qual consiste
na observagao do numero de subconjuntos de um conjunto dado. A partir dessa ideia,
algumas propriedades de combinagdes sdo revisitadas. O capitulo 9 aborda a conexéo
entre todos os pontos tratados e fatoriais. Com isso se finaliza a releitura da obra
de Uspenskii e uma analise final € fornecida no capitulo 10. Por fim, este trabalho
possui um produto educacional, o qual consiste da abordagem pratica e do contato
com a disserticdo, em nivel de ensino médio ou graduacao, propondo a abordagem
dos pontos mais essenciais, por meio de atividades e sequéncias didaticas.



13

2 RESULTADOS PRELIMINARES

A fim de tornar o presente trabalho mais claro e estruturado, neste capitulo
serdo explorados alguns conceitos matematicos convenientes para a continuidade do
assunto a ser tratado.

2.1 FATORIAL ())

De acordo com Bachx, Lima e Oliveira, seja n € Z,. Chama-se n fatorial ou
fatorial de n, indicado por n! o produto de n por seus antecessores até 1:

Paran = 0,0! = 1. Caso contrario,

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. (2.1)
2.1.1  Propriedades

a. Define-se de maneira recursiva o fatorial de n por:
nl=n-(n—1),L (2.2)
Desta propriedade, define-se o item b a seguir:

b. Para 1! (fatorial de 1), tem-se:
11 =1.

Demonstracao:
a. Por definicdo em 2.1 tem-se:
n=n-(n—1)-n—2)-...-3-2- 1L
Aplicando-se a definigdo ao antecessor de n, tem-se:
m—1)l=mn-1)-n—-2)-(n—3)-...-3-2-1. (2.3)
Reescrevendo n! a partir de (2.3), tem-se:

nl=n-(n—1).L

Observacao 1: O uso desta maneira de reescrever fatoriais é bastante conve-
niente quando se tratam de expressdes que necessitem de simplificagdo, como
sera possivel observar em exemplos de aplicagao na continuidade do texto.

b. Seja 2! =2 -1 = 2. Aplicando (2.3) temos: 2! =2-1 =2 — 2! = 2. 1l. Como
2l =2, temosque: 2! =2-1=2 — 2= 2.1l Dividindo ambos os membros da
igualdade por 2, segue que: 1! = 1.
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Observacao 2: Uma maneira pratica de se entender a definicdo 0! = 1 e a
propriedade 1! = 1 sera abordada durante o estudo das permutagdes simples.

2.1.2 Algumas Aplicac¢des diretas

A compreensao da obra de Uspenskii requer ndo apenas os resultados preli-
minares, mas a sua correta aplicacdo. O fatorial guarda discreta semelhanca em sua
utilidade com a operacao de potenciacao. O uso de potenciacado previne a escrita
repetida de multiplicagées de um mesmo fator. O uso do fatorial simplifica a escrita de
multiplicagdes recorrentes em que os fatores sdo numeros inteiros, tais que o maior
seja o fatorial dado e os demais sejam seus antecessores até 1. Esta simplificacdo de
escrita é essencial quando se trata de aspectos da analise combinatéria, em que tais
multiplicacdes sao frequentes. Para iniciar as aplicacdes, apresenta-se o exemplo a
sequir:

Exemplo 1: Determinar o valor de 6!. Neste caso basta aplicar 2.1: 6! =
6-5-4-3-2-1="720. No proximo exemplo, tem-se uma fragdo em que o numerador
e o denominador s&o fatoriais. Para simplificar essa expresséao, sera usado a escrita
recursiva de fatorial, ou seja, 2.2.

Exemplo 2: Resolver:

7!
Z.

Ao desenvolver os dois fatoriais, tem-se:

77 7-6-5-4-3-2-1
T 4-3.2-1

Note que a expressédo em negrito coincide com o denominador. Isso significa
gue nao era necessario desenvolver os dois fatoriais por completo; bastava escrever o
produto do 7! até o 4!.

7 7-6-5-4  7-6-5-4
4! 4! - P N

Assim, cancela-se o fator 4! no numerador e no denominador, simplificando a
expressao.

7-6-5.

Observacao 3: Esta forma de escrever fatoriais em fragcdes permite estabelecer
como principio de simplificacdo o desenvolvimento do maior fatorial até o menor, com o
qual se pretende simplificar. Em outras palavras, desejando-se cancelar dois fatoriais
iguais, desenvolve-se o fatorial do maior niumero até obter-se o fatorial do menor para
simplificacdo.
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Ou seja,

7 7-6-5-4-3-2-1
4! 4.3.2-1

7654
N 4!

_T-6-5-41
oA

=7-6-5=210.

Exemplo 3: A partir do exemplo anterior, simplificar a fragao abaixo:

(n+3)!

o (2.4)

Usando-se (2.3) no numerador sucessivamente, obtém-se a expressao do denomina-
dor.

(n—1)! (n—1)!
Cancelando-se (n — 1)! vem:

(n+3)-(n+2)-(+1) - n- (oD
(17

Na préxima situacao, a simplificacdo dos termos na fragdo nao é tao evidente
pois o denominador apresenta uma poténcia de base 2 e um fatorial, enquanto o
numerador é o fatorial de um termo par, o qual exigira uma manipulacao algébrica
conveniente para tornar o cancelamento possivel.

(n+3)! (n+3)-(n+2)-(n+1)-n-(n—1)!'

= n' 4 6n3 + 11n? + 6n.

Exemplo 4: Simplificar a expressao: [Bachx]

2n)!
ont 29
Desenvolvendo os fatoriais de 2.5 tem-se:
(2n)!  (@2n)-2n—-1)-(2n—2)-...-3-2-1
2n . n! 2n . n! '
Reescrevendo a multiplicacdo no numerador, de modo a separar termos pares e termos
impares, segue:
(2n)-(2n—2)-...-4-2-(2n—1)-(2n—3)-...-5-3-1
2n - n! '

Reescrevendo-se os termos pares do numerador como produtos em que um dos fatores
seja 2, vem:

2-n)-(2-(n—1))...-(2-2)-(2-1)- (20 —1)- (2n —3)...-3-1
21 . ! )
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Note que existem, na por¢ao dos termos pares do numerador, n termos multiplicados,
cada um, por 2. Este fato permite escrever a expressdo da seguinte forma:

2"y n-(n—1)-...-2-1-2n—-1)-2n—3)-...-5-3-1
2n . nl '
Onde:
2 n-(n—=1)-(n—2)-...-2-1=2"-nl (2.6)
Aplicando-se (2.6) no numerador, vem:
2"y n-(n—1)-...-2-1-2n—-1)-2n—-3)-...-3-1
2n - n! -
2"-n)-2n—-1)-(2n—-3)-(2n—=5)-...-5-3-1
2n . n! '

Cancelando-se 2" - n!, segue:
(@2nmty-(2n—1)-(2n—3) - (2n —5)-...-5-3-1

E finalmente, a forma simplificada sera: 1-3-5-...- (2n —1).

A préxima aplicacéo direta consiste da reciproca do segundo exemplo apre-
sentado, ou seja, pretende-se transformar a multiplicagdo dada em um quociente de
fatoriais.

Exemplo 5: Escrever as expressdes como quocientes de fatoriais:

a.
9-8-7. (2.7)
Para escrever um fatorial, vamos continuar o produto até o 1, escrevendo 0s
mesmos termos no denominador, para nao alterar o produto inicial:
9-8:7-6-5-4-3-2-1
ST =T 54321
Agora, basta reescrever o numerador e 0 denominador como 0 quociente de
fatoriais solicitado:
9-8-7-6-5-4-3-2-1 9!
6-5-4-3-2-1 6
b.

(n—=3)-(n—4)-(n—2>5).
Para resolver esta expresséo sabemos que o proximo termo do produto € (n — 6).
Apds esse termo, existe uma quantidade indefinida de termos, sendo que os
ultimos constituem o produto ... -3-2- 1. Usando o mesmo artificio do exemplo
anterior, segue:

n—=3)-(n—4)-(n—=>5) =
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Nestas ultimas aplicagdes podemos observar que a resolugéo consiste em multiplicar a
expressao dada pelo fatorial do antecessor do ultimo termo dado. Esse mesmo fatorial
sera o denominador. O ajuste final se trata de reescrever o numerador transformando o
produto no fatorial do maior termo.

2.2 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

O Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo (PM)
€ um conceito amplamente aplicado em Analise Combinatoria, pois determina a quanti-
dade de "combinagbes"' de elementos de um conjunto finito.

Definicao: [Bachx] Sejam A;, As... acontecimentos tais que A; ocorre de m, formas e
A, ocorre de my formas, e assim por diante. O numero total de possibilidades de A; e
A, ocorrerem seguidamente é my - ms.

Exemplo 6: Para decidir sobre a roupa que usara em determinado evento, uma pessoa
deve escolher uma entre 5 camisas e um entre 7 calcas. De quantos modos sera
possivel tomar essa decisao?

Neste problema elementar, chamaremos p;: escolha da camisa e p,: escolha
da calga. Tanto p; quanto p, sao escolhas independentes. Para cada camisa escolhida
ha 7 opcdes de calgca. Aplicando-se o PFC tem-se que o total de possibilidades sera:

p1-p2=05-7=35.

Ou seja, sera possivel escolher entre 35 possibilidades de calca com camisa.

Exemplo 7: Em um grupo de 8 pessoas, pretende-se escolher uma dupla, sendo que
cada um dos membros tera um papel distinto. Desse modo, de quantas formas sera
possivel fazer essa escolha?

Note-se que a segunda escolha a ser feita depende da primeira, ja que a
primeira pessoa escolhida ndo podera ocupar duas funcdes simultaneamente, nao
podendo, portanto, participar da segunda escolha. Assim, p; = 8 pessoas para a
primeira escolha, enquanto p, = 7 pessoas na segunda escolha, ja que a oitava pessoa
do grupo foi anteriormente escolhida.

Aplicando-se o PFC tem-se:
pl-p2=8-7:56.

Ou seja, é possivel escolher uma dupla entre 56 possibilidades.

' termo grafado entre aspas significando a associagdo de diversas escolhas, e ndo a definicao de
Combinacgao Simples, conceituada em Andlise Combinatéria
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Exemplo 8: Quantos numeros de 3 algarismos existem . ..

a. ... aotodo?
b. ... sem que haja repeticdo de algarismos?
Solucao:

a. Deve-se fazer trés escolhas, uma para centena, outra para dezena e outra para
unidade. Como ndo ha nenhuma restricao explicita (ndo poder usar um algarismo
especifico, ou, ndo poder repetir algarismos, por exemplo), basta atentar-se ao
seguinte: escolhendo-se a centena, o zero ndo € uma opg¢ao disponivel. Logo, por
PFC tem-se que a quantidade total de numeros com 3 algarismos é 9-10-10 = 900.
Ou seja, existem 900 numeros com 3 algarismos. Aqui destaca-se que entre os
900 numeros ha os que nao tem repeticao de algarismos, como 123 e 0s que tem
repeticdo, como 144 e 555, por exemplo.

b. Neste caso ha, além da restricdo do zero, a nao repeticao dos algarismos, o que
torna as escolhas dependentes. Ao escolher a centena, tem-se 9 opgoes, ja que o
zero ndo pode ser usado. Ao escolher a dezena, como o algarismo das centenas
nao pode ser repetido, restariam 8 opg¢des. Entretanto, o zero agora pode ser
usado. Assim, ha 9 op¢des para a dezena. Tendo-se escolhido a dezena e néo
podendo repetir os algarismos usados, restam agora 8 opcdes para a unidade.
Assim, por PFC tem-se que a quantidade total de numeros com 3 algarismos sem
repeticdo € 9- 9 - 8 = 648. Ou seja, existem 648 numeros com 3 algarismos sem
repeticao.

2.3 PERMUTAGOES DE ELEMENTOS DISTINTOS

Segundo o dicionério online Michaelis, permutar significa, entre varias acep-
¢cdes, "trocar uma coisa por outra, substituicdo". Em Andlise Combinatéria, segundo
(Bachx; Poppe; Tavares, 1975), chama-se permutacdo de n elementos a qualquer
agrupamento ordenado desses elementos.

Exemplo 9: Ao organizar uma fila com 3 criancgas ¢y, ¢z, c3, S0 permutacoes
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as seguintes filas:

C1,C2,C3
C1,C3,C2
C2,C1,C3
C2,C3,C1
C3,C2,C1

3, C1, C2.

Note que a permutacao das 3 criangas resultou 6 grupos ordenados distintos.
Para determinar o numero de permutagdes de n-elementos distintos sem a necessidade
de escrevé-los, sera aplicado o Principio Multiplicativo:

A fila contém 3 lugares a serem ocupados por 3 criancgas.

a. Para ocupar o primeiro lugar, ha 3 possibilidades.
b. Escolhida a primeira crianca, restam duas op¢des para o segundo lugar.

c. Escolhida a segunda criancga, resta uma opc¢ao para o terceiro lugar.

Desse modo, por Principio Multiplicativo (PM), segue que o0 numero Ps, corres-
pondente ao niumero de permutacdes de 3 criangas em uma fila, sera:

Py=3-2-1=6. (2.8)

Ou ainda:
Py=3.2.1=3l (2.9)

Pensando neste exemplo determina-se o numero de permutacdes de n ele-
mentos da seguinte forma:

TABELA 1 — Numero de possibilidades para preencher os lugares

Acontecimento possibilidades
1. Preencher o primeiro lugar. n.
2. Preencher o segundo lugar tendo escolhido o primeiro. n— 1.
3. Preencher o terceiro lugar tendo escolhido o segundo. n— 2.
n. Preencher o n-ésimo lugar, tendo escolhido o pendltimo lugar. 1.

P,=n-(n—1)-(n—2)-...3-2-1=nl (2.10)
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Exemplo 10:

a. De quantas maneiras 7 pessoas podem se organizar em uma fila?

Pr=7=7-6-5-4-3-2-1=5040.

Exemplo 11:

b. De quantas maneiras pode se organizar uma fila de 7 pessoas de modo que
Carla e Marina estejam sempre juntas e nessa ordem?

Se Carla e Marina devem aparecer sempre juntas e nessa ordem, considera-se a
dupla como um unico elemento da fila, de modo que, ao invés de se preencher 7
lugares, serdo preenchidos 6. Portanto, tem-se P; = 6! = 720.

Observacao 4: Se Carla e Marina estiverem juntas em qualquer ordem, tem-
se duas situacdes disjuntas: na primeira, ocorre a permutacao de 6 elementos,
sendo um deles a dupla Carla-Marina. No segunda, ocorre a permutacao de 6
elementos, sendo um deles a dupla Marina- Carla. O total de permutacées neste
caso sera 720 + 720 = 1440. Os dois resultados obtidos foram somados pois sao
mutuamente excludentes, ou seja, ndo ocorre uma fila em que Carla e Marina se
apresentam nesta ordem e em ordem contraria simultaneamente. Entdo o que
foi contado no primeiro caso ndo se repetiu no segundo. Por isso, a necessidade
de somar os resultados encontrados. Em alguns materiais € possivel encontrar
este tipo de procedimento com o titulo de Principio aditivo, ou "principio do 'ou’™,
destacando a ideia de disjun¢ao, mas ndo uma regra formal.

Observacao 5: No caso em que se pergunte quantas filas existem de modo que
Carla e Marina nunca estejam juntas, sabendo-se que o total de filas € 5040 e
qgue o total de filas em que elas se apresentam juntas e em qualquer ordem é
1440, entado o total de filas desejado sera:

5040 — 1440 = 3600.

Aplicando-se a ideia de filas, é possivel analisar 1! e 0! da seguinte forma: 1!
corresponde ao numero de permutacdes de um elemento, ou seja, uma fila com um
unico individuo, por exemplo. Neste caso, sé existe uma possibilidade de organizar a
fila, que é a fila com este individuo. Logo, intuitivamente P, = 1! = 1. Para 0! tem-se
o numero de filas com nenhum elemento. No caso de uma fila com zero individuos,
a unica opcao disponivel € nao ter fila. Logo Py = 0! = 1. Esta discussao permite
dar um significado pratico aos fatoriais de 1 e 0.Chamamos a atencao para o fato de
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que essa nog¢ao intuitiva atribui um significado para as expressées mencionadas, e
nao a totalidade do significado, ja que, em outros contextos em que ocorrem 0! e 1!, 0
significado pratico destas expressdes é outro. Para aprofundamento, convém estudar
essa ocorréncia em Polinbmio de Taylor.

2.4 ARRANJOS SIMPLES

Para Oliveira, arranjos correspondem a grupos de p elementos distintos, es-
colhidos de um conjunto de n elementos dados, diferenciados pela ordem e natureza
dos elementos que compde esses grupos. A quantidade de arranjos de n elementos
tomados p a p, com n e p numeros naturais é indicada por A2, comp <nen > 1.

Exemplo 12: Quantos numeros de 3 algarismos podem ser formados usando-se 0s
algarismos 1,2,4,5,6 sem repeticao?

Solucao: Tomando-se dois numeros que satisfagam o enunciado: 124 e 241,
note que, apesar de se utilizar os mesmos algarismos, os exemplos dados séo distintos
devido a ordem dos elementos. Desse modo, as escolhas serao feitas da seguinte
forma:

a. Na ordem das centenas ha 5 opgdes disponiveis.
b. Uma vez definida a escolha anterior, restam 4 opgdes para a ordem das dezenas.
c. Por fim, restam 3 op¢des para a ordem das unidades.

Por PM temos que o total de numeros é 5 - 4 - 3 = 60.

Deduzindo uma férmula para o calculo geral de A?, com aplicagdo de permuta-
cbes, pode-se considerar o seguinte, de acordo com Plinio:

a. Precisa-se preencher p posi¢oes, sendo que a primeira deve ser preenchida com
1 entre n elementos.

b. A segunda deve ser preenchida com 1 entre (n — 1) elementos.
c. A terceira posicéo deve ser preenchida com 1 entre (n — 2).
d. Na p-ésima posi¢do tem-se (n — (p — 1)) = (n — p + 1), ja que o termo subtraido

de n € o antecessorde p: p — 1

Para determinar AP basta aplicar PM, tal que:

A =n-n-1)-n=2)-...-(n—p+1)= (2.11)

(n—p)!
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Note-se que, na multiplicacdo inicial da expressao 2.11, usou-se a ideia de
escrever a multiplicacdo na forma de um quociente de fatoriais, item apresentado
anteriormente em 2.7. Convém salientar ainda que o uso de 2.11 na resolucao de
problemas pode facilimente ser substituido pela aplicagdo direta do PM. Retornando ao
exemplo, dados os 5 algarismos, o numero formado com 3 algarismos corresponde a
um arranjo de 5 elementos tomado 3 a 3, ja que a ordem dos elementos define nimeros
diferentes. Aplicando-se 2.11 vem:

5! 5!
(5_3)!2525-4-3:60.

L

Ou seja, sao 60 numeros nas condi¢des solicitadas.

Comparando as duas solu¢des fornecidas, a que envolve a aplicacao direta do
PM se expressa de forma mais simples e direta.

Exemplo 13: [OLIVEIRA] Num concurso com 12 participantes, se nenhum pode ganhar
mais de um prémio, de quantos modos podem ser distribuidos um primeiro € um
segundo prémios?

Solucao 1: Por PM temos duas escolhas a fazer. Para o primeiro prémio temos
12 candidatos, e escolhido o ganhador, restam 11 op¢des para o segundo prémio.
Portanto, segue:
12-11 = 132.

Ou seja, 132 possibilidades.

Solucao 2: Considere os participantes p; € p,. Se p; ganha o primeiro prémio
e p» 0 segundo, teremos uma dupla. Se ocorre o contrario, teremos outra dupla, mesmo
que sejam 0s mesmos participantes, pois o que os diferencia sdo as premiacoes
recebidas. Como a ordem dos participantes interessa ao problema, aplica-se o conceito
de arranjo de 12 participantes tomados 2 a 2. Assim:

12! 12!
— =12-11 = 132.

A2 = - =
2 (12-2)! 10!

Novamente, a aplicacao do Principio Multiplicativo gerou uma solu¢ao mais simples do
que a aplicacao do conceito de Arranjo Simples.

2.5 COMBINAGAO SIMPLES

Ao contréario dos arranjos, as combinacdes ndo se distinguem pela ordem dos
elementos. Se, por exemplo, for necessario escolher uma dupla de criancas entre
Artur, Claudio e Rafael, as duplas compostas por Artur e Rafael ou por Rafael e
Artur sdo a mesma. Considerando-se o conceito de arranjo, como a ordem agora
nao diferencia os resultados, para se determinar a quantidade de combina¢des dada
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por C? sera necessario excluir as repeticoes. Essas repeticdes sao, de acordo com
Morgado permutac¢des dos elementos do subconjunto formado ou escolhido. Como os
elementos sao tomados p a p, a quantidade de combinacdes de n elementos se da
pela quantidade de arranjos de n elementos tomados p a p, dividido pelo niumero de
repeti¢cdes, dado pela permutacao de p elementos, ou seja, p!

cp = n
n!
C«p _ (n—p)!
n |
Pﬁ‘ X (2.12)
C(n-p! P
n!
ol (n—p)l.

Exemplo 14 [Oliveira] Quantas saladas podemos formar contendo exatamente 4 frutas,
de um total de 10?

Solucao: O resultado sera a combinacao de 10 frutas tomadas em subconjun-
tos de 4. Aplicando 2.12 vem:

= 210.

oo 100100 10-9-8-7 5040
074 (10 —4)! 4.6 4-3-2-1 24
Ou seja, sao 210 possibilidades de saladas com 4 frutas entre as 10 disponiveis.

A expressao 2.12 pode ser definida também como numero binomial, cuja
notag&o é: (7), dados n e p dois nimeros naturais com n > p. Mais adiante o conceito
de numeros binomiais sera aprofundado. A seguir, a notacado de binomial.

Na secdo seguinte serdo apresentadas as propriedades de Combinagdes, as quais se
da um destaque maior devido ao seu uso no desenvolvimento da obra de Uspenskii

2.6 PROPRIEDADES DAS COMBINAGOES

2.6.1 Resultados Imediatos

Do calculo das combinagées, pode-se rapidamente inferir os seguintes resulta-
dos:

a)
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? (p): oot
p) p--p! p-0
c)
n n!
<n—1)_(n—1)!-(n—(n—1))‘
n!
T -1l (n—n+1)
n!
T n—1)-1
_n-(n—1)!
- (n—1)!
_n-(n—T1J
(n—11
1
d)

(nil)zo'

O fato acima resume a seguinte ideia: nao € possivel escolher um subconjunto com
quantidade de elementos maior do que o total de elementos do conjunto.

2.6.2 Propriedade 1: Combinagdes Complementares

Definicao: [BACHX] Considere um conjunto com n elementos. Cada vez que se
escolhem p elementos deste conjunto, com n > p, 0s n — p elementos restantes do
conjunto formam obrigatoriamente um subconjunto.

Considerando o total de subconjuntos dados por (;L) a quantidade de subcon-
juntos dados por (n’jp) sera exatamente a mesma, ja que existe uma correspondéncia

biunivoca entre o subconjunto dos escolhidos e o subconjunto dos ndo-escolhidos. Em

p n— p ‘

Demonstracao: Por comutatividade da multiplicacao tem-se:

(Z) R <Z!—p>! ~ —?)! !

Reescrevendo a férmula pela definicdo de binomial vem:
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2.6.3 Propriedade 2: Relag&o de Stifel- Pascal

Definicao: Segundo [BACHX], a quantidade de combinacdes de n elementos
tomados p a p pode ser dividida em duas partes:

Na primeira parte, estdo todos os subconjuntos que possuem um certo ele-

mento. Essa quantidade é dada por C*~. Subtrai-se 1, pois um dos elementos j& esta

previamente estabelecido, diminuindo um elemento do total disponivel e um do total a
ser escolhido.

Na segunda parte, consideramos todos os subconjuntos em que o elemento
anteriormente escolhido ndo esta presente. Neste caso, ha um elemento a menos no
total disponivel (n — 1), mas a quantidade a ser escolhida se mantém (p). Assim, a
quantidade em questéo é dada por C?_,. A Relagao de Stifel-Pascal consiste na soma
das duas combinagdes escritas, ou seja:

-1
Croi + G

= CP. (2.13)

2.6.4 Propriedade 3

CP+ Ol +CPy+... +C0=CP1)
Demonstracao: Considere a relacao de Stifel-Pascal:

crl4or =P, (2.14)
Vamos considerar sucessivamente os seguintes valores param:p, p+ 1, p+2, ..., n.

O+ ot = op

+1 +1

Con+ Gin = Gy

+1 +1

Cg+2 + C;I;Jrz = C§+3

4 p+1 __ ~p+1
Cp+3 + C’P+3 - Cp+4

(2.15)

D p+1 __ ~ptl
Ch+CF =C 1.
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Somando todas as equagdes e cancelando membro a membro os termos iguais temos:

o+ crtt = oprf

o+ op = o)

+1
CP+Ch L +C) g+ . +Ch=C.

2.6.5 Propriedade 4

Demonstracao: Considere escrever todos as combinacdées complementares
dos termos do primeiro membro.

o =cr
O;Jrl =Gy
Crio=Clis (2.16)

k __ P
Cp+k - Cp+k'

Somando ambos os lados:
CO+Cry+Co+ .. +C =Co+CP  +CP o+ ...+ CP (2.17)

Aplicando a Propriedade 3 no segundo membro, temos:

0 1 2 k +1
CO4 Ol +C2yt o 4 CEy =L (2.18)
Como C¥f = CF ., vem:

2.6.6 Propriedade 5

CO+Cr+C2+. . +Cr=2m

Antecipando uma informacao apresentada na Obra de Uspenskii, considere um conjunto
de n elementos. Um certo elemento do conjunto, em relacdo a um subconjunto dado
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possui duas possibilidades: pertencer ao subconjunto ou ndo pertencer. Por PM cada
um dos n elementos possui duas opgoes, e o total de subconjuntos (combinagdes de n
elementos tomados 0 a 0 (conjunto vazio), tomados um a um, tomados dois a dois e
assim por diante) é dado por um produto de n fatores iguais a 2, ou seja, 2".

Segundo BACHX, segue a demonstragao:

Demonstracao: Considere a expressao abaixo:

CO+CL+C2+ ... +C =5,
Agora, vamos definir Sy
Spy=Cp+CL+Ci+...+Cf
Sk =0+ C+CY+CL+CE + ...+ CF.
Somando as equacdes, e aplicando nos parénteses a relacao de Stifel-Pascal, temos:

2- S, =Cl+(CY+CH+(CL+CH + ...+ (CFTH+ CF) + CF
2-S,=Cl+Ch 1 +Cry+ ...+ CF +CF.

Como CP = Cp,, e Cf = Cyt} vem:

2:8,=Cpy + Oy +Cliy + .+ CF L+ CE = Sia

Usando k =1,2,3,...,n— 1 em 2.6.6 temos:

52:2'51
53:2'52
Sy =255
Sn:2'Sn—1-

Multiplicando-se todas as equagdes membro a membro temos:
So-S3-84-...-85,=2-51-2-9-2-53-2-5,-...-2-5,1.
Reorganizando os termos dos produtos de forma conveniente temos:
Sy S5-S4-... Sy 1S, =2""1.8-8,-85-S4...- St
Dividindo ambos os membros por Sy - S5+ Sy -...- S, 1. Tem-se:
S, =2""1.5
Mas S, = C? + Cl =1+ 1 = 2, entdo:

S, =2r"1.8 =2nt.2=29"
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2.6.7 Propriedade 6: Férmula de Euler

CO-Cr4+CL-Cr 4 Cp CE 24+ CP - CR=CP .

BACHX apresenta a deducéao desta formula considerando uma comissao de p
pessoas formada por m mulheres e h homens.

a. Primeiramente, sabe-se que a ordem dos elementos ndo importa, ja que nao ha
distincdo entre o grupo de homens entre si e o grupo de mulheres entre si. Em
outras palavras, nao existe nenhuma "hierarquia” que diferencie o grupo {a,b,c}
do grupo {b,c,a}. Assim, a quantidade de comissbes formadas é C?, . ,.

b. Por outro lado, o total de comissdes formadas pode ser dado da seguinte forma:

0 mulheres e phomens = CY -CY
1 mulhere p — 1 homens = C} .cr*
2 mulheres e p — 2 homens = (2 -CF?
p mulheres e 0 homens = (¢ -C}.

c. De a e btem-se:

Co-Cr4+Cy-Cr 4 Cr - CV 24 4+ CP-CR=CP .

2.6.8 Propriedade 7: Formula de Lagrange

Segundo [BACHX], a férmula de Lagrange é uma consequéncia da Férmula de
Euler, quando h = m = p, donde:

COCh4+CL - CV 4 Cp CE 24+ CP - CR=CP .

- B (2.20)
CY-Cl+C)-CP 4 C2-CP 2. 4 CP-C)=C,,
Aplicando-se o conceito de combinagées complementares:
(C?+ (CL)? 4+ (C2)? + ...+ (CE)* = CF. (2.21)

Apresentadas as propriedades de combinagdes simples, sera abordada a seguir a obra
de Vladmir Uspenskii, cujo nome em inglés € "Pascal’s Triangle", ponto central deste

trabalho.
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3 A OBRA DE VLADMIR USPENSKII

Segundo informagdes constantes em seu préprio site, 0 matematico russo
Vladmir Uspenskii, doutor em fisica e mateméatica desde a década de 60, possui
uma prolifica producdo de materiais em diversas areas, sendo as contribuicdes mais
destacadas em Teoria dos Numeros, Analise Combinatéria e Computacgéao.

Diversas obras sobre Analise Combinatéria o citam, sempre referenciando seu
texto, cuja versdo em inglés se chama "Pascal’s Triangle". Nao sendo a referéncia
suficiente, os autores destacam a presenca, neste material, do problema motivador
da obra: o problema dos 2!°° homens, o qual se apresentou na VIII Olimpiada de
Matematica de Moscou em 1945. Ensejando dar uma resposta matematicamente
adequada ao problema, Uspenskii desenvolve toda a teoria mais essencial de Andlise
Combinatéria, apresentando, ao final de cada capitulo, ideias novas que permitem
elaborar a resposta a questéao proposta.

Infelizmente, até a concluséo deste trabalho (2025) n&o existe uma versao em
lingua portuguesa das obras de Uspenskii. A versdo russa do texto referencial para este
trabalho conta com uma tradugdo em inglés e outra em espanhol, as quais serviram de
base para a elaboracao deste texto, que se propde a expandir as ideias apresentadas
por Uspenskii, tornando a leitura de "Pascal’s Triangle"acessivel tanto para académicos
brasileiros como para professores de ensino médio, uma vez que, sua abordagem traz
contribui¢cdes sélidas ao trabalho com Analise Combinatéria, para além do que os livros
didaticos e os textos académicos costumam expor.

A obra "Tridngulo de Pascal” (traducdo livre) de Vladmir Uspenskii se apresenta
em sete secdes ou capitulos

a. Um problema da VIl Olimpiada

b. O que significa resolver um problema?

c. Triangulo de Pascal

d. Operacao de Pascal

e. Coeficientes binomiais

f. Numero de subconjuntos de um conjunto dado

g. Conexao com fatoriais
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A obra de Uspenskii traz uma maneira de enxergar a analise combinatoria muito
distinta do que se habitua a ver em livros didaticos de matematica dirigidos ao Ensino
Médio Brasileiro. Destaca-se ainda frente aos textos universitarios mais conhecidos
(particularmente os que foram utilizados na construcao deste texto) por apresentar uma
nova visao de analise combinatoéria a partir de sua abordagem diferenciada, a qual
tentaremos ampliar neste trabalho.
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4 TRIANGULO DE PASCAL

Este trabalho se baseia na versao inglesa do texto russo, adaptada por David
J. Sookne e Timothy McLarman, em 1974, mesmo ano de publicacdo do texto original,
por The University of Chicago Press. A versao em espanhol conserva essencialmente
o exposto no texto supracitado. Se trata de "Triangulo de Pascal", de 1978, traduzido
na Russia, entdo Unido Soviética.

4.1 PREFACIO E SIGNIFICADO DE SE RESOLVER UM PROBLEMA

Uspenskii de forma bem humorada e direta introduz seu texto avisando aos
que nao conhecem, ou nao tem experiéncia com o tridngulo de Pascal, que 0 mesmo
nao se trata de um tridngulo da geometria, sendo uma tabua de numeros envolvidos na
resolucao de diversos problemas. Interessa ao autor explorar esses tipos de problemas
bem como explicitar o que significa resolver um problema.

De forma simples, o autor deseja apresentar a ideia de que resolver um pro-
blema, muito mais do que encontrar um numero como resultado, em matematica,
significa indicar um caminho universal e conhecido, ao qual, quem desejar, pode segui-
lo para alcancar o numero. Entretanto, a simples declaracao do caminho ja é suficiente
para admitir-se como resposta ao problema.

Por exemplo, segundo BACHX, a quantidade de senhas de 6 algarismos que
pode ser formada usando-se os algarismos do sistema de numeragao decimal, com ou
sem repeticao, excluindo-se 0 0, €, por PM,9-9-9-9-9-9.

Para Uspenskii, embora a resposta natural seja, ainda que nem sempre simples
de se obter, 531441, a poténcia 9° é suficiente resposta, uma vez que, resolve o problema
de forma adequada e deixa explicito um caminho para se chegar ao nimero de senhas,
rapidamente expressa pela poténcia exibida.

4.2 UM PROBLEMA DA VIIl OLIMPIADA

Uspenskii escolheu para o desenvolvimento de sua obra um problema perten-
cente a VIl Olimpiada de Moscou, a qual ocorreu em 1945. O problema, dirigido a
estudantes de 9a e 10a série de Moscou, em livre traducéo diz o seguinte:

"Uma rede de caminhos (ou estradas) é dada a seguir. Do ponto A, 2109
homens partem (nas duas direcdes indicadas) sendo que metade segue na diregcéao
[ e metade, na direcdo m. Na primeira intersecao, a quantidade de homens que ali
chegaram se divide novamente, metade para um caminho e metade para outro. Se
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essa divisdo ocorrer sucessivamente em cada ponto de interse¢édo, quantos homens

chegarao em cada ponto de intersecao na milésima linha?

FIGURA 2 — Rede de caminhos para o problema da VIl Olimpiada. Figura construida pelo
autor a partir da original da obra de Uspenskii via Geogebra

Claramente ndo esta ao alcance do candidato daquela ocasido (e eventual-

mente a nés também) escrever todas as quantidades em todas as linhas, por se tratar
de 1000 linhas, e considerando-se um tempo limitado para cada questao da Olimpiada.

De forma bastante intuitiva, o leitor pode imaginar uma quantidade mais simples,
como por exemplo, poténcias de base 2 cujos expoentes coincidam com a quantidade

de linhas disponiveis apds o ponto A.

2 homens
A

/N

L
1 homem 1 homem M

FIGURA 3 - Rede de caminhos para 2 homens e uma linha. Figura construida pelo autor a
partir da original da obra de Uspenskii via Geogebra

 Considerar 2 = 2! homens em uma rede com uma linha. Essa linha possui apenas
duas interse¢des, sendo um homem em cada interse¢cdo, como mostra a figura 3.
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« Considerar agora 4 = 2% e 8 = 23, Para 4 homens, na 1a. linha chegam 2 em cada
intersecdo. Na segunda linha existem trés intersecdes. Assim, chega 1 homem
na primeira, 2 na segunda (1 de cada intersecao acima) e 1 na terceira.

8 homens

FIGURA 4 — Rede de caminhos para 8 homens e 3 linhas. Figura construida pelo autor a partir
da original da obra de Uspenskii via Geogebra

» Para 8 homens, na 1a. linha chegam 4 em cada interseg&o. Na 2a. linha, chegam
2, 4 e 2, respectivamente. Na 3a. linha, chegam 1, 3, 3 e 1, conforme ilustrado na
Figura 4.

* O que acontece com 16 homens e 4 linhas?
—1a.linha:8e8(8-1e8-1).
— 2a.linha:4,8e4(4-1,4-2,4-1).
— 3a. linha: 2, 6, 6, 2 (obtida multiplicando a linha 1, 3, 3, 1 por 2).
— 4a.linha: 1, 4, 6, 4, 1.

16 homens

FIGURA 5 — Rede de caminhos para 16 homens e quatro linhas. Figura construida pelo autor
via Geogebra
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Examinando as regularidades, € possivel reconhecer que, em cada diagrama, as linhas
do Triangulo de Pascal - que sera apresentado mais adiante - sdo multiplicadas por
poténcias decrescentes de 2, comecando por 2" na linha 0 (ponto A) até 2° na Ultima
linha. Nesta ultima linha, exibe-se a linha n-ésima do Tridngulo de Pascal. Desse
modo, considerando-se o que foi dito anteriormente sobre resolver um problema, e a
regularidade observada, pode-se concluir que o numero de homens que chega em
cada ponto na ultima linha é dado pelo numero binomial

1000 1000!
= 4.1
< k ) k- (1000 — k)’ (4.1)

onde k € {0,1,2,3,...,1000}, representa a posicao de cada ponto da 1000a. linha.
Diante de uma questéo de olimpiada, e considerando que a solucédo apresentada foi
meramente intuitiva, o que poderia garantir que a intuicao neste caso nao falhou? Deste
ponto é que a obra de Uspenskii se desenrola em um percurso detalhado pela anélise
combinatéria.
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5 EXISTE SOLUGAO PARA O PROBLEMA DA Vil OLIMPIiADA?

Neste Capitulo, a exemplo do que fez Uspenskii, deseja-se entender se existe
solugéo para o problema da VIII Olimpiada. Considerando-se os 2!°° homens que
partem do ponto inicial, tem-se uma quantidade par de pessoas que se divide em
dois caminhos. Na 1a. linha, 2°°° homens se encontra em cada ponto, e deverdo se
dividir entre dois caminhos possiveis. Na segunda linha tem-se que as extremidades
correspondem a metade da linha anterior, enquanto as intersecbes mais centrais
acumulam somas de parcelas pares. No caso da 2a. linha ainda temos: 299, 2 . 299,
2998 Para entender se existe solugao para o problema da VIII Olimpiada, considere-se
o termo H{, o qual indica a quantidade de homens na linha 0, ou seja no ponto de
partida da rede de caminhos proposta. Logo, H{ = 2%, Tome-se H" o termo que
indica a quantidade de homens na k-ésima intersecdo da rede na n-ésima linha. E
necessario compreender até que linha é possivel determinar o termo H}', afinal, se
esse valor ficar impar, ndo sera possivel avancgar na rede de caminhos. Desse modo,
vamos analisar como se relacionam os termos H¥ e HF, ,. Primeiramente, o termo
HF pertence a n-ésima linha cujo valor de k varia entre 0 e n, com k sendo a posigao
da intersecdo em relagao a linha n. Ja na linha seguinte, indicada por n + 1, temos k
variando de 0 a n + 1 ja que, a cada linha, uma nova intersecéo é acrescentada.

Ao analisar H? e H", nota-se que as extremidades correspondem a metade da
quantidade na extremidade anterior, donde

n—1
2 2

E os termos internos em cada linha? Se a linha anterior existe e todos os termos sao
pares, ja € sabido que as extremidades existirdo, sendo metade da extremidade na
linha anterior. A outra metade, juntamente com metade da intersecao seguinte da linha
anterior forma a segunda interse¢ao da linha atual. Assim, podemos determinar que as
intersecdes de 1 a k£ — 1 na linha n sdo expressas por:
gt = oty
2
Portanto, sendo os termos da linha n — 1 todos pares, entao

(5.1)

HF [ =2.a-MF . (5.2)

Em 5.2, M* | diz respeito aos termos da linha anterior que foram somados na operagédo
que gerou a linha seguinte. Desse modo, a linha n tera todos os termos definidos, os
quais serao expressos por:

HY =a-MF_|.
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Por outro lado, considerando-se a poténcia 2!°°°, a cada linha, como os termos séo
divididos por 2, os resultados obtidos possuem expoente 1 unidade menor que 0s
expoentes da linha anterior. Assim, na linha 0 o termo é divisivel por 2!°°. Na linha 1,
tem-se os valores divisiveis por 2°%. Na linha 2, tem-se os valores divisiveis por 29%,
e assim por diante. Deste modo, na linha 999 todos os termos sdo divisiveis por 21,
sendo a linha 1000 possivel. Para a linha seguinte ja temos termos impares, desse
modo, seguir pelas interse¢des usando a regra fixada pelo enunciado ndo sera mais
possivel. Assim, pode-se estabelecer a relacao entre os resultados do seguinte modo:

H([)) — 21000,
21000
H? — 5 _ 2999;
) 21000 999
Hg — ? — 2998;
H21 _ 2999 _;_ 2999 5. 2998;
H22 — ? — 2998;
Hg _ ? — 2997;
Hl B 2998 + 2999 B 2998 +2. 2998 5 2997.
3 - — 9 ’
2 2
Hg _ 2998 + 2999 _ 2998 +2. 2998 s 2997;
2 2
2998
H{:’ - - — 2997_
2 Y

Esta abordagem nos permite concluir que existe solugcdo para o problema da VIl
Olimpiada e fornece indicios de que a intuigao aplicada a sua resolugéao pode estar
correta.
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6 OPERACAO DE PASCAL E TRIANGULO ARITMETICO

Neste capitulo apresentamos Blaise Pascal e seu trabalho referente ao triangulo
aritmético, partindo da operacédo de Pascal, que consiste em uma generalizagdo da
propriedade de obtencao das linhas do triangulo aritmético, adotada por Uspenskii,
como parte fundamental da compreensao de seu trabalho, e como forma de simplificar
o procedimento a partir de um nome.

6.1 QUEM FOI PASCAL?

De acordo com as informacdes do site Instituto Blaise Pascal, Blaise Pascal
viveu entre 1623 e 1662, tendo contribuido ativamente para a Matematica, Fisica, Filo-
sofia, destacando-se trabalhos em Célculo e Hidraulica. Entre diversas contribuicoes
destacam-se o Principio de Recorréncia Matematica, o Triangulo Aritmético, conhecido
popularmente por Tridngulo de Pascal, o Principio de Pascal que versa o seguinte: em
um liquido em repouso ou equilibrio as variagdes de pressao transmitem-se igualmente
e sem perdas para todos os pontos da massa liquida. Suas importantes intervencoes
em Fisica foram reconhecidas com o uso de seu nome como unidade de pressao, de
modo que 1 Pa (1 pascal)= 1 N/m”.

Neste trabalho, nos deteremos no Triangulo Aritmético, também chamado de
Tridngulo de Pascal ou Triangulo de Tartaglia, ou ainda Triangulo de Tartaglia-Pascal, o
qual consiste ndo apenas nas ideias de Pascal, mas teria sido concebido cerca de 100
anos antes por Niccold Tartaglia, e ja era conhecido na China e na india, anteriormente,
segundo USPENSKII

6.2 TRIANGULO DE PASCAL

De acordo com a obra de Uspenskii, considere-se uma sequéncia de nUmeros
inteiros {dy, d,ds, ...,d,},onden =0,1,2,3..., e paran = 0, a sequéncia possui exata-
mente um elemento. A sequéncia {so, s1, $2, - - -, sp11} S€ diz definida pelas "Relagdes
de Pascal"ou "Operacao de Pascal'se:

Sp — do. (61)
Sn_;’_l - dn (6.3)

Exemplo 15: Considere a sequéncia formada pelos numeros —1,2,0, 4. Aplicando as
relacdes 6.1, 6.2 e 6.3 temos:
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a. —1,2,0,4.
b. —1,1,2,4,4.

c. —1,0,3,6,8, 4.
Onde b deriva de a, e c deriva de b por 6.1, 6.2 e 6.3.

6.3 RELACOES DE PASCAL

Vladmir Uspenskii definiu as rela¢des de Pascal de modo a simplificar a aborda-
gem das propriedades relacionadas ao triangulo aritmético. Do modo que sdo descritas,
essas relagdes definem o triangulo como um caso especifico de sua aplicagéao.

Definicao: Dada uma sequéncia com n numeros, uma sequéncia de n + 1 numeros
deriva desta pelas relagdes de Pascal se:

a. O primeiro e o ultimo termo da sequéncia derivada coincidem com o primeiro € o
ultimo termo da sequéncia de origem.

b. Qualquer termo ndo extremo é dado pela soma do termo da sequéncia de origem
com seu antecedente.

Estes dois itens resumem as expressoes 6.1, 6.2 e 6.3.

6.3.1 PROPRIEDADES DAS RELACOES DE PASCAL

a. Se a sequéncia [ deriva de uma sequéncia « por Relagdes de Pascal, a soma
dos elementos de 3 é o dobro da soma dos elementos de a.

Demonstragéo: Seja a=dy,dy,dg,...,d, €0 =50,81,5,...,S41- Por6.1,6.2 e

6.3, temos:
Sp = do.
S1 = do -+ dl.
Sg9 = dl + dQ.
Sp = dn—l + dn-
Sp+1 = dn

Logo, a soma dos termos de S é:

So+s1+ S+ +Sp+ S =do+ (do+di)+ (di +do) + - + (dn1 + dy) + do.
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De onde:
So+s1+sa+ 8+ Spp1 = (do+do) + (di +dy) + (de + do) + -+ - + (dyy + dy).
Portanto:

So+Ss1+ S+ A S+ Snp1 =2(do+dy+do+ -+ dy).
Definicao: Uma sequéncia de niUmeros € simétrica se, para todo 0 < k < n,

dk - dnfk-

b. Proposicao: Toda sequéncia derivada de uma sequéncia simétrica por Relacdes
de Pascal é igualmente simétrica.

Demonstracao: Seja s, = d;_1 + d conforme indicado em 6.2. Pela definicao de
sequéncia simétrica, temos: d;, = d,,_. Deseja-se provar que s, = s(,+1)_k, Onde
s deriva de d por relacdo de Pascal. Partindo de:

sp=dp—1+ dp = dp_(x—1) + dpt,

Sabe-se que
dk—l = dn—(kz—l)

di, = dp—,

pois d é uma sequéncia simétrica, donde:

Sk = dp—1 + dp = dp_(—1) + dpp,
Sk = dng1)—k + dnr,

Sk = Sk+1-

Exemplo 16: Considerar a sequéncia simétrica 1,0, 0, 1. Aplicando-se as relagbes
de Pascal, obtém-se a linha: 1, 1,0, 1, 1, igualmente simétrica.

6.3.2 Caso particular: Triangulo Aritmético

A obra de Uspenskii neste ponto apresenta um caso particular bastante conhe-
cido. Define-se por linha zero de Pascal, ou sequéncia zero, a linha que contém uma
sequéncia simétrica com apenas um numero: 1. A partir dela, aplicando-se as relagbes
de Pascal repetidamente temos a figura 6: Dessa estrutura é possivel concluir que:

a. A soma dos termos na n-ésima linha € 2". Isso ocorre pois, tomando a primeira
linha, como 2° = 1, e as demais obtidas por relagdes de Pascal, a propriedade 1
nos diz que a soma dos termos da linha obtida dobra em relagéo a original. Por
isso, a comecar da linha 0, a soma dos termos da linha n é 2".
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1 ] 15 20 15 5] 1
1 8 28 56 70 56 28 ] 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

FIGURA 6 — Tridangulo Aritmético, representado até a 10a. linha. Origem: autor.

b. Como a linha 0 é simétrica, pela propriedade 2, todas as demais linhas geradas
por relacées de Pascal serdo igualmente simétricas.

c. Note-se que nas entradas diagonais da figura 6 temos: a 1a. € uma fila de 1. A 2a.
€ 0 conjunto dos numeros naturais. A 3a. € o conjunto dos numeros chamados
triangulares. A 4a. € o conjunto dos numeros tetraédricos.

6.4 PROPRIEDADES DO TRIANGULO DE PASCAL

O Triangulo Aritmético possui diversas propriedades, as quais tornam seu
estudo fascinante e suas aplicagdes possiveis em variados contextos. A seguir seréo
apresentadas propriedades constantes da Obra de Uspenskii, complementadas por
propriedades descritas e recorrentes em outras obras. Quando necessario, notaremos
os termos do triangulo aritmético como 7” onde p é a coluna e n € a linha do tridngulo.

a. RELACAO DE STIFEL-PASCAL: Somando-se dois termos consecutivos de uma
linha, o resultado sera o termo da linha seguinte, ocupando a mesma posicao do
20. termo em sua respectiva linha [Oliveira].

Exemplo 17: Ao somar o 20. e 0 30. termo da 4a. linha, obtém-se o 30. termo da
5a. linha. Na pratica: 3 + 3 = 6 (Ver FIGURA 7). Ou seja,
TP + Tp+l — el

n+1

b. TEOREMA DAS COLUNAS: A soma de todos os termos de uma coluna p até a
linha n do triangulo de Pascal corresponde ao termo da coluna p + 1 e da linha
n+ 1 (ver FIGURA 8). Ou segja,

To+TP+ TP + ..+ TP =TF
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1

1. 1

1 2 1

1 Edas 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
FIGURA 7 — Relagéo de Stifel-Pascal. Origem: autor.

1

1 gt

1 1

1 a3 1

1 4 6 4 1

1 5 g 10 5 1

1. &6 A% 20 15 6 1

FIGURA 8 — Teorema das Colunas. Origem: Autor.

1

i 1

1 e 1

1 3 a1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
FIGURA 9 — Teorema das diagonais. Origem: Autor.

c. TEOREMA DAS DIAGONAIS: A soma dos termos de uma entrada diagonal do
Triangulo Aritmético até o termo da coluna p e linha n é dada pelo termo da coluna
pelinhan+1 (ver FIGURA 9).

A prova destas trés propriedades depende da associacao dos termos do Triangulo
Aritmético com Combinacdes. Feito isso, o teorema das colunas, das diagonais e
a relacao de Stifel-Pascal se tornam consequéncia das propriedades de combina-
cOes tratadas anteriormente. Deste modo, serdo apresentadas oportunamente
na sequéncia deste texto.

d. TEOREMA DAS LINHAS: A soma dos termos da n-ésima linha do Triangulo
aritmético é 2.

Demonstragao: O Triangulo Aritmético é dado a partir da linha 0 em que 79 = 1,
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10 20 35
115 35
Zil

RlR R R R -
N bhWN e

1
FIGURA 10 — Regra das Linhas. Origem: Autor.

aplicando-se sucessivamente as relacdes de Pascal. Pela propriedade a das
Relac6es de Pascal segue que, a partir da linha 1, tem-se a soma dos termos da
linha anterior dobrada. Como a cada linha a soma dobra mais uma vez, tem-se
que na n-ésima linha a soma foi dobrada n vezes. Como esse processo inicia ha
linha 0 em que a soma é 1, na linha n tem-se 1 - 2" = 2.

e. A soma dos quadrados de todos os elementos de uma linha consiste em algum
termo na bissetriz do triangulo. [USPENSKII]
Demonstracao: Aplicagdo direta da férmula de Lagrange, uma vez relacionados
os termos do Triangulo Aritmético com combinagdes simples.

f. Para qualquer numero primo m, todos os elementos da m-ésima linha, exceto o
primeiro e o ultimo, sdo divisiveis por m.
Observacao: As trés propriedades a seguir, constantes da obra de Uspenskii,
sao validas a partir de outra perspectiva de visualizacdo do Triangulo Aritmético.

g. Cada numero do tridngulo é a soma dos termos da linha acima até a posi¢ao do
numero dado. (Ver FIGURA 10).

Exemplo 18: Na figura 9 destacam-se dois exemplos:

1+3+6+10=20.
1+5+15=21.

h. A soma dos elementos de uma coluna p até a linha n correspondem ao termo da
linha n e posicdo p + 1.(Ver FIGURA 11).

Exemplo 19: A figura 11 apresenta 2 exemplos da ocorréncia dessa propriedade:
1+2+3+4+5=15.

1+4+10=15.
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10 20 35
15 35
21

~Nous|lwiN(e

I N

FIGURA 11 — Regra da coluna. Origem: Autor.

10 20 35
15 35
21

[EEN RN [FEEY (IR JERN) R e =Y
N (wiN| e

FIGURA 12 — Regra do retangulo. Origem: Autor.

i. Considere um retangulo formado pelos elementos de n linhas e p colunas, sempre
partindo da 1a. linha e da 1a. coluna. A soma desses elementos corresponde ao
termo na linha n + 1 e na coluna p + 1, diminuido de uma unidade. (Ver FIGURA
12).

Exemplo 20: A figura 12 apresenta dois exemplos: o primeiro, cujos termos
sombreados resultam em soma 9(10 — 1) e o segundo, em vermelho, cuja soma
é 34(35 — 1).

j. Na forma de ver o triangulo aritmético nas figuras 9, 10 e 11, note-se que:
[USPENSKII]

A primeira linha € composta de 1.
* A segunda linha corresponde aos numeros naturais ndo-nulos.
* A terceira linha corresponde aos numeros triangulares.

A quarta linha corresponde aos numeros tetraédricos.

k. Estrela de Davi  MOCATO]: Dado um termo 77, vale a igualdade:

T T T =T T TR (6.4)

Ha também a igualdade entre o0 mdc dos termos indicados em cada parte da
igualdade (ver Figura 13).
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FIGURA 13 — Exemplo do Teorema da Estrela de Davi: Recebe esse nome pois 0s niumeros
relacionados ao termo central se posicionam como as pontas de uma estrela
de 6 pontas, popularmente conhecida como Estrela de Davi. No exemplo dado,
0s produtos dos numeros indicados com a mesma cor sao 120 e os mdc séo 1.
Origem: autor.

6.5 OPERACAO DE PASCAL

Para abordar as ideias deste capitulo da obra de Uspenskii, retomamos a
pergunta inicial, a qual motiva o desenvolvimento de seu texto: serd que a solucéo
intuitiva da questao da VIl Olimpiada é adequada? Considerando-se a maneira como
o tridngulo aritmético foi construido, pode-se fixar as seguintes regras:

0 =1, (6.5)
)., =Ty =1 para n=0,1,2,3,...

va+1 = Tf;_l + 17,

Essas regras foram apresentadas anteriormente como as relagcdées ou Operagdes de
Pascal. Retomando-se a ideia do capitulo 5 em 5.2 temos:

HF =2.a -MF=N.M" (6.8)

Sabe-se que em cada linha a quantidade de homens sera dividida por 2. Logo, N =
21000-n "Quando n = 1000, N = 2% = 1.

Reescrevendo-se 5.1 usando 6.8 temos:
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k—
— ani + Hrljfl

HY =
000 gk _ 21000—(2n—1) . Ms:ll 4 21000=(n=1) . ppk _
91000-n Nk — 21000_(3_1) (M= + My )
91000-n . prk 21 U‘fjfll + M)
Q10000 gk _ 2002 (M1 + My ) (6.9)
" 2

9l000—n  prk 212 U‘;ifll + M)
91000—7 Mff _ 210007 . 7. (]\247’;:11 + M5—1)

M = 91000—7 (2]1\&’2—_11”_# MF_)

Mrlf - Mj::ll + Mrlf—r

Além disso: .
Hj~
H" — 0
0 2
S1000-n | 30 _ 91000—(n—1) Mg_l
" 2
S1000n | 30 _ 91000—n+1 M,OL,l
" 2
1000—n+1 , 270
91000—n 370 _ 2 My (6.10)
" 2
91000—n 30 _ 21007 2. M??fl
" 2
910001 470 _ 219%™ 7 My 4
" 2
0 21000 M2—1
M = ——GF7——
n 01000—-m

Analogamente, M = M;~{. Concluimos entdo que M é um nimero que obedece

as operagdes de Pascal. Como HY = 21090 = 21000-0 .1 "entdo M = 1 Desse modo,
M = T}). Portanto, a quantidade de homens HY,,, em cada intercessdo p com 0 < p <
1000, corrersponde aos coeficientes T%,, da milésima linha do tridngulo de Pascal, e
finalmente, a solucao intuitiva apresentada esta correta.

Neste ponto do texto, parece que a obra termina. Entretanto, nos capitulos
restantes, Uspenskii se ocupa de um ponto silencioso desta abordagem, o qual consiste
justamente em saber 0 que sdo esses numeros do Triangulo de Pascal, de modo a
torna-lo tdo util e importante em Analise Combinatéria.
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7 BINOMIAIS

O objetivo deste capitulo consiste em determinar os coeficientes binomiais a
partir da operacao de Pascal definida anteriormente. Os coeficientes binomiais s&o os
coeficientes dos termos do desenvolvimento de uma poténcia de bindémio. Comecemos
por determinar as primeiras poténcias de expoente natural para o binbmio 1 + z:

(1+2)°=1. (7.1)

(14+2)'=1+2. (7.2)

1+2)?=00+z)-(1+x)=1+2z+2> (7.3)

14+2P=04z)-1+2)-(1+2)=1+3z+32% + 2> (7.4)

1+z)'=0+z)-(1+z)-(1+2)-(1+2)=1+4z + 62>+ 42° + ™. (7.5)
De forma geral podemos definir a n-ésima poténcia de 1 + x como:

(I+z)"=ay+a-x+ay-2>+az-2°+...+a,- 2’ (7.6)

Neste caso, ag,aq,...,a, SA0 constantes. A expressao 7.6 é chamada de
expanséao binomial, ou mais popularmente no Brasil, Bindmio de Newton', quando
ao invés de 1 apresentamos a constante a, e definimos os coeficientes de maneira mais
conveniente, o qual faremos mais a diante. Por enquanto, definiremos o coeficiente
de z* na expanséo binomial como sendo um nimero na forma (), o qual chamamos
de coeficiente binomial ou, simplesmente, binomial. Note-se que, nas expansodes
realizadas foram exibidas todas as poténcias de x de 0 a n. Por essa razao, o coeficiente
binomial relaciona o expoente da expansao (n) e o expoente do referido termo (k).
Sabemos que p = n, mas ndo vamos considerar esse fato ainda. Dessa forma, vamos
reescrever a expressao 7.6 da seguinte maneira:

(1+2z)" = (g>+ (T) x+(g) s (;L) -x3+...+(Z) - P (7.7)

Das relagbes 7.1 a 7.5, podemos definir:

1 Segundo Uspenskii, embora a expansao binomial seja associada a Newton, a mesma ja era conhecida
antes de seus trabalhos, tendo sido mencionada na obra de Tartaglia. Apesar disso, a associagao
decorre do trabalho de Newton para generalizar qualquer termo da expansao, mesmo para expoentes
negativos, em 1676. A essa generalizagcdo chamamos, no Brasil, comos e vé nos textos de FREIRE e
MORGADO, entre outros, Formula de Newton, ou Férmula do Bindmio de Newton, ou Férmula do
Termo Geral do Bindmio de Newton.
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Pode-se observar que, para n = 0, 1,2, 3,4, os binomiais coincidem com as
linhas do Triangulo de Pascal. Devemos agora provar que as rela¢des sao validas para
qualquer n. Usando as ideias do Principio de Inducao Finita, sabemos que a proposicao
é valida para n = 1, entao, supondo verdadeira para n, vamos mostrar que a sequéncia
de coeficientes para o expoente n + 1 deriva da sequéncia dada pelo expoente n
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Sabemos que

(1+2)" ' =1+z)" (1+2). (7.8)

Expandindo (1 + x)"*! temos:

<1+x>n+1:("gl)wﬁl).H(";?).x2+...+(nzl).xk+...+(nzl).xq.
(e (s K) ()H(g) et (1) ] e
(0= () () ()
(1) (3) o (1) e () w0
=)L)+ ()] e G2+ )
et |+ ()] ()

Em razao de 7.8, 7.9 e 7.10 sao iguais. Por isso, tomando ¢ = p, a comparagao
dos termos de acordo com os expoentes de = nos permite concluir o seguinte:

3

(7.10)
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(29-0)

n+1 n n

( 1 ):(k—1)+(k>’ se0<k<p+1 (7.12)
n+1 n
<p+ 1) - (p>' 719

Emrazaode 7.11,7.12 e 7.13, garante-se que a sequéncia de coeficientes da expansao
(14 z)™*! deriva da expanséo de (1 + x)", obedecendo as operac¢des de Pascal. Desse
modo, podemos garantir que todas as expansdes binomiais de 1 + = apresentam
coeficientes que coincidem ordenadamente com os coeficientes 7;' das linhas do

triangulo de Pascal, sendo que o expoente n da expansao corresponde a linha do
triangulo de Pascal cujos termos 7} sdo os coeficientes de interesse.

()

L) =T0 + T a+ TP -2+ T 2P 4+ T 2™ (7.14)
0 1 2 3 "

Assim:

E, portanto,
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8 O NUMERO DE SUBCONJUNTOS DE UM CONJUNTO DADO

Nesta etapa da obra, Vladmir Uspenskii discute o conceito de Combinacao
por meio dos subconjuntos de um conjunto dado. Estabelece que um conjunto é uma
"colecdo” de elementos, de modo que um elemento pode fazer parte do conjunto
(pertencer) ou nao fazer parte (ndo pertencer). Se os elementos de um conjunto A séo
todos pertencentes a um conjunto B, diz-se que A esta contido em B, ou B contém A.
Se em B nao ha elementos que nao pertencem a A, entdao A = B.

Os conjuntos podem ser finitos ou infinitos. Entre os conjuntos finitos existe
um numero finito de subconjuntos , de modo que o conjunto sem elementos (conjunto
vazio) é igualmente um subconjunto do conjunto dado.

Seja o0 exemplo semelhante ao que Uspenskii propde: o penal de um estudante
que pode ou ndo conter uma caneta, um lapis e uma borracha (Ver figura 14).

* Note que é possivel que o penal esteja vazio.

« Além disso, existem 3 possibilidades para 1 item no penal: Caneta, lapis ou
borracha.

Por outro lado, ha 3 possibilidades de pares de elementos: caneta e lapis, caneta
e borracha ou lapis e borracha (Ver figura 15.)

+ Por fim, existe uma possibilidade com os 3 elementos. (Ver Figura 16.)

@g

=

J
FIGURA 14 — Fonte: [USPENSKII].

=N A

FIGURA 15 — Fonte: [USPENSKII].
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FIGURA 16 — Fonte: [USPENSKII].

Ou seja, um conjunto com os 3 elementos citados acima, ou quaisquer outros
elementos, possui 8 subconjuntos. Olhando para o principio fundamental da contagem,
esse resultado passa a fazer sentido, uma vez que cada objeto pode ou nao estar
no subconjunto desejado. Como sao 3 elementos, com duas op¢des para cada, o
nimero de subconjuntos do conjunto sera: 2 -2 -2 = 23 = 8. O Principio Fundamental
da Contagem nos permite expandir a ideia para um conjunto com n elementos. Como
cada elemento pode ou néo pertencer ao subconjunto, o numero de subconjuntos do
conjunto dado sera 2". Podemos olhar os subconjuntos por outro viés:

* O subconjunto com nenhum elemento (vazio) corresponde a combinacgao de 3
elementos tomados 0 a 0, ou seja, CY;

O total de subconjuntos contendo um elemento corresponde a combinacéao de 3
elementos, tomados 1 a 1. ou seja, C1;

O total de subconjuntos contendo dois elementos corresponde a combinacao de
3 elementos, tomados 2 a 2. ou seja, C?;

O total de subconjuntos contendo trés elementos corresponde a combinacao de
3 elementos, tomados 3 a 3. ou seja, C3;

Consequentemente, o total de subconjuntos do conjunto de trés elementos é
CY + Cl+ C? + C3 = 2% = 8, pela 5a. propriedade de combinagdes (Ver Capitulo
2).

Note ainda que as quantidades apresentadas coincidem justamente com a 3a. linha do
tridngulo de Pascal. Ou seja, identificar as combinagdes com os subconjuntos de um
conjunto dado nos permite fazer a seguinte conclusao:

cr =1y
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8.1 REVISITANDO ALGUMAS PROPRIEDADES DE COMBINACOES A PARTIR
DOS SUBCONJUNTOS

Anteriormente reapresentamos a soma de todas as combinacdes de n elemen-
tos. Ao concluir que C} = T}’, entendemos que: C = (}). Agora, vamos entender os
resultados imediatos de combinac&o, combinag¢des complementares e a relagao de
Stifel por meio dos conjuntos.

8.1.1 Resultados Imediatos

a. C° = 1. Este resultado nos diz que a combinacéo de n elementos tomados 0 a 0
€ um conjunto vazio, ja que nenhum elemento é escolhido. Neste caso, existe 1
possibilidade apenas.

b. C' = 1. Este resultado nos diz que a combinagéo de n elementos tomados n a
n corresponde ao subconjunto que contém todos os elementos. Neste caso, s6
existe 1 possibilidade.

c. C"~! = n.Este resultado nos fala de todos os subconjuntos que contém todos os
n elementos exceto 1 deles. Como sdo n elementos, existem n subconjuntos em
gue 1 dos elementos apenas néo esta.

d. ¢+ = 0. Este resultado nos fala que néo existe subconjunto com mais elementos
que o conjunto. Isso se deve ao fato de que, para que A seja subconjunto de B,
todos os elementos do conjunto A devem pertencer ao conjunto B. Neste ponto,
€ possivel que o conjunto vazio, enquanto subconjunto de B, deixe duvida, porém,
ao se desejar um subconjunto com n + 1 elementos, note que o conjunto vazio
obrigatoriamente ndo contém mais elementos que o conjunto.

8.1.2 Combinacées Complementares

O resultado das combinag¢des complementares nos diz o seguinte:
Cr=CnP.

Para efeito de subconjuntos de um conjunto dado, temos o seguinte:

Seja um conjunto A com n elementos. O resultado C? expressa o nimero de
subconjuntos de A com p elementos. Para cada p elementos que sé&o escolhidos, exis-
tem os outros n — p que nao sdo escolhidos, donde ha uma correspondéncia biunivoca
entre esses subconjuntos. Assim, a quantidade de subconjuntos de p elementos e a
quantidade de subconjuntos de n — p elementos sera igual, o que verifica a no¢ao de
combinagdes complementares.
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8.1.3 Relacgao de Stifel

A relacgéao de Stifel nos diz que:

Oy = O+ C.

n

Considere um conjunto A com n + 1 elementos. Considere ainda todos os subconjuntos
de p elementos, nos quais um certo elemento « esta presente. Nesses subconjuntos, a
ja esta escolhido, restando escolher os p — 1 elementos restantes. Além disso, existem
subconjuntos com p elementos em que « nao foi escolhido, desse modo, o numero total
de elementos de A que restam para combinar p a p € igual a n, ja que « esta excluido
da escolha. Em razao disso, a combinacéo de n + 1 elementos p a p pode ser dividida
em uma soma de combinacgdes: a que « ja esta escolhido previamente e a que a nao
esta entre os elementos a serem escolhidos, o que verifica a Relagéo de Stifel.
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9 CONEXAO COM OS FATORIAIS

Uspenskii finaliza a obra "Tridngulo de Pascal" apresentando a nogao de
fatoriais, a qual ja foi abordada anteriormente no capitulo 1 deste trabalho. Entéo, o
autor se propde a expressar a sequéncia de Pascal e, por conseguinte, os termos do
triangulo aritmético como expressodes que se valem das definicoes de fatoriais. Para
isS0, se ocupa da expressao abaixo:

m!
= 9.1
g (m—q) 8:1)
Desse modo, temos: |
0!
0 _ _
Fo=gro =1
" m!
[
oo My
™ m!-0!
Além disso, temos:
n! n!
% =
R Sl (o T oy G s B (e
n! n!
=D (n—k+ 1! k- (n—Fk)
n! n!
=Dl =kt D) -(n=R)  E- (k=1 (n—k)
n! 1 1
_(k—1)!-(n—k)!'(n—k+1+E) (9:3)
B n! n+1
(k=1 (n—k)! k-(n—k+1)
B (n+1)-n!
Cke(k=D!(n—k+1)-(n—k)
(n+1)! it
p— p— < < .
B =kt 1] F'™,sendo1 <k <n
Concluséo:

« FY é alinha 0 de Pascal.

* A (n+ 1)-ésima linha, formada por £, Fi**' ... F'f! é derivada da sequéncia
Fy F7, ..., F7 por relagOes de Pascal.

* Do item anterior se conclui que a expressao (9.1) possibilita descrever os termos
de uma sequéncia derivada de outra por operagdes de Pascal.
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* A sequéncia acima, quando n = 0,1,2,3,... coincide com a n-ésima linha do
Tridngulo de Pascal.

» Desse modo, dadas as duas ultimas considerac¢des, conclui-se que F}' = 1}.

Note-se que se (9.1) define os termos do triangulo de Pascal, define também
a quantidade de combinacdes de n elementos tomados p a p, uma vez que esses
termos do tridngulo aritmético podem ser expressos por binomiais que sédo justamente
as quantidades de combinacdes ja citadas.

Do capitulo sobre quantidade de subconjuntos de um conjunto dado estreita-se
a relacao entre as quantidades de combinagdes simples e os termos do triangulo de
Pascal, os quais se revelaram também coeficientes da expanséo binomial de New-
ton. Das tentativas apresentadas no Capitulo 2 pode-se inferir que a ultima linha em
cada configuracao correspondia a n-ésima linha do tridngulo de Pascal, onde n era o
expoente da poténcia de base 2 considerada em cada caso.

Assim concluimos que as constantes C? (que nos diz a quantidade de combi-
nacoes simples de n elementos tomados p a p), T? (que indica o termo do triangulo de
Pascal de posicao (n,p)) e H? (que indica a quantidade de homens na intersecao de
posicao (n,p)) sdo correspondentes para o mesmo n e p. Desse modo, segue que (4.1)
expressa corretamente a resposta da questao da VIl Olimpiada, ou seja:

1000! 1000
1000 __ 71000 __ —
Hm =17 = k! (1000 — k)! ( k )

A obra ainda traz trés corolarios neste capitulo, os quais nao influenciam a
esperada conclusao da saga do problema da VIl Olimpiada, razdo pela qual optamos
por omitir.
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10 CONSIDERAGOES FINAIS

Quando se fala sobre os conceitos mais essenciais de Anélise Combinatdria,
observando os livros de matematica do Ensino Médio mais tradicionais, e mesmo as
conversas entre colegas que lecionam para as séries correspondentes, observa-se o0
quanto as férmulas e as "receitas” para se resolver problemas padrao tomam espaco,
em detrimento de uma discussdo mais significativa, estabelecendo-se conexdes seme-
Ihantes ao que se observa na obra de Uspenskii. Existem mais livros dele traduzidos
para o Inglés, os quais trazem outras luzes para o TriAngulo de Pascal, entre outros
pontos de Analise Combinatdria, como a obra "Mathmatical Conversations”, escrita com
DYNKIN. A intencédo desses livros é correr na contramao do que normalmente se faz
na escola. Entretanto, este novo olhar para o presente objeto de conhecimento desafia
a pratica docente a fazer, ao menos, novas provocagdes em cima de conhecidas e,
eventualmente, obscuras ideias.

O estudo de Anélise Combinatéria se revela desafiador, ja que as "receitas"ja
mencionadas omitem ideias importantes que podem contribuir para uma melhor com-
preensdo desta area da matematica. Ao trazer a obra de Uspenskii nesta dissertacgéo,
deseja-se resgatar de forma estruturada e engajada, conceitos e definicées, compa-
ragdes e provocacdes que acabam perdidos pela acdo do tempo e pela influéncia
dos "métodos praticos", que propdem passo-a-passo, mas nao discutem a origem das
ideias e, tampouco, os resultados obtidos.

Apesar da centralidade na obra de Vladmir Uspenskii, ndo € possivel concluir
este trabalho sem citar as obras de Oliveira e Bachx, que amplamente enriqueceram o
presente texto com robusta e organizada teoria sobre Analise Combinatéria.

Deste texto resta o convite a novas abordagens sobre Analise Combinatéria,
bem como a curiosidade em construir novas discussoes, valorizando textos mais
antigos. Estes ainda surpreendem com alguma novidade esquecida pela repeticdo de
costumeiras "receitas"e formularios na resolugéo dos conhecidos problemas-padrao
de Analise Combinatéria. O produto educacional desta dissertagcdo encontra-se no
Educapes no link (http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/1132052).
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