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RESUMO

Neste trabalho, propomos um algoritmo baseado no Método do Lagran-
geano Aumentado para resolver problemas de otimizag¢ao multiobjetivo
com restricao de cardinalidade. Especificamente, como sao problemas
dificeis de serem resolvidos diretamente, aproveitamos uma reformulacao
continua que flexibiliza a restricao de cardinalidade e propomos essa abor-
dagem que utiliza, em conjunto, o método do gradiente projetado com
busca linear nao monotona, adequado para conjuntos viaveis convexos
e fechados. Incorporamos também duas estratégias distintas de pena-
lizacao externa vetorial, a penalizacao quadratica e a exponencial. Para
relatar justificativas do uso de tal abordagem, realizamos um estudo, exi-
bindo interpretacao geométrica e perspectiva analitica dos métodos para
resolver problemas de otimizacao multiobjetivo nos casos: linear, irres-
trito e restrito. Na analise da convergéncia, mostramos a viabilidade do
ponto limite e sua otimalidade sob hipdteses fortes, como eficiéncia fraca.
Também utilizamos a teoria de dualidade Lagrangiana, que notamos fa-
cilitar os calculos. Entretanto, uma hipdtese mais forte, denominada
eficiéncia propria, foi necessaria. Realizamos uma andlise tedrica sobre
as propriedades de viabilidade e otimalidade das solugoes obtidas, com
base em condigoes de estacionariedade e argumentos geométricos. Além
disso, o algoritmo foi implementado em linguagem Python e aplicado a
problemas reais de selecao de portfélio. Os experimentos demonstraram
tempos de execucao adequados ao contexto multiobjetivo, e os resulta-
dos foram avaliados por meio de indicadores como o Hipervolume. A
comparacao com métodos da literatura evidenciou a eficiéncia, robustez
e competitividade na construcao da fronteira de Pareto da abordagem

proposta.

Palavras-chave: Otimizacao Escalar ou mono-objetivo - Otimizagao
Multiobjetivo - Programacao Nao-Linear - Restricao de Cardinalidade -

Penalidade - Lagrangeano Aumentado - Problema de Sele¢ao de Portfélio



ABSTRACT

In this work, we propose an algorithm based on the Augmented La-
grangian Method to solve multi-objective optimization problems with
cardinality constraints. Specifically, since these problems are difficult to
solve directly, we leverage a continuous reformulation that relaxes the car-
dinality constraint and propose this approach that uses, in conjunction
with the projected gradient method with non-monotonic linear search,
suitable for convex and closed feasible sets. We also incorporate two
distinct vectorial external penalty strategies: quadratic and exponential.
To provide justifications for using this approach, we conduct a study,
presenting a geometric interpretation and an analytical perspective of
the methods for solving multi-objective optimization problems in the fol-
lowing cases: linear, unconstrained, and constrained. In the convergence
analysis, we demonstrate the feasibility of the limit point and its opti-
mality under strong assumptions, such as weak efficiency. We also utilize
Lagrangian duality theory, which we note facilitates calculations. How-
ever, a stronger assumption, called eigenefficiency, was necessary. We
performed a theoretical analysis of the feasibility and optimality prop-
erties of the obtained solutions, based on stationarity conditions and
geometric arguments. Furthermore, the algorithm was implemented in
Python and applied to real portfolio selection problems. The experi-
ments demonstrated runtimes suitable for the multi-objective context,
and the results were evaluated using indicators such as Hypervolume.
Comparison with methods in the literature demonstrated the efficiency,
robustness, and competitiveness of the proposed approach in construct-

ing the Pareto frontier.

Keywords: Scalar or Single-Objective Optimization - Multi-Objective
Optimization - Non-Linear Programming - Cardinality Constraint -

Penalty - Augmented Lagrangian - Portfolio Selection Problem
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Introducao

Existem diversas areas da ciéncia que fazem uso da Otimizacao para ajudar na
tomada de decisoes. Por exemplo, em problemas que envolvem um unico objetivo, que
através de modelos e técnicas de otimizagao minimizam (ou maximizam) uma fungao
linear ou nao, denominada funcao objetivo, em que estd sujeita a restricoes também

lineares ou nao, compondo a chamada regiao admissivel (vidvel).

Nas diversas situacoes reais que precisamos modelar e obter um resultado satis-
fatorio, surge o estudo de programacgao matematica com varios objetivos. Entretanto, ge-
ralmente tais objetivos sao conflitantes, disputando entre si por uma determinada solucao.
Para esses problemas, denominamos Problemas de Otimizagao Multiobjetivo (MOP, do

Inglés Multiobjective Optimization Problem).

Nesta dissertacao, apresentamos primeiramente um breve estudo desses proble-
mas com multiplos objetivos, que ¢ um dos campos com intumeras aplicacoes, entre elas

Engenharia, Economia, Estatistica e até mesmo da Exploracao Espacial [4, 15].

Em geral, nao ha um tnico ponto 6timo que ira otimizar todas as fungoes objetivo
ao mesmo tempo. Nesses casos, estamos interessados em buscar pontos que denominamos
de solugoes 6timas de Pareto (ou eficientes). Existem também solugées menos restri-
tas, como solugoes Gtimas fracas de Pareto (ou fracamente eficientes) e pontos Pareto

estaciondrios/criticos. O livro [51] foi uma referéncia pioneira para tratar tais conceitos.

Nosso primeiro objetivo é apresentar o que é um problema de Otimizagao Multiob-
jetivo, abordando a relagao com o caso escalar (Otimizagao Mono-objetivo). Pretendemos
tornar este trabalho autocontido, ou seja, contendo em si os principais conceitos que sao
necessarios para o leitor entender as principais diferencas de generalizar o caso escalar
para o multiobjetivo, apresentando as diferentes defini¢oes e resultados presentes na li-
teratura. E importante ressaltar que iniimeros métodos, associados a otimizagao escalar,

tém sido estendidos ao caso multiobjetivo [15, 17, 48].

Existem basicamente trés tipos de MOPs, o linear, o irrestrito e o restrito. Neste
trabalho, temos como objetivo realizar um estudo tedrico e uma aplicacao para o caso
especifico restrito de problemas multiobjetivo com restrigdo de cardinalidade (MOPCaC,
do Inglés Multiobjective Optimization Problems with Cardinality Constraints). Em geral,

problemas com restricao de cardinalidade sao programas matematicos dificeis, mas forne-
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cem solugoes esparsas, ou seja, solugoes com um numero limitado de elementos nao nulos,
e que possuem diferentes aplicagdes, como compressao de imagens, selecao de variaveis

para aprendizado de maquinas e otimizacao de portfélio. [40]

Também apresentamos duas possiveis abordagens para resolver tais problemas.
Iniciaremos com uma generalizacao do chamado Método do Gradiente Projetado, onde
trabalhamos com um conjunto viavel convexo. Para tal método, uma revisao mais apro-
fundada pode ser encontrada no trabalho de Birgin, Martinez e Raydan em [13]. O
Método do Gradiente Projetado para MOPs foi introduzido em [20].

Este trabalho também tem como objetivo tratar de questoes relacionadas a ex-
tensao de forma tedrica e pratica dos recentes trabalhos baseados em derivadas para
problemas de otimizagao escalar de Kreji¢, Krulikovski e Raydan em [39, 40]. Especifica-
mente, realizamos uma andlise do método de gradiente projetado para resolver MOPCaC.
O estudo inclui relatar justificativas para o uso de tal abordagem e exibir interpretagoes

geométricas e perspectiva analitica.

A ideia-chave foi aproveitar o fato de que as restricoes do MOPCaC em uma refor-
mulagao continua, recentemente desenvolvida que relaxa a restrigao de cardinalidade, sao
conjuntos convexos “faceis de projetar” (caixas, esferas, subespacos, entre outros). Com a
motivacao de encontrar solugoes Pareto para o problema MOPCaC, baseadas no algoritmo
proposto por Carrizo, Fazzio e Schuverdt em [20], analisaremos se o método combinado
converge para pontos que satisfazem condigdes de otimalidade/estacionariedade obtidas ao
algoritmo do Lagrangeano aumentado, recorrendo a Programacao Sequencial de Minimos

Quadrados, que também pode ser feito pelo uso do Algoritmo de Dysktra.

O enfoque do trabalho consiste em estudar de forma tedrica e pratica abordagens
precisas e eficientes para obter solucoes Pareto de MOPCaC. O desenvolvimento, analise
de convergéncia, implementacao (em Python) e testes dos algoritmos obtidos em dados
reais serao os objetivos no que diz respeito a extensao dos problemas de otimizacao aqui

propostos.

Um objetivo especifico deste trabalho é realizar uma aplicacao para problemas de
portfolio. Aplicamos a abordagem, visando analisar os resultados com a teoria apresen-
tada. Levamos em conta a escolha dos parametros de penalizacao da funcao Lagrangeana,
tanto para o caso quadratico quanto exponencial. Esta dissertacao tem como inspiracao
os trabalhos feitos por Krulikovski, Ribeiro e Sachine em [16], Garmanjani, Krulikovski e
Ramos em [45], Lapucci em [21, 35, 36].

Em linhas gerais, estabelecemos os seguintes objetivos especificos:

e Apresentar os principais conceitos da otimizacao multiobjetivo e discutir sua relacao

com o caso escalar;

e Revisar a literatura relacionada a restricao de cardinalidade e as reformulacoes

continuas utilizadas para trata-la;



Introducao 18

e Adaptar e aplicar o método do gradiente projetado para problemas multiobjetivo
com restrigao de cardinalidade (MOPCaC);

e Estudar a penalizacao da restricao de Hadamard com funcoes quadraticas e expo-

nenciais, analisando suas vantagens e limitacoes;

e Propor e analisar um algoritmo baseado no Lagrangeano aumentado multiobjetivo

com penalizacao externa para MOPCaC;

e Demonstrar propriedades tedricas do algoritmo, como viabilidade dos pontos de

acumulagao e condigbes de otimalidade/estacionariedade;

e Implementar os algoritmos propostos em linguagem Python e aplica-los a problemas

reais de selecao de portfolio;

e Comparar os métodos propostos com abordagens da literatura, como a formulagao
MIQP com soma ponderada, avaliando desempenho na construcao da fronteira de

Pareto, robustez e qualidade das solugoes obtidas.

Principais contribuicoes
Em resumo, as principais contribuigoes da dissertagao sao:
e Capitulo 1
— Apresentamos os resultados principais que sao usados para generalizar o caso

escalar /mono-objetivo para o caso multiobjetivo.

— Deixamos de forma o mais didatica possivel o Método do Gradiente Projetado,

apresentando na Figura 1.6 sua aplicacao.
— Relembramos dualidade, recorrendo tanto a fungao conjugada (resultado que
nao é tao cldssico) quanto na aplicagao direta da fun¢ao Lagrangeana.
e Capitulo 2
— Discutimos a respeito das definicoes presentes na literatura, tentando deixar
clara a diferenca entre elas.

— Introduzimos para ilustrar no caso bi-objetivo tais definicoes, os Exemplos 2.3,
2.3, 2.9 e ilustracoes nas Figuras 2.5, 2.4, 2.7, 2.8.

— Apresentamos de forma autocontida as generalizagoes presentes na literatura

para (MOP), principalmente os resultados referentes a convexidade.

— Generalizamos a formulacao dual para (MOP) com restrigoes de igualdade.
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— Apresentamos um exemplo de reformulagao do problema (2.3) como um pro-
blema de otimizacao linear multiobjetivo, servindo como base para nosso tra-

balho em estudar o caso nao linear.

— Demonstramos o Lema 2.22 que relaciona pontos eficientes com pontos Pareto

estaciondrios no problema (UMOP).

— Discutimos a generalizagao do Método do Gradiente Projetado para (MOP),
apresentando Exemplos como presentes na Figura 2.9 e detalhando resultados

implicitos da literatura.

— Apresentamos o Exemplo 2.33 para ilustrar a escolha de calcular a direcao de

busca em nossas abordagens.
— Deixamos de maneira acessivel a demonstracao do Teorema 2.37.
— Fundamentamos teoricamente a existéncia de solugoes para (MOP).
— Provamos uma forma alternativa de definir solugoes eficientes no Lema 2.7.

— Apresentamos modificagoes na demostragao do Teorema 2.45 para garantir que
todo ponto de acumulacao gerado pela sequéncia do Algoritmo 6 é um ponto

viavel estacionario de MOP.

— Enunciamos o Corolario 2.46 que complementa o Teorema 2.45.

— Apresentamos uma alternativa de demonstracao do Lema 2.47, recorrendo a
outros resultados do capitulo.

e Capitulo 3

— Relembramos os resultados de penalidade externa Lagrangeano para MPCaC.

— Apresentamos o Exemplo 3.6, mostrando que a relacao de equivaléncia entre
solucoes otimas locais de Pareto nem sempre é valida.

— Realizamos uma releitura do trabalho de [45], apresentando os principais re-
sultados para utilizarmos na convergéncia da nossa abordagem algoritmica.

— Detalhamos o Exemplo 3.14, onde a condicao MOP-WCQ falha.

— Nossa principal contribuicao é a Segao 3.2.1, desde a definicao de nosso algo-

ritmo quanto as demonstragoes de convergéencia.
e Capitulo 4

— Detalhamos nossos cédigos em Python, do qual foram elaborados no Google
Colab. Os coédigos estao disponiveis no Github em https://github.com/

Andrezanincruz01/Dissertacao_Mestrado.git.

— Realizamos testes numéricos para o problema de portfélio, acompanhados da
analise na escolha dos parametros de penalizacao, tanto o caso exponencial

quanto o quadratico.
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Organizacao do trabalho

Apresentamos o estudo da seguinte forma. No Capitulo 1, as principais re-
feréncias foram [1, 40, 47, 53]. Nas Se¢oes 1.1 e 1.2, apresentamos algumas defini¢oes
e teoremas usados para fundamentar o desenvolvimento da abordagem proposta no tra-
balho. Destacamos alguns conceitos classicos de Analise, Topologia, Algebra Linear e
Otimizagao Escalar/Mono-objetivo, focando na Otimizagao Convexa na Subsecao 1.2.1,
Programacao Quadratica Sequencial na Subsecao 1.2.2, Método do Gradiente Projetado

na Subsecao 1.2.3, Algoritmo de Dykstra na Subsegao 1.2.4 e Dualidade na Subsegao 1.2.5.

No Capitulo 2, apresentamos nossa pesquisa tedrica sobre Otimizacao Multiob-
jetivo, as principais fontes foram [15, 19, 20, 28, 45, 46, 48]. Mais especificamente, na
Secao 2.1 temos algumas defini¢coes e resultados preliminares sobre otimizagao multi-
objetivo presentes na literatura. Dualidade para MOP em 2.1.1. O Método da Soma
Ponderada em 2.1.2. Depois, explicamos na Subsecao 2.1.3 sobre os problemas de oti-
mizacao linear multiobjetivo. Na Subsecao 2.1.4 discutimos os Problemas de Otimizagao
Multiobjetivo Irrestrito, apresentando o Método do Gradiente. Na Secao 2.2 tratamos do
Problema de Otimizacao Multiobjetivo Restrito, muito importante para nosso trabalho,

abordando a Busca Linear Nao Monodtona na Subsecao 2.2.1.

No Capitulo 3 apresentamos a parte principal dos nossos resultados tedricos.
Comegamos na Segao 3.1, estudando os problemas de otimizagao escalar/mono-objetivo
e métodos presentes na literatura para resolvé-los na Subsecao 3.1.1. Em seguida, na
Secao 3.2 apresentamos nossa pesquisa sobre os métodos de penalizacao externa e La-
grangeano Aumentado na Subsegao 3.2.1 no caso multiobjetivo, recorrendo ao PGM-
MOP. Introduzimos nosso algoritmo voltado para problemas multiobjetivo com restrigao
de cardinalidade, bem como seus resultados sobre viabilidade e convergéncia. Além disso,
exibimos alguns resultados recentes da literatura sobre condigoes de qualificacao voltadas

para essa classe de problemas. As principais referéncias sao [21, 39, 40, 45].

No Capitulo 4, apresentamos nossos testes numéricos com o PGM-MOP na Secao
4.1, bem como utilizamos a estratégia de multiplos inicios para a construcao da fronteira
de Pareto. Em seguida, explicamos o que sao problemas de portfélio e o modelo de Mar-
kowitz na Secao 4.2. E para as Subsecgoes 4.3, 4.4 e 4.5 definimos o que sao perfis de
desempenho e as métricas para MOPs. Além disso, explicamos como implementamos
o método WSM para MOPCaC usando o MIQP CPLEX e apresentamos nossos expe-
rimentos numéricos em diferentes problemas de portfolio encontrados na literatura. As

referéncias mais fundamentais neste capitulo sao [3, 6, 17, 34, 40, 43, 48].

Finalmente, no Capitulo 5, temos as principais conclusoes de todo o estudo rea-

lizado e as possibilidades para trabalhos futuros.



Capitulo 1
Revisao de Conceitos

Neste capitulo destacamos alguns conceitos classicos de Analise, Topologia, Algebra
Linear e Otimizacao, focando na Otimizacao Convexa. Também apresentamos alguns re-
sultados importantes de Programagcao de Minimos Quadrados Sequenciais (SLSQP, do

Inglés Sequential Least Squares Programming) e do algoritmo de projegao de Dykstra.

Deste modo, podemos ter melhor entendimento de MOPs com restri¢ao de cardi-
nalidade, que é o foco principal de nosso trabalho. As principais referéncias consideradas
neste capitulo sao [1, 40, 47, 48, 53].

1.1 Preliminares

Iniciamos com uma breve introducao de notacao muito ttil ao longo do texto.
Primeiramente, introduzimos as seguintes relacoes de ordem parcial para quaisquer dois

vetores x,y € R"

x <y, se, e somente se, r; < y;, paratodoi=1,...,n, (1.1)

xr <y, se, e somente se, r; < 1;, para todoi=1,...,n. (1.2)

Usamos = S y se x < y e x difere de y em pelo menos uma componente. Equivalentemente,
que z < y ez # y. Caso tais vetores nao sejam comparaveis, denotamos = ~ y. Temos
que (1.1) e (1.2) sao relagoes de ordem parcial bindria. Além disso, as propriedades

reflexiva, anti-simétrica e transitiva ocorrem [48].
Exemplo 1.1 Considere z,y,z € R?, tais que v = (4,6,8)7, vy = (3,5,7)" e z =
(4,5,6)". Entdo, y <z e z <z, porém z ey ndo podem ser comparados.

Definidas tais relagoes de ordem, somos capazes de distribuir os vetores do R"
com base em seus sinais. Portanto, o conjunto formado por todos os vetores nao-negativos

do R™ denotamos por
R} ={z € R" |z > 0} (1.3)

21
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e o0 seu negativo, ou seja, o conjunto formado por todos os vetores nao-positivos como
—R} =R” ={z e R" |z < 0}. (1.4)
Também consideramos o conjunto
R}, ={zxeR" |z >0} (1.5)

e seu negativo por
R}, =R"_={zeR" |z <0} (1.6)

Dado uma funcao diferenciavel F': R™ — RP, definimos a matriz jacobiana de F

em x, denotada por JF(z), como a matriz com entradas

(TP = 5 w)

Afi afi
ory’ " Oz,

a notagdo VF(x) = (Vfi,...,Vf,) para representar a matriz Jacobiana.

-
O vetor gradiente de f; é dado por Vf;(z) = ( > . Também é comum usar

A seguir, apresentamos um dos resultados mais conhecidos na area da anélise e

que marca presenca em algumas demonstracoes posteriores.

Proposigao 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) [1] Dados quaisquer x,y € R™,

tem-se
[z y) [ < lzllllyll,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores x e y sao linearmente dependentes.

Por conveniéncia vamos estabelecer N = {0, 1,2,3,...}. Uma sequéncia {z*}ren
contida no espaco R™ é uma funcao que relaciona cada nimero do conjunto dos naturais

N com um vetor do espago R”. Também é comum denotar uma sequéncia por (z*).
Definigao 1.3 [1, pdg.1] Dizemos que o limite da sequéncia {x*}rcn € 0 ponto T € R™
quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter um indice k € N tal que

k>F = |l2" — 7| <e.

Neste caso, também dizemos que a sequéncia {xk}keN converge para T e indicamos

este fato por ¥ — T ou

J& uma subsequéncia de {z*} é a mesma funcio, mas restrita a um subconjunto
infinito de N, digamos Ny = {k; < ky < ... < k; < ...} C N. Assim, podemos denotar

uma subsequéncia de {z*} por {z%};cn ou também {x*}; cn,.
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Teorema 1.4 [1/Se uma sequéncia {x*} converge para um limite T, entdo toda sub-

sequéncia {z% }ien também converge para T.

Diremos que uma sequéncia {zF} C R" é limitada, quando existir um ndimero
real M > 0 tal que ||z*|| < M,Vk € N.

Teorema 1.5 [1] Toda sequéncia convergente € limitada.

Teorema 1.6 [Bolzano-Weierstrass| Toda sequéncia limitada em R"™ possui uma sub-

sequéncia convergente.

Um ponto de acumulagio ou valor de aderéncia de uma sequéncia {2*}ren é 0
limite de uma subsequéncia da mesma. Vejamos agora como caracterizar o maior e menor

ponto de acumulacao.

Definigao 1.7 [1, pdg.3] Seja {2*}ren C R uma sequéncia limitada. Definimos o limite
inferior da sequéncia {x*}reny como seu menor ponto de acumulagdo e denotamos por
liminf 2%. Analogamente, definimos o limite superior da sequéncia como seu maior ponto

de acumulacdo e denotamos por limsup z*.

Relembremos agora a definicao de sequéncia monétona e seu resultado de con-

vergéncia ao assumir também a hipotese de ser limitada.

Definigao 1.8 [1, pdg.3] Dizemos que a sequéncia {x*} C R € ndo decrescente quando
281 > 2F para todo k € N e € ndo crescente quando x**' < a* para todo k € N. Se as
desiqualdades forem estritas, diremos que {x*} é crescente no primeiro caso e decrescente

no sequndo. Em qualquer uma dessas situacgoes, a sequéncia € dita monotona.
Teorema 1.9 [1] Toda sequéncia {xy} C R mondtona limitada é convergente.

Teorema 1.10 [1] Se uma sequéncia mondtona {x*}ren possui uma subsequéncia con-

vergente, entao {x*}ren € convergente.

Agora que definimos o que é uma sequéncia monétona, podemos estender essa
definicdo para o caso n-dimensional. Considere a sequéncia {z*} C R, diremos que ela
¢ R’ -decrescente se cada componente do vetor 2® diminui estritamente seu valor a cada
iteracio, ou seja, xf > xf“,Vk’ e Nei:=1,...,n. De forma andloga, essa sequéncia é

R -crescente, se cada componente do vetor x¥ cresce estritamente a cada iteracao.

Para finalizar essa subsecao, vamos definir um tipo de sequéncia muito utilizada
no estudo da convergéncia completa do método do gradiente e do gradiente projetado

com fungoes convexas componente a componente.

Defini¢ao 1.11 [50] Tome U C R"™ um conjunto nao vazio e fechado. Uma sequéncia
infinita {x*}ren de pontos fora de U € dita ser Fejér ou mondtona Fejér com respeito a

U se vale as sequintes: x* # x*1 e ||ak*t1 — z|| < ||a* — 2| para todo = € U e k € N.
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Ja em uma sequéncia quase-Fejér convergente, permitimos uma violagao de ser

monotona por parametros €, que somam um valor finito ao longo das iteragoes.

Definigao 1.12 [15, Sequéncia Quase-Fejér, pdg.598] Dizemos que uma sequéncia {x*} pex
¢ quase-Fejér convergente para o conjunto fechado e nao vazio U C R™ se para todo x € U

existe uma sequéncia {extren C R, e > 0 para todo k e tal que

2" — z]|? < ||2* — z||* + e, para todok € N com Za?k < 0.
keN

Teorema 1.13 [/4] Se uma sequéncia {u*}ren € quase-Fejér convergente para um con-
junto ndo vazio U C R", entio {u*} € limitada. Se, além disso, {u*}ren tem um ponto

de acumulacio u que pertence a U, entdo lim u* = u.
k—00

Durante nosso estudo sobre pontos estacionarios em problemas de otimizac¢ao mul-
tiobjetivo (MOPs), estudamos pontos estaciondrios que correspondem a solugoes Gtimas
locais. Para fundamentar nosso estudo, retomamos alguns conceitos da Topologia, que

sao fundamentais para compreender e descrever o comportamento de tais solucoes.

O conjunto X C R™ é dito ser limitado quando temos a presenca de uma bola
que o contém, ou seja, existe a € R™ e § > 0, tais que X C B(a,d). Tome o conjunto A,

a funcao F : A — R" é dita ser limitada quando seu conjunto-imagem ¢é limitado, [1].

Definigao 1.14 [1, pdg.9] Diz-se que um ponto a € X C R™ € interior ao conjunto X
se existe uma bola aberta com centro em a e contida em X. Neste caso, diz-se também
que X € uma vizinhanga de a. O interior de X, int (X), é o conjunto formado por todos
0s pontos que sao interiores a X. Um conjunto X C R™ é chamado de aberto se todos os

seus pontos sao interiores, isto €, se int (X) = X.

Precisamos também definir os conjuntos fechados, porque um dos nossos focos de

estudo sao funcoes de MOP com seus dominios tendo essas caracteristicas.

Defini¢ao 1.15 [1, pdg.9] Um ponto T € dito ser aderente ao subconjunto X C R™ quando
¢ limite de alguma sequéncia de pontos desse subconjunto, isto €, se qualquer vizinhanca
de T contém algum elemento X. O conjunto dos pontos aderentes a X € chamado de
fecho de X, e serd denotado por cl(X).

Definicao 1.16 [1] Um subconjunto X C R™ ¢é fechado quando cl(X) = X. De maneira
equivalente, X é um conjunto fechado se, dada qualquer sequéncia {z*} C X, com 2* — 7,

implicar em T € X.

Definigao 1.17 [1] Um ponto T € R™ ¢ dito ser ponto de fronteira de um subconjunto
X C R"™ quando qualquer vizinhanc¢a de T contém algum elemento de X e algum elemento
do seu complementar X¢ (R™\ X ). O conjunto dos pontos fronteira de X €é denominado

de fronteira de X e serd denotado por 0 X .
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Como ja sabemos o que sao conjuntos fechados e limitados, podemos estabele-
cer o classico teorema de Heine-Borel que estabelece uma equivaléncia entre conjuntos

compactos e conjuntos fechados e limitados.
Teorema 1.18 [1] Um conjunto X C R™ € dito ser compacto se ele € fechado e limitado.

Definicao 1.19 Dizemos que ¢ : R™ — R é uma fun¢ao homogénea de grau k, se para

qualquer escalar positivo t e qualquer entrada x na fun¢do, temos

p(tr) = tho(z),

onde k € uma constante. Além disso, se o escalar t € restrito a ser positivo (t > 0),

dizemos que a funcao € positivamente homogénea.

Defini¢ao 1.20 [1/ Sejam f: R™ — R uma fun¢ao dada e X C R™ um subconjunto nao
vazio. Diremos que f € coerciva sobre X, quando para cada sequéncia {x*} C X tal que
ou ||z"|| R oo ouah — 2t € cl(X)\ X (conjunto dos pontos de acumulagdo), tem-se

lim f(z") = +o0.
k—o0

Defini¢ao 1.21 /28] Sejam f : R™ — R uma fun¢ao dada e z € R. Se define o conjunto
de nivel, Cy(z) ={zx € R" | f(z) < z}.

Na Figura 1.1, apresentamos um exemplo de fungao coerciva f(z) = z* — 22, da
qual para uma sequéncia {z*}.cn qualquer, se ||2*|| F 0, obtemos entdo f(a®) LiSIN

+o0.

2.5

2.0+

15

1.0+

0.54

0.0+

-15 -10 -05 0.0 05 10 15

Figura 1.1: Exemplo de fungao coerciva.

Proposicao 1.22 Sejam f: R" — R e X C R" um subconjunto nao vazio. Entao f €

coerciva sobre X se, e somente se, o conjunto
Cp(z, X) ={z e X | f(x) <z}

¢ limitado, para todo z € R.
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Na secao seguinte, concentramos no caso de problemas de programacao ma-
tematica com um objetivo, ou seja, o caso escalar. O intuito é revisar a existéncia e
unicidade das solugoes para estes problemas, e também as condicoes necessarias e su-
ficientes de otimalidade. Além disso, no proximo capitulo, o qual trata dos problemas

multiobjetivo, realizaremos uma analise semelhante a que foi apresentada até aqui.

1.2 Problema de Otimizagao Escalar/Mono-objetivo

Consideramos o seguinte problema nao linear de otimizacao escalar ou também

denominado problema de otimizacao mono-objetivo:

minimizar f(x
zeR" (z) (NLP)
sujeitoa x € X,

com funcgao objetivo f : R” — R continuamente diferenciavel e conjunto viavel nao vazio
X dado por

X={zeR"|h(x)=0,i=1,...,qegj(x) <0,57=1,...,m},

onde h; :R" = R, i=1,...,qeg;:R" =R, j=1,...,m sao fungoes de restricao
também continuamente diferencidveis. Cada ponto z € X é chamado ponto viavel. Por

simplicidade, também denotamos o conjunto viavel X por
X ={xeR"|h(x)=0eg(z) <0}

Defini¢ao 1.23 Seja X C R™ um conjunto nao vazio. Considere o problema (NLP) e

seja x* um ponto viavel em X. Entao

1. Dizemos que x* é um minimizador global (ou solug¢ao dtima) do problema (NLP),

ou seja, um minimizador global de f em X, se f(x*) < f(x) para todo v € X.

2. Dizemos que x* € um minimizador local (ou solug¢ao étima local) do problema (NLP)
se existe um 0 > 0 tal que f(z*) < f(x) para todo x € X N B(x*,0).

3. O walor dtimo do problema (NLP) se define como sendo 1n£f(x) Se x* € um
ze
minimizador global entdo in)f(f(a:) = f(x").
S
A funcao objetivo f pode admitir varios minimizadores globais. Entretanto, o
valor 6timo (global) do problema (NLP) ¢ tnico.

Dado z € X, dizemos que uma restricao de desigualdade g; é ativa em & quando

g:(z) = 0. Caso ¢;(z) < 0, dizemos que g; é inativa em Z. O conjunto dos indices das
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restricoes de desigualdade ativas é denotado por
I(z) = {i | g:(x) = 0}.

Defini¢ao 1.24 [1]/ Um ponto & € R™ € dito estaciondrio para o problema (NLP) quando

existirem vetores @ € R™, B € R? (multiplicadores de Lagrange) tais que

V@) + Y aivVe(x) + > BiVhi(z) =0, (1.72)
- 4(2) < 0.h() = 0. (1.7h)
a; >0, 1=1,...,m, (1.7¢)

Para o problema irrestrito, ou seja, quando X = R", dizemos que um ponto
T é estacionario ou critico da fungao f, se Vf(z) = 0. As condigdes (1.7a)—(1.7d) sao
conhecidas como condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) e, sob determinadas hipoteses
de qualificacao, sao satisfeitas em um ponto que seja minimizador. Um ponto =z € R"
¢ dito qualificado quando atende a uma condicdo de qualificacao (CQ). Apresentamos a

seguir algumas dessas CQs para o problema (NLP).

Defini¢ao 1.25 (Condigao de qualificagao de independéncia linear) [1, pdg. 150]
Dizemos que a condi¢do de qualificacdo de independéncia linear (LICQ)) € satisfeita em T
quando o conjunto formado pelos gradientes das restri¢oes de igualdade e das restrigoes

de desigualdade ativas € linearmente independente, isto €,
{Vgi(z) |iel(z)} U{Vhi(z),i=1,...,q} € LI

Defini¢ao 1.26 (Condigao de qualificagao de Slater) [1, pdg. 149] Dizemos que a
condicao de qualificacdo de Slater € satisfeita quando h é afim, cada componente g;, 1 =

L,...,m, € conveza e existe T € X tal que h(Z) =0 e g(z) < 0.

Teorema 1.27 (KKT) /1] Seja * € R™ um minimizador local do problema (NLP) e
suponha que seja satisfeita uma condicao de qualificacao. Entao existem vetores o € R™,
p* € RP tais que (x*,a*, %) cumpre (1.7a)-(1.7d).

Existe uma situacao particular que se faz presente neste trabalho, em que as

restricoes sao afins, caso em que os pontos viaveis também sao qualificados.

Proposicao 1.28 (Conjunto viavel poliedral) [1] Suponha que as restrigoes g e h

sao afins, isto €, digamos que o problema seja da forma

minimizar T

reR? f( )

sujeito a  Ax < b
Mx =,
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onde A € R™*" M € RP*" b e R™ er € RP. Neste caso, todo ponto vidvel € qualificado.
Portanto, se x* € um minimizador local deste problema, entao x* satisfaz as condicoes de
KKT.

Se nao for verificada nenhuma condicao de qualificacao, podemos ter minimiza-
dores que nao cumpram KKT, atrapalhando a caracterizagao de tais pontos. Precisamos
entao de condigoes necessarias e ou suficientes de otimalidade para que um ponto viavel
do problema (NLP) seja étimo. Neste trabalho, nosso foco sera em condigbes de primeira

ordem (ou seja, condi¢oes que envolvem as derivadas de primeira ordem).

1.2.1 Convexidade

A convexidade é um dos conceitos que desempenha um papel importante na re-
solugao de problemas de otimizacao. Tal caracteristica garante que pontos estacionarios
(que as condigbes de KKT sao satisfeitas) sao solugoes globais. Vamos comegar relem-
brando alguns dos principais conceitos e resultados relacionados a convexidade que serao
uteis nos capitulos futuros para abordar resultados tedricos e algoritmicos, mais especifi-
camente, do Método do Gradiente Projetado Multiobjetivo (PGM-MOP).

Defini¢ao 1.29 [1, pdg.39] Um subconjunto X C R™ é um conjunto convexo se, para
todo x,y € X, o segmento de reta com extremidades em x e y estd inteiramente contido
em X. Em outras palavras, x,y € X = (1 —t)x +ty € X para todo t € [0, 1].

6 Convexo 6 Né&o Convexo
5 5
xT

4 ¥ 4
3 3
2 &5 2
1 14
0 : ‘ . ‘ . 0 . ‘ . ‘ ‘

0 1 2 3 4 5 6 6 7 8 9 10 11 12

Figura 1.2: Exemplo de conjunto convexo e nao convexo.

A nocao de convexidade de conjuntos pode ser representada pela Figura 1.2, que

ilustra dois conjuntos, um convexo e outro nao.

Definicao 1.30 Dado um conjunto X C R". Uma combmagdo convexa de elementos de

X € um vetor da forma Zle“ onde x; € X, v; >0 e sz =1.

=1 =1
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Sejam AX;, ¢ = 1,...,m conjuntos convexos do R". Um resultado comum da

literatura, importante neste trabalho, é que a intersecao X = ﬁl/\fi é convexa.
1=

Defini¢ao 1.31 [1, pdg.56] Seja X C R™ um conjunto convexo. Dizemos que a fungdo
f:R" = R € convexa em X quando

S =t)r +ty) < (1—1)f(x) +tf(y),

para todos x,y € X et € [0,1]. Caso a desigualdade seja estrita, para todos x,y € X e

€ (0,1), f € dita estritamente conveza.

Segundo a Definicao 1.31, o grafico de uma funcao convexa estd sempre abaixo

de qualquer segmento que une dois pontos quaisquer do grafico de f. Veja Figura 1.3.

— flz)=2? HoT

81 ---- Secante 0.75

— flz)=sen(z)

---- Secante
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0.25

0.00 -

-0.251

—0.50

-0.75+

=1.00 1

el e e e e e e Y

w
(=)
o
R
[(CQ!
W T
iy
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Figura 1.3: Exemplo de fungao convexa e nao convexa.

Observacao 1.32 Todo problema de maximizagao

maximizar f(x)
xr

sujeitoa € X
pode ser transformado em wm problema de minimizacdo equivalente

minimizar —f(z)
T

sujeitoa x € X.

Além disso, uma funcao f € dita concava se —f for convexra. Assim, a maxi-

mizacao de uma funcdao concava equivale a minimizacao de uma fungao conveza.

Nem sempre ¢é facil provar explicitamente que uma funcao é convexa seguindo
diretamente a definicao. No entanto, quando assumimos a hipotese de diferenciabilidade,

podemos caracterizar a convexidade da fungao de outras formas.
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Teorema 1.33 [1, pdg.58] Sejam X C R™ um conjunto aberto e f: X — R uma fungao

diferencidavel em X. A funcdo € convexa se, e somente se,

fy) = f@)+ V) (y— =)

para todo x,y € X.

O préximo resultado estabelece que pontos estacionarios de problemas convexos

sao minimizadores globais.

Teorema 1.34 [1] Considere o problema (NLP) e suponha que f : R" - R, g; : R" —» R,
t=1,...,m, sao funcoes continuamente diferencidveis e convexas. Suponha também que

h ¢ afim. Entao, qualquer ponto estaciondrio para este problema € minimizador global.

Observagao 1.35 Portanto, se o problema de Otimizacao € convexo, isto €, a func¢ao
objetivo € convexa e as restricoes determinam um conjunto convexo, entdo as condigoes

de KKT sao necessarias e suficientes para x* ser minimizador global.

O proéximo resultado justifica a convexidade ser uma propriedade tao interessante.

Teorema 1.36 [1] Considere o problema (NLP) e suponha que X C R™ é convexo e f
¢ uma funcao convexa em X. FEntdo, todo minimizador local para este problema serd

minimizador global.

Podemos agora apresentar a importancia que a hipotese de convexidade tem
sobre a projecao de pontos. Primeiramente, vamos supor um conjunto X C R" e um
ponto z € R™, definimos entao a projecao euclidiana do ponto z sobre o subconjunto X,
denotado por Py(z), como a solu¢do do problema de minimizacao de encontrar a menor

distancia entre z e os pontos de X,

minimizar ||z — z||
X
sujeitoa x e X,
e definimos Py(z) = argmin ||z — z||.
zeX
O problema de otimizacao anterior pode nao apresentar nenhuma solucao, e se
houver, nao é garantido que serd unica, tudo vai depender da estrutura do conjunto
utilizado. Se o conjunto X for fechado, vamos ter a garantia de existéncia da projecao do

ponto z e caso ele também seja convexo, entao a proje¢ao é tnica [1].

O resultado a seguir garante a existéncia de ao menos um ponto para a projecao
no conjunto X C R"™. Esse resultado nao depende da norma, mas vamos continuar

guardando essa notagao para a norma euclidiana.
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Lema 1.37 [1] Seja X C R™ um conjunto fechado nao vazio. Dado z € R", existe Z € X
tal que

|z —Z|| < ||z — 2|, para todo x € X.

Além disso, se adicionarmos a hipotese que X € convexo, entdo dado z € R™, existe um
unico z € X tal que

|z —z| < ||z — ||, para todo x € X.

Apresentamos agora o teorema da projecao, este resultado afirma que sob a
hipotese de um conjunto fechado e convexo e considerando um z € R", partindo do
ponto Z = Px(z) temos que todo vetor que aponta para qualquer outro ponto € X gera
um angulo obtuso (e no minimo um angulo reto) com o vetor que parte de Z para z, ou

seja, para todo x € X, tem-se o produto interno (x —%) " (z —z) < 0.

Teorema 1.38 [1] Considere X C R™ um congunto convezo fechado, z € R" ez = Px(z),
entio (r — %) (z — %) <0, para todo v € X.

Figura 1.4: ITlustragao do Teorema da Projecao.

O teorema anterior estabelece uma condicao necessaria, mas o préximo resultado

fornece uma condicao suficiente para caracterizar a projecao.

Lema 1.39 [1] Seja X C R™ um conjunto nao vazio, convezro e fechado e z € R"™. Se
z € X satisfaz
(z—2)"(z—2) <0,

para todo x € X, entdo Z = Px(z).

Outro conceito importante para o trabalho sao os chamados conjuntos conicos,
que sao fundamentais na programagao convexa e otimizacao vetorial. Em [1] é explicado
sobre a possibilidade de criar aproximacoes lineares do conjunto viavel em torno de um
ponto. Dessa forma, estabelecemos propriedades sobre o conjunto viavel que verificam
o cumprimento das condicoes de KKT através de CQs recorrendo a tais conjuntos. A

seguir, definimos o conceito de cone linear e seu polar.
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Defini¢ao 1.40 [/8, pdg.20] Dizemos que o subconjunto X C R™ é um cone se tx € X
sempre que © € X, para todot > 0. Dizemos que um cone X € pontudo se X N—X = {0}.

Um cone também pode ser caracterizado como convexo e nao convexo, COmMo

mostra a imagem abaixo.

Figura 1.5: Exemplo de cone convexo e nao convexo.

Em seguida, veremos o cone formado pelos vetores que formam um angulo obtuso

ou reto com os outros vetores do conjunto X.

Definigao 1.41 [1, pdg.192] Dado um conjunto X C R™, definimos o polar de X como
X°={deR"|d'z<0, Vo € X}.

Observe que na Definicao 1.41, todo subconjunto X C R"™ vai possuir um polar
e que esse polar serd um conjunto nao vazio, pois o vetor nulo também pertence a esse
conjunto. O proximo resultado fundamenta a construcao da relacao de dominancia em

otimizacao multiobjetivo através da relacao de ordem parcial.

Proposicao 1.42 [48, pag.20] Seja A uma relagao bindria em R™. A é uma ordem

parcial linear se, e somente se, existe um cone convexo pontudo K C R™ tal que
(x,y) € A se, e somente se, y—ux¢€ K. (1.8)

Por conveniéncia, vamos representar a relagdo bindria (z,y) € A por x < vy,
K
seguindo a notacao de [48]. Logo, podemos reescrever (1.8) como x < y <=y —z € K.
K

Além disso, para y,z € R" escrevemos z > y (ou y < z) para significar z —y € R} e

2>y (ouy <z)paraz—yeRy,.

Definigao 1.43 Seja K C R™ um cone convexo fechado e nao vazio com int(K) # (). O
conjunto
K*={deR"|d'z>0, VzeK}
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€ o cone dual de K.

Considere o conjunto arbitrario X C R e 2" € X, uma direcao d € R" sera
denominada direcao viavel em z*, com respeito a X, quando partimos desse ponto e
caminhamos ao longo dessa direcao, por algum tamanho de passo, e chegamos em um

ponto que também pertence a X.

Definicao 1.44 Sejam x* € X e d € R", dizemos que d € uma direcao vidvel no ponto

x* em relagcao ao conjunto X, quando existe algum & > 0 tal que
*+td e X, Vt €0,0].
O conjunto das direcoes vidveis em x*, com respeito a X € denotado por
V(") ={deR" |30 >0|z"+td € X,Vt € 0,0]}.

Perceba que pela prépria definicao do conjunto Vx (), podemos concluir que ele
¢ um cone nao vazio. No entanto, esse cone nao oferece informagcoes relevantes sobre a
estrutura do conjunto em torno do ponto, podendo haver casos onde o vetor nulo é o

unico vetor viavel, por exemplo, quando X é uma circunferéncia.

Vejamos agora outro tipo de vetor bastante utilizado no estudo do dominio da
funcao em problemas de otimizacao escalar. Além disso, seu conceito pode ser estendido

para o caso multiobjetivo, como veremos posteriormente.

Defini¢ao 1.45 [1, pag.66] Considere uma fungao f: X C R" — R, um ponto x* € X
e um vetor dire¢cio d € R™\ {0}. Afirmamos que d é uma direcao de descida para f, a

partir de x*, quando existe algum 6 > 0 tal que
flz" +td) < f(z¥), ¥Vt € (0,0).
O congunto de dire¢oes de descida da fungao f em x* serd denotado por S(z*).

Perceba que S(z*) nao é um cone, uma vez que o vetor nulo nao pertence a ele.
As direcoes de descida sao um tanto complicadas de serem trabalhadas seguindo apenas

a definicao, mas podemos caracteriza-las com o seguinte resultado.

Teorema 1.46 [1/ Seja f: X C R" — R wma fun¢ao diferencidvel no ponto x* € X. Se
d € R" satisfaz Vf(xz*)"'d < 0, entio d € S(x*).

Dado um conjunto X C R", o cone tangente para X em zZ € X é o conjunto

E_ =
Ty(z) = {d eR" | 3(z",t,) C X xR, com t, — 0 e = - N d} (1.9)
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Esse cone é muito conhecido na literatura de otimizagao, porque também permite

uma aproximacao do conjunto vidvel nas proximidades de um ponto. Temos que T'x(x)

sempre contém todas as diregoes vidveis em x, Vx(z), entao é facil ver que a propriedade
de estacionariedade

Vf(z)'d >0, para todo d € Tx(x) (1.10)

é uma condigao necesséaria de otimalidade para (NLP) com X convexo e compacto. Ve-
rificar a condigao (1.10) geralmente nao é imediato, uma vez que estamos pedindo que a

propriedade seja valida para infinitas diregoes.

Junto do cone tangente, o cone normal também ¢é uma ferramenta 1til na obtencao
de condigoes de otimalidade necessarias com base na sua aproximacgao da vizinhancga do

conjunto analisado. Definimos o cone normal como

T P
Nx(z) = {w € R"| limsup w (z=2) < O} : (1.11)

2—2,2€X,2#Z HZ - EH
e o cone normal limitante de X para z € X é definido por
Nx(z) = limsup Nx(z).
z2—7Z2,2€X
De acordo com [45, pag.6], se T ¢ X, temos Tx(z) = 0, Ny(z*) = Nx(z) = 0.
Além disso, sempre temos Ny (z) = Tx(2)° ¢ Nx (%) C Nx(z). Por fim, se o conjunto X
¢ convexo, entdo Nx(Z) = Nx(z) = {B € R" | 8T(z —2) < 0,Vz € Q}.

Um cone também muito usado na otimizacao escalar é o cone viavel linearizado.
Esse cone também é usado para aproximar o conjunto viavel de uma fungao, sendo re-
conhecido principalmente na caracterizacao dos pontos de KKT através de seu polar,
algumas CQs famosas e mais fracas como Abadie e Guignard surgem a partir da relacao

desse cone com o cone tangente.

Definigao 1.47 [1, pdg.136] Dado zZ € X, definimos o cone vidvel linearizado de X em

torno de Z por
D(z)={deR" | Vhi(z)'d=0,sei €T eVg;(z)'d <0, sejecl(z)}.

Lema 1.48 [1] O conjunto D(Z) € um cone convezo fechado nao vazio.

O conjunto D(Z) pode ser visto como um conjunto vidvel com suas restrigoes de

igualdade e desigualdade ativas linearizadas.

1.2.2 Programacao Quadratica Sequencial

Uma técnica muito utilizada na solucao de problemas dificeis é a resolucao através

de uma sequéncia de problemas mais simples. Veremos a seguir uma dessas técnicas, de-
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nominada Programagao Sequencial de Minimos Quadrados (SLSQP, do Inglés Sequencial
Least Squares Programming), que é baseada na Programagao Quadratica Sequencial (SQP,
do Inglés Sequential Quadratic Programming) [1, 53].

Considere o problema (NLP) com f, g e h pelo menos duas vezes continuamente

k

diferencidveis. Suponhamos que z* é uma aproximacao da solucao para este problema.

Iremos aproximar f por uma funcao quadritica numa vizinhanca de z*

Fla) =~ F) + V) — %) + 3 o~ o) B — o),

onde B* denota uma aproximacao da matriz Hessiana da funcao Lagrangeana associada
ao problema (NLP) com £ : R" x R? x R™ — R e dada por L(z, A\, ) = f(z) + A h(x) +
p'g(z), onde \ e p sdo os multiplicadores de Lagrange.

Faremos também uma aproximacao linear nas restricoes. Denotando d* = x — x*

podemos transformar o problema (NLP) em um problema mais facil e provavelmente

conseguiremos uma aproximacao melhor do que z*

1
L k T 1Tk
mlrclllelﬂgizar f(@®) + V f(z") d+2d B*d

sujeito a  h(a®) + Vh(zF)Td = 0, (SQP)
g(z%) + Vg(zF)Td < 0.

Apresentamos a seguir um algoritmo basico de programacao quadratica sequencial
destinado a resolver (NLP) baseado em [53].

Algoritmo 1 Algoritmo SQP basico.

Passo 1. Considere 2° uma aproximacao inicial da solucao de (NLP), \° e u° uma apro-

ximacao inicial dos multiplicadores de Lagrange. Se 2%, \*, u*  (k =0,1,2,...)
sdo as aproximacoes obtidas na k—ésima iteracao, B¥ € R™" é uma matriz
simétrica, entao z**! é obtida da seguinte maneira:

Passo 2. Resolva o problema (SQP) para obter uma direcio de busca d.

Passo 3. Verifique o critério de convergéncia para o problema (NLP). Se eles sao satis-
feitos, vamos para o ultimo Passo, do contrario, segue-se ao Passo 4.

Passo 4. Atualize os parametros de penalidade para a funcao de mérito (usada para
obter um critério de aceita¢ao) e estimar novos multiplicadores \ e fi.

Passo 5. Se Z verifica um critério de aceitacdo, definir ¥t =2, NF*! = Xe pffl =i e
terminar a iteragao. Caso contrario, definir £k = k + 1 e, em seguida, retornar
ao Passo 2.

Passo 6. Retornar d**! = d = oF+1 — 2% M| pk . f(2F).

Neste trabalho, vamos focar no SLSQP, variacdo do método SQP, desenvolvido

em 1982 por [30]. O algoritmo do SLSQP é semelhante ao Algoritmo 1, exceto que agora,
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em cada iteragao, um subproblema de minimos quadrados é resolvido para gerar a direcao

de descida utilizada para o problema (NLP)

AR
mnclilerﬂgizar §HR d—q"||
sujeito a  h(x®) + Vh(2®)Td = 0, (1.12)
g(x*) + Vg(2*)Td <0,

com R* sendo uma matriz triangular superior e ¢* um vetor, que satisfazem as equacoes
(RF)TRF = B* ¢ (RF)T¢* = —V f(2*), respectivamente. Em seguida, depois de obter os

fatores LDLT (L¥ e D) de B*, conseguimos calcular a matriz R¥, com
RE = (DM)3 - (19,

onde LF é uma matriz triangular inferior com a diagonal formada por uns, e D¥ é uma

matriz identidade.

1.2.3 Meétodo do Gradiente Projetado

O Método do Gradiente Projetado (PGM, do Inglés Projected Gradient Method)
é uma técnica de otimizagao muito usada na resolucao de problemas de minimizacao em
conjuntos vidveis faceis de serem projetados, isto é, conjuntos fechados e convexos [18].

Em [13] foi acrescentado passo espectral e busca linear ndo mondtona.

0

Iniciamos com z” um ponto escolhido aleatoriamente, mas para o método iniciar

precisamos de um ponto vidvel, entdo projetamo-o em X obtendo o ponto z!'. Basica-
mente, o método realiza duas etapas iterativas. Primeiro, é determinado o gradiente, o
tamanho de passo t; > 0, obtendo v* = 2% — ,V f(2*). Em seguida, realiza-se a projecio
ortogonal sobre o conjunto vidvel, com Py(v*). O préximo iterando z¥*! é obtido na
dire¢do dada por d* = Py(v*) — 2%. O processo se repete até que alguma condicio
de estacionariedade seja satisfeita. Na Figura 1.6 podemos ver um exemplo simples de

aplicagao do método.
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Figura 1.6: Aplicagao do Método do Gradiente Projetado.

L1

1.2.4 Algoritmo de Dykstra

Agora, abordaremos o algoritmo de Dykstra, que desempenha um papel impor-

tante no trabalho, por garantir projecao na intersecao de conjuntos fechados e convexos.

Foi proposto por [47] e trés anos depois foi ampliado para espacos de Hilbert em [27].

Considere um ponto arbitrario * € R™ e os conjuntos fechados e convexos

nosso objetivo é determinar o ponto pertencente a interse¢ao nao vazia e finita

X, X, CR™,

X=()X+#0

m
=1

(2

que estd mais proximo de T. Alcancamos isso solucionando o problema de minimizacao
abaixo:

minimizar ||7 — z||?

sujeito a

O algoritmo de Dykstra foi desenvolvido para resolver situacoes semelhantes ao

ze X.

ponto T € R" sobre X, isto é, z* = Py (T).

(1.13)

problema (1.13), em que o ponto minimo procurado z* € R™ é exatamente a projegao do

37
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O método produz duas sequéncias ao longo de seus ciclos iterados, sendo a

sequéncia principal {zF}ien e as sequéncias de vetores de correcao {IF}ieny para cada

conjunto AX; com ¢ = 1,...,m. Para k > 1, elas sao calculadas usado as seguintes
equagoes:
Zf = PXi(sz—l + Iik_l)v
(1.14)
If = sy = (-1,

com Py, (x) = argmin ||z — u|| sendo a projecao euclidiana de = sobre o conjunto fechado
u€X>

e convexo X;, k € N. Além disso, partiremos do valor inicial 22, = T e dos acréscimos
I?9 = 0 € R" para todo 4 = 1,...,m. A sequéncia de vetores de correcao {IF}ren é

fundamental para garantir a convergéncia.

Perceba que durante cada ciclo, a sequéncia de corregao {IF}rey armazena os
residuos acumulados ao longo das projecoes. Em particular, o vetor IF = zF — (2F | —
IFY = 1M1 4 28 | —2F armazena a diferenca entre o ponto antes da projecdo com o vetor
apos a projecao, isto é, quanto a projecao em X; modificou o ponto atual. Deste modo,
as proximas projecoes consideram esses deslocamentos anteriores, convergindo cada vez

mais para a projecao na intersecao.

A seguir apresentamos o algoritmo de Dykstra [40, pag. 7].

Algoritmo 2 Algoritmo de Dykstra.

Passo 1. Inicializar com 20, =T e R"e [} =... =12 =0 € R".

Passo 2. Repita o processo:
Para k=1,2,3,..., calcule

Parai=1,2,...,m, calcule
5 = Pr(a, + 1),
)

k

m*

Passo 3. Retorne z

A seguir temos o resultado que estabelece a convergéncia do método de Dykstra.

Teorema 1.49 [27] Considere os conjuntos fechados e converos Xy, ..., X, C R" tais
que X = 61Xi #0. Para todoi=1,...,m fizo e todo vetor T € R™, a sequéncia {zF}pen

pmduzz’da_pelo Algoritmo 2 converge para z* = Py(T).

O ultimo resultado apresenta uma propriedade importante sobre o Algoritmo 2,

o qual estabelece convergéncia para uma unica solugao.
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Teorema 1.50 [47]/Considere {zF}ren a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2. Entdo seu

limite z* € a unica solugao de (1.13).

1.2.5 Dualidade

A teoria da dualidade tem sido uma questao central hd muito tempo na pro-
gramagao convexa. Baseia-se em associar um problema de minimizagao (primal) a um
problema de maximizacao (dual), que sob certas condigbes é equivalente ao primal e pode
ter uma resolucao mais facil. Além disso, quando o problema primal é convexo, obtemos
relacoes de dualidade mais fortes. Existem diversos tipos de duais para um dado problema

de programagao matematica, por exemplo o dual do tipo Wolfe [52].

Em problemas com restrigoes, é conveniente definir uma func¢ao, conhecida como
Lagrangeana, que incorpora informacoes sobre a funcao objetivo e as restricoes. Para

melhor compreensao podemos consultar [2, 37].

Defini¢ao 1.51 Dado um problema de Otimizagdao, como o descrito em (NLP), podemos

definir a fungao Lagrangeana £ : R™ x R x RT — R por

Lz, p) = flz) + Z Gigi(x) + Z pihi(r) = f(z) + ¢ g(x) + p'h(z),

onde os coeficientes (; e j; sao chamados de multiplicadores de Lagrange.

O problema dual de Lagrange de (NLP) é definido por

max 0(C, ) (1.15)
s.aa (>0,

onde 6 : R xR? — RU{—o0}, chamada funcao dual, é dada por (¢, 1) = ian L(z,C, ).
xe n

Note que o problema dual (1.15) é equivalente ao problema

rin =06 w) (1.16)
s.a (C,p) e D,
onde
D={(,p) eR"xRI|(>0eb((,u) >—00}. (1.17)

Uma das teorias da dualidade baseia-se no conceito de fungoes conjugadas, atribuido
a Fenchel e Rockafellar. Dado um problema de otimizacao, utilizando funcoes conjugadas,

associam a ele um problema dual [46].

Definicao 1.52 A funcdio f*: R" — R definida por

Fr(p7) = sup{p* Tz — f(2)}

z€R™
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¢ chamada de fun¢ao conjugada de f.

Entao, considerando o problema de otimizacao

min  f(z)
s.a x€eX, (P)
g(x) <0.

K
O problema (P) podemos considerar como um problema primal e seu problema dual de

Lagrange, usando a definicao de funcao conjugada, pode ser obtido como

sup inf [f(z) +¢* " g(w)]
¢+ >0 zeX
K*
que é exatamente o problema dual (1.15) se definirmos a fungao Lagrangeana de (NLP)
aplicada somente as restrigdes de desigualdade g(z) < 0. Existem outros duais na litera-

tura como dual de Fenchel ou Fenchel-Lagrange [46].

Uma propriedade interessante é que, mesmo o problema primal nao cumprindo

nenhuma hipotese de convexidade, o dual sera sempre equivalente a um problema convexo.

Teorema 1.53 [2] O conjunto definido em (1.17) é convezo e a fungdo dual 6 é concava,

o0 que significa que o problema (1.16) é convexo.

O teorema seguinte estabelece que o valor da fungao dual nunca supera o valor

da funcao primal em pontos vidveis para os problemas (NLP) e (1.15).
Teorema 1.54 [2, Dualidade fraca] Dados & € X e (¢, 1) € D, temos 0((, i) < f(z).

Agora, veremos que se ocorrer a igualdade no Teorema 1.54, entao os pontos sao

solucoes dos seus respectivos problemas.

Teorema 1.55 [2, Dualidade forte] Sejam f : R" - R, g : R — R™ e h: R" — RY
fungoes continuamente diferencidveis. Se x* € X e ((*,u*) € D satisfazem a igualdade
O(C*, 1) = f(z*), entao x* € minimizador global do problema primal (NLP) e ((*,p*) €
mazximizador global do problema dual (1.15). Além disso, (z*,(*, u*) satisfaz as condi¢oes

de KKT dadas em (1.7a)-(1.7d).

Em geral, ndo podemos garantir que 6(C*, u*) = f(z*). A diferenga entre tais

valores é definida abaixo.

Definigao 1.56 [2] A diferenca entre os valores étimos da fungdo objetivo do problema

primal e do dual, f(z*) — 60(C*, u*), € definida como gap de dualidade.

Sob hipéteses de convexidade, podemos provar que o gap de dualidade é nulo.
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Teorema 1.57 Suponha que f:R" - R, g; : R* > R, 7 =1,...,m, sao fungoes conti-
nuamente diferencidveis e converas e que h € uma funcao afim. Se x* € R™ € um ponto
estaciondrio para o problema (NLP) e (¢*, *) € R™ xR € um vetor de multiplicadores de
Lagrange associado, entdao x* é minimizador global do problema primal (NLP) e ((*, u*)

¢ mazximizador global do problema dual (1.15). Além disso, nao ha gap de dualidade, ou
seja, 0(C*, p*) = f(x*).

Além do que vimos nos Teoremas 1.55 e 1.57, uma outra maneira de relacionar
otimalidade com o gap de dualidade é por meio do conceito de ponto de sela, conforme

Veremos a seguir.

Definicao 1.58 Um vetor (z*,(*,pu*) € R" x RT x R? ¢ dito ponto de sela da fung¢do

Lagrangeana associada ao problema primal (NLP) quando

Lz, ¢ p) < L(x*, ¢ p") < L, ¢ p7) (1.18)
para todos x € R™ e (¢, ) € R} x RY.

Teorema 1.59 Suponha que (x*,(*, ") € R* x R x R? € um ponto de sela da fungao
Lagrangeana. Entao, x* € X, (C*,u*) € D e 6(C*, u*) = f(a*).

A reciproca do Teorema 1.59 também é verdadeira.

Teorema 1.60 Suponha que (z*,(*,p*) € X x D satisfaz 0(C*, u*) = f(z*). Entdo

(x*,¢*, 1*) € um ponto de sela da fun¢do Lagrangeana.

Por fim, também apresentamos um resultado imediato pelo Teorema 1.57.

Corolario 1.61 Suponha que f :R" - R, g, : R* - R, v =1,...,m, sao funcoes conti-
nuamente diferencidveis e converas e que h € uma funcao afim. Se x* € R™ € um ponto
estaciondrio para o problema (NLP) e (C*, ") € R™ x R? € um vetor de multiplicadores

de Lagrange associado, entao (x*,(*, u*) € um ponto de sela da fun¢ao Lagrangeana.



Capitulo 2
Otimizacao Multiobjetivo

Neste Capitulo trataremos de alguns resultados de grande importancia para a
sequencia do trabalho. Discutiremos conceitos relacionados a Otimizacao Multiobjetivo
Nao Linear e seus problemas, tanto na versao irrestrita quanto restrita. Apresentamos
dois métodos para resolver problemas multiobjetivo, Método do Gradiente e Método do
Gradiente Projetado Multiobjetivo (PGM-MOP, do Inglés Projected Gradient Method
para MOP). Além disso, daremos foco ao segundo método, realizando uma abordagem
de busca linear nao monétona. Maiores detalhes dos resultados abordados neste Capitulo
podem ser consultados em [14, 15, 19, 20, 21, 23, 25, 28, 29, 48]

2.1 Preliminares

Existem diversas situacoes do cotidiano que podem ser modeladas como pro-
blemas matematicos de tomada de decisoes, nos quais buscamos otimizar um nimero
finito de funcoes objetivo simultaneamente. Cada fungao objetivo indicaria um critério
diferente, e na grande maioria dos casos, sao critérios conflitantes. Estes problemas sao
conhecidos como problemas de otimizag¢ao multiobjetivo, um dos principais focos na area

de Otimizagao, na qual buscamos otimizar uma funcao vetorial.

Existe uma ampla variedade de problemas multiobjetivo originados de situagoes
reais, os quais podem ser modelados e resolvidos por técnicas e métodos de otimizacao.
No caso de o leitor desejar conhecer outras aplicagoes, em [4, 15] podemos encontrar

referéncias de aplicacao nas areas da Engenharia, Economia e Estatistica.

No geral, problemas de otimizacao multiobjetivo restritos tém o seguinte formato

minimizar  F(z) = (fi(2), f2(2), . (@)t

sujeitoa x € X,

(MOP)

onde FF : R" — RP, com p € N e p > 2. Assumimos ainda que F' é uma fungao

multiobjetivo continuamente diferenciavel em R”, isto é, cada componente f; : X — R da

42
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funcao objetivo é continuamente diferencidvel em seu dominio, com i =1,...,p.

Denominamos o conjunto X C R™ de conjunto viavel do problema multiobjetivo
(MOP), sendo formado pelas fungdes de restrigdo continuamente diferenciaveis h : R" —
R?7e g : R" — R™. Vamos assumir que X é um conjunto nao vazio de R", convexo
simples e fechado, ou seja, é facil projetar nele. Para que X tenha essas propriedades
com restricoes de igualdade e desigualdade, escolhemos supor que as fungoes h e g sobre

o conjunto X sao afins. Definimos

X={reR"|h(x)=0ecg(x) <0} (2.1)

Y=F(X)={F(z) eR’ |z € X} (2:2)

como os conjuntos vidveis de (MOP) no espago das solu¢oes R" (ou também conhecido

como espago de decisao), e no espago objetivo RP, respectivamente.

Em problemas de Otimizacao Multiobjetivo podemos ter solugoes que, quando
comparadas as demais, apresentam piores resultados sob todos os objetivos simultane-
amente considerados. Claramente, estas solucoes nao importam. Em contrapartida,
também podemos ter solugoes que, quando comparadas as demais, sao melhores em um

ou mais objetivos. E sao tais solucoes que possivelmente otimizam a funcao objetivo F.

Por exemplo, no setor de varejo, um vendedor quer maximizar a qualidade do seu
produto, enquanto simultaneamente quer minimizar os custos de aquisicao de materiais

desse produto, caracterizando um problema de otimizacao bi-objetivo.

A seguir, apresentamos um problema de otimizacao bi-objetivo definido em R?

com quatro restricoes de desigualdade:

r?ilngr)lé%%r F(x1,79) = (fi(z1,22), folw1,22)) " = (21 — 9,221 + 79) "

sujeito a  g1(x1,22) = 221 + 29 — 3 > 0,
g2(x1,29) = 21 + 29 — 6 <0, (2.3)
93($1,I2) =z >0,
ga(w1,22) = 22 >0

Na Figura 2.1 vemos o conjunto vidvel X do problema (2.3) no espago das

solugoes.
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3
T

Figura 2.1: Conjunto admissivel do problema (2.3) - Espago das solugoes.

Na Figura 2.2, apresentamos o conjunto viavel Y no espaco dos objetivos. Perceba

que nao existe um ponto em X que minimize ao mesmo tempo os dois objetivos fi e fs.

12

10

J2

IS
|

0
fi
Figura 2.2: Conjunto admissivel do problema (2.3) - Espaco dos objetivos.

Surge, entao, duas indagagoes fundamentais: Como podemos definir uma “solugao

6tima” neste problema? E qual a generalizacao para mais objetivos?

A seguir, apresentamos uma situacao mais complexa e que pode ser modelada
)
em um problema multiobjetivo. Essa situacao se faz presente no contexto da Engenharia

de Producao.

Exemplo 2.1 Suponhamos uma fdbrica de automdveis operada com o sistema Just-In-
Times (JIT), no qual diferentes modelos sao produzidos em uma mesma linha, como
Hatchbacks, Conversiveis e Esportivos. Em certo dia, ocorre um atraso no fornecimento
dos bancos de couro, devido a questoes climdticas ou logisticas. Consequentemente, 0s au-

tomaoveis com essa configuracao ficam de fora da sequéncia de producdo até que esse item
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seja reposto no estoque. No entanto, retirar esses veiculos da linha de producgao e jogad-los
no fim da fila pode trazer alguns problemas, como a desarmonia na linha de producao, o au-
mento dos custos operacionais devido a reorganizacao dos automoveis e também provdveis
atrasos com outros fornecedores, que dependem dessa sequéncia de producgao. A fabrica
entao aplica um modelo matemadtico multiobjetivo para realizar um re-sequenciamento.
Por exemplo, usando o método no trabalho de [4], no qual atenda das restrigoes opera-
cionais da linha de producao, tais como limite da quantidade de modelos por turno, o
espacamento minimo entre os automoveis, restricoes de sequranca e, simultaneamente,

busca minimizar os custos operacionais.

Para tentar responder as questoes levantadas acima, novas nogoes de otimalidade
para otimizacao multiobjetivo sao introduzidas recorrendo aos conceitos de eficiéncia e
dominancia para comparagao de pontos no espaco das solugoes e no espaco dos objetivos,
respectivamente. Iremos estabelecer primeiro o conceito de dominancia usando a ordem

parcial estrita anteriormente definida e depois definiremos o conceito de eficiéncia.

Defini¢ao 2.2 [19, pag.22] Dados dois pontos 4,5 € Y, dizemos que § domina § para o
problema (MOP) e escrevemos como § <7, se Vi =1,...,p, tem-se y; <7, e existe pelo
menos um indice j tal que g; <Y;, ou seja, y ST

Para o caso irrestrito, ou seja, quando X = R"™, diz-se que o ponto y € R™ domina
outro ponto y € R" se F(g) < F(y) e F(y) # F(y).

Exemplo 2.3 Considere os pontos A,B,C e D € X com F : R — R? ¢ F(A) = (1,7),
F(B) = (4,7), F(C) = (7,5) e F(D) = (3,3). Na Figura 2.3 observamos a distribui¢ao

no conjunto dos objetivos ).

9

L S S,

w------8

;q
NS

5 6

N

Figura 2.3: Imagem dos pontos A, B,C' e D no conjunto dos objetivos ).

Pela Defini¢ao 2.2, observamos que F(A) S F(B), ou seja, F(A) domina F(B)
pois f2(A) = fo(B) mas f1(A) < fi(B), o mesmo ocorre com F(D) < F(B) e F(D) <
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F(C). Enquanto temos os pontos nao compardveis F(A) ~ F(C), ja que mesmo tendo

f1(A) < f1(C) temos f2(A) > fo(C), 0 mesmo ocorre com F(B) ~ F(C) e F(A) ~ F(D).

Defini¢ao 2.4 [48, pdg.21] Sejam Y C RP, C' C RP um cone convexo pontudo. Um ponto
y* €Y é um ponto minimal se nao ezxiste y € Y — {y*} tal que y < y*.
c

Para este trabalho, quando necessitarmos usar os resultados como da Definigao 2.4,

consideramos como cone convexo pontudo o ortante nao-negativo C' = Rﬁ.

Assim, de acordo com [48], um problema de Otimizagao Multiobjetivo através de
cones consiste na busca por pontos z € X tal que F'(x) pertenca ao conjunto dos pontos
minimais de ). O ponto de X que cumpre essa condicao é chamado de solugao eficiente,
ou também, solugdo 6tima de Pareto (nomenclatura devido ao matemadtico economista
italiano Vilfredo Pareto, precursor desta drea [51]). Dito de outra forma, um ponto é
eficiente quando nao é possivel melhorar nenhum objetivo sem piorar em algum outro.

Durante a década de 60, surgiram as primeiras nocoes sobre eficiéncia fraca.

Em outras palavras, o aumento da satisfacao de alguns objetivos do problema
causa a piora de outros, criando assim um equilibrio entre os objetivos. Resumida-
mente, uma definigao andloga ao caso escalar/mono-objetivo pode ser apresentada, veja

Defini¢ao 1.23, como estd presente no trabalho de [45].

T

Definicao 2.5 Considere o problema de minimizar F(x) = (fi(x),..., fp(x))  sujeito a

xr € X e seja x* um ponto viavel em X. Entao,

1. Dizemos que x* € uma solu¢ao dtima local Pareto fraca (ou localmente fracamente
eficiente) se existe um 6 > 0 tal que ndo existe x € X N B(x*,9) com fi(x) < fi(x*)
para todo i =1,...,p.

2. Dizemos que x* é uma solugdo étima local Pareto forte (ou localmente eficiente) se
existe um 0 > 0 tal que ndo existe x € X N B(x*,0) com fi(x) < fi(z*), para todo
i=1,...,p e F(x) # F(z").

3. Dizemos que x* é uma solugao dtima Pareto fraca (ou fracamente eficiente) se nao
existe outro ponto vidvel v € X tal que f;(x) < fi(x*), para todo i =1,...,p. Nesse

caso F(x*) €, dito fracamente nao dominado.

4. Dizemos que x* € uma solug¢ao étima Pareto forte (ou eficiente) se nao existe outro
ponto vidvel x € X tal que F(z) < F(2*) e F(x) # F(x*). Nesse caso F(x*) € dito

nao dominado.

5. Dizemos que x* € X € uma solugcao propriamente eficiente se ela € eficiente e se
existe M > 0 tal que, para todo i € {1,...,p} e x € X satisfazendo fi(x) < fi(x*),
existe um indice j tal que f;(z*) < f;(x) tal que

fiz™) — fi(z)

f@) — f) =
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O ponto y* = F(x*) é dito ser propriamente nao dominado.

E imediato das proprias defini¢oes que eficiéncia préopria implica em eficiencia
que implica em eficiéncia fraca. Além disso, também é véalida a Observagao 1.32 para
problemas multiobjetivo. Ao trabalharmos com um problema de otimizacao multiobjetivo
que envolve tanto solucgoes eficientes quanto solucoes localmente eficientes, denotaremos o
primeiro caso como solugoes globalmente eficientes. O conceito de solugao propriamente

eficiente também pode ser caracterizado recorrendo a escalarizagao [46].

Definicao 2.6 Dizemos que x* € X é uma solu¢ao propriamente eficiente com respeito
a (MOP) se existe v = (vy,...,vp)" € int(RY) (v; >0,i=1,...,p) tal que

P

p
Zyifi(:v*) < Zl/ifi(x), para todo x € X.
i=1

i=1

Portanto, uma solucao z* € X é dita ser eficiente se nao existe outro ponto
admissivel x tal que f;j(z) < f;i(z*) para todo i = 1,...,p, com pelo menos uma desi-
gualdade estrita f;(z) < f;(z*) para algum j. Em outras palavras, z* é uma solucao
que é impossivel melhorar uma funcao objetivo sem piorar no minimo outra fungao ob-
jetivo. Diremos que um ponto vidvel é ineficiente caso ele nao seja eficiente. A seguir,

apresentamos outras formas de definir solugoes eficientes.

Lema 2.7 Um ponto xz* € X é um ponto eficiente para o problema (MOP) se, e somente

se, para todo y € X, pelo menos uma das sequintes relacoes vale:

. max {fi(y) — fi(2")} > 0.

. izfllli{lp{fi(y) — filz")} = 0.
Demonstragao. Seja z* uma solucao eficiente para o problema (MOP). Pela Definigao 2.5,
nao existe outro ponto viavel y € X tal que F(y) < F(x*) e F(y) # F(z*).

Portanto, para todo y € X, a proposicao

fily) = filz") <0Vi=1,....p e fi(y)— f;(z") <0 para algum j,

nao pode ser verdadeira. Da negacao da proposicao anterior, temos dois casos possiveis:
Ou existe pelo menos um indice j tal que f;(y) — fj(z*) > 0, o que implica no
méaximo dos f;(y) — fi(z*) ser positivo,

. a?fp{fi(y) — fi(x*)} > 0.

i=1..
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Ou o segundo caso, no qual para todo y € X e todo ¢ = 1,...,p, vamos ter

fiy) — fi(z*) > 0, o que implica em
Jmin fi(y) = fila")} =2 0.
Para demonstrar a volta, suponha que para todo y € X se verifica

(i) max {fi(y) — fi(z")} >0 ou (i) min {fi(y)— fi(+")} = 0.

i=1,....,p i=1,...,p

Se vale (i), mas existe y € X com f;(y) < fi(z*),Vi=1,...,pe fiy) < f;(z")
para algum j, entao ZE}axp{fz(y) — fi(z")} <0, contradizendo (7). Logo, x* ¢ eficiente.
Agora, se vale (ii), mas existe y € X' tal que F(y) S F(x*), entao szmp{fz(w -
fi(z")} <0, o que implica Z:nlnnp{fz(y) — fi(z")} = 0. Porém, como existe um indice j,
tal que f;(y) — f;(z*) < 0, temos uma contradicao sobre o minimo. Logo, z* ¢ eficiente.
|

A seguir apresentamos uma forma alternativa de verificar eficiéncia fraca.

Lema 2.8 [21] Um ponto x* € X € fracamente eficiente para (MOP) se, e somente se,
para todo y € X temos max {fily) — fi(z™)} > 0.
i=1,....p

Note que da desigualdade no Lema 2.8, podemos usar a seguinte relacao de equi-

valéncia entre maximo e minimo, que vale para todo vetor u € RP,

max u; > 0 <= — min (—u;) >0 <= min (—u;) <0.
i=1,....,p i=1,....,p i=1,...,p
Deste modo, somos capazes de usar o mesmo resultado com uma desigualdade

com minimo,
Jin 1fi(27) — fily)} < 0.

Assim, a eficiéncia fraca permite o cenario de que todas as funcoes objetivo pos-
sam ser iguais aos de x*, mas nao permite a existéncia de um ponto que melhore estrita-

mente todas as fungoes objetivo ao mesmo tempo.

Retomando ao Exemplo 2.3, podemos agora determinar seus pontos eficientes.

Exemplo 2.9 No Ezemplo 2.3, sequindo a Definicao 2.5 temos que os pontos A e D sao
eficientes. Além disso, eles também sao fracamente eficientes. Entretanto, os pontos B
e C sdo ineficientes. Se houvesse outro ponto E € X tal que F(E) = (1,3), entio E
seria a solugao eficiente, pois F(FE) < F(A) e F(E) < F(D). Logo, A e D se tornam
ineficientes, porém permanecem sendo solugoes fracamente eficientes, pois ndao existe um

ponto que melhore estritamente suas duas funcoes objetivo. Veja a Figura 2.4.



Otimizacao Multiobjetivo

Jo

b

f

[0 S SRR S

Figura 2.4: Imagem dos pontos A, D e F no conjunto dos objetivos ).

Na Figura 2.5 podemos observar os conceitos de eficiencia global, local, fraca e

localmente fraca em um problema bi-objetivo. Nos casos locais, usamos a cor laranja para

indicar a presenga da vizinhanca B(x*,d) no espaco dos objetivos.
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Figura 2.5: Exemplos de pontos eficientes na otimizagao bi-objetivo.
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Note que no primeiro grafico (Eficiéncia global) nao é possivel encontrar outra
solucao diferente de x = 1 que reduza f; quanto f5, o0 mesmo ocorre no segundo grafico
(Eficiéncia local), porém sé dentro da vizinhanga introduzida. Para a eficiéncia fraca,
notamos que no grafico (Eficiéncia fraca) podemos reduzir o valor da funcao fi, entretanto
o valor de f, aumenta (e vice-versa). E no segundo grafico (Eficiéncia fraca local), notamos

que f; nao altera se reduzirmos fy localmente.

Denotamos o conjunto de todas as solucoes eficientes de um problema de oti-
mizagao multiobjetivo por
Xg

e chamamos conjunto eficiente ou conjunto Pareto dtimo.

No espago dos objetivos, o conjunto de todos os pontos nao dominados sera

denotado por
Vi = F(XE)

e nomeado conjunto nao dominado ou Fronteira de Pareto.

Vejamos na Figura 2.6 um exemplo simples de fronteira de Pareto para um pro-
blema (MOP), donde as solugdes nao dominadas compoem esse conjunto. Veja como nao
é possivel melhorar A em qualquer objetivo sem prejudicar o outro, e A domina o ponto

B, porque suas componentes sao estritamente menores em comparacao.

O === Fronteira de Pareto
104 (O Solugdes ndo dominadas
(O Solucdes dominadas
sf OO
\Q (ONe)
AY
— 6 7 \\ O
8, ® B
(]

-~ [ -

4 <) -

u\\ O
8
2 S = CQ
Ae O
0%
0+ AEA
Beel
_____ _@_ -
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
fi(z)

Figura 2.6: Exemplo de fronteira de Pareto sobre solugoes nao dominadas.

O conjunto das solucoes fracamente eficientes sera denotado por
XwE

e com ele podemos definir no espaco dos objetivos um conjunto que engloba a fronteira
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de Pareto e as imagens das solugoes fracamente eficientes, sendo

F(XwE) = wa

e chamamos de conjunto das solugoes fracamente nao dominadas.

Retornando ao problema (2.3), observamos o espago dos objetivos na Figura 2.7.

12 4

10 4

fa

0
h
Figura 2.7: Conjunto admissivel do espago dos objetivos do problema (2.3).

Ao considerar o ponto ¥ = (—3,6) € ), notamos que ele é um ponto dominado,
porque podemos encontrar pontos em ) que melhoram ambas as fung¢oes objetivo indivi-
dualmente. Esses pontos estdao no conjunto (y—R2)NY ={y eV |y=7—w,w e R2}.
Em particular, os pontos sobre o segmento de reta em vermelho sao os pontos nao do-

minados de ). Assim, concluimos que um ponto y é nao dominado se, e somente se,
(y-RINY = {y}.

Podemos identificar os conjuntos apresentados anteriormente, veja Figura 2.8.

No espaco das solugoes e no espaco dos objetivos, temos
XE = {(1'1,1'2) eXx ’ T +2$2 -3 = 0,0 S T S 15},

XwE: {(ZL'l,ZEQ) e X | 3 < 29 S6}UXE,
Ve ={(y1,y2) € X [y1+1y2=0,—6 <y < -3},

Ve ={(y1,p2) € X |y2=3,-3 <y <1.5}U V.
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6 12
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z1 fi

Figura 2.8: Conjuntos admissiveis do problema (2.3).

Observando o vetor nao dominado y* = (—3,3)" na Figura 2.8, podemos notar
que nao existe nenhum outro ponto admissivel que diminua ambas as fungoes objetivo,

isto é, que domine y*.

Em seguida, vamos apresentar a Defini¢ao 2.10 de pontos fracos/fortes de KKT

para o problema (MOP).

Defini¢ao 2.10 /45, KKT para MOPs] Considere o problema (MOP). Seja (o,\, p) €

RY x R? x R um vetor nao nulo tal que p;g;(x) =0, para j =1,...,m e

Entao, dizemos que

(a) x € um ponto fraco KKT de (MOP), se (2.4) for vdlido com o # 0.

(b) x € um ponto forte KKT de (MOP), se (2.4) for vdlido com o, > 0, para todo
l=1,...,p.

Outro conceito importante a ser revisado, utilizado para o estabelecimento de

condicoes de qualificagao em MOPs, é o cone normal regular p—multiobjetivo.

Defini¢ao 2.11 [45, pdg.22] Tome X um subconjunto fechado de R™, z* € X ep € N
(p #0), o cone normal regular p—multiobjetivo para X em z* € o cone definido como
T

Nx(z";p) = {V =(v;)l_; e R™P?| limsup  min vilz=2) < O} : (2.5)

z—s2* 2E€X ztz* 1= lp HZ - Z*H

e o cone normal limitante p—multiobjetivo para X em z* € X € dado por

No(2";p) = limsup Nx(z,p).

z—z*,zeX
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Podemos também estender a Definicao 1.31 do caso escalar para o multiobjetivo,

recorrendo a nocao de ordem parcial apresentada no Capitulo 1.

Defini¢ao 2.12 Uma fungio F : R™ — RP com F(z) = (fi(x),..., f,(z))" € dita ser

convexa componente a componente ou R’ -conveza se
FAx+ (1 —=X)z2) < AF(z)+ (1 — N F(2) para todo z,z € R" e todo A € [0, 1].

Enunciamos a generalizacao do resultado presente no Teorema 1.2.1 no caso

escalar /mono-objetivo agora para o caso multiobjetivo.

Teorema 2.13 Seja F': R™ — RP uma funcao diferencidvel. A funcdao F € convera se

F(y) > F(z) + JF(x)(y — x) para todo z,y € R".

A seguir, apresentamos a extensao do Teorema 1.36, que sob hipotese de convexi-

dade, qualquer solucao localmente eficiente é também uma solucao globalmente eficiente.

Lema 2.14 /28, pdg.12] Se X ¢é convezxo ¢ F': X C R" — RP € convexa componente a

componente, entao cada solucdao localmente eficiente serd solucao globalmente eficiente.

2.1.1 Dualidade para MOP

O objetivo nesta subsecao é apresentar alguns resultados sobre dualidade para
problemas de otimizagao multiobjetivo. Para isso, estudamos primeiramente a dualidade
para problemas de otimizacao escalar no Capitulo 1. A estrutura escalar nos da uma ideia
de como construir um dual multiobjetivo. A existéncia de dualidade fraca e forte também

é apresentada, generalizando o trabalho de [46], com restrigoes de igualdade.

Formulamos um dual multiobjetivo para (MOP) como

maximizar O(v,(,v,t) = (01(v,(,v,t), (v, v,t), ..., On(v, v, 1))

(V7<7U7t)
sujeito a v € int(RY) <= v; >0, i=1,...,p,

p

> wiG >0, (D-MOP)
: K

=1

p

Z Uiti = 0,

i=1

com
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e as varidveis duais v = (v,...,1,) € R" x ... x R", ¢ = ((1,...,() € R™ x R™,
v=(v1,...,0,) ERP t=(ty,...,t,)" € R

Apés introduzirmos o dual multiobjetivo (D-MOP), apresentamos os teoremas

da dualidade fraca e forte para o caso multiobjetivo..

Teorema 2.15 [40, Dualidade fraca] Nao eziste v € X e nem (v,(,v,t) vidvel para (D-
MOP) cumprindo ©(v,(,v,t) > F(x) e O(v,(,v,t) # F(x).
RY

Teorema 2.16 [/6, Dualidade forte] Assuma que existe x' € N_ dom(f;), onde dom(f;) =
{z € R"| fi(x) < 400} cumprindo g(z') € —int(K), com K cone convexo fechado com
int(K) # (. Seja & uma solug¢ao propriamente eficiente para (MOP). Entao existe uma
solugdo eficiente (v,(,0,t) para (D-MOP) e a dualidade forte ocorre ©(v,(,v,t) = F(%).

Um dos principais objetivos dos pesquisadores do campo multiobjetivo é obter
resultados que permitam decidir quando um ponto viavel é ou nao eficiente, seja glo-
bal, local ou fracamente. Um método cldssico é tentar relacionar o problema (MOP) com
algum problema escalar especifico, recorrendo aos resultados da Otimizagao escalar/mono-
objetivo. Este processo é denominado escalarizacao, o qual é possivel converter um pro-
blema multiobjetivo em um problema de otimizacao escalar equivalente, de tal maneira
que as solucoes do problema multiobjetivo podem ser obtidas como solugoes de um pro-
blema cléssico de programacao nao linear. Na Subsecao 2.1.2 vamos considerar um destes

métodos, conhecido como o Método da Soma Ponderada.

2.1.2 O Método da Soma Ponderada

O Método da Soma Ponderada (WSM, do Inglés Weighted Sum Method), ou
também conhecido como método dos pesos ou Método da Ponderacao, é um dos mais
populares métodos de resolugao de um MOP. Segundo [48, pag. 24|, todas as fungoes
objetivo sao combinadas linearmente em uma tnica fung¢ao usando um vetor de pesos
v > 0, com ||v|; = 1. Portanto, definimos o problema (MOP) de forma escalar pelo

WSM, obtendo o seguinte problema ponderado

migigr]%ilzar ; vi fi(x) (P(v))

sujeito a x € X,

Assim, esse método consiste em resolver o problema de otimizagao escalar (P(v)),
permitindo obter uma aproximacao da fronteira de Pareto. Veremos que a partir de
algumas hipoteses, podemos mostrar que cada solucao 6tima do problema escalarizado

anterior é uma solugao eficiente do problema (MOP).

Proposicao 2.17 [48, pdg. 26] Se x* é a unica solugdo dtima de P(v) para um dado

vetor v >0, com ||v||y = 1, entdo x* € uma solugdo eficiente para (MOP).
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Proposicao 2.18 [48, pdg. 26] Se x* € uma solugao otima de P(v) para um dado vetor

v >0, com ||v| =1, entao z* é uma solugao eficiente para (MOP).

O método pode nao ser eficaz para conjuntos vidaveis nao convexos, porque nao
determina solucoes fracamente eficientes que tém a imagem na parte nao convexa da
fronteira de Pareto. Trataremos melhor deste caso no Capitulo (4), onde abordaremos o

WSM na construcao da fronteira de Pareto em problemas de portfolio.

2.1.3 Problema de Otimizacao Multiobjetivo Linear

Entre os problemas da otimizacao multiobjetivo, destacam-se aqueles que pos-
suem funcao objetivo e restrigoes lineares, denominados problemas de otimizacao linear
multiobjetivo (MOLP, do Inglés Multiobjective Optimization Linear Problems), presentes

na maioria dos problemas reais. Veja o problema (2.3) e os Exemplos 2.1 e 2.3.

Um problema linear multiobjetivo é caracterizado por considerar a fungao obje-
tivo F(z) = (fi(x),..., f,(z))" com fi(z) = ¢]z,i=1,...,p, ¢; € R" e o conjunto de
restrigoes escrito como Ax = b com x > 0 dado por

minimizar F(z) = Cx
zeR?
sujeito a Az = b, (MOLP)
x >0,

onde C' € RP*" A € R™*™ e b € R™. Logo, os conjuntos admissiveis sao definidos como
X={reR"|Az=bx>0}eY={y=CxeRP |z e X} (2.6)

Retomando ao problema (2.3), podemos reescrevé-lo como um (MOLP). Primei-
ramente, precisamos deixar as fungoes de restrigao g; e go com o formato de igualdade. Isso
é possivel se adicionarmos variaveis de folga x3, x4 € X com base no sinal da desigualdade.
Resultando em hy (1, X9, T3, 24) = 201+ 29 —x3 = 3 € ho(x1, 29, x3,T4) = 21+ T2+ 24 = 6.

Assim, obtemos o problema linear bi-objetivo:

minimizar Cz
X

sujeitoa  2x1 4+ 19 — x3 = 3,
Ty +Tg+ Ty = 6,
X1,T2,T3,T4 Z O?

CcOIm

; _11 8 SI’AZE 1 _11]@:[;51 Ty X3 x4}Teb:[3 G]T' (2:8)

O resultado a seguir é um dos principais para MOLP, obtendo convexidade.
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Lema 2.19 /33, pag.14] Os conjuntos admissiveis X no espago de decisao € Y no espago

dos objetivos do problema (MOLP) sao convezxos e fechados.

A seguir, pretendemos definir o que seria um ponto Pareto estaciondrio/critico
em um problema de otimizagao multiobjetivo, analisando os casos irrestrito (R) e restrito
(X), bem como os resultados que relacionam esses pontos com os pontos eficientes. Além
disso, apresentamos o método do gradiente e o método do gradiente projetado, ambos

para o caso multiobjetivo, explicando as relacoes entre os dois e suas caracteristicas.

2.1.4 Problema de Otimizacao Multiobjetivo Irrestrito

Considere o seguinte problema de otimizacao multiobjetivo irrestrito

minimizar F(z) = (fi(x),..., f(z))" (UMOP)

zeR"
Vejamos agora a definicao de ponto Pareto estaciondrio para este caso irrestrito.

Definigao 2.20 [15, pag.588] Um ponto x* € R™ é Pareto estaciondrio para o problema
(UMOP) se ele satisfaz
JF(z")(R™) N (-RE,) =0,

onde JF(x*)(R") = {JF(z*)(z) | x € R"} (imagem de JF(z*) : R" — RP). FEquivalen-
temente, podemos estabelecer que x* € R™ é um ponto Pareto estaciondrio se, para todo

d € R", existe pelo menos um indice i € {1,...,p} tal que V fi(x*)"d > 0.

Na Definigao (2.20), perceba que também é equivalente afirmar que z* é Pareto
estaciondrio, se, e somente se, max {Vf;(z*)"d} > 0. Entdo, podemos estabelecer que
=l,.p

=1,...

um ponto z* nao é Pareto estacionario, se e somente se, existe uma direcao d € R” tal
que JF(z*)d < 0, ou seja, Vfi(x)"d < 0 para todo i € {1,...,p}.

Apresentamos agora um resultado auxiliar comumente usado na literatura, que
se existe uma diregao d tal que JF(x)d < 0, entao d é uma dire¢ao de descida para F' em

x. Além disso, também podemos estimar o decréscimo da fungao objetivo.

Lema 2.21 [15, pdg.588] Tome F' : R" — RP continuamente diferencidvel, d € R™ tal
que JF(x)d < 0 (ou seja, Vfi(x)'d <0 para todoi=1,...,p) ed € (0,1). Entdo existe
algum € > 0 (que pode depender de xz, d e ) tal que

F(x +td) < F(x) + 6tJF(x)d para qualquert € (0,¢]. (2.9)
Em particular, d € uma direcao de descida para F' em x.

Através do lema anterior, podemos demonstrar o seguinte resultado que relaciona

pontos eficientes com pontos Pareto estaciondrios no problema (UMOP).
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Lema 2.22 Se x € R" ¢ eficiente para (UMOP) entao x é Pareto estaciondrio.

Demonstragao. Considere x* € R™ um ponto eficiente e F' com cada f;, 2 =1,...,p sendo
continuamente diferenciavel. Suponha, por contradicao, que x* nao é Pareto estacionario.
Entao por definicao, existe uma direcdo d € R" tal que JF(z*)"d < 0, ou equivalente-
mente, V f;(z*)d < 0,Yi = 1,...,p . Pela defini¢ao de diferenciabilidade de F e pelo Lema
(2.21) para qualquer 6 € (0, 1), existe € > 0 tal que, Vt € (0, €],

F(z*+td) < F(z") + toJF(x") < F(z"),

pois JF(z*)d < 0. Logo, se t — 0T, temos F'(z* 4+ td) < F(z*). Portanto 2* 4+ td domina
x*, contrariando o fato de x* ser eficiente (imagem nao dominada).
[
E importante destacar que, como no caso escalar/mono-objetivo, um ponto es-
tacionario nao necessariamente implica em minimizador, no caso multiobjetivo também
temos que Pareto estacionario nao necessariamente implica em ser eficiente.
Essa implicagao é garantida apenas quando assumimos hipéteses de convexidade

sobre as fungoes objetivo.

Lema 2.23 [15] Tome x* uma solucao fracamente eficiente para F : X C R* — RP.
Entao x* é um ponto Pareto estaciondrio. Supondo agora que F é RE -conveza, esta

condi¢cao € suficiente para x* ser uma solucao fracamente eficiente.

Entdo, sob R -convexidade, os conceitos de fracamente eficiente e Pareto esta-

cionario sao equivalentes.

Lema 2.24 [23] Suponha que todas as fungoes f; de F sao estritamente convexas. Se

x € R™ € um ponto Pareto estaciondrio de F', entao x € uma solucdo eficiente.

Para resolver (UMOP), estudaremos algoritmos que geram uma sequéncia tal que
seu ponto de acumulacao é uma solucao do tipo Pareto. Primeiramente, vejamos como
determinar a direcao de busca d* a partir de um iterando z*. Dado um ponto z € R”,

defina a fungao auxiliar w(z) : R” — R por
w(z)(d) = max {Vfi(z)"d}. (2.10)
i=1,....p

A funcao anterior é o méaximo de funcoes lineares, convexa e é uma funcao Lips-
chitz continua com constante um. Além disso, é positivamente homogenea, veja De-

finicao 1.19. Portanto,

w(z)(M) = Aw(x)(d) para todo A > 0 e todo d € R".
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Para determinar a direcao de busca d* em cada iterando x*, consideramos o

seguinte subproblema irrestrito, que é um modelo quadratico aplicado a (UMOP)

d||? d||? .
mi%ierﬂglizar w(z)(d) + | 2” = 516111& Joax Vfi(z) d+ % (min-max)

O subproblema (min-max) estd bem definido, pois possui como primeiro termo
uma fungao convexa (o maximo de uma funcio linear d — V f;(x) "d). Assim, sua funcio
objetivo é fortemente convexa, o que implica ter uma tnica solucao 6tima. Denotaremos

tal solugao por d(x), ou seja,

d(z) = alzlge;%iinw(x)(d) + @ (2.11)

E vamos denotar por ¢(z) o valor étimo de (min-max)

o(z) = w(z)(d) + M (2.12)

Na sequeéncia, veremos uma forma de caracterizar um ponto Pareto estaciondario
do problema (UMOP) através de d e ¢.

Proposicao 2.25 [15, pdg.590] Tome d : R — R" e ¢ : R" — R dados por (2.11) e

(2.12), respectivamente. Entao, as sequintes afirmagoes sao vdlidas.
1. ¢(x) <0 para todo x € R™.
2. A funcgdo ¢(-) é continua.
3. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) O ponto x nao é Pareto estaciondrio.
(b) é(z) <O0.
(c) d(z) # 0.

Em particular, © é Pareto estaciondrio se, e somente se, ¢p(x) = 0.

Em vista da Proposi¢ao 2.25, vemos que o Problema (min-max) tem um papel
duplo: ele fornece uma quantidade de violacao da estacionariedade de Pareto em um dado

ponto z e, se d(x) # 0, este ultimo pode ser usado como uma diregao de descida.

Também observamos que, se p = 1, entao d(z) = —V fi(z), reduzindo assim
a diregao oposta ao gradiente para otimizagdo de objetivo escalar (método do Gradi-
ente/Cauchy escalar). Sobre a escolha do tamanho do passo t* que usamos para andar
na dire¢ao d* = d(z¥) e obter o préximo iterando x**!, podendo ser feito pela condicio

de Armijo com Backtracking.
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Com tais informacoes, definiremos o classico método do gradiente para resolver o
problema (UMOP). Ele abre caminho para a discussao do PGM-MOP, que desempenha

papel muito importante para este trabalho. Mais informagoes sd@o encontradas em [15].

Algoritmo 3 Método do Gradiente para o problema (UMOP) [15, pdg. 591].

Passo 1. Escolha o ponto inicial 2° € R™ e § € (0,1). Defina k = 0.
1
Passo 2. Calcule a solucio d* = d(z*) = argmin w(z*)(d) + §Hd||2,
deR™
onde w(z*)(d) = max Vf;(z*)"d.

Z:17“'ap
1
Passo 3. Calcule ¢(x) = w(z¥)(d¥) + §||d(xk)||2 Se ¢(z¥) = 0, entdo pare.
1
Passo 4. Escolha t;, como o maior t € {23 |7=0,1,2,.. } tal que

F(z* +td®) < F(aF) 4 6tTF(a*)d*.

Passo 5. Defina 2*t! = zF 4 t,.d(2*), k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

Segundo [15, pag. 592], a condicio de parada ¢(2*) = 0 pode ser substituida
por d* = 0 por conta da Proposicao 2.25. E comum encontrar na literatura o uso do %
como fator de redugao no Passo 4, mas pode ser escolhido qualquer outro escalar desde
que pertenga ao intervalo (0,1). Uma caracteristica importante do Algoritmo 3 é que
ele vai parar em um ponto Pareto estacionario no Passo 3 ou vai gerar uma sequéncia
infinita {2*},cn de pontos nao estacionarios. Nesse tltimo caso, pelo Passo 4 do fato de
JE(z%)d(z*) < 0, obtemos que F(zFt1) < F(2*) para todo k € N, isto é, os valores da

funcao objetivo diminuem em cada iteragao do algoritmo.

Observagao 2.26 Uma observagao importante, € que apesar da funcao
k Lo
w(z)(d) + 5 lld]

ser conveza, ela nem sempre € diferencidvel por conta da fun¢ao mdximo. Segundo [15,
pdg. 6], uma forma de suprimir essa possivel falta de diferenciabilidade € através do

sequinte problema auziliar:

1
minimizar ¢+ =||d||?
(t,d)eRn+1 2

sujeito a Vfi(x)Td<t, i=1,...,p,

(2.13)

que € um problema convero. E facil verificar que d € uma solug¢ao dtima de (min-maz) se

e somente se existe t € R tal que (t,d) é uma solug¢ao dtima de (2.13).
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O proximo resultado caracteriza o Algoritmo 3 sob a hipdtese de gerar uma

sequéncia infinita {2*}ren de pontos nao estacionarios.

Lema 2.27 [15, pdg.597] Tome {x*} uma sequéncia infinita de pontos nao estaciondrios
em R™ tal que F(x*1) < F(2*) para todo k.

1. Se x* é um ponto de acumulagio de {x*}, entdo

F(2*) < F(2*) \Vk € N

lim F(z%) = F(z%).

k—o00

Também, F é constante no conjunto de pontos de acumulagdo {z*}.

2. Se {z*} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 e tem um ponto de acumulagao,

entao todos os resultados do item anterior sao validos.

Para saber mais detalhes sobre o método do gradiente no multiobjetivo, recomen-

damos a leitura de [15]. Neste trabalho, focaremos no caso restrito.

2.2 Problema de Otimizacao Multiobjetivo Restrito

Considerando agora z* € X como no problema de otimizacao restrito multiob-
jetivo (MOP), introduziremos os resultados necesséarios para estabelecer o PGM-MOP,
baseados em [15, 20].

Vamos comegar definindo um ponto Pareto estacionério no caso restrito.

Definicao 2.28 /20, pdg.412] Um ponto z* € X C R"™ é Pareto estaciondrio para o
problema (MOP) se ele satisfaz

JE(@")(X — {2 N (-RL,) =0,

onde JF(x*)(X —{z*}) = {JF(z*)(x —2*) |z € X} e X = {o*} = {u—a* | u € X}.
Equivalentemente, dizemos que o ponto x* € X € Pareto estaciondrio se, e somente se,

para todo d € X, temos
max {Vfi(z*)"d} > 0.
t=1,...,p

Perceba que a Definicao 2.28 é estabelecida para um conjunto X convexo. Ge-
ralmente é usado o conjunto das diregoes vidveis a partir de um ponto sobre um conjunto
quando queremos abordar conjuntos convexos. O préximo resultado é uma forma alter-
nativa para definir 2* como ponto Pareto estacionario usando o conjunto das diregoes

vidveis Vy(2*) conforme Defini¢ao 1.44.
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Lema 2.29 [21] Um ponto x* € X ¢é Pareto estaciondrio para o problema (MOP) se, e

somente se,
min  max {Vfi(x*)Td} =0,

d€Vy (z*) i=1,....p
lldll<1

onde Vy(x*) ={d e R" | 3t > 0| a* +td € X,Vt € [0,1]}.

O préximo resultado é uma versao alternativa do Lema 2.21 para conjuntos fecha-
dos e convexos, deste modo caracterizamos as diregoes de descida tanto no caso irrestrito

quanto no restrito.

Proposigao 2.30 [32]/ Tome § € (0,1), x € X ed € X —{z} tal que JF(z)d < 0. Entao
existe t < 1 tal que F(x +td) < F(x)+ 6tJF(x)d para todo t € (0,1].

Podemos observar na Figura 2.9 um exemplo de direcao de descida d a partir de
x* para a funcao F' = (f1, f2). Note que Vfi(z*)'d < 0 e Vfo(2*)"d < 0, pois o angulo

formado entre esses vetores é obtuso.

file,y) =2 +9°
fley)=(z—1)" +9°
X={z| filz) <1, falw) <1}

Figura 2.9: Exemplo de direcao de descida para uma funcao F'(z) = (f1(x), f2(z))".

Determinamos anteriormente, a direcao de busca com X = R”" recorrendo a

(2.11). Agora, iremos apresentar uma generalizagdo para (MOP).
: Lo
dg(z) = argmin fw(x)(d) + =||d||%, (2.14)
deX—{z} 2
onde # > 0 é um parametro e w(z) é a fungao dada por (2.10).

Semelhante ao caso irrestrito, como a fun¢ao objetivo de (2.14) é fortemente
convexa, entao o vetor de busca dg(x) estd sempre bem definido, isso para todo z € X.
Denominamos esse vetor de direcao do gradiente projetado. E definimos a funcao do valor
6timo por

83(w) = Bul)(ds()) + 5l ) (215)

Além disso, temos uma extensao da Proposigao 2.25 para o caso restrito.
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Proposigao 2.31 [20, pdg.413] Tome dg : X — R" e ¢ : X — R dados por (2.14) e

(2.15), respectivamente. Entao, as sequintes afirmagoes sao vdlidas.
1. ¢s(x) <0 para todo x € X.
2. A fungao ¢g(-) € continua.
3. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) O ponto x € X nao é Pareto estaciondrio.
(b) ¢s(x) <O0.
(¢) dg(x) # 0.

Em particular, x é Pareto estaciondrio se, e somente se, ¢g(x) = 0.

Como desejamos explorar em nossa pesquisa os problemas restritos (MOP), fo-
caremos no Algoritmo do Método do Gradiente Projetado, apresentando seus resultados
de convergéncia e de busca linear nao monoétona. A Proposigao 2.30 nos permite imple-
mentar a condicao de Armijo para o Algoritmo 4 recorrendo ao Backtracking no Passo 4,

assim como ocorreu no Algoritmo 3.

Algoritmo 4 Método do Gradiente Projetado Multiobjetivo [15, pag. 602].

Passo 1. Escolha o ponto inicial z° € X, 8> 0e § € (0,1). Defina k = 0.
1
Passo 2. Calcule a solugao dg =dg(2*) = dilgvgﬁill:} Buw(z®)(d) + §Hd||2,
onde w(z¥)(d) = max Vf;(z*)"d.

i=1,...,p
Passo 3. Calcule ¢g(zF) = Ky (dk) + & (12 ky = a
. p(z") = Bw(a®)(dj) + 2||d5($ )||. Se ¢(z") = 0, entdo pare.
1
Passo 4. Escolha t;, como o maior t € {23 |7=0,1,2,.. } tal que

F(z* +td®) < F(aF) 4 6tTF(a*)d*.

Passo 5. Defina 2% = 2% + tdg(2%), k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

A semelhanca entre os dois métodos de descida multiobjetivo apresentados ¢é
evidente. Podemos observar que o primeiro é um caso particular do segundo, porque ao

escolher X = R" e tomar 8 = 1 no Algoritmo 4, retornamos ao Algoritmo 3.

A Proposigao 2.31 permite estabelecer um critério de parada alternativo na ter-
ceira etapa, com dg = 0. Além disso, este algoritmo também pode gerar uma sequéncia
infinita de pontos nao estaciondrios ou encontrar um ponto estacionario em uma quanti-

dade finita de iteracoes. A escolha do fator para reducao do tamanho de passo na quarta
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etapa também é a mesma do Algoritmo 3. Podemos usar um problema auxiliar como em

(2.13) para ganhar diferenciabilidade.

A abordagem de como esse método estende o classico PGM escalar para o caso
multiobjetivo estd presente em [14, 15]. Entretanto, apresentamos uma versao mais deta-
lhada para justificar o uso do subproblema (2.14) ao invés de uma abordagem semelhante
ao que ¢é feito para obter a diregao de busca no PGM em otimizacao escalar, ou seja,

quando p = 1 usar

do(w) = Py (x — BV f(x)) — . (2.16)

A fungao objetivo é convexa e o conjunto vidvel X — {z} C R"™ é convexo e
fechado em (2.14), entdo uma condic@o necessaria para dg(x) ser solugdo é a existéncia

de um vetor v € RP que satisfaz a Defini¢ao 1.30, ou seja,

p

vi>0e Y v=1 (2.17)

i=1
tal que
<621}1Vfl(x) +dg(x),d — dg(x)> > 0 para todo d € X — {z}. (2.18)
i=1

Podemos reescrever a desigualdade acima para

<a: — BZU,’Vfi(x) —(x+dg(x)),u — (v + d5($)>> < 0 para todo u € X.

Temos pelo Lema 1.2.1 que a projecao a seguir ¢ garantida e dada por

u— <x — ﬁZvZsz(x))

Assim, podemos afirmar que existe v € RP que satisfaz as condigdes de (2.17) e

2
=z + dg(x).

Py (x - ZZI UZVfZ(JJ)> = argg{in

ds(z) = Py (x — BJF(2)"v) — x. (2.19)

Tome {e',...,eP} a base canonica de RP. Observamos que podemos reescrever

P
v = E v;e'.
i=1

O seguinte resultado estabelece uma relagao de equivaléncia entre o subproblema
do Passo 2 do Algoritmo 4 e a Equacao (2.19). Deste modo, podemos resolver um pro-
blema sem a necessidade de projetar, visto que a projecao em um conjunto formado pela
intersecao de outros conjuntos convexos pode ser complicada. Entretanto, podemos usar

o Algoritmo de Dykstra 2, que tem muitas vantagens computacionais.
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Lema 2.32 [1/, Lema 2.4] Seja K C RP um cone convexo, fechado e pontudo de interior
nao vazio. Considere também X C K* (cone dual de K') um conjunto fechado e convezo,
v e X e constante > 0. Entao,

I]}*
2

argmin {B(v, JF(z)d) +

} = Py_(y(=BJF(z)"v) = Py(z — BJF(z)Tv) — z.
deXxX—{z}

Antes de analisar os resultados presentes sobre convergéncia do PGM-MOP, apre-

sentamos um exemplo para ilustrar a igualdade apresentada pelo Lema 2.32.

Exemplo 2.33 Considere o sequinte problema de minimizacao

minimizar (fi(2), fo(e))"

sujeito o 0 < z; <0.5, =12,

com fi(z) = (x1 — 0.2)3 + (23 — 0.6)® e fo(x) = (x1 — 0.8)* + (z3 — 0.6)2.

Consideramos para resolver tal problema o Algoritmo 4 com ponto inicial 2° =
(0.25,0.25)". Basicamente, a cada iteragio k, o método SLSQP determina a diregdo
d* ao invés de usar o processo de obtencio do vetor recorrendo a Py(x — BJF(x)Tv).
No entanto, podemos determinar um vetor de pesos w € R? conhecendo d¥ obtido pelo
SLSQP. Por exemplo, tome d° = (0.18, —0.1867)" obtido pelo SLSQP. Como xz°+ d°, ele
¢ um ponto no interior do conjunto vidvel. Notamos entao que o SLSQP pode nao gerar
uma aproximacao boa da solucao do problema original. De fato, pois deveriamos ter a
igualdade apresentada pelo Lema 2.32, o que nao acontece pois x° + d° deveria estar na

fronteira do conjunto vidvel.
Suponhamos que valesse a igualdade, entao para encontrarmos o vetor de pesos
igualamos a projecao Py gsp2(2® — JF(2%)w) = 2 — JF(2°)w com 1° + d°, resolvendo o

sistema linear JF (2°)w = —d°. Entdo, 2° — JF(2°)w = 2° + d°, veja Figura 2.10.



Otimizacao Multiobjetivo 65

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

00 00

Figura 2.10: Curvas de nivel e projecao de 2°.

Podemos agora analisar a convergéncia do Algoritmo 4. Conforme ja falado,
podemos encontrar um ponto estacionario em uma quantidade finita de iteragoes ou gerar

uma sequéncia infinita de pontos nao estaciondrios. Surge entao a necessidade de verificar
se esses pontos gerados sao viaveis.

Lema 2.34 [15, Lema 4.3] Tome {2*}1en C R™ uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.
Entao {x*}ren C X.

O préximo resultado nos diz que se uma sequéncia de pontos gerada pelo Algo-

ritmo 4 converge para um ponto de acumulagao, entao sera um ponto Pareto estacionario.

Teorema 2.35 [15, Teorema 4.4] Todo ponto de acumulagdo, se houver, de uma sequéncia

{2%}ren gerada pelo Algoritmo 4 é um ponto Pareto estaciondrio.

Veremos agora quando um ponto de acumulacio de uma sequeéncia {z*} ey gerada
pelo Algoritmo 4 é fracamente eficiente. Perceba que o Lema 2.23 ainda nao é suficiente
para afirmar que o Algoritmo 4 converge para uma solucao fracamente eficiente, apesar de

sabermos pelo Teorema 2.35 que um ponto de acumulacao é Pareto estaciondrio. Vamos
considerar a seguinte hipotese de convergeéncia.

Hipétese 2.36 Toda sequéncia RY -decrescente
{4} C F(X)={F(2) |z € X CR"}
¢ RY -limitada inferiormente por um ponto de F(X). Algebricamente,

V {y" een € F(X) com y"™ < " Vk € N,3z* € X tal que F(z*) <y" Vk € N. (2.20)
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Assim, [15, pag. 598] estabelece o seguinte resultado, mostrando a convergéncia

do Algoritmo 4 ao assumir (2.20) e a hipétese de F' ser R, -convexa.

Teorema 2.37 Assuma que F' : R" — RP ¢ RY -conveza e que vale (2.20). Entao,

qualquer sequéncia gerada pelo Algoritmo 4 converge para um ponto fracamente eficiente.

Demonstracao. Apresentamos uma reescrita da demonstracao focando nas partes essenci-

ais para este trabalho. Primeiro, definimos o conjunto
L={rec X |F(r)<F(2%) para todo k}.

e tome T € L, que existe pela Suposi¢ao (2.20). E possivel mostrar que {2*}en é quase-
Fejér (veja Defini¢ao 1.12) convergente para o conjunto L. Pelo Teorema 1.13, temos que
{2*}ren € limitada. Entdo, como X é fechado, {2*}reny € X tem pelo menos um ponto
de acumulacao viavel, digamos z*, que é Pareto estacionario pelo Teorema 2.35. Usando
agora a RY -convexidade de F', pelo Lema 2.23, segue que z* € X' ¢ fracamente eficiente.
Como F(z*1) < F(a*) para todo k, pelo Lema 2.27, item 1, F(2*) < F(2%) para todo k,
e r* € L. Finalmente, pelo Teorema 1.13, conclufmos que {z*}ren converge para 2* € X,

um ponto fracamente eficiente. 0

2.2.1 Busca Linear Nao Monotona

Nosso foco no PGM-MOP ¢ utilizar a busca linear nao monoétona. Queremos
saber, em cada iteracdio, como obter uma direcio d* e um tamanho de passo t, para

determinar o quanto caminhar nessa direcdo e obter o préximo iterando z*+!.

Podemos observar que a condicao de Armijo presente no Passo 4 dos Algoritmos
3 e 4 estd impondo que o valor da funcao objetivo sempre diminua durante as iteragoes ou
permaneca igual. Esse comportamento indica uma busca linear mondtona para determinar
o tamanho de passo t,. Entretanto, exigir que os valores da funcao sejam monoétonos pode

acarretar no método convergir mais lentamente.

Além disso, como desejamos explorar fungdes nao convexas em nosso trabalho,
faremos uso da busca linear ndo mondtona do tipo maximo, proposta em 1986 por [31].
Uma caracteristica principal desta busca é permitir algum crescimento no valor da funcao
objetivo durante algumas iteragoes, realizando alguns passos “ruins”com o objetivo de

fugir de minimos locais.

No Passo 4 do Algoritmo 4 fazemos uso da condigao de Armijo, com § € (0, 1),

para verificar a validade do tamanho de passo ty,

F(zF + t,d¥) < F(2) + 0t JF(a*)d". (2.21)
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Se supormos agora que t; satisfaz a desigualdade
F(a* + tpd®) < A* + 6t JF (27 d", (2.22)

com AF € RP, entdao posteriormente veremos no Lema 2.38 que a Desigualdade (2.22) é
um relaxamento da condi¢ao de Armijo (2.21), porque F(2*) < AF para todo k € N.
Também denominamos (2.22) de condi¢ao de Armijo, mas indicando sua particularidade
em AF.

Tal condicdo toma A" := (Af,... AT com A} sendo o méximo dos valores
recentes da funcao objetivo f; em uma janela limitada de até M valores recentes, veja

Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Busca linear ndo mondtona do tipo maximo [29, pag. 8].

0

Passo 1. Escolha o ponto inicial 2z € R"™ e um inteiro nao negativo M. Defina k = 0,

m(k) = 0.
Passo 2. Para k > 1, escolha m(k) tal que 0 < m(k) < min{m(k — 1) + 1, M} e defina

Ak — (I i=1.....p. 2.2
; 1§1j28:7)1((k)f($ ), Vi=1,...,p (2.23)

Agora, apresentamos o algoritmo do PGM-MOP adaptado para a busca linear
nao mondétona do tipo maximo e os resultados ligados ao estudo de sua convergéncia. Este
algoritmo foi retirado de [20]. Podemos observar a presenga de uma sequéncia de escalares
{Bk }ren variando entre limites determinados Suin € Bmax a0 invés de um escalar fixo
como no Algoritmo 4. Segundo a autora, um [, adequado traz um melhor desempenho,

resultando em uma convergéncia mais rapida do que com [ fixo.

Iremos manter a sequéncia {f}reny porque ela nao altera a validade dos resul-
tados, podemos assumir f; = (,Vk € N. Por conveniéncia notacional, vamos entao

modificar (2.14) e (2.15) para se adequarem a sequéncia de escalares:

) 1
b, = dy,(a*) = argmin faw(2)(d) + 5 ld]? (224)
deX—{z}

e o valor 6timo dessa funcao sendo

o = 0a() = i Fruo(@)d) + 31dI = Breo(@)day (2) + 3l (225)



Otimizacao Multiobjetivo 68

Algoritmo 6 Gradiente projetado multiobjetivo com busca linear nao mondétona [20].

Passo 1. Escolha 6 € (0,1), M > 0, 0 < Buin < Bmax < 0 € Bo € [Bmin, Bmax)- Seja ¥ € X
um ponto inicial arbitrario. Defina k& = 0.

Passo 2. Calcule a direcao da busca.

d 2
dg, (z%) = argmin SBrwi(d) + & (2.26)
deX —{z*} 2

onde wy(d) = w(z®)(d) = max {Vfi(z*)"d}.

i=1,....,p
1
Passo 3. Critério de parada. Calcule ¢g, (l‘k) = Brwyi(dg, (J:k))+§ ds, (mk) H2 Se ¢a, (xk) =0,
entao pare.
Passo 4. Calcule o comprimento do passo. Seja m(k) = min{k, M} e escolha t;, como o maior

t . ) =0,1,2 tal
€ §|]—,,,... al que

F(a + tydfy, ) < AF + 6tp JF (aF)dj, (2.27)

onde vale A% = (A%, ... ,A{;)T e AF é dado por (2.23).

Passo 5. Defina zy41 = x + trds, (z%). Defina Bj41 tal que Bry1 € [Bumins Bmax) Defina
k =k + 1 e retorne ao Passo 2.

Assim como o Algoritmo 4 que trabalha com a busca linear monétona, o Algo-
ritmo 6 também possui a caracteristica de terminar em um nimero finito de iteragoes com
um ponto Pareto estacionario ou produzir uma sequéncia infinita de pontos nao Pareto

estaciondrios, visto que ele também ¢é verificado pela Proposicao 2.31.

Se x € X nao for um ponto Pareto estaciondrio, entdo JF(x)dg(xz) < 0 e dg(z) é
uma diregao de descida [20, pag. 415]. Suponhamos que temos o caso de uma sequéncia
infinita de pontos nao Pareto estacionérios, entao JF(:L‘k)dg < 0 para todo k € N. Como

consequéncia da busca linear nao monotona, temos o seguinte lema.
Lema 2.38 /20, pdg.416] Para cada k no Algoritmo 6, entdo F(z*) < Ak,

Demonstragdo. Diretamente da definigdo de A* em (2.23). 0O

O préximo resultado garante que o Algoritmo 6 esta bem definido.

Lema 2.39 [20, pdg.416] Tome x* uma iterando do Algoritmo 6. Se z* ndo é Pareto

estaciondrio, entdo existe um tamanho de passo t, > 0 tal que a condicao de Armijo

(2.27) € vdlida.

Os préximos dois resultados sao usados na demonstragao da convergéncia do

Algoritmo 8 no final do capitulo.
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Proposigao 2.40 [20, pdag. 413] Tome § > 0, dg : X — R™ ¢ ¢35 : X — R dados por
(2.14) e (2.15). Entao,

i |lds(2)|1* < 2[a(x)|.
i, Bulds(2)) < — s
Lema 2.41 [20] A sequéncia de escalares {||dg, (z)||}ken € limitada.

O préximo resultado estabelece que a sequéncia de escalares { A} oy da busca

linear nao mondtona gerada pelo Algoritmo 6 é nao crescente e admite um limite.

Lema 2.42 [29] Tome {z"}1en uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 6. Suponha também
que F € continuamente diferencidvel e limitada inferiormente, entdo, {A¥}ren € nao

. o keN
crescente e admite um limite quando k —— oo.

Proposigao 2.43 [20, pdg.416] Tome {x*}ren C R™ uma sequéncia gerada pelo Algo-
ritmo 6 ¢ K um subconjunto infinito de N, * > 0, x* € X tal que lllr%xk =" e
S

llir]r% Br = B*. Entao, existe K* um subconjunto infinito de K tal que
€

li ) = g (x). 2.28
Jim ¢, (27) = ¢p- (27) (2.28)
O préximo resultado estabelece que sequéncia {ty.|¢s(x%)|}ren converge para zero
quando k P 0. Esse resultado auxiliar é fundamental para demonstrar a convergéncia
global do Algoritmo 6, porque poderemos supor que ou a sequéncia {t }ren Ou a sequéncia

{|#s, (2%)|}ren convergem para zero e estudar esses dois casos.

Proposigao 2.44 [20, pdg.416] Tome {x*}ren C R™ a sequéncia gerada pelo Algoritmo
6. Entao,
. kv
Jim 24|, (27)] = 0.

Com essas informagoes, [20] demonstra que todo ponto de acumulagao da sequéncia
gerada pelo Algoritmo 6 é um ponto Pareto estacionario. A seguir, apresentamos uma

demonstracao mais detalhada deste resultado.

Teorema 2.45 Seja {x*}ren C R™ uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 6. Entao, todo

ponto de acumulagio de {x*}ren € um ponto vidvel estaciondrio de (MOP).

Demonstragdo. Considere {2%},cn a sequéncia gerada pelo Algoritmo 6 e z* € R” um
ponto de acumulacao qualquer, logo existe uma subsequéncia de {*},cn que converge
para z*. Além disso, sabemos que a sequéncia {fi}ren ¢ limitada, entdao existe uma
subsequéncia de {f}ren que converge para algum * > 0. Deste modo, existe um sub-
conjunto infinto N; C N tal que z* LASLINAS Bk ket £*. Podemos obter a viabilidade
de z* usando o fato de X ser fechado e de {2*}ren C X.
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Supondo que o Algoritmo 6 nao termina em um numero finito de passos, ou seja,
gera uma sequéncia infinita de pontos nao estacionarios {xk}keN, vamos mostrar que z*
¢ Pareto estaciondrio para o problema (MOP). Relembremos que ¢, € (0,1],Vk € N e
bs, (2%) < 0 para todo ponto nio estaciondrio. Invocando a Proposicio 2.44, sabemos que
teldp, (2F)] R0, entdo ou lir]gleglf |ps, (%) = 0 ou lir’?eian t, = 0. Podemos agora dividir

a demonstracao em duas partes.

Primeira situagao:
Suponhamos que lirgl il\lnf |¢s, (#%)] = 0. Pela definicdo de limite inferior, existe um
S

subconjunto infinito Ny C Ny tal que |pg, (2¥)] 22, 0. Pela Proposicio 2.43, garantimos
a continuidade de ¢g, (2¥) para uma subsequéncia de Ny, entdao |¢s«(z*)| = 0 e, com a

Proposicao 2.31, conseguimos a estacionariedade de Pareto.

Segunda situacao:

Suponha agora que lirgl il\]nf tr = 0. Pela definicao de limite inferior, existe Ny C N;
€

tal que t, k2. Pelo Lema 2.41, a norma da sequéncia de direcoes de busca é limitada,

entdo existe um subconjunto infinito N3 C Ny, tal que dg, (z¥) R, @ com d* € R" e
keNs

l

— 0.

Por defini¢ao, sabemos que
1
igﬁxp{ﬁkvﬁ(wkﬁdﬂk(ﬂfk)} < igﬁxp{ﬁkvﬁ(wkﬁdﬂk(xk)} + 5llda, () = s, (%) < 0.

, , keN keN . : o
Como cada V f; é continua, 8, —> * e dg, —> d*, entao, aplicando o limite

quando k LiSAEN oo, obtemos a desigualdade

max {B*Vfi(z*)Td*} < limsup ¢, (%) < 0. (2.29)
i=1,....,p kEN;
Fixe agora um inteiro positivo qualquer w. Como tj LiSAEN 0, segue entao pela

definicao de limite que t, < 7o demonstrando que a condi¢ao nao monotonicidade do

1
Passo 4. do Algoritmo 6 nao vale quando t = ™ em z¥. Entao a condicao de Armijo nao
é satisfeita, ou seja,
1

F k
(x +2w

I3, (1) > A% 5o TR T, ().

. keN: ~ .
Agora, ao tomar o limite quando k ——> 0o, entdo para cada k € Nj, existe um

indice iy, € {1,...,p} tal que

1 1
fik (J:k + 2_wd;8k ('rk)) > Afk + 52_wvflk (xk)—rdﬁk (xk)v
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seguindo a definicao de dominancia entre vetores.

Como temos uma quantidade infinita de indices distribuidos em um conjunto
finito, isto é, {ir}ren, C {1,...,p}, entdao pelo principio das gavetas, existe pelo menos
um indice i* € {1,...,p} que sucede infinitamente. Com efeito, podemos produzir um

novo subconjunto infinito, N* C N3 tal que i, = ¢* para todo k € N*,
ko, L k k 1 kT k
fi (2" + Q—wdﬁk(ﬂﬁ )) > Aj +52—wvfi*($ ) dg, (7).

Usando agora o resultado auxiliar, Lema 2.38, nos obtemos

1

o) k
fl (ﬂj + 2w

1
dg, (2%) 2 fir (&%) + 65V fir(2%) g (). (2.30)
Assim, ao aplicarmos o limite quando k Y 50 na desigualdade (2.30), conse-

guimos

1 )

Como a desigualdade anterior foi estabelecida por um inteiro positivo arbitrario
w e * € {1,...,p}, segue da Proposicao 2.30 que JF(z*)d* &£ 0 e, portanto, vale a
desigualdade Z_g?ﬁp{v fi(x*)"d*} > 0. Juntando essa desigualdade com (2.29), obtemos
max{V f;(z*)"d*} = w(d*) = 0, e pelo item (ii) da Proposi¢do 2.40, conseguimos que
¢p+(2*) = 0. Portanto, concluimos que z* é um ponto Pareto estacionario para (MOP).

O

Apresentamos um complemento do Teorema 2.45, ao supor que F' tem seu con-
junto de nivel limitado, garantindo a existéncia de um ponto de acumulagao e Pareto

estaciondrio.

Corolério 2.46 Tome {2*}.en a sequéncia gerada pelo Algoritmo 6. Se F possui seu
conjunto de nivel limitado, no sentido de que o conjunto C = {x € R" | F(z) < F(a2%)}
¢ limitado, entdo a sequéncia {x*}ren permanece limitada e tem pelo menos um ponto

Pareto estaciondrio.

Demonstragdo. Sabemos que F(z*) < AF para todo k € N, onde AF = max(k) F(2M9),
1<j<m

com m(k) = min{k, M'}. Como mostramos anteriormente que {A¥}rcy é nio crescente,
entdao AY < ... < AY = f;(2°) para todo i = 1,...,p. Assim, para todo k € N, temos
que F(z*) < F(2°). Tome o conjunto de nivel C' = {z € R" | F(z) < F(2°)}, entdo
temos que ¥ € C,Vk € N. Pela hipétese no enunciado, temos que C ¢é limitado, entao
a sequéncia {z¥}reny C C também é limitada. Pelo Teorema 1.6, temos que existe uma

k

subsequéncia {z%},cy, onde N; C N, tal que 2% K, 4+ € X. Pelo Teorema 245, 0

ponto de acumulacao x* é Pareto estacionario. 0O
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Por fim, terminamos nossa andlise sobre a convergéncia do PGM-MOP com o
Lema 2.47 que garante que, sob a hipdtese de a funcao ser convexa componente a compo-
nente, entao todo ponto de acumulacao da sequéncia gerada pelo Algoritmo 6 é um ponto

fracamente eficiente. Redigimos sua demonstracao fazendo mencao aos Lemas 2.7 e 2.8.

Lema 2.47 Tome {z"}ren uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 6, com x* como ponto

de acumulagcdao. Entao valem as sequintes afirmacoes.
1. Se I € convexa componente a componente, entdo x* € fracamente eficiente.

1. Se F' € estritamente convera componente a componente, entao x* € eficiente.

. ) keK . ) )
Demonstracao. Considere ¥ —— z* com K C N sendo um subconjunto infinito.
b

No item (i), pelo Lema 2.34, sabemos que {z*}ren C &, como todo ponto fraca-
mente eficiente é Pareto estacionario e pelo Teorema 2.45 x* é viavel e Pareto estacionario,
entdao Vd € X, temos max{V f;(z*) "d} > 0. Pela convexidade de cada f; e pelo Teorema
1.33, entao

max {fi(y) — fi(a")} > igg{p{vﬁ(w*f(y —2")} > 0,Vy € X,

1=1L1,...,p

satisfazendo o Lema 2.8.

No item (ii), j4 sabemos que x* é Pareto estacionario. Usando a convexidade
estrita de cada f; e o processo do item (i) vale que max {fily) = fi(z")} > 0,Vy € X,
1=1,...,p

satisfazendo o primeiro item do Lema 2.7. 0O



Capitulo 3

Problemas com Restricao de
Cardinalidade

Iniciamos estudando os problemas de otimizagao escalar/mono-objetivo e métodos
presentes na literatura para resolvé-los. Em seguida, apresentaremos nossa pesquisa sobre
os métodos de Lagrangeano Aumentado no caso multiobjetivo, recorrendo ao PGM-MOP,
introduzindo assim nosso algoritmo voltado para problemas multiobjetivo com restricao

de cardinalidade, bem como seus resultados sobre viabilidade e convergeéncia.

Além disso, exibiremos alguns resultados recentes da literatura sobre condigoes
de qualificacao voltadas para essa classe de problemas do multiobjetivo. As principais

referéncias presentes neste capitulo sao [21, 39, 40, 45].

3.1 Problema Escalar/Mono-objetivo com restricao

de cardinalidade

Na otimizagao escalar/mono-objetivo, os problemas com restri¢cao de cardinali-

dade sao dados por

minimizar f(z)
zER? (MPCaC)
sujeitoa  x € X, ||z|lo < o,
onde f: R*" 5 R g :R*" > R™ h:R*" 5> RleX ={x € R"| gi(x) <0,Vi =
L,...,m ehj(x) =0,Vj =1i,...,q} sdo fungdes continuamente diferencidveis, e a res-
tricdo de cardinalidade [|z]jp < @, com 1 < a < n, indica a quantidade méxima de
componentes nao nulas do vetor z. Perceba que se @ = n, entao todo vetor no R" satisfaz
essa restricao porque possui no maximo n componentes. Portanto, o efeito da restricao
de cardinalidade deixa de existir e voltamos a ter o problema apenas sobre o conjunto
X. Importante comentar que, apesar da notagao, a restrigdo de cardinalidade || - ||o ndo

é norma e também nao é continua.

73
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Observacgao 3.1 A sequir neste trabalho, estaremos assumindo que X € um conjunto
convezo simples fechado (ou seja, € facil projetar nele, como € o caso de caizas, esferas ou
semi-espacgos), veremos que essas caracteristicas serao necessdarias para abordar o método
do gradiente projetado. Para que X tenha essas propriedades com restricoes de igualdade

e desigualdade, escolhemos supor que as funcoes h e g sobre o conjunto X sdo afins.

Problemas (MPCaC) sao muito dificeis de serem resolvidos computacionalmente,
sao comumente resolvidos por técnicas globais de otimizacao discreta ou combinatoria da
Programagao Inteira-Mista, como o Branch-and-Bound e Branch-and-Cut, veja [10].

Em [8] foi desenvolvido e analisado um método de otimizacao de direcao alter-
nada usando penalizagao (PADM, do Inglés Penalty Alternating Direction Method) para
problemas convexos sujeitos a uma restricao de cardinalidade. A ideia central do método
foi separar a parte continua da parte discreta, resolvendo essas duas partes com subpro-
blemas, usando um termo de penalizacao em norma-l; na diferenca entre as varidveis

duplicadas.

Além dessas técnicas, uma abordagem alternativa surgiu em [41] ao relaxar o

seguinte problema de inteiro-misto, indicado para resolver (MPCaC),

minimizar f(z)
@y

.. T .

sujeitoa z€ X, e'y>n-—a, (3.1)
xlyZ:()? Vi:1,...,n,
y’L 6 {071}, \V/Z: 1,...777/,

onde e € R™ é o vetor de uns.
Essa abordagem consiste na adicao de um vetor de variaveis auxiliares y € R"
e de restricoes continuas que garantam sua cardinalidade e complementariedade com o

vetor de variaveis x.

minimizar f(z)
x7y

sujeitoa € X, e'y>n-—a, (MPCaC-R)
iy, =0, Vi=1,...,n,

A restricdo e’y > n — a vai garantir que y tenha, no maximo, o complementar
de componentes nao nulas de x, enquanto que as restricoes 0 < y;, < 1, Vi = 1,....p
permitem tratar y como um vetor continuo, garantindo maior liberdade em comparagao
com a variavel inteira.

Os autores de [41] propuseram essa reformulagao relaxada para o caso escalar,
mas posteriormente ela foi estendida a problemas multiobjetivos. Também foi demons-
trado por eles a equivaléncia entre os problemas (MPCaC-R) e (MPCaC), no sentido de
x* ser minimizador global. Com respeito a minimizadores locais, a equivaléncia ocorre

somente sob uma hipétese na cardinalidade de z*, ||z*[|p = a.
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Note que, X é um conjunto fechado e convexo, temos um semiespaco e’y > n—a e
as ultimas n restricoes denotam uma caixa simples no vetor de variaveis auxiliares y € R".
Logo, a intersecao dessas restrigoes, se for nao vazia, também é um conjunto fechado
e convexo. A unica excecao de convexidade presente sao as restricoes de Hadamard,
riy; =0, Vi=1,...,n.

E fécil ver que essas restri¢oes nao definem um conjunto convexo, por exemplo,
considere z,y € R? e o conjunto dos vetores (z,y) € R* tal que x;y; = 0,Vi = 1,2. Sejam
(x,y) = (2,2,0,0) e (u,v) = (0,0,2,2), ambos pertencem a esse conjunto, pois z;y; = 0
e uw;v; = 0 para todo i. Entretanto, o vetor (1/2)(x,y) + (1/2)(u,v) = e ndo pertence ao

conjunto, logo nao é convexo.

E comum na literatura usar a notagao x oy (ou x * y), para indicar o vetor com

as restricoes de Hadamard, isto é, zoy =z xy = (211, ..., Tnln) '

Através desta nova reformulacao, com excecao da condicao de Hadamard, os
pontos viaveis do problema de otimizagao pertencerao a intersec¢ao de conjuntos fechados
e convexos. Assim, necessitamos de um método que seja capaz de gerar uma sequéncia

de pontos projetados nesses conjuntos, como o PGM.

Agora que apresentamos o problema (MPCaC-R), vejamos como podemos pena-

lizar a restricao de Hadamard tornando o conjunto viavel totalmente convexo.

3.1.1 Penalizacao Externa e Lagrangeano Aumentado

Dos muitos cenarios de aplicagao na otimizacao, buscamos desenvolver técnicas
para conversao de problemas complexos em outros mais simples. Nesse sentido, focaremos
nos métodos de penalizacao externa ou, somente penalizacao, para contornar a restricao
de Hadamard. Iremos nos basear na reestruturacao da funcao objetivo, adicionando a
restricao de Hadamard através de um parametro de penalidade com o objetivo de castigar

a violagao dessa restricao.

Na pesquisa de [40], a introdugao da penalizagdo externa é feita por uma abor-
dagem mais direta, usando o termo de penalizacao 7p(z,y) com f : R™ — R, obtendo o

seguinte problema penalizado associado a (MPCaC-R).
minimizar f(z) + 7p(z,y)
Y

sujeitoa x € &, (MPCaC-RP)
eTy >n—aq,

0<y; <1, paratodol <i <n,

onde 7 > 0 é um parametro de penalizacao escolhido de modo conveniente. Definimos o

conjunto fechado e convexo € por

Q={(z,y) eR™ |z € X, eTyZn—a,Ogyigl,izl,...,n}.
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O principio é recorrer a uma funcao continua que se anula no conjunto a ser pe-
nalizado e é positiva fora dele. Entao consideramos a funcao de penalidade continuamente

diferencidvel p : R?® — R com a seguinte propriedade:

=0 =0
p(a,y) ey (3.2)
>0 sexoy#D0.

Entao p(x,y) > 0 para todo ponto (z,y) vidvel e p(z,y) = 0 se, e somente se,
z;y; = 0 para todo i = 1,...,n. Assim, percebemos o papel crucial da funcao p(z,y)
nessa reformulacao do problema de cardinalidade e de como sua escolha é importante.

Uma possivel definicao para p que atenda essa equivaléncia com a restricao de Hadamard
; _ 2
¢ pz,y) = llz oyl
Podemos entao aplicar o algoritmo de penalizacao externa, resolvendo uma sequéncia

de subproblemas convexos restritos como o problema anterior,

minimizar f(z) + Tk_p(:v, Y) (MPCaC-RP,)
sujeito a  (x,y) € Q,
com 7 > 0 sendo a sequéncia de parametros de penalidade que cresce a cada k de modo a
penalizar a infracao causada pela restricao de Hadamard. Assim, no limite, aproximamos
a solugao penalizada da solu¢ao que cumpre a restricao. De acordo com [40], com algumas
hipdteses razodveis, podemos comprovar que a sequéncia de solugoes de (MPCaC-RPy)

converge para uma solucao global do problema (MPCaC-R).

Para a resolugao dos subproblemas (MPCaC-RPy,), utilizam o método SPG (Spec-
tral Projected Gradient) com o algoritmo Dykstra 2, pois agora o conjunto viavel é uma

interse¢ao finita de conjuntos convexos.

No inicio de nossa pesquisa, buscamos estudar esse método de penalizacao para
problemas (MOP). No entanto, com o estudo de trabalhos recentes como [7, 39|, decidi-
mos voltar nosso foco para o método do Lagrangeano Aumentado, que tem apresentado

melhores resultados na aplicacao escalar.

Em [39] a proposta foi penalizar a condi¢do de Hadamard usando a funcao La-
grangeana aumentada, recorrendo ao algoritmo adaptado de Lagrangeano aumentado
(AALM, do Inglés Adaptive Augmented Lagrangean Objective Penalty Function Method).

Grande parte dos trabalhos de otimizacao utilizam como base o modelo de La-
grangeano aumentado difundido no final da década de 60 por Powell, Hestenes e Rocka-
fellar (PHR) com formato

Lo A7) = f(x) +

Nl
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com p € R, A€ R?e 7 > 0. Os métodos de Lagrangeano aumentado de formato PHR,
sao métodos de penalizacao com deslocamento e, geralmente, tém como objetivo penalizar
as restrigoes dificeis do problema de otimizacao (por exemplo, restrigdes nao convexas e

nao lineares) ou penalizar todas para obter um problema de otimizagao irrestrito, veja [7].

Neste trabalho, nosso foco principal é generalizar estas técnicas para problemas

de otimizacao multiobjetivo com restricao de cardinalidade.

3.2 MOP com restricao de cardinalidade

Um problema de otimizac¢ao multiobjetivo com restri¢ao de cardinalidade (MOP-

CaC) tem o seguinte formato

minignizar F(z) = (fi(z), f2(x),. .., folx))"
sujeito a  x € X, (MOPCaC)

2]l < o

Novamente, focaremos em uma reformulagao continua, que desempenhara um
papel fundamental em nossa proposta algoritmica. O problema reformulado multiobjetivo

estd presente no trabalho recente de [45], sendo dado por

minimiz = 1\x), j2(x), ..., Jp !

sujeito a  (x,y) € Q.

O conjunto vidvel © do problema (MOPCaC-R) é definido por

( 3

re X,

o leTy>n—a,
Q= < (zr,y) eR™" : (3.4)
iy =0, Vi=1,...,n,

0<y <1, Vi=1,...,n

\ 7

onde e € R™ denota o vetor de uns.

Vejamos agora alguns resultados que relacionam as solugoes de Pareto do pro-
blema (MOPCaC) com sua reformulagao continua (MOPCaC-R). Além disso, iremos

considerar os seguintes conjuntos de indices auxiliares:

Ioo(w,y) ={i|2; =0,y =0} ILio(w,y) ={i |z #0,y; =0}
Tos(z,y) ={i |2 =0,y € (0, 1]} Io(z) = {i | x; = 0}

Iniciamos por apresentar alguns lemas preliminares.
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Lema 3.2 [16] Seja (z*,y*) um ponto vidvel do problema (MOPCaC-R) tal que ||z*||op =
a. Entdo, e'y* =n—a, y; =0 para i ¢ Io(z*), y; = 1 para i € Iy(x*) e Ioo(x*, y*) = 0.

Lema 3.3 [16] Seja x* € R™ um ponto vidvel para (MOPCaC). Entao existe y* € R™ tal
que (z*,y*) € viavel para (MOPCaC-R). Se ||z*||o = «, entao y* € dnico. Por outro lado,
se (z*,y*) € vidvel para (MOPCaC-R), entao x* € vidvel para (MOPCaC).

Teorema 3.4 [/5, pdg./] As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

1. Se x* € uma solugdo eficiente/fracamente eficiente para o problema (MOPCaC),
entao existe y* € R™ tal que (z*,y*) € uma solugdo eficiente/fracamente eficiente
de (MOPCaC-R). Além disso, para o problema relazado, todo par vidvel na forma

(x*,y*) € uma solugao eficiente/fracamente eficiente.

2. Se (z*,y*) é uma solucdo eficiente/fracamente eficiente de (MOPCaC-R), entdo x*
€ uma solugao eficiente/fracamente eficiente de (MOPCaC).

O Teorema 3.4 apresenta uma relacao de equivaléncia entre solugoes Pareto dos
problemas (MOPCaC) e (MOPCaC-R). Todavia, necessitamos de uma hipétese sobre a

cardinalidade para obter equivaléncia para solugao local de Pareto.

Teorema 3.5 [/5, pdg.5] Seja x* € R™ uma solugdo localmente eficiente/fracamente
eficiente de (MOPCaC). Entdo existe um vetor y* € R" tal que (x*,y*) € uma solugdo
localmente eficiente/fracamente eficiente de (MOPCaC-R).

A seguir, vejamos um exemplo mostrando que a relacao de equivaléncia entre

solucoes 6timas locais de Pareto nem sempre ¢é valida.

Exemplo 3.6 Considere o sequinte MOPCaC' e seu problema relaxado
-

minimizar F(z) = (e — V2 —oa)T  minimizar F(z) = (a3 — 1V~
CﬂeRS m7y€R3
sujeito a1 <0, sujeito a1 <0,
[z]lo < 2. y1+y2+ys > 1,

iy, = 0,1 =1,2,3,
0<y;, <1,:=1,2,3
Considere z* = (0,1,0). Sejat € (0,1) e defina y* = (1 —1t,0,t). Afirmamos que
(x*,y*) € uma solugdo localmente fracamente eficiente do problema relazado, satisfazendo
todas suas restrigoes. Assim, para cada (x,y) suficientemente perto de (x*,y*), obtemos
ys # 0 e, consequentemente, x3 = 0. Deste modo, fi(x) = fi(z*) =1 e fo(z) = foa*) =
0, provando a afirmacdo. Por outro lado, x* nao é uma solucao localmente fracamente
eficiente para o MOPCaC. Com efeito, dado § > 0, entdo para todo ponto zs = (0,1,9)
perto de x*, obtemos fi(xs) = (§ — 1) < fi(z*) =1 e fo(zs) = =0 < fa(x*) = 0, isto €,

x* nao € fracamente eficiente. A Figura 3.1 mostra o espaco dos objetivos do problema
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relaxado, com as solugcoes nao dominadas em vermelho, podemos também observar que

F(z*) é dominado por alguns pontos F(xs) abaizo dele na curva em azul.

21 4/’
yd i
(
HAN
] \ . Y= F(Q)
T~ e otk

5 10 15 20 25

h

Figura 3.1: Grafico do espaco dos objetivos do Exemplo 3.6.

o

Teorema 3.7 [}5, pdg.5] Seja (x*,y*) uma solu¢ao localmente fracamente eficiente do
problema relazado (MOPCaC-R). Entao ||z*||o = « se, e somente se, y* € inico, isto €,
existe exatamente um y* tal que (x*,y*) é uma solugdo localmente fracamente eficiente
de (MOPCaC-R). Neste caso, as componentes de y* sdo bindrias e x* € uma solugdo
localmente fracamente eficiente de (MOPCaC).

Para garantirmos a existéncia de solugoes estacionarias para problemas MOP-
CaC, precisamos estabelecer condicoes de qualificagao. Além disso, devemos aproveitar o
momento para apresentar as condicoes de otimalidade de KKT no multiobjetivo. Neste
trabalho, abordaremos apenas as condicoes de otimalidade de primeira ordem, estaciona-

riedade e de qualificagao para (MOPCaC), nos baseando no recente trabalho de [45].

Na Definicao 2.11, estabelecemos o cone normal regular p-multiobjetivo. To-

mando agora X = () entao Ng(x*,y*; p) C R?*P_ Portanto, ao considerar algum
U = (w)’_, € No(z*,y*,p) e para todo i = 1,...,p, escrevemos u; como u; = (uf, ul)

onde u?f € R" e v} € R". O Lema 3.8 é um resultado usado para caracterizar os elementos

do cone normal p-multiobjetivo que esta associado ao conjunto viavel de (MOPCaC-R).

Lema 3.8 [/5] Seja Q C R* o conjunto vidvel (3.4) e (z*,y*) € Q. Entao, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. U= (w)? € ﬁg(x*,y*;p) comu! =0,Yi=1,...,p;

2. Existe uma fungdo multiobjetivo de classe C' da forma F = (fi,..., f,)" que de-

pende apenas da varidvel x tal que (x*,y*) € Q € uma solugao localmente fracamente
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eficiente do problema (MOPCaC-R) relativo a Q, u¥ = =V f;(z*) e uw! = 0, para
todoi=1,...,p.

A partir do resultado anterior, podemos definir o seguinte conjunto utilizado para

definir as CQs para (MOPCaC).
NQ,O(z*ay*;p) - {U - (ui>€:1 S j\\fﬂ('x*vy*vp) : Ui/ = O,VZ - 17 cee 7p} . (35)

Defini¢ao 3.9 [45, pdg.10] Considere (z*,y*) um ponto vidvel de (MOPCaC-R). Supo-
nha que exista um vetor 0 # (A, M, A" v) € RE. x RT x R? x R" tal que

VE(@)"M +Vg(z*) TN + Vh(z*) "\ + 4 =0. (3.6)
N gi(z*) =0 para todoi =1,...,m. (3.7)
Entao, dizemos que (z*,y*) é um:

(a) Ponto fraco CaC-M-estaciondrio, se N # 0 e, além de (3.6) e (3.7), v = 0 para
todo i € I (z*);

(b) Ponto forte CaC-M-estaciondrio, se )\{ > 0 para todoi =1,...,p e, além de (5.6)
e (3.7), vi = 0 para todo i € I, (x*);

Adicionalmente, (x*,y*) € um

1. Ponto fraco CaC-S-estaciondrio, se (z*,y*) é um ponto fraco CaC-M-estaciondrio

com y; = 0 para todo 1 S I()(y*)7

2. Ponto forte CaC-S-estaciondrio, se (x*,y*) € um ponto forte CaC-M-estaciondrio

com 7; = 0 para todo i € Iy(y*).

A Definicao 3.9 fornece condigoes de estacionariedade para um ponto (z*, y*) ser
candidato a solugao Pareto do problema (MOPCaC-R). Segundo [45, pdg.9], um ponto
fraco/forte CaC-M-estaciondrio nao depende do vetor y*, e todo ponto fraco/forte CaC-

S-estacionario é também fraco/forte CaC-M-estacionario.

Em [45, Proposigao 2] temos que, dado um ponto fraco/forte CaC-M-estacionério
(x*,y*), é possivel encontrar outra variavel z tal que (z*,Z) seja um ponto fraco/forte
CaC-S-estacionario, ou seja, os conceitos de CaC-S-estacionario e CaC-M-estacionario

sao equivalentes ao realizar algumas modificacoes sobre a variavel y.
A seguir, apresentamos o resultado que relaciona pontos fracos/fortes de KKT

com pontos fracos/fortes CaC-S-estaciondrios para o problema (MOPCaC-R).

Teorema 3.10 [45/ Um ponto (x*,y*) € um ponto fraco/forte CaC-S-estaciondrio de
(MOPCaC-R) se, e somente se, (x*,y*) € um ponto fraco/forte KKT de (MOPCaC).
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Semelhante ao que apresentamos na Definicao 1.47, vamos precisar apresentar a

Definigao 3.11 do cone vidvel linearizado para Q em (x*, y*).

Definig¢ao 3.11 [/5, pdg.11] Considere o conjunto 2 de (3.4) e (z*,y*) € Q. Definimos

o cone viavel linearizado para 0 em (x*,y*) por

( )

ng( Y <0, para todo i € I,(x*);
( =0, para todoi=1,...,q;
v>0 see' Yyt =n—aq;
Do(x*,y*) = ¢ d = (u,v) | v; > 0 para todo i € Ioo(2",y"); (3:8)
v; <0 para todo i € Iy (z*,y");
u =0 para todo i € Ioy (", y");
v; =0 para todo i € Iio(x™,y").

\

Note que (z*,y*) € Q é um ponto fraco/forte KKT de (MOPCaC-R), se existe

um vetor nao nulo A € R% tal que
(~VF(z"),0)"\ = Z)\f —V fi(z"),0) € Do(a*,y")°.

Em [45] definem o cone CaC-linearizado para Q2 em (z*,y*) por
DSC (2%, y*) = Doz, y*) N {d = (u,v) | wv; = 0, Vi € Ipo(z*,y")}. (3.9)

A diferenca entre esses dois cones viaveis linearizados é a adicao das restricoes de Hada-

mard w;v; = 0, para todo i € Ino(z*, y*).

Defini¢ao 3.12 [/5, pdg.11] Seja (z*,y*) um ponto vidvel do problema (MOPCaC-R).

Entao, dizemos que (x*,y*) satisfaz
1. Condigdao de Qualificacao de Abadie (ACQ) se To(x*,y*) = Do(z*,y*).
2. Condi¢ao de Qualificacio de Guignard (GCQ) se To(zx*,y*)° = Dq(z*, y*)°.
3. MOPCaC-Abadie (MOPCaC-ACQ) se To(x*,y*) = DS (z*, y*).

4. MOPCaC-Guignard (MOPCaC-GCQ) se To(x*,y*)° = DS (z*, y*)°.

Segundo [45, pag.11], podemos estabelecer uma igualdade entre os polares dos
cones DS (x*, y*) e Dgo(a*, y*), valendo também a inclusao To(z*,y*) C DS (z*, y*) C

Dq(z*,y*). Assim, podemos estabelecer as seguintes implicagoes

ACQ = MOPCaC — ACQ = MOPCaC — GCQ <= GCQ. (3.10)
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A seguir, vamos apresentar a C(Q) mais fraca da literatura para validar da condicao

de estacionariedade fraca CaC-S em uma solucao localmente fracamente eficiente.

Teorema 3.13 [/5, MOP-WCQ)] Seja (x*,y*) um ponto vidvel de (MOPCaC-R). Consi-

dere o conjunto

Lao(z",y";p) = {d € R" x R" | min ud < 0,Y(w)l_, € NQ,O(SC*7ZI*;Z?)} :
i=1,....p
A CQ mais fraca, denominada MOP-WCQ, sob a qual cada solucdao localmente

fracamente eficiente (MOPCaC-R) € um ponto fraco CaC-S-estaciondrio é a inclusdo
Do(z",y") C Lao(x",y";p). (3.11)

Isto é, (3.11) vale se, e somente se, (x*,y*) for um ponto fraco CaC-S-estaciondrio sempre
que (z*,y*) € uma solugdo localmente fracamente eficiente de (MOPCaC-R) para alguma

fungdo continuamente diferencidvel F(z) = (fi(z),..., fp(x))".

Segundo [45, pag.13], diferente do que ocorre na otimizagao escalar, na otimizagao
multiobjetivo, a condicao GCQ nao é suficiente para cumprir a condigao fraca de KKT
em uma solugao localmente fracamente eficiente. Portanto, temos uma brecha entre a
otimizagao escalar e multiobjetivo donde a condigao ACQ ¢ suficiente para garantir a

condi¢ao fraca KKT em uma solucao localmente fracamente eficiente, mas nao GCQ.

Além disso, a qualificacao CaC-ACQ nao é suficiente para garantir a condigao
fraca CaC-S-estacionaria em uma solucao localmente fracamente eficiente e também nao
podemos substituir o cone Dq(x*,y*) pelo conjunto D5 (z*,y*) ao passo que o man-
temos como um CQ para conseguir a condigao de estacionariedade fraca CaC-S. Veja o
Exemplo 3.14.

Exemplo 3.14 Considere o sequinte MOPCaC' e seu problema relaxado
minimizar F(z) = (r1,20)"  minimizar F(x) = (z1,12)"
:EGRQ T €R2

)

sujeito a  x1xe = 0, sujeito a  w1x9 = 0,
z]lo < 1. y1+y2 > 1,
iy =0,1=1,2,
0<y; <1,2=1,2.
Aqui, z* = (0,0) € uma solucao eficiente de MOPCaC. Tomando y* = (1,0),
temos pela Defini¢ao 2.5 que (x*,y*) € uma solu¢ao fracamente eficiente do problema
relaxado, porque ndo existe ponto x € R? que satisfaz f1(x) = 21 < 0= fi(z*) e folz) =

o < 0 = fo(x*) simultaneamente com a restrigao xqxy = 0.

Além disso, nao ¢ um ponto KKT fraco. FEscolha um vetor arbitrdrio ndo nulo
M e RE, podemos mostrar que (—=VF(x*),0)"N & Do(z*,y*)°. Tome Vfi(z*) =
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(1,0,0,0)" e Vfy(z*) = (0,1,0,0)", note que d* = (0,—1,0,0) € Dq(x*,y*), mas
Vii(z)Td* =0 e Vfy(x*)Td* < 0. Definindo v = (—VF(x*),0)" X\, entdo v'd* > 0 e,

portanto, nao pertence a Do(x*,y*)°, consequentemente, (z*,y*) nao é KKT fraco.

Se um ponto (z*,y*) € fracamente eficiente e satisfaz MOP-WCQ), entdo esse
ponto serd KKT fraco. Tomando a contra-positiva desta afirmacao, obtemos que MOP-
WCQ falha em (x*,y*). Apesar de MOP-WCQ nao ser satisfeita, podemos notar que
To(z*,y*) = D5 (z*,y*), portanto, vale a condi¢io de qualificacdo CaC-ACQ.

Vejamos na Figura 3.2 as imagens das solucoes encontradas pela nossa abordagem

apresentada neste trabalho. Maiores detalhes da abordagem serao discutidos nas prorimas

secoes.
3.0+ — V=F(Q)
‘ o  Solugbes dominadas
254 @ Solugdo ndo dominada F(z *) = (0,0)
~ 2.0 W
8
I
~ 151
8
—
B
1.0 %
0.5 -
0.0 f=o==®=o=o==o=o=c o
0.0 05 10 15 20 25 30

fi(z) =z

Figura 3.2: Espaco dos objetivos do Exemplo 3.14 com dominancia do vetor nulo.

As solugoes foram filtradas por um teste de dominancia sobre F, de modo que,
F(z*) € a solugao nao dominada no espaco dos objetivos. As imagens das solugoes ama-
relas sertam dos pontos fracamente eficientes, 0s quais nunca sao vencidos em todos os

objetivos simultaneamente.

Apesar de MOP-WCQ nao valer no exemplo anterior, sob a hipdtese de algum
tipo de continuidade externa ao conjunto polar relacionado ao cone Dq(z*, y*), podemos
garantir (3.11) no caso das fungdes h e g serem afins. Na sequéncia, apresentaremos
um resultado auxiliar para garantir essa continuidade externa. Este lema é estabelecido

usando o poliedro geral que contém €2 dado por

Q= {(w,y) eR"” x R"

T T -
ajx+bjy<c, Vy=1,...,m
xiyi:(], VZ:l,,n
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e também o cone vidvel linearizado para Q em z = (z,y), dado por

Do(z) = {(dx,dy) €R" x R”

ald, +b/d, <0, Vilajz+bly=c;
yi(e'd,) + zi(e/d,) =0,Vi=1,....n .

Teorema 3.15 [45] Considere o conjunto vidvel Q2 definido em (3.4) onde h e g sdo
fungoes afins. Entao, Dg(z*,y*) C Loo(x*, y*;p) vale para todo ponto vidvel (x*,y*) € Q.
Em particular, se (z*,y*) € uma solugao localmente fracamente eficiente de (MOPCaC-
R) para alguma fun¢do continuamente diferencidvel F, entdo (x*,y*) € um ponto fraco

CaC-S-estaciondrio.

3.2.1 Penalizacao Externa e Lagrangeano Aumentado

A seguir, iremos analisar a viabilidade e convergéncia de duas abordagens al-
goritmicas propostas neste trabalho, bem como caracterizar os pontos de acumulagao

encontrados para o problema (MOPCaC).

Na primeira abordagem, vamos propor penalizar a restricao de Hadamard através

de uma sequéncia de subproblemas definidos por

minimizar F(z) + 7p(x,y)e = (fi + mp(x,y), ..., fr + 70(2,9))"
(a,y)ER2n (3.12)

sujeito a  (x,y) € Q.

Neste caso, o termo de penalizacao 7p(z,y) é adicionado em cada componente de
F', de modo a penalizar uniformemente a violagao causada pela restricao de Hadamard em
cada f;, i =1,...,p. Para a resolucao de (3.12) recorremos ao Algoritmo 6. A viabilidade

da sequencia ficaria assegurada pelo Lema 2.34.

Foi observado por [20, pag. 418] que calcular a diregao de busca dfg; através do
Passo 2. do Algoritmo 6 é equivalente a minimizar o subproblema quadrético V f(z*)"d+
d" Byd, aproximacao quadratica da funcao objetivo na iteragao x*, apresentado por [12]
utilizando o Algoritmo de Dykstra 2 para obter viabilidade da sequéncia. Logo, para
encontrar a direcao de busca podemos usar tanto SLSQP para resolver o Passo 2 do Al-
goritmo 6 quanto minimizar uma aproximagao quadratica recorrendo a Dykstra. Como
vimos, isso também ¢é evidenciado pelo Lema 2.32 e Exemplo 2.33. Neste trabalho, opta-
mos por SLSQP conforme algoritmo PGM-MOP de [20] e usamos Dykstra para garantir

que o ponto inicial seja viavel.

Portanto, propomos o Algoritmo 7 que une o PGM-MOP estudado anteriormente

com o método de penalizacao para MOPCaC relaxado.



Problemas com Restricao de Cardinalidade 85

Algoritmo 7 Gradiente Projetado Multiobjetivo Penalizado para MOPCaC.
Passo 1. Considere 1 < a < n, (2°%°) € R?*" um ponto inicial, 75 > 0, § € (0,1),
M >0, =00 < Auin < Amax < 09, Ao € [Amin, Amax] . C R™, 0 < tol; < 1e
0 < toly < 1. Selecione 19 > 1 e defina também £k = 0.

Passo 2. Atualize n,1 e o parametro de penalizagdo 711 = N1k

Passo 3. Partindo de (2*,%"), aplique o método PGM-MOP com o Algoritmo 6 para
resolver o problema relaxado e penalizado multiobjetivo (3.12) até que o critério
de parada com a tolerancia tol; seja satisfeito. Considere entao (z*+1,y**1) a
solucao obtida.

Passo 4. Se .
(2 +1)2 (y*+1)2
(||:rk+1||2 PERE < toly e |[F(z*1) — F(a*)|| < toly,

entao pare. Caso contrério, defina k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

Nesta subsecao, inicialmente estavamos interessados em resolver o problema de
otimizagao multiobjetivo (MOPCaC-R) com o Algoritmo 7. Para esta finalidade, usariamos
a penalizacao externa da restricaio de Hadamard e o Algoritmo 6 junto do SLSQP e do

método de Dykstra como auxiliares.

Contudo, segundo [38, pdg.64], métodos de penalizagao externa apresentam a
necessidade de crescimento ilimitado do parametro de penalizacao 7, podendo causar ins-

tabilidades numéricas na implementacao, isso também foi notado em nossos experimentos.

Inspirados nos trabalhos recentes de [7, 39] que utilizam o Lagrangiano au-
mentado para penalizar a restricdo de Hadamard e o trabalho recente de [21] sobre um
algoritmo global de Lagrangiano aumentado multiobjetivo para restrigoes de desigual-
dade convexas, decidimos unir essas vertentes para propor um algoritmo de Lagrangiano

aumentado para resolver MOPCaC ao penalizar a condi¢ao de Hadamard de MOPCaC-R.

Portanto, seguiremos esta abordagem somando em cada funcao f; o termo de
penalizacao que envolve a condi¢ao de Hadamard e adicionando um termo de regularizacao

dos multiplicadores de Lagrange. Temos entao £ : R” x R" x R" x R, — RP dado por

2

L(x,y,\,7)=F(z)+ B e=F(zr)+ :1coy+é e. (3.13)
T

n )\l 2

i=1

Assim, cada funcao componente de £ é continuamente diferenciavel, de modo
que nao afeta a teoria apresentada sobre PGM-MOP. Assim, usamos essa abordagem

Lagrangeana para resolver o seguinte subproblema,

minimizar L(x,y, A, 7)
i " (3.14)
sujeito a  (x,y) € Q.
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Em 1993, [42] apresentou uma alternativa em relacao a penalizacao quadratica
de PHR usando uma funcao de penalizacao exponencial para penalizar uma restricao de

desigualdade g;(x) < 0, e resolver problemas da otimizacao restrita convexa, dada por

m

Lo,y A7) = f(o) + 30 2@ 1)
=1

Segundo os mesmos autores, esse método opera como o método de Lagrangiano
aumentado de PHR, mas teria a vantagem de ser duas vezes diferencidvel no caso das
funcoes f e g o serem, permitindo uma melhor eficiencia quando usado com métodos do
tipo Newton em problemas de otimizacao irrestritos, porque garantiria uma convergéncia
superlinear. Também analisaram a taxa de convergéncia do método de penalizagao ex-
ponencial quando aplicado em problemas da programagcao linear. Além disso, dualizam
esse método para obter um algoritmo de minimizacao logaritmica, sendo equivalente ao

método exponencial.

Assim, os métodos de penalizacao quadratica e exponencial podem ser utilizados
na resolucao do mesmo problema de otimizacao, entretanto nao sao sempre métodos
equivalentes, devido a estrutura dos gradientes serem diferentes no termo de penalizacao,

ou seja, nao devemos esperar que convirjam sempre para o mesmo ponto.

No caso multiobjetivo, o recente trabalho de [5] apresenta dois métodos apro-
ximativos de Lagrangeano aumentado multiobjetivo com penalizacao exponencial, um
usado com PGM-MOP e o outro com o método do gradiente multiobjetivo, mas ambos
voltados para restri¢oes de desigualdade convexas. Inspirados neste trabalho e lembrando
nosso objetivo de penalizar a restricao de Hadamard, propomos a seguinte funcao como

alternativa de penalizacao.

n

S (et - 1)

i=1

L(z,y, A\ 7)=F(z)+ [\ (zoy)+7

AL
+ il e. (3.15)
2T
Veja que ela nem sempre serda equivalente a penalizagao quadratica, pois a es-
trutura dos gradientes e a curvatura do método exponencial crescem muito mais rapido,
como podemos ver abaixo
T 2,2 2,2 T
T2y _ ) 2 _xiy; 2.2\ _ . 2
§V$i(e Wi — 1) = Tayiett e §V%(xzyz) = TXY;.

A seguir, vejamos o Algoritmo 8 que busca uma solu¢do para (MOPCaC-R)

resolvendo uma sequéncia de subproblemas como (3.14).
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Algoritmo 8 Lagrangeano Aumentado Multiobjetivo com PGM-MOP para MOPCaC.
Passo 1. Tomando 1 < a < n, (z°,¢4°) € R®*" como o ponto inicial, 75 > 0, § € (0, 1),
M >0, =00 < Amin < Amax < 00, A% € [Amin; Amax)” C R™, 0 < tol; < 1, e

0 < toly < 1. Escolha ny > 1 e considere k£ = 0.

Passo 2. Partindo de (z*,y*), aplique o método PGM-MOP com o Algoritmo 6 para

resolver o problema de Lagrangeano aumentado multiobjetivo (3.14) até que o

critério de parada com a tolerancia tol; seja satisfeito. Considere (z*+1, y**1)

como solucao obtida do problema

minimizar L(z,y, A\F, 7,)
Y _
sujeito a  (z,y) € Q.

Passo 3. Se as desigualdades a seguir forem satisfeitas pare
254 0 y* 2 < toly Py P @ | F (2 — F(ah)] < tols.
Caso contrario, tome

)\k—i—l — ]3[/\ }n(/\k: + Tk([E’H—l o yk+1))

miny)\max
e verifique:
1
Passo 3a. Se |[2%1 o y**L|| < —||z* o y*||, entdo tome 731 = 73,
Mk

Passo 3b. Caso contrario, compute 1.1 > 1 € tome g1 = Npr17k-

Passo 4. Tome k =k 4+ 1 e retorne ao Passo 2.

Agora, vamos apresentar algumas propriedades sobre viabilidade e estacionarie-

dade de Pareto que desenvolvemos para o Algoritmo 8.

Lema 3.16 Considere Q0 o conjunto vidvel do problema original (MOPCaC-R) e Q o
conjunto vidvel do problema penalizado (3.14) Tome F : R"™ — RP uma fung¢ao conti-
nuamente diferenciavel com conjuntos de nivel limitados, no sentido de que o conjunto
Cr(z) = {(z,y) € Q| F(z) < 2z} ¢ limitado para todo z € RP. FEntdo, os conjuntos
de nivel da funcao Lagrangeana aumentada sdo limitados e todo ponto de acumulacdo

k+1
)

(kL yk L) € Pareto estaciondrio vidvel do problema

minimizar L(z,y, A\¥, 1)
im - (3.16)
sujeito o (x,y) € Q.

Demonstragcao. Sabemos que € é a intersecao finita de conjuntos fechados, convexos e com

base nas instrucoes do Algoritmo 8, (zF+1, y¥+1) é obtido do Algoritmo 6 usando

2

5(377%)\’7') :F(I)+ Toy+ — € (317)
T
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com A € R” e 7 > 0. Pelo Lema 2.27, temos que para todo k& € N, (2F! 1) € Q.

Vejamos primeiro que a funcao £ tem seus conjuntos de nivel limitados.

Tome z € R? arbitrario, sabemos que Cr(z) ¢ limitado. Considerando o conjunto
de nivel Cr, (2) = {(z,y) € Q | L(x,y,\*,7) < z}. Pela definicio de L, vale que
F(z) < L(x,y,\*, ) para todo (z,y) € Q, 7 > 0 e \* € [Auin, Amax] - Portanto,
Cr,(2) C Cp(2). Como z é arbitrario e todo subconjunto de um conjunto limitado é

limitado, entao vale a primeira parte.

Agora, do Teorema 2.45, sabemos que o Algoritmo 6 gera uma sequéncia de

pontos tal que todo ponto de acumulacao é um ponto Pareto estacionario.

Sabemos que o Algoritmo 6 converge em um ntmero finito de iteragoes ou gera
uma sequéncia infinita de pontos nao estacionarios. Do primeiro caso, diretamente en-
contramos um ponto de acumulagao e concluimos o resultado. Do segundo caso, vamos
supor a sequéncia de pontos nao estacionérios {(z*, y*) };en para o problema de minimizar
L(x,y,\*, 7). Como os conjuntos de nivel do Lagrangeano aumentado sao limitados,
existe entao uma subsequéncia infinita K C N tal que (2!, y) kER, (z,7) € Q. Mas como
(Z,y) é um ponto de acumulagao, entao ele é um ponto Pareto estacionario do problema
penalizado de minimizar £(x,y, \*, 71,). Logo, todo ponto de acumulacao do Algoritmo 6,
converge para um ponto Pareto estaciondrio e vidvel do problema (3.16), pois como Q é

fechado, entdo (Z,7) € €. 0

O Lema 3.16 estabelece que se os conjuntos de nivel de F' sao limitados, entao
os conjuntos de nivel do Lagrangiano aumentado também o sao. Além disso, como con-
sequéncia do PGM-MOP sempre produzir uma sequéncia, tal que seus pontos de acu-
mulagao sao Pareto estaciondrios, entao isto também valerda para todo Lagrangeano au-

mentado atualizado em todo k£ € N.

Observacao 3.17 Note que a hipotese do Lema 3.16 sobre considerar todos os conjuntos
de nivel limitados é muito forte. No caso escalar, Proposicao 1.22 nos diz que tal hipdtese

implica coercividade. Resultado este que é muito utilizado para obter otimo global.

O proximo Teorema 3.2.1 estabelece viabilidade ao Algoritmo 8, no sentido de que

todo ponto de acumulacio (z*,y*) da sequéncia {(z*1 1)}, oy pertence ao conjunto
Q) do problema (MOPCaC-R).

Teorema 3.18 (Viabilidade) Considere o conjunto vidvel 2 de (MOPCaC-R), e o con-
junto vidvel Q do problema penalizado (3.14). Suponha que F : R*™ — RP seja continu-
amente diferencidvel tal que seus conjuntos de nivel C(z) = {(z,y) € Q| F(z,y) < z}
sejam limitados para todo z € RP. Tome também {(z**1, 4"} C Q a sequéncia gerada
pelo Algoritmo 8. Entdo, todo ponto de acumulagio (x*,y*) € vidvel para o problema

original, isto é, (x%+1,yF+1) 2K (¢ ) € Q.
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keK
REL L) 255 (2%, ).

Como F é continua e a sequéncia {(z* y*™1)}cx estd contida no fechado €, entdo

(z*,y%) € Qe F(z", 1) £ P(a* y*). Resta mostrar que z* o y* = 0. Como a

Demonstragao. Seja K C N um subconjunto infinito tal que (x

sequéncia {7 breny é mondtona nao decrescente, existem apenas duas possibilidades: ou

ela é limitada ou divergente. A seguir, facamos uma anéalise dessas situagoes:
Primeira situacao (Sequéncia {7} }reny € limitada):

Como {73 }ren é limitada, existe M > 0 tal que 7, < M para todo k € N.
Observando as instrugoes do Algoritmo 8 temos que, ou 1, = 19 e 7, = 7y para todo
k € N, ou existe algum indice k; € N tal que n, > ny para todo £ > k;. Em ambos
os casos (como 19 > 1), a convergéncia desejada segue da desigualdade do Passo 3a. do

algoritmo. A prova nos dois casos é andloga, entao focaremos apenas no segundo caso.

De fato, os saltos multiplicativos 711 = Mg17e > Tk (POIS Mkp1 > M > 1), 6

podem ocorrer um numero finito de vezes, do contrario 7, — oc.

Logo, existe um k; € N tal que, para todo k € N tal que k > ky, temos

k+1 o yk;—i-l” S

1
Tk+1 — Tk © ||$ % ||$k © ka, e > 1.

Perceba que a partir de ki, o Algoritmo 8 nao modifica nem 7 e nem 7 (do Passo

3a.), temos g1 = Nk para k > ky. Desta forma, para i > k; temos — = —. Entao, por
i Ny
inducao, podemos escrever

L\ D= (k)41
[+ 0 1] < (—)

1 k—Fk1
! o< (o) Ik ol
1

k1

Como 1/, < 1, a poténcia tende a zero quando k — co. Entao [|xF Loy 1| LiSiN

: keK .
0. Em particular, temos ||z%1 o y*1|| == 0. Pela continuidade da norma, vale que

|z*oy*|| =0 <= zjy;=0,Vi=1,...,n.

Segunda situacao (Sequéncia 7y LiSIN o0):

keN . keK . . .
Como 7, — 00, entdo 7, — oo. Pelas instrucoes do Algoritmo 8, ||z**! o

y**1| > 0 para todo k € N. Como F tem seus conjuntos de niveis limitados, pelo Lema
anterior, os conjuntos de nivel da funcao Lagrangeana aumentada sao limitados. Vamos
mostrar que ||z* o y*|| = 0, suponha, por contradi¢do, que ||z* o y*|| > 0, entao existe um
§ > 0 tal que para todo k € K suficientemente grande, temos ||2*™! o y*1|| > §. Além

disso, {\*}ren ¢ limitada em um compacto e 7, > 0, temos
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Ak AT (phtt k+1 PR
AP = o gy 4 X T 0w NI

k41 ., k+1
x o +
IfS y ) ™ ™ 72

Pela Proposigao 1.2, |\ (z o y)| < |||z o y||, o que implica em —2||A||[|z o y| <

2AT(x o y) < 2||A\||||z o y||, usando a primeira desigualdade obtemos

ENT [ .k+1 k+1 k|12
ka"'loyk“HQ—i-Q()\ ) (z oy )_'_ H)‘QH

Tk T,

k
k k+1 k+1 k1|2
> ka—i—l Oyk+1“2 o 2H>‘ ||z o y™ | + ||)‘2“
Tk T
> [zt o yR L2 — 2 H)\kHka-i-l © yk+1H
N T

Tk
E tomando k € K suficientemente grande, conseguimos a desigualdade

S S e |

52 )
Tl - 2

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por %, entao %H(:vk“ o yF ) +

k2 T keK
Tk

Assim, o valor da funcao L£(xz**!, y**1 Ak 7;.) cresce sem limites, contradizendo o
fato de que os conjuntos de nivel de £ s@o limitados. Logo, ||z* o y*|| = 0 o que implica

em r*oy* = 0. O

Até o momento, estamos analisando um resultado que demonstre a convergéncia
estaciondria de Pareto para o ponto (z*,y*) em Q. Os principais desafios desta prova

surgem do fato do conjunto €2 ser nao convexo.

Todavia, ao adicionarmos uma hipdétese mais forte sobre os pontos da sequéncia
{(2* 1 ¥ 1) ey, como a de serem fracamente eficientes para o subproblema (3.14) em
Q, conforme sugerido em [21], entdo podemos estabelecer novos resultados de viabilidade

e convergencia.

Lema 3.19 Considere 0 o conjunto vidvel do problema original (MOPCaC-R) e Q o
conjunto vidvel do problema penalizado (3.14), sendo este 4iltimo a intersecdo finita de
conjuntos convexos e fechados. Considere 1 < a < n e oconjunto de nivel de F limitado
por F(z°) € RP, no sentido de que o conjunto C = {(z,y) € Q | F(z) < F(2°)} ¢

limitado. Tome também

2

A
roy+ —
-

L(x,y,\,7)=F(x)+ | =

€,
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onde X € [Amin, Amax|” € 0 vetor e € compativel com a dimensao dos objetivos. Suponha
que o Algoritmo 8 gera a sequéncia {(z**1, y*1)} C Q e que para todo k € N, o ponto
(xR L y* 1) € fracamente eficiente para o subproblema

minimizar L(z,y, \*¥, 71.)
x7y

sujeito a  (z,y) € Q,

isto €, B(x,y) € Q tal queLy(x,y, \*, 1) < Li(aFH1 ¥ Nk 7)) Vi = 1,...,p. Entdo,
todo ponto de acumulacao (z*,y*) € R*™ é um ponto vidvel para o problema original, isto
é, (z*,y*) € Q.

Demonstracao.
Seja K C N um subconjunto infinito tal que (%1 y#+1) kex, (z*,y*). Como F
é continua e a sequéncia { (1, y**1)} ek estd contida no fechado Q, entdo (z*,3*) € Q

e F(xM1) keX, F(z*). Resta mostrar que xzjy; =0,Vi=1,...,n.

Como que a sequéncia {7 }rey € monétona nao decrescente, novamente precisa-

mos estudar a possibilidade da sequéncia ser limitada ou divergente.
Primeira situagao (Sequéncia {7} }rey € limitada):

Supondo a sequéncia {7 }ren limitada, a prova segue exatamente como a primeira
situagao da demonstracao do Teorema 3.18, uma vez que a estrutura do Algoritmo 8

permanece inalterada.

Segunda situacao (Sequéncia 7y LiSIN 00):

Suponha agora que 7y ken, 00, entao 7y LSS Seja (7,7) € 2 um ponto vidvel
para o problema original, logo, T oy = 0.

k1) ¢ um ponto fracamente

Temos, por hipétese, que para todo k € N, (2F 1 y
eficiente do subproblema

min L(z,y, ME, %),
(z,y)e

e como €2 é convexo, podemos entao usar o Lema 2.8 para obter a desigualdade:

jirlnnp {/;(ka,ka’ N ) — L(T, 7, /\kﬂ_w} <o.

Usando o fato de (T og) = 0 e dividindo essa desigualdade por 7, > 0, vamos ter

+_

=1yp Th Th 2

(k1Y _f (= )\kT k+1 k+1 1
min {f](l‘ ) fj(x)_'_( ) (Z‘ oY ) ka+1oyk+1”2} SO



Problemas com Restricao de Cardinalidade 92

Sabemos que o conjunto de nivel C' é limitado, entao F(2*™') < F(2°),Vk € N e F(7) <

F(2°). Note que C' também é compacto, e como F' é continua, pelo Teorema 1.6, existe

M = max |F(w)— F(uw)]

w,w'eC

finito, tal que | f;(z*™) — f;(Z)| < M paratodo k€ Ne j=1,...,p.

Como A ¢ limitado pela projecao em [Amin, Amax]” € 271 o yF+l FeR o y* por

k+1 k—l—l)

ser continua, entdo (A¥) " (zF oy ¢ limitado. Dividindo os termos por 73 e aplicando

o limite quando k kek, oo, entao
M heK ()\k)’l’(a:k-&-l Oyk—H) heK

—0 e > 0,
Tk Tk

resultando em

+_

k—oo,keK j=1,....p Tk Tk 2

(kLY _ f (7 kT (k41 k+1 1
. mm{f](w ) = 5@ | ()@ oy meoym”z}:

1 * * (12
et oyt <
Consequentemente, ||z* o y*||*> = 0 e vale a equivaléncia

le* oy =S (a7yf)? = 0= ajy; =0, Vi=1,...,n.

=1

Portanto, concluimos que todo ponto de acumulagao (z*,y*) é um ponto viavel.
|

Na sequéncia, temos um resultado auxiliar para demonstrar a convergencia do al-
goritmo para um ponto fracamente eficiente. Nele usamos o cléssico principio das gavetas

para determinar o limite da subsequéncia.

Lema 3.20 Sob as hipdteses do Lema 3.19 e supondo uma subsequéncia convergente da
sequéncia gerada pelo Algoritmo 8, ou seja, (x*T1 yF+l) LS (x*,y*), para algum sub-
conjunto infinito K C N. FEntao, existe um indice i* € {1,...,p} e um subsubconjunto

infinito K* C K, tais que
Tk k+1 _ k+1)2 kEK*
§||$ HToy™IF —=—0.

Demonstragdo. Por hipétese, sabemos que, para todo k € N, (zF1 y#+1) ¢ uma solugio

fracamente eficiente do problema penalizado e pelo Lema 3.19, (z*, y*) € €.

Seguindo a definicao classica de fracamente eficiente, nao ha nenhum outro ponto

(z,y) € Q que simultaneamente reduza todas as componentes no Lagrangeano aumentado
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para (zF1 y**1)  ou seja, nao vale L;(x,y, \¥, 7.) < L;(aF+1 y*+1 A\*; 7.) em cada ponto
(xFH k) e todo i = 1,...,p.

Em particular, fixando o ponto (z*,y*) € Q C Q, ndo pode acontecer
Li(x* " N\ ) < Li(a® o NE ), Wi=1,...p.
Logo, existe ao menos um indice i, € {1,...,p} tal que
L (" NE 7)) < L (2%, A ).
Abrindo essa desigualdade para esse indice iy:
Fi (™) + ()T (251 o yF 1) 4 %ka—kl oyt < £ (2, (3.18)

uma vez que z*oy* = 0. Note que a sequéncia {iy }rex assume sempre valores do conjunto
finito {1,...,p}. Pelo principio da gavetas, existe pelo menos um indice * € {1,...,p}
que sucede infinitamente. Deste modo, podemos condensar um subsubconjunto infinito
K* tal que

K'CcK e i,=1Vke K",

Assim, podemos reescrever a Desigualdade (3.18) como

Tk

fi*($k+1) + ()\Ic)'l'(xk-i-l Oyk-i-l) + 5

12" o g™ H* < fir ().

Agora perceba que

Tk

o 1@ oy P < [fie () = fir (@] = ()T (@ oy,

Defina 6 = [fi+ (") — fir (2"*1)] = (AF)T(a%+1 0 y*+1). Como (a*+1,y+1) kek,

(z*, %), fi- é continua e {\; Yeen C [Mmins Amax]”, Obtemos 8 kK, o
Aplicando o limite quando k kKT 50 na desigualdade

Tk

0<
-2

1z oy )P < o,

o Teorema do Confronto afirma que

Y

Tk keK™
Sl oy P == 0

concluindo nossa demonstragao.

U
Apresentamos agora o nosso resultado de convergencia da sequéncia gerada pelo

Algoritmo 8 para um ponto fracamente eficiente, mas sob hipéteses fortes no enunciado.
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Um dos nossos desejos futuros é enfraquecer essas hipoteses, para estabelecer assim uma

convergencia mais pratica.

Teorema 3.21 Considere o conjunto vidvel 2 para o problema original (MOPCaC-R) e
o conjunto vidvel Q do subproblema penalizado (3.14). Tome a funcio F : R*™ — RP
continuamente diferencidvel e cujos conjuntos de nivel sao limitados em Q. Considere
também a sequéncia { (2" y** N} en C Q gerada pelo Algoritmo 8, em que para todo
k €N, (81 y**1) € fracamente eficiente para o subproblema (5.14) em 0 e suponha que

exista uma subsequéncia convergente
k+1  k+1\ k€K -
(" y") — (2%, y7) € Q.

Entao (z*,y*) é uma solucao fracamente eficiente para (MOPCaC-R).

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigao, que (z*,y*) nao seja fracamente eficiente para
o problema (MOPCaC-R). Entao existe (z,7) € €, tal que

fi@y) < fila",y"),Vi=1,....p.

Por hipétese, sabemos que para todo k& € N, os pontos (zF+1 1) € Q sdo

solugoes fracamente eficientes do subproblema penalizado,

minimizar L(z,y, \¥, 1)
x7y

sujeito a  (r,y) € Q,
onde a funcao lagrangeana aumentada é dada por:

)\kz
rToy+ —

Tk
= F —
ﬁ(l’, Y, )\ka Tk) (:U) + 9 o

Pelo Lema 2.8, sabemos que para todo ponto fracamente eficiente (251, y*+1) € Q

vale a desigualdade

Hllln {Ej(iUkJrl, ka, >\k; Tk) - £<w> )\kv Tk)} S 07
J=4..p

para todo w € €2, e como 2 C Q, entdo para todo k € N, temos

Hllln {‘Cj ('rk+17 yk+17 )‘ka Tk) - E(Ta Y, >\k7 Tk)} <0, (319)
J=4..,p
para todo k € N. Como 7 oy = 0, segue que

win (@)~ H@) < ~(0TE o) = E o2 (320)

t=1,....,p

para todo k € N.
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o . keK
Pela hipétese de convergéncia, temos (z*+! o yF*1) =25 0 e pelo Lema (3.19),
. . . keN
sabemos que independentemente da sequéncia {7 }ren ser limitada ou 7y, LiSAN o0, obtemos
keN
(0 1) 25 (37 o) =0,
Além disso, { i }ren ¢ limitado, pois pertence ao compacto [Amin, Amax] - Anali-
o keN L .
sando com os casos de {7 }ren ser limitado ou 7, — oo. No primeiro caso, existe um
M > 0 tal que 7, < M,Vk € N, entao
keK
k+1 o yk+1H2 € 0.

- Iz

()\k)T(karl ° yk+1) ké_K> 0 o %kaﬂ Oyk+1||2 < 5

Tomando limite em (3.20) quando k € K, obtemos

ifll}uf.l’p{fi(x*,y*) — filz, )} < 0.

. . . . keK .
Agora, se a sequéncia do parametro divergir, sabemos que 7, —— 00, entao pelo

Lema 3.20, existe um subsubconjunto infinito K* C K tal que
()T (2F+1 o 5+ LiSISN 0, %kaﬂ o ykHL |2 kek
Semelhante ao caso anterior, ao aplicar o limite em (3.20) quando k € K*, obtemos
min (")~ fi(2)} < 0

Em ambos os casos, contrariamos a suposicao de f;(z*,y*) — f;(Z,7) > 0 para todo i.

Portanto, (z*,y*) é fracamente eficiente para o problema original relaxado. 0O

Podemos também obter a Conjectura 3.22, com um resultado semelhante ao apre-
sentado no Teorema 3.21, supondo que para todo k € N, (z**! y*+1) ¢ propriamente

eficiente, que é uma hipdtese mais forte do que assumir fracamente eficiente.

Conjectura 3.22 Considere o conjunto vidvel Q para o problema original (MOPCaC-R),

o conjunto vidvel Q0 do subproblema penalizado (3.14) e os conjuntos de nivel de F limita-

k+1
)

dos em Q. Considere também a sequéncia {(z", y* 1) Yien C Q gerada pelo Algoritmo 8,

k+1 k+1
AN TARS

em §) e suponha que exista uma subsequéncia convergente

em que para todo k € N, ( ¢ propriamente eficiente para o subproblema (3.14)

(P gy Bt ) e

Entao existe uma solugdo eficiente para o dual de (3.14) e a dualidade forte ocorre. Em
particular, (x*,y*, \*,7*) é uma solug¢ao eficiente para (3.14). Mais ainda, (z*,y*) €

fracamente eficiente para (MOPCaC-R).

A Conjectura 3.22 baseia-se no Teorema de Dualidade Forte para MOP 2.1.1,

onde existe uma solucao eficiente para o dual e a dualidade forte ocorre. Além disso,
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pela convexidade do dual, todo ponto de acumulagao (A*, 7*) é uma solugao fracamente

eficiente, conforme Teorema 2.37.

Por dltimo, como definimos anteriormente h e g fungoes afins, temos pela Pro-
posicao 1.2 que no caso escalar todos os pontos viaveis sao qualificados. Mas, analisando
os problemas multiobjetivo, temos uma implicacao direta com a CaC-ACQ), discutida em
[45]. Desta forma, podemos apresentar a Conjectura 3.23 para determinar uma estacio-

nariedade com implicacoes na teoria de KK'T no multiobjetivo.

Conjectura 3.23 (Convergéncia CaC-M-estacionario do Algoritmo 8) Considere
0s conjuntos ) e Q assim como nos resultados anteriores. Seja (z*,y*) ponto de acu-
mulagdo da sequéncia {(z**1,y*1)} C Q gerada pelo Algoritmo 8 e suponha que todos
sejam fracamente eficientes. Considere também F tendo seus conjuntos de nivel limita-
dos, que (z*,y*) € Q e que as fungdes de restri¢cao h e g sao afins. Entdo, (z*,y*) € um
ponto fraco CaC-M-estaciondrio do problema original (MOPCaC-R).



Capitulo 4
Experimentos Numeéricos

Neste capitulo, apresentamos experimentos numéricos para verificar os resulta-
dos tedricos e testar os algoritmos apresentados nos capitulos anteriores, seguindo as
referéncias [3, 6, 17, 34, 40, 43, 48].

Os experimentos foram realizados através do Google Colab que utiliza a lingua-
gem Python, em um notebook LENOVO da série 330-151GM com processador Intel(R)
Celeron(R) N4000 CPU @ 1.10GHz, 1101 Mhz, 2 Nicleo(s), 2 Processadores Ldgicos e
com 4 GB de memédria RAM. Além disso, o sistema operacional é o Microsoft Windows

11 Home Single Language.

No PGM-MOP usamos o SLSQP para resolver o subproblema para determinar a
direcao de busca. Como nossos codigos sao escritos na linguagem de programacao Python
e este ja possui uma pasta do SciPy com o SLSQP em sua biblioteca, podemos usé-lo de

maneira mais direta, sem precisar implementar seu algoritmo.

O SciPy é um software matematico de cédigo aberto na linguagem Python de-
senvolvido pela equipe [43], ele apresenta uma ampla quantidade de fungdes para otimizar
problemas mono/multi-objetivo, sujeitos ou nao a restrigoes, tanto linear quanto nao li-

near. Segundo [43], este tem a seguinte estrutura:

minimize( fun, x0, method = SLSQP, jac, constraints, options ="' ftol') maxiter', disp'),

com “fun”sendo a funcao F a ser minimizada, “z0”é o ponto inicial, “jac”é a funcao
jacobiana de F', “constraints”sao as restricoes dadas em igualdade e desigualdade. No
topico opcoes, “ftol”que é a meta de precisao para o valor de F' no critério de parada,
“maxiter”o nimero maximo de iteragoes e “disp” para exibir mensagens de convergencia.
Mais informagoes sobre o SciPy e sua implementacao estao em https://docs.scipy.

org/doc/scipy/reference/optimize.minimize-slsqp.html.

Para determinar a fronteira de Pareto em um problema de otimizacao multiobje-

tivo, usamos uma abordagem de miiltiplos inicios (do inglés, multi-start). Essa estratégia

97
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consiste em executar o algoritmo a partir de diferentes pontos de partida, coletando depois
os pontos nao dominados encontrados [34]. Os pontos iniciais foram gerados com uma
distribuigao aleatéria uniforme e depois projetados no conjunto viavel pelo Algoritmo

Dykstra para garantir a viabilidade inicial.

4.1 Aplicacoes do PGM-MOP

Realizamos primeiramente alguns testes numéricos com o Algoritmo 6 para cons-
tatar sua eficiéncia em problemas com fungoes convexas e nao convexas antes usa-lo dentro
do Algoritmo 8 para resolver problemas de otimizagao multiobjetivo com restrigao de car-
dinalidade.

Sao oito experimentos, divididos em func¢oes convexas e nao convexas, oS seis
primeiros possuem apenas restricoes de caixa, enquanto os dois ultimos utilizam o Algo-
ritmo Dykstra para projetar também em restricoes de semiplanos, bolas e hiperplanos.
Em cada exemplo, o c6digo é rodado 50 vezes com pontos diferentes que foram escolhidos
aleatoriamente de maneira uniforme no espaco das solugoes, lembrando que no método

de Dykstra estabelecemos como critério de parada

1
m 2
(lelf —If‘1||2) -
=1

com € = 1072 e colocamos também um limite de no méximo 500 ciclos.

Ao longo dos experimentos, escolhemos 6 = 0.5, M = 10 e £, = 1,Vk € N.
Como critérios de parada do subproblema, para os testes do PGM-MOP, usamos ftol =
1071 (apenas em problemas com poucos inicios, porque a procura por uma direcio que
satisfaca esse critério de avaliagao da fungao pode estender muito o tempo computacional )
e maziter = 500. Enquanto no codigo principal, vamos estabelecer o limite maximo de 50
iteracoes, para o calculo do tamanho de passo por backtracking usamos até 20 iteracoes e

critério de parada, ||d|| < 107! ou |¢(z*)| < 107, pois sdo equivalentes pelo Lema 2.21.

Nas tabelas a seguir, apresentamos aproximacoes da fronteira de Pareto (Vg) e

do conjunto das solugbes fracamente nao dominadas (),,z) de cada funcao selecionada.
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Funcgoes

Espacgo dos Objetivos

o]

Pontos Objetivo
Solugéo Dominada

600 1 @ Solucéo Nao Dominada
Nome: Das e Dennis [26].
400
fi(x) =22 + 2% + 23 + 23 + a3 200 1
Z3
fo(z) = 3z + 2x2 — 5t 165 (w4 — x5)?
I o
2
Fungao nao convexa.
Restrigao de caixa: —2007
-20<z; <20,i=1,2,3,4,5 —400 7
Numero de pontos iniciais: 50. —600
—800 T T T T T T T
=3 -2 -1 0 1 2 3
f] [1.) le6
16 1 « Espago dos Objetivos 0
@ Solugdo Nao Dominada -
14
Nome: Jin, Olhofer e Sendhoff (JOS1) [26].
1 5 12
fi(z) = 3 Z 3
i=1 10 A
1 5
2
fa@) = 2 > (@i = 2) =
i=1 E 8
Funcao convexa. 6
Restricoes de caixa:
4
—2<z;<2,1=1,2,3,4,5
2
Numero de pontos iniciais: 50.
0

Tabela 4.1: Aplicacao do Algoritmo 6 em fungdes convexas e nao convexas - Exemplos 1.
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Numero de pontos iniciais:50.

1.4 - « Pontos Objetivo -
Nome: Trigonometric [26]. ’ o Solugio Dominada »
@ Solugdo Nao Dominada °
1.2 4 § s
fi(z) =
4 2
(4 - Zcos(zi) + (1 —cos(z1)) — sin(zl)) 1.0 7
i=1
0.8 1
fa(z) = o
4 B
2 =
(4 — Z cos(z) + 2 (1 — cos(z2)) — sin(x2)> 0.6 -
i=1
Fungao nao convexa. 0.4
Restricoes de caixa:
0.2 1
—05<z; <05, i=1,2,3,4 .
L aaed
0.0
Numero de pontos iniciais: 50. ; ; ; T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
filz)
Nome: Stadler e Dauer (SD) [26]. 81—, +  Pontos Objetivo
@ Solugdo Nao Dominada
fi(2) = 221 + V2z0 + V213 + 24
2v2  2v2 2 77
fo(z) =21 + — + — + —
9 3 T4
Fungao convexa.
6
Restricoes de caixa: =
1<z <3,
5 4
V2 <o <3,
V2<z3<3 41
e
1<z4 <3
3 T T T T

10

12 14

filx)

Tabela 4.2: Aplicacao do Algoritmo 6 em fungoes convexas e nao convexas - Exemplos 2.
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Nome: Brown e Dennis [26].

fi(z) = (o +t1 21 — 1) + (22 + 23 sin(t1))>?
f2(z) = (z0 + taz1 — €'2)? + (22 + z3sin(t2))?
f3(z) = (w0 + tzx1 — €!3)? + (z2 + w3 sin(tz))?

comt; =1/5, to =2/5e t3 =3/5;
Fungao nao convexa.

Restricoes de caixa:

—0.1 <21 <0.1,
=5 <xp <5,
—5<a3<5

—10 < 24 < 10.

Numero de pontos iniciais: 50.

)

N

10 9

« Pontos Objetivo
o Solugdo Dominada
@ Solucdo Ndo Dominada

Nome: TRIDIA [26].

f1 (z) = (221 — 1)?
fa () = 2( 221 — w2 )?
f3 (z) = 3( 2x2 — 3 )2;

Fungao convexa.

Restricoes de caixa:

05 <az; < 05, i=123.

Numero de pontos iniciais: 50.

+ Pontos Objetivo
@ Solugdo Dominada
@ Solugao Nao Dominada

Tabela 4.3: Aplicacao do Algoritmo 6 em fungdes convexas e nao convexas - Exemplos 3.
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Nome: Fonseca-Fleming [9].

Jile) = 1 1
1—exp(—[(x1 — —=)2+ (z2 — —=)2
(=l f) (z ﬁ) )
fa(z) = ) .
L—exp(=[(z1 + —=)* + (z2 + —z)?
xp(—[(21 \/5) (22 \/5) )
Funcao nao convexa.
Restricoes de caixa:
-1<z; <1, Vi=1,2

Restricao de bola:
x% + :v% <1

Numero de pontos iniciais: 50.

-2(-'-")

1.0+

0.8 4

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0 1

Espaco dos Objetivos
Solugdo Dominada
Solugcdo Nao Dominada

0 0.2 0.4 0.6 0.8

filz)

|

Sl @ 0 o

.0

Nome: Exemplo 2.7.

fi(@) =z1 — w2
fz(l‘) = 2x1 + 22

Fungao convexa.

Restricoes de semiespago:

@ >0, i=1,234

Restricoes de hiperplano:

2x1 +x2 —x3 =3

T1+T2+ T4 =6

Numero de pontos iniciais: 50.

12 4

10 +

s Espago dos Objetivos
o Solucdo Dominada
Solugdo Nao Dominada

-
p
A
A

p
‘.

ma
.
o 4

-6 -4 -2 6
filx)

Tabela 4.4: Aplicacao do Algoritmo 6 em fungoes convexas e nao convexas - 4.

O Algoritmo 6 consegue determinar uma boa aproximacao da fronteira de Pareto

tanto com funcgoes convexas quanto nao convexas. Sabemos que o método converge para

uma solucao fracamente eficiente quando aplicado em fungoes RE —convexas, ou seja,

converge para um ponto presente na fronteira de Pareto fraca ), g, observamos que entre

esses exemplos, temos uma melhor distribuicao uniforme dos pontos nao dominados na

fronteira com essa classe de fungoes, enquanto que nas nao convexas como, por exemplo,

Das e Dennis, notamos a presenca de pontos amarelos no interior do espaco dos objetivos.

Deixando de lado os perfis de desempenho que abordamos apenas na proxima

secao, para mensurar a performance de convergéncia do algoritmo PGM-MOP, usamos

da Proposigao 2.31 que, ¢(x

*) = 0 se, e somente se, x* é Pareto estaciondrio, entao é
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interessante medir a variacao de ¢ nesses exemplos. Além disso, o numero de iteracoes
também indica se o algoritmo esta convergindo rapidamente para o ponto estacionario de
Pareto.

Para analisar o custo computacional, observamos o tempo de execugao do multi-
start dos 50 pontos. Decidimos usar a mediana dos valores de ¢ e do nimero de iteracoes
ao longo desses resultados, por ser uma medida de tendéncia robusta e que nao é afetada

por outliers, isto é, pontos com uma diferenga significativa dos demais.

Funcgoes Mediana de ¢ | Mediana de iteracoes | Tempo (s)
Das e Dennis —0.04535 49 28.71
Jin, Olhofer e Sendhoff 0 23 16.03
Trigonometric 8.1 x 10717 14 24.05
Stadler e Dauer 0 30 12.13
Brown e Dennis —2.7x 1074 49 17.00
TRIDIA 0 7 6.60
Fonseca-Fleming 0 11 2.25
Exemplo (2.7) 0 2 0.87

Tabela 4.5: Resumo do desempenho do Algoritmo 6.

Na Tabela 4.5, perceba que as fungoes nao convexas Das e Dennis e Brown e
Dennis apresentam uma mediana de ¢ maior (pior) que a dos demais, ou seja, metade dos
50 resultados possuem um valor de ¢ maior que —0.04535 e —2.7 x 10™%, respectivamente.
Em contrapartida, outros conseguiram convergir para uma solucao estacionaria com um
valor de ¢ proximo de zero. Outro ponto a ser observado é que alguns valores de mediana
sdo positivos, enquanto outros nao. Pela Proposicao 2.31, ¢(zx) < 0,Vk € N se 5 nao é

estacionério de Pareto.

Segundo [53, pag.8], SLSQP quando trabalhado em problemas de otimizagao mal
condicionados com ruidos numéricos, a direcao de busca pode ser uma direcao de subida.
Em nosso caso, aconteceu porque os codigos trabalharam com nimeros muito pequenos
que sao sensiveis aos ruidos numéricos. Contudo, isso nao atrapalhou a convergéncia do

algoritmo, como é notado nestes exemplos na Tabela 4.5.

4.2 Aplicacoes em problemas de portfélio

A restricao de cardinalidade pode ser aplicada em diversas situacoes, como na
compressao de sinais e imagens, na selecao de subconjuntos para regressao e na otimizacao
de portfélios [41]. Neste trabalho, optamos pela iltima aplica¢ao, por ser mais recorrente
na literatura.

Nosso objetivo é comparar as fronteiras de Pareto obtidas pelo Algoritmo 8, no

qual consideramos duas abordagens distintas de penalizacao da restricao de Hadamard:
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Quadratica (AL-Quad) e Exponencial (AL-Exp). Essas fronteiras de Pareto serdo com-
paradas com as de outro método presente na literatura. Além disso, usaremos perfis de
desempenho para avaliar qual penalizagao da restricao de Hadamard apresentou a melhor

fronteira de Pareto e com o melhor tempo de execucao.

Antes de apresentar os resultados numéricos, vamos introduzir o problema de

portfolio. A formulacao matematica desse problema pode ser expressa da seguinte forma:

minimizar (32’ Qz, —v'z)'
x?y

sujeitoa e’z =1,

0<z;<w;, V 1<i:<mn, (4.1)
eTy>n—a,
zoy =0,

0<y <1, V 1<i<n,

onde u,v € R", 1 < a < n e a matriz de covariancia ) sao dados. Supomos n possiveis
ativos para compor uma carteira de investimento e z; com ¢ € {1,...,n}, a proporgao de
capital investido no ativo 7. Além disso, a soma dos investimentos deve ser igual ao capital

T

disponivel, formando assim uma restri¢ao linear, ou seja, e' x = 1 e nao ¢ permitido obter

um ativo sem capital necessario para sua compra, ou seja, x; > 0.

Tais valores contemplam as condigoes do limite de investimento, de risco e a
expectativa de retorno de um investidor. Este é o modelo matematico para otimizacao
de portfélio, modelo de média variancia (MV) criado em 1952 por Harry M. Markowitz,

com duas métricas de andlise na compra de ativos, sendo o risco e o retorno [19, pag.31].

Segundo [3, pag.14], o mercado financeiro é essencial para o funcionamento e
desenvolvimento da sociedade, como pessoas fisicas, bancos, fundos de pensao e opor-
tunidades de obtencao de capital para empresas que necessitam de investimento. Para
compreender o funcionamento do mercado, estudar suas incertezas e evitar perdas em
investimentos, surgiram os primeiros modelos de otimizacao de portfélio, bem como es-

tratégias com redes neurais, teoria do caos e algoritmos genéticos [3, pag.14].

Para modelar o retorno de um ativo, na literatura normalmente utiliza-se uma
varidvel aleatéria R;, com a respectiva média v; = E(R;), sendo E(R) uma fun¢ao que
retorna o valor esperado da variavel aleatéria R. Para determinar este valor, precisamos

conhecer os retornos anteriores do ativo ¢ em cada periodo de tempo t.

Em teoria, analisamos a média também com a probabilidade desse retorno acon-
tecer, mas na pratica usamos alguma série histérica das taxas de retorno do ativo 7 em
cada periodo, com uma possibilidade igual de retorno. De acordo com [6, pdg.7], a média

de retorno de um ativo ¢ é dada por

1
Vi = E(RJ = T ZT:-,

t=1
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com 7t sendo o retorno do ativo i no perfodo ¢t e T o total de perfodos considerados.
Conhecendo a média de retorno de um ativo 7, devemos também determinar a média de
retorno do portfélio. Com efeito, a média de retorno R de um portfélio nos 1" periodos é
calculada por
— 1
R=— rt,
T

onde 1 = zyrt + xorl + -+ - 4+ 2,7 é 0 retorno no perfodo t.

Perceba que na média de retorno do portfdlio, as porcentagens de investimento

x; sao as mesmas em cada periodo ¢, assim podemos reescrever a equacao anterior como

n T n
R= le %er = szvz (4.2)
i=1 t=1 i=1

De acordo com [19, pag. 31], esse medidor nao considera a incerteza do retorno
dos portfolios, por exemplo, se um investidor estd apenas buscando o maximo de retorno
na compra do ativo, ele acaba por desconsiderar o risco de perder seu dinheiro apenas
com base no histoérico recente de retorno, uma vez que alguns ativos podem apresentar
uma momentanea boa média de retorno, mas ter uma variacao de precos muito brusca.

Assim, Markowitz propoe o uso da variancia do portfélio para mensurar a incerteza do

T
1
retorno, dada por o? = T Z(rf — )2
t=1

Segundo [19, pdg.31], Markowitz acreditava que dois ativos no mercado financeiro
poderiam apresentar alguma correlagao, consequentemente, mesmo o investidor tendo um
portfolio diversificado, nao conseguiria retirar toda sua variancia. Logo, era preciso utilizar
algum medidor para essa relacao mutua entre dois ativos, sendo sugerido por ele usar a

covariancia. Conforme [6, pdg.7], a covariancia entre um ativo ¢ e um ativo j é dada por

T

1
Oij = 7 > (=) () = wy),

t=1

2

i

e perceba que a covariancia entre um ativo ¢ e ele préprio é a variancia, isto é, o;; = o
Além de determinar a média de retorno de um portfélio, Markowitz sugere o calculo da

variancia do retorno também, sendo representada por

1 T
ol = T Z(rt — R)%.
t=1
Segundo [6, pdg.19], ao usarmos a defini¢ao de r* e a Equagao (4.2), encontramos

n n
2 _
g = Z'Z'ZIZ']'O'U,

i=1 j=1
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ficando evidente que a variancia média de retorno da carteira de investimento pode ser
determinada a partir da covariancia dos retornos dos ativos. Denominamos o de risco de

investimento do portfélio e também podemos representar na forma

oc=+vVurQu,

onde () é a matriz de covariancia. Portanto, o modelo de Média-Variancia de Markowitz
para otimizacao de portfélio é dado pelo seguinte problema quadratico mono-objetivo,

minimizar =" Qx
xT

sujeito a e’z =1,

(4.3)

sendo p um limite inferior para o retorno esperado da carteira de investimento.

Mais tarde, Markowitz aborda o conceito de fronteira eficiente (ou fronteira de
Pareto), trazendo a possibilidade de minimizar o risco e maximizar o retorno esperado
através de um problema de otimizacao bi-objetivo. Assim, o investidor possui uma diver-
sidade maior de troca entre riscos e retornos de ativos.

minimizar (r'Qz, —v'z)"
X
sujeito a e’z =1, (4.4)
0<x, <LVi=1,...,n.

Perceba que no problema bi-objetivo acima, ao invés de maximizar o retorno,
¢ realizado uma abordagem equivalente a minimizar o oposto do retorno. Em alguns
trabalhos, como de [40], é comum modificar a primeira fun¢do objetivo para fi(z) =
%ZETQI por uma questao de conveniéncia algébrica, entao estamos usando ela em nossas

aplicagoes.

Podemos agora nos perguntar, qual seria a utilidade da restricao de cardinalidade
em um modelo de otimizagao de portfélio? Dificilmente um investidor decide comprar
todos os ativos disponiveis no mercado financeiro. Na pratica, é escolhido apenas um

subconjunto que reflita suas preferéncias e estratégias.

Ao denotarmos x como um vetor de alocagoes de capital de investimento e n

o nimero total de ativos disponiveis, a restri¢ao ||z||p < « garante que o portfélio seja
composto por, no maximo, « ativos. Vejamos um exemplo de situacao que demonstra

como essa limitacao é necessaria.

Exemplo 4.1 Suponhamos que um fundo de investimentos deseja construir um portfolio
com o0s 500 ativos disponiveis no mercado financeiro. Por conta de custos fixos por

transacao ou de dificuldades pessoais entre alguns cotistas, o gestor sugere ao grupo de
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cotistas que € melhor aplicar em no mdximo 25 ativos simultaneamente. Como cada ativo
adicionado a carteira traz um custo adicional, consequentemente o retorno liquido do
portfolio é reduzido. Assim, a restrigio ||z||o < 25 garante que o portfdlio final ndao seja

excessivo, garantido um melhor equilibrio entre o risco e o retorno do investimento.

Nosso objetivo neste capitulo é aplicar nossos algoritmos em alguns problemas de

portfélio com o formato (4.1) e compara-los com outro método da literatura.

A Figura 4.1, adaptada de [19, pdg.49], representa um exemplo de fronteira de
Pareto formada a partir do modelo MV, onde temos o risco e o retorno como objetivos.
O ponto BEP (do inglés, Best Expectation Portfdlio) é o ativo de retorno esperado mais

elevado, mas que também apresenta um grande risco de investimento.

BEP

Retorno
w

ol LMRP

5 10 15 20 25 30 35 40
Risco

Figura 4.1: Fronteira eficiente em problema de otimizacao de portfdlio.

O ponto MRP (do inglés, Minimium Risk Portfolio) seria o ponto de menor risco
presente. A fronteira de Pareto é formada por todos os pontos na curva entre MRP até
BEP.

Em [48, pdg.50] é feita uma interessante andlise sobre a fronteira de Pareto do tipo
risco e retorno, escrevendo o sistema KKT para o problema (4.4) e supondo a matriz Q)
definida positiva (por construgao ela é simétrica e semidefinida positiva) para demonstrar
que o traco da fronteira eficiente dessa classe de problema é o lado direito de uma hipérbole,

cuja fronteira eficiente sempre esta na parte superior do grafico.

4.3 Perfil de desempenho e métricas para MOPs

Para apresentar dados que informam o desempenho da nossa abordagem podemos
usar métricas como, por exemplo, o tempo de CPU, o nimero de avaliacoes de fungoes ou
a contagem de iteragoes. Como estamos considerando otimizagao multiobjetivo, queremos

avaliar a capacidade de encontrar pontos eficientes e de calcular uma aproximacao bem



Experimentos Numéricos 108

diversificada da fronteira de Pareto. Com isso em mente, vamos apresentar agora uma

breve revisao das métricas mais utilizadas na literatura.

Para apresentar os dados das diferentes métricas em todos os problemas e algo-
ritmos considerados, utilizamos os perfis de desempenho [11]. Estes representam através
de um grafico a razao de desempenho entre os diferentes algoritmos solucionadores para

um mesmo conjunto de problemas.

Considere o conjunto S dos ag algoritmos resolvedores analisados e seja P o
conjunto dos a, experimentos que pretendemos resolver. Utilizamos entao um medida de
comparagao, podendo ser algumas mais simples e indicadas para um conjunto pequeno de
experimentos, como o tempo de CPU na resolucao do problema, o niimero de avaliagoes
de funcgoes, o nimero de iteracoes e etc. E também podemos usar algumas métricas mais
elaboradas, voltadas para estudar a fronteira de Pareto e a distribuicao dos pontos nao

dominados, como Hipervolume, Purity, I' — Spread e A — Spread [11, pag. 5].

Considere t,; o valor da medida ¢ que o algoritmo s utilizou (ou determinou)

para resolver o problema p. A taxa de desempenho ¢ definida pela razao, 7, 5, e dada por

tp78

Tps = min{t,s: s € S}

Perceba que essa razao é sempre maior ou igual a um, para qualquer que seja o

p € Pes e S. Em seguida, definimos a fracao

_HpeP <)
a )

ps(T) (4.5)

P

do conjunto de todos os experimentos concluidos pelo algoritmo s com uma taxa de
desempenho menor ou igual do que 7 > 1. O 7 usado como variavel da funcao ps; nao se

refere ao mesmo utilizado como parametro de penalizacao no capitulo anterior.

Segundo [11, pag.5], a funcdo de distribuigao ps : R — [0, 1] é ndo decrescente,
o valor pg(1) indica a probabilidade do algoritmo s vencer os demais, conseguimos a
exata parte do conjunto P na qual obteve a melhor eficiéncia em relacao aos demais, ou
seja, t,s = min{t, }. Quanto a definicao de perfil de desempenho para valores grandes
de 7, a mesma autora sugere definir um parametro real rx grande o suficiente, tal que
rps € [1,7K] e que r,s = rx quando o problema p nao é resolvido por s. Dessa adigao,
obtemos p,(rx) = 1. Dizemos que o algoritmo s com o maior valor de ps(7) para grandes

valores de 7 é aquele com melhor robustez para aquele problema.

Vejamos agora um pouco de cada métrica usada em nosso trabalho:

1. Hipervolume. Para [19, pag.24], o Hipervolume (HV') é uma métrica que calcula

o volume (ou a drea se for um problema 2D), do espago dominado pela fronteira
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de Pareto determinada pelo algoritmo de otimizacao multiobjetivo utilizado. As-
sim, quanto mais perto da fronteira de Pareto 6tima as solugoes encontradas estao
e quanto mais uniformemente espalhadas estao, entao maior sera o valor do Hi-
pervolume. Além disso, o mesmo autor explica que, se todas as solugdes de um
conjunto 7' forem fracamente dominadas pelas solugoes de um outro conjunto, V/,

entao significa que o Hipervolume desse segundo conjunto é o maior.

Para estabelecer o indicador do Hipervolume, utilizamos o espaco delimitado pela

frente de Pareto e um ponto fixo usado de referéncia r € RP.

A escolha do ponto de referéncia pode trazer uma grande diferenga no calculo do
Hipervolume, segundo [17, padg. 17| definimos r como sendo o ponto dominado por
todos os pontos pertencentes as diferentes aproximacoes obtidas de cada frente de
Pareto do problema p € P. Um exemplo simples de construgao do Hipervolume de

um conjunto de pontos nao dominados pode ser visto na Figura 4.2.

—— Fronteira de Pareto otima

Solugdes ndo dominadas encontradas
Solugdes dominadas

Ponto de referéncia

10

@ o nm

fo

Figura 4.2: Exemplo do Hipervolume de um conjunto de solugoes nao dominadas ar-
bitrarias.

Segundo [17, pdg. 17], podemos definir o indicador de Hipervolume da seguinte
forma: Tome um conjunto de pontos nao dominados A C RP e um ponto de re-
feréncia r € R?, o Hipervolume do problema p obtido pelo algoritmo s, indicado por
HYV,,, ¢ a mensuracao da regiao fracamente dominada por A e limitada por r, ou
seja,

tys=HV,s:=Vol({geR’ |FacA:a<qgeq<r}).

Aqui a fungao Vol(+) denota a funcao de Lebesque mensuravel de dimensao p. Assim,

essa métrica pode ser interpretada como a uniao das caixas formadas pelas solugoes
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nao dominadas e pelo ponto de referéncia:

by =HV,o:=Vol [ ] [a.]],

a€A,p<r

onde [a,7] = {¢ € R? | 3a € A : a < geq < r} denota a caixa delimitada

inferiormente por a € A e superiormente por 7.

Como queremos comparar as solugoes nao dominadas de dois algoritmos, AL-Quad
e AL-Exp, entao analisaremos para cada algoritmo, o Hipervolume da frente nao

dominada completa construida para cada instancia a.

Decidimos reunir todos os pontos nao dominados obtidos de cada algoritmo e em
cada instancia a para aquele experimento de dimensao n e tomar como ponto de re-
feréncia aquele dominado por todos esses pontos. Deste modo, mantemos a defini¢ao
de 7 e podemos usar o mesmo ponto de referéncia no calculo dos Hipervolumes.
Como nosso codigo utiliza multi-start para gerar uma aproximagao da fronteira de

Pareto, aplicaremos uma quantidade fixa de pontos iniciais para cada .

Como o Hipervolume é por definicao uma métrica que tratamos de maximiza-la, isto
¢, quanto maior o volume ou area coberta, melhor é o desempenho do algoritmo,
entdo para adequé-la ao perfil de desempenho, consideramos a inversao t, s = 1/t, ;.
Deste modo, quanto menor for ¢,, melhor serd, ou seja, estamos invertendo de

modo que o melhor HV implique na menor razao de desempenho.

2. Purity. A métrica Purity é usada para comparar as fronteiras de Pareto determina-
das por diferentes algoritmos, sendo denotada por Pur. Segundo [17, pag. 16], tome
S um conjunto de algoritmos e P o conjunto de problemas. Vamos denotar por F},
o conjunto de pontos da fronteira de Pareto determinada pelo algoritmo s € S para
o experimento p € P. Defina também uma aproximacgao da verdadeira frente de
Pareto, denotado por F,, do problema p, na prética esse conjunto ¢ a uniao de todos

os pontos nao dominados encontrados pelos algoritmos para aquele problema,

F,=|JF,.

seS

e entao removendo deste conjunto todos os pontos dominados. Ainda por [17, pag.
16], essa métrica consiste em determinar, para o algoritmo s € S e problema p € P,
a razao

. | Fps O F]

lps = Purp s i= —"———,

| Fp.s|

lembrando que |- | sobre um conjunto indica sua cardinalidade. Assim, Pur, s é um
nimero no intervalo [0, 1] no qual mensuramos o quanto das solugdes nao dominadas

geradas por um algoritmo s estao exatamente na frente de Pareto tomada como
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referéncia, no caso, aquela construida pela uniao dos pontos nao dominados de
todos os métodos. Quanto mais proximo de 1, significa que boa parte das solugoes
geradas por s pertencem a frente de referéncia, portanto, possuem melhor qualidade.
No caso de um valor baixo, significa que menos de suas solugoes pertencem a essa

fronteira de referéncia.

Com a convencao do perfil de desempenho, para analisar a métrica Purity dos
algoritmos, precisamos inverter a métrica, assim como o Hipervolume, tomando

tps = 1/t,s. Assim, quanto maior o valor de Pur, s, menor serd o valor da razao

Tp,s-

3. I'—Spread. E uma métrica usada para medir o maximo espacamento entre os pontos
nao dominados na fronteira de Pareto aproximada. Segundo [17, pag.24], o valor
de I' — Spread é sempre positivo e pode ser calculado da seguinte forma: Considere

xl 2% ..., 2"V as solugdes nao dominadas produzidas pelo algoritmo, (N € N), aos

quais adicionamos os denominados pontos extremos, z° e 2V, que correspondem
aos pontos com os melhores e piores valores para cada funcao objetivo. Assim, essa

métrica pode ser computada por

[ps:= max [ max {d0;;}],
Jj=1,..,v \ie{0,..,N}

com v representando o nimero de fungoes objetivo e §;; = f;(x")— f;(a?), devemos

também assumir que os valores das fungoes objetivo estao organizados em ordem

crescente para cada j.

Para usar essa métrica em perfis de desempenho, nao precisamos realizar sua in-
Versao como ocorreu nas métricas anteriores porque ela ja é adequada por definigao.

Usaremos entao t, s = t,, 5.

Portanto, em I'— Spread estamos mensurando o maior gap (lacuna) entre as solugoes
nao dominadas da fronteira aproximada, e quanto menor o I', mais densa e uniforme
é a disposicao dos pontos. Assim, na analise da eficiéncia no perfil de desempenho,
observamos qual método consegue o menor I' encontrado de imediato. E para anélise
da robustez entre os métodos, estamos observando o método que mantém em todas
as instancias, no maximo uma porcentagem do melhor I'—Spread, I'y, s < 7-I') meinor-

Lembrando que I'y eipor = min{l'y s : s € S}.

4. Tempo de CPU. Assim como a métrica I' — Spread, o tempo computacional CPU,
denotado por T, também é uma métrica que ja se encontra adequada para o perfil
de desempenho. Ao longo de cada instancia «, recolhemos o tempo computacional

daquele multi-start como métrica em ambos os métodos. Assim, se forem aplicados
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k pontos de inicio no multi-start para aquela instancia, entao
K
tp78 = Tp75 = Z T;E,Zs)a
i=1

onde ngfs) é o tempo total do procedimento exterior no inicio .

4.4 WSM para MOPCaC

Consideremos a seguinte ponderagao do problema de portfélio de Markowitz bi-

objetivo, tome os pesos vy e v, para definir a fungao objetivo ponderada

%xTQx — ',
que é equivalente a usar,
1
v (§:cTQa:’> + (1 —v)(—v'w), (4.6)

sendo v agora um escalar pertencente ao intervalo [0, 1].

Abordamos anteriormente no Capitulo 2 o método da soma ponderada como um
facilitador na resolucao de problemas de otimizacao multiobjetivo. No entanto, mostramos
que o método apresenta uma desvantagem quando o conjunto vidvel do problema nao é
convexo, existindo segundo [49, pdg.12], pontos invisiveis na fronteira de Pareto que nao

sao obtidos matematicamente.

Em [49, pédg.12], utilizam a formulagao da soma ponderada em um problema
multiobjetivo de portfélio com restricao de cardinalidade, mas argumenta que apesar da
possibilidade de resolver as equacoes para valores de v quanto desejarmos, sempre havera
partes da fronteira de Pareto do conjunto com restrigao de cardinalidade (nao convexo) que
nunca poderao ser encontrados por tal abordagem, denominando esses pontos de solugoes
invisiveis, porque sao invisiveis para uma abordagem exata embasada pela ponderacao
das fungoes objetivo. Deste modo, podemos ainda abordar o WSM em problemas com
conjuntos nao convexos para encontrar uma aproximacao da fronteira de Pareto, enquanto
guardamos sua simplicidade de implementacao, mas nao teremos a fronteira de Pareto

totalmente obtida.

Em [6, pdg.14], o autor considera um exemplo de problema de otimizacao de
portfélio com restricao de cardinalidade a@ = 2 enquanto resolve a soma ponderada por
métodos da programacao inteira mista. Na figura 4.3, temos o gréafico de todas as possiveis

carteiras de investimento compostas por dois ativos encontradas nesse exemplo.
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Retomno

Ativo 1

Rusco - variancia

Figura 4.3: Exemplo de combinacao viavel de dois ativos [6, pag.14].

E em seguida, temos a fronteira de Pareto descontinua gerada pelo modelo de

soma ponderada sobre as restri¢oes de seu método nao convexo.

Retorno

Risco - varidneia

Figura 4.4: Fronteira de Pareto com pontos encontrados pelo método da soma ponderada
em problema com restri¢ao de cardinalidade [6, pag.18].

E afirmado por (6, pag.16], que a descontinuidade da curva ocorre por conta do
niumero de ativos pertencentes ao portfolio ser menor que o niimero de ativos disponiveis
para investimento, consequentemente temos pontos distintos na curva de Pareto com as
mesmas taxas de crescimentos e solugoes diferentes do tipo (4.6) com o mesmo v. Assim,
o método acaba considerando apenas uma solucao e construindo uma fronteira de Pareto

com falhas. Veja abaixo os pontos invisiveis desse mesmo exemplo.
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Retorno

Risco - vanincia

Figura 4.5: Fronteira de Pareto com somente os pontos invisiveis desse exemplo [6, pag.18].

Assim, segundo [6, pdg. 19], resolver através de um método exato um problema
de soma ponderada sujeito a restricao de cardinalidade, pode gerar uma fronteira de
Pareto incompleta. Para completar o restante da fronteira, os autores [6, 49] utilizaram

de algoritmos meta-heuristicos para investigar mais solucoes e localizar pontos invisiveis.

Portanto, o método da soma ponderada tem aplicacao em problemas nao conve-
xo0s, possibilitando obter uma aproximacao da frente de Pareto, mas nunca conseguimos
obter ela completamente como no caso convexo. Como estamos interessados em comparar
a fronteira de Pareto aproximada de nossos algoritmos, achamos suficiente considerar ape-
nas a fronteira de Pareto proporcionada pelo método da soma ponderada. Além disso, nao
planejamos estudar heuristicas em nossa pesquisa, deixaremos o estudo de suas aplicagoes

para trabalhos futuros.

Seguindo os modelos de [40, 49], reformulamos o problema de soma ponderada
anterior com restricao de cardinalidade, obtendo uma func¢ao objetivo quadratica com res-
tricoes lineares e com algumas variaveis inteiras, logo estamos diante de um problema da
Programacao Quadrética Inteira-Mista (MIQP, do Inglés Mized-Integer Quadratic Pro-

gramming), e dado por

minixr,rylizar v(ia"Qx) + (1 —v)(—v'x)
sujeitoa e'x =1,
clyzn-a (4.7)
0<e; <1,Vi=1,...,n,
T +y; <1,
yi € {0,1},

e com os parametros v € [0,1]. O método da soma ponderada é reconhecido por sua
velocidade na obtencao de repostas e sua facil implementagao, no entanto, com a adi¢ao

de varidveis inteiras, o grau de dificuldade aumenta consideravelmente.

Para solucionar o problema (4.7) empregamos o IBM ILOG CPLEX Optimizer,
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que é um software comercial da IBM. O CPLEX é comumente indicado para resolver
problemas da Programacao Linear, da Programagao Quadratica e da Programacao Inteira
Mista. Para facilitar a implementagao, utilizamos sua versao em Python, garantida pelo
DOcplex (versao 22.2.0). O DOcplex é responsavel por traduzir o modelo com os objetivos,
variaveis e restrigoes, para o formato interno de CPLEX e entregar esses dados ao método

resolvedor que é instalado no cédigo Python por “!pip install cplex docplex”.

Nos cédigos presentes em https://github.com/Andrezanincruz01/Dissertacao_
Mestrado.git, nossa funcao “solve_weighted”recebe o par (a, ), dando instrugoes para
“mdl = Model(name="migp’)" que cria um modelo denominado “miqp”. Na sequéncia,
geramos o vetor de variaveis continuas e o vetor de varidveis bindrias com “continu-

ous_var_list”e ” binary_var_list” , respectivamente.

As restrigoes sao adicionadas em “add_constraint”, e a funcao objetivo de soma
ponderada (4.6) é apresentada ao cédigo com “mdl.minimize(---)”. Adicionamos também
a opcao de “mdl.parameters.timelimit = z”, para definir um limite de procura de solucao
de x segundos. Por fim, a resolu¢do do problema ocorre com “sol = mdl.solve(--- )" que
retorna um conjunto de solucoes contendo os valores 6timos. Mais informagcoes sobre
essa implementacao no Python e do DOcplex em https://ibmdecisionoptimization.

github.io/docplex-doc

4.5 Banco de Dados e Analise dos Resultados

Por uma questao de conveniéncia, decidimos utilizar os mesmos problemas de
otimizagao de portfélio presentes nos trabalhos de [40, 49] com algumas modificagoes.

Sao cinco problemas de portfélio no total, com dimensoes n = 6,31, 85,89 e 98,
os dois primeiros usaremos para mostrar nossas aproximacoes da fronteira de Pareto,
enquanto os ultimos trés sao usados na analise de perfis de desempenho.

Comecemos falando sobre o problema de dimensao n = 6, denominaremos ele
assim como o autor [40] de Caso Simples. O vetor de retorno esperado e a matriz de

covariancia desse problema sao dados por:

v = (0.021,0.04, —0.034, —0.028, —0.005, 0.006) ",

.
0.038 0.020 0.017 0.014 0.019 0.017

0.020 0.043 0.015 0.013 0.021 0.014
0.017 0.015 0.034 0.011 0.014 0.014
0.014 0.013 0.011 0.044 0.014 0.011
0.019 0.021 0.014 0.014 0.040 0.014
0.017 0.014 0.014 0.011 0.014 0.046

Segundo [40], esse exemplo foi pensado para demonstrar as propriedades do pro-



Experimentos Numéricos 116

blema e do algoritmo de um modo simples de visualizar. Sua matriz de covariancia é
simétrica, positiva definida e alguns dos ativos apresentam uma média de retorno nega-
tiva. Quanto aos outros quatro problemas de portfélio, foram obtidos na Biblioteca OR de
Beasley, (https://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/orlib/portinfo.html), veja
também [24].

Eles foram desenvolvidos no trabalho de [49], ao selecionar os indices de cinco
mercados de capitais ao redor do mundo, no periodo de marco de 1992 até setembro de
1997, sao representados por “Port 1”7 (Hang Seng - Mercado de Hong Kong) com n = 31
ativos, “Port 2”(DAX100 - Mercado da Alemanha) com n = 85 ativos, “Port 3”(FTSE
100 - Mercado do Reino Unido) com n = 89 ativos e “Port 4” (S&P - Mercado dos Estados

Unidos) com n = 98 ativos.

Na biblioteca OR, encontramos o retorno médio e o desvio padrao do retorno
para todos os pares de ativos presentes em cada arquivo, do “Port 17até o “Port 4”, entao
para nossa pratica, criamos um codigo na linguagem Python para retirar esses dados e
construir o vetor de retorno esperado e uma matriz que covariancia. A biblioteca também
oferece as fronteiras de Pareto irrestritas de cada portfélio, obtidas de [49] ao completé-las
pelo método da soma ponderada com meta-heuristicas, nao foi necessario utiliza-las em

nossos experimentos, mas elas poderiam ser usadas como terceira via comparativa.

Para formar uma aproximagao da fronteira de Pareto com esse algoritmo, im-
plementamos também nesse experimento uma filtragem de dominancia entre as solugoes
encontradas via multi-start. Nesse processo, para cada ponto inicial zF = (2%, y*), apli-

1

camos o Algoritmo (8), obtendo 2**! em seguida definimos o par (2**! F(2**1)) no

conjunto auxiliar N Dy para verificarmos se existe algum par (u, F'(u)) € NDy tal que
F(u) S F(2*1), isto 6, F(u) domina F(2**1).

k+1 ¢ mantemos NDj; = ND;. E se nao

Caso exista, entao nao introduzimos z
existir, retiramos de N D}, todo vetor (u, F(u)) tal que F(u) é dominado por F(z**1),

definindo N Dy, agora como
NDyiy = NDi/{(u, F(u)) € NDy, | F(z"") S F(u)} U {(z""1, F(2")}.

Com efeito, apds cada inicio do multi-start, guardamos apenas aquelas solucoes
que sao nao dominadas por nenhum outra solucao encontrada. Veja abaixo um exemplo
de como a filtragem da dominancia entre as solugoes permite uma melhor visualizacao da

fronteira de Pareto aproximada.
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Figura 4.6: Aplicacao do filtro de dominancia no Algoritmo 8.

Uma estratégia alternativa que pode trazer beneficios para a construcao da fron-

teira de Pareto ¢ discutida em [36] com o método Sparse Front Steepest Descent (SFSD).

Este método percorre a fronteira de Pareto e analisa diretamente conjuntos de suporte

(conjunto dos indices de um vetor cujas componentes sdo nao nulas) e super suporte

(conjuntos de suportes de diferentes pontos). Como nosso cédigo ja se mostra pratico

na aproximagao da fronteira de Pareto, decidimos nao aplicar essa estratégia, mas em

trabalhos futuros o uso do SFSD sera uma boa alternativa.

Observagao 4.2 A sequir, temos algumas observagoes sobre nossa abordagem.

1.

Nosso codigo foi inspirado no trabalho de [39], assim como ele, para guardar o
balanceamento trade-off entre a viabilidade e otimalidade, isto €, o valor de F(x) e
as restricoes de Hadamard, decidimos escolher convenientemente o parametro inicial

70 > 0 com a mesma ordem de magnitude do autovalor da matriz de covariancia Q).

2TQx

2Tz

Para isto, usamos o quociente de Rayleigh, ao tomar z = Qe e 1o = , gerando

assim uma boa estimativa para o maior autovalor de ().

k+1

Como queremos fazer ||z* o y**1|| — 0 ao longo do processo de convergéncia do

algoritmo, utilizamos no Passo 3b. as sequintes atualizacoes para os parametros T

en:

(n —a) AR Land

om (2F )T Qa1

Thtl = M1 Tk COM Mg = Mg + m>1. (4.8)

Perceba que a atualizagao de n € controlada pela razao entre o wvalor absoluto do
retorno [v' x| e o risco atual \/(x*1)TQx 1. Na maioria de nossos experimentos,
a sequéncia do parametro de penaliza¢io {Tg}ren tem um crescimento estdvel e
garantindo a convergéncia do produto de Hadamard para zero. Mas caso a matriz

@ possua muitas entradas, levando a uma demora maior para a convergéencia, Ty
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pode aumentar demais e causar erros de overflow, por isso recomendamos também

a limitacao de .

3. No Passo 3. do algoritmo atualizamos o parametro de penalizacao T e o wvetor

Mo yb | > ——||2% o y*||, a iteragdo
A . . .~ ., k+1 , .
apresentou uma tendéncia a se desviar da regiao vidvel, logo € realizado o salto

Lagrangeano \ da segquinte forma. Caso ||z

multiplicativo do parametro de penalidade 1,. Do contrario, a iteracao se aproxima

k+1

da viabilidade, ||z**1 o y**Y|| continua a tender para zero e o parametro auziliar my

nao precisa ser atualizado.

4. Semelhante ao algoritmo de [39], atualizamos o vetor dos multiplicadores de La-
grange através da projecao em uma caiza compacta [Amin, Amax| - Para cada 1 <

j < n, \F € obtido através de

)\f“'Jrl = min{max{ Ay, (/\’7C + Tk(l’k—H o yk“))i}, Amax |-

De modo a comparar qual entre as penalizagoes implementadas em nosso algo-
ritmo tem um melhor desempenho e apresenta uma melhor aproximagao de sua fronteira
de Pareto com a fronteira do método MIQP CPLEX, escolhemos para os dois problemas
inicias de portfélio quatro instancias de 1 < a < n, rodando com 300 pontos iniciais, e

nos outros trés problemas, escolhemos 25 instancias, com 30 pontos iniciais para cada «.

Como critérios do Algoritmo 8, temos tol; = 107%, toly = 107, o subproblema
para obter direcao de busca utiliza f;,; = 1079 para Caso Simples e Port 1, e f,; = 107%
para Port 2, 3 e 4. Em todos os experimentos, o método de Dykstra utiliza 500 ciclos com
tolerancia de 10712, Em todos os testes, usamos [Amin, Amax| = [—10%,10%]", com \° = 0.

Vamos comegar com o Caso Simples e o Port 1.

Na Figura 4.7, podemos observar as solucoes nao dominadas no espaco dos ob-
jetivos tanto da penalizacao AL-Quad quanto na penalizacao AL-Exp. Perceba que a
quantidade de pontos encontrados para cada cardinalidade estda diminuindo, isso era es-
perado por nés, uma vez que a quantidade de zeros no vetor x aumenta, o conjunto viavel
tende a diminuir. Isso também é observado nesse mesmo exemplo para otimizagao escalar

em [40], indicando que essa caracteristica se mantém no multiobjetivo.
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Figura 4.7: Imagens das solu¢oes nao dominadas de cada fronteira de Pareto encontrada
no espaco dos objetivos (Quad/Exp) - Caso Simples.

Na sequéncia, podemos comparar visualmente a aproximacao da fronteira de
Pareto gerada pelo MIQP usando o CPLEX, juntamente com aproximacgao obtida de
cada método de penalizacao. Perceba que a fronteira fica mais irregular para valores de
a < n, isso ocorre por conta da restricao de cardinalidade, tornando a curva da fronteira

nao convexa.
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Figura 4.8: Comparacao entre a fronteira de Pareto obtida pelo MIQP e pelo Algoritmo
8 (Quad/Exp) - Caso Simples.

Note que a imagem de diversas solugoes de nossas implementagoes estao proximas
ou atingiram os pontos da fronteira do MIQP. Em relacao ao tempo de execucao do
algoritmo para cada tipo penalizacao, apresentamos na Tabela 4.6 a soma total dos tempos
(em segundos) dos procedimentos externos para todos os 300 inicios realizados com multi-

start, além da média aritmética desses tempos, para as quatro restrigoes « distintas.
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« AL-Quad (Total) | AL-Quad (Média) | AL-Exp (Total) | AL-Exp (Média)

1 196,6436 0,6555 296,9312 0,9898

2 251,3295 0,8378 316,8124 1,0560

4 262,1004 0,8737 332,4310 1,1081

6 232,0760 0,7736 275,3316 0,9178
Soma 942,1495 1.221,5062

Tabela 4.6: Comparacao de tempos entre os algoritmos AL-Quad e AL-Exp para diferentes
valores de o - Caso Simples.

Podemos observar que o algoritmo 8 com penalizacao quadratica apresentou tem-
pos de execucao melhores em comparagao com a penalizagao exponencial, especialmente
para melhores valores de a. Isso sugere que a penalizacao quadratica venceu a exponen-
cial para o problema Caso Simples. No total, levou aproximadamente, 15 minutos para o

caso quadratico e 20 minutos para o exponencial.

O problema Caso Simples foi retirado do texto de [40], mas foi apresentado pri-
meiro por Markowitz em [22]. Em seu trabalho, foi encontrado como minimizador do

problema escalar de otimizagao de média variancia
z* = (0.0961,0.1168, 0.2625, 0.2140, 0.1429, 0.1677) ",

apresentando um o retorno médio de —0.0079 e 0.1379 de risco, esse ponto ¢ bem aproxi-
mado nas aplicagoes anteriores em AL-Quad e AL-Exp, sua localizacao é a ponta inferior

da curva.

Considere agora Umin (VUmax) cOmMo o menor (maior) retorno esperado entre os
portfélios ndo dominados naquele algoritmo, e também, Qunin (Qmax) © menor (maior) risco
entre todos os portfélios nao dominados. Também consideramos Cardy, (Cardyay) como
a menor (maior) cardinalidade encontrada. Assim, as tabelas mostradas na sequéncia,
condensam, para cada «, os extremos encontrados de retorno, risco e nimero de ativos
dentro da frente de Pareto gerada por cada método.

Portanto, esses extremos sao valores internos de cada fronteira e nao uma com-
paragao global entre os trés métodos. FEssa escolha de tabela é mais simples, devido a
quantidade de resultados obtidos, e também porque os dados extremos de uma fronteira

de Pareto sao os valores mais atraentes para um investidor.
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Método VUpnin Umax Qmin Qmax  Cardyy,  Cardpay
AL-Quad -0.0340 0.0400 0.1844 0.2074
AL-Exp  -0.0340 0.0400 0.1844 0.2074
MIQP -0.0340 0.0400 0.1844 0.2074
AL-Quad -0.0205 0.0400 0.1592 0.2074
AL-Exp  -0.0317 0.0400 0.1568 0.2074
MIQP -0.0315 0.0400 0.1567 0.2074
AL-Quad -0.0188 0.0400 0.1408 0.2074
AL-Exp  -0.0181 0.0400 0.1407 0.2074
MIQP -0.0179 0.0400 0.1407 0.2074
AL-Quad -0.0071 0.0400 0.1380 0.2074
AL-Exp  -0.0079 0.0400 0.1380 0.2074
MIQP -0.0079 0.0400 0.1379 0.2074

DO OOk kR R NN -~ —D
e e e e e e e
OO DD RN =

Tabela 4.7: Resumo dos retornos esperados e riscos do problema Caso Simples: AL-Quad
vs AL-Exp vs MIQP.

Economicamente falando, os termos positivos de v indicam uma rentabilidade
esperada, enquanto que os negativos expressam uma expectativa de perda da carteira de
investimento. No caso do risco, quanto menor ele for em comparagao aos demais, mais
conservadora e segura € a carteira de investimento, e quanto maior ele for, maior é o

perigo de sua compra.

Por exemplo, para a = 1, todos devolveram o mesmo par de retorno vy, =
—0.03400 e vpax = 0.04000, na compra de um ativo para formar seu portfdlio, entre os
portfélios nao dominados encontrados pelo método, um desses portfélios tem um retorno
esperado negativo de —3.4%, ou seja, uma perda de capital e o portfélio de maior ganho
apresenta 4% de retorno da aplicagao. Também exibiram portfélios com os mesmos riscos,
todas as carteiras encontradas sao compostas de apenas um ativo, respeitando assim a

restricao do problema.

Para a = 2, AL-Quad surpreende encontrando uma carteira com um retorno
minimo melhor que os outros dois, mas MIQP tem carteiras com um menor risco. Em
relacao aos outros parametros, todos ficaram empatados. Em a = 4, MIQP leva vantagem
apenas no retorno minimo, ficando empatado com AL-Exp, ou seja, ambos encontraram

carteiras com o mesmo retorno maximo e risco minimo (maximo).

Em a = 6, AL-Quad encontrou uma carteira menos negativa (—0.71%), enquanto
MIQP e AL-Exp empatam em @, com o melhor sendo de 4% em todos os métodos.
Na pratica, se tratando de valores extremos, nenhum método foi dominante nesse expe-
rimento, MIQP apresentou um desempenho um pouco melhor nos casos o = 2,4, mas
depois foi alcancado em o = 6. Os trés métodos respeitaram a restricao de cardinali-
dade, nao ultrapassando o limite de ativos imposto para o portfolio. Deste modo, os
métodos AL-Quad e AL-Exp apresentaram um bom desempenho para um problema de

baixa dimensao.
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As préximas imagens sao uma comparacao entre as fronteiras de Pareto determi-

nadas por AL-Quad e AL-Exp para o problema Port 1.
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Figura 4.9: Imagens das solucoes nao dominadas encontradas no espaco dos objetivos

(AL-Quad/AL-Exp) - Port 1.

Com o crescimento da dimensao do problema para n = 31, a dificuldade com-
putacional também aumentou. O tempo de execugao de AL-Quad foi um pouco melhor
em comparacao com AL-Exp, como podemos observar na Tabela 4.8 ao comparar seus
tempos totais e médias para os 300 inicios usando multi-start. Ao todo, foi preciso de,
aproximadamente, 1 hora e 30 minutos para AL-Quad aplicar todos os pontos em todas

as restricoes «, enquanto que AL-Exp precisou de 1 hora e 32 minutos.

AL-Exp (Total)

AL-Exp (Média)

«@ AL-Quad (Total) | AL-Quad (Média)

1 1.481,8014 4,9393 1.547,2410 5,1575

5 1.360,6056 4,5354 1.404,2982 4,6810

20 1.430,6330 4,7688 1.435,5103 4,7850

31 1079.9796 3,0999 1.119,4250 3,7314
Soma 5.353,0196 5.521,256

Tabela 4.8: Comparacao de tempos entre os algoritmos AL-Quad e AL-Exp para diferentes
valores de « - Port 1.

Uma observacao sobre o limite de tempo sobre o algoritmo MIQP CPLEX,
“mdl.parameters.timelimit = x 7, usamos x = 30s nos problemas Caso Simples e Port
1, porque este tempo se mostrou suficiente para encontrar as solucoes 6timas, enquanto

que para Port 2, 3 e 4, recomendamos usar z = 120s.

Apos gerar 300 pontos iniciais pelo multi-start para cada «, apenas algumas
solugoes nao dominadas atingiram a fronteira de Pareto do MIQP, enquanto que os pontos
restantes, mesmo satisfazendo as condi¢oes do problema, aparecem “dentro”da curva da
fronteira do MIQP.
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Figura 4.10: Comparacao entre a fronteira de Pareto obtida pelo MIQP e pelo Algoritmo
8 (AL-Quad/AL-Exp) - Port 1.

Segue também a tabela com o resumo valores extremos da aplicacao do nosso
método com os dois tipos de penalizacao para o problema de portfélio Port 1, juntamente
com os resultados do MIQP.

o«  Método Urnin Umax Qmin Qmax  Cardyi, Cardpa
1 AL-Quad 0.0058 0.0109 0.0358 0.0691 1 1
1 AL-Exp 0.0058 0.0109 0.0358 0.0691 1 1
1 MIQP  0.0058 0.0109 0.0358 0.0691 1 1
5 AL-Quad 0.0038 0.0109 0.0299 0.0691 1 4
5 AL-Exp 0.0037 0.0109 0.0299 0.0691 1 5
5 MIQP  0.0026 0.0109 0.0257 0.0691 1 5
20 AL-Quad 0.0033 0.0109 0.0283 0.0691 1 13
20 AL-Exp 0.0022 0.0109 0.0282 0.0691 2 14
20 MIQP  0.0028 0.0109 0.0253 0.0691 1 12
31 AL-Quad 0.0026 0.0105 0.0284 0.0648 2 22
31 AL-Exp 0.0026 0.0105 0.0283 0.0643 2 23
31 MIQP  0.0028 0.0109 0.0253 0.0691 1 12

Tabela 4.9: Resumo dos retornos e riscos do problema Port 1: AL-Quad vs AL-Exp vs
MIQP.

A luz da Tabela 4.9, para o = 1, todos os métodos possuem um portfélio com
retornos e riscos minimos (ou méaximos) iguais. Logo, o problema de o = 1 foi trivial
para os trés métodos. Com o = 5, MIQP apresentou carteiras com o menor risco minimo,
seguido pelos outros dois métodos com o mesmo valor. Os trés possuem carteiras com
retorno maximo de 1.09% e risco méaximo de 6.91%. O melhor minimo retorno é dado por
AL-Quad, garantindo carteiras de investimento com até 4 ativos e com 0.38% de retorno

esperado, seguido por AL-Exp e MIQP, todos apresentando um retorno positivo.

Para o = 20, AL-Quad apresentou ter portfélios com os melhores retornos
minimos, todos com pelo menos 0.33% de retorno. Os trés métodos mostraram ter

carteiras de investimento com os mesmos retornos e riscos maximos, Uma.x = 1.09% e
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Qmax = 6.91%, o porque fica mais evidente na fronteira de Pareto, apesar da maioria dos
pontos nao dominados estarem abaixo da frente de MIQP, para um alto valor de risco,

AL-Quad e AL-Exp conseguem alcancar essa fronteira.

Em relacao a cardinalidade, AL-Exp possui carteiras mais diversificadas entre
os trés métodos, compostas de no minimo 2 ativos e no maximo 14 ativos, seguido por

AL-Quad com no maximo 13 ativos e MIQP com até 12 ativos.

Quanto a o = 31, MIQP encontrou portfélios com um melhor retorno minimo,
0.28%, um pouco a mais do que 0.26% dos outros dois métodos. Além disso, também
exibiu carteiras com maior retorno e menor risco minimo. Ja AL-Exp, apresentou car-
teiras um risco méximo menor, 6.43%, indicando uma fronteira de Pareto mais focada
em portfolios menos volateis e, também possui carteiras mais diversificadas, com até 23

ativos, seguido de perto por AL-Quad com 22 ativos e 12 com MIQP.

Deste modo, apesar do MIQP apresentar uma fronteira de Pareto mais suave
e com melhor volatilidade na maioria das instancias, os dois métodos de penalizacao

apresentaram suas préprias vantagens.

Com os dados disponiveis até o momento, nao conseguimos decidir qual pena-
lizagao apresentou as melhores vantagens, mas ambas demonstraram a capacidade de

construir boas aproximacoes da fronteira de Pareto e de atingir seus extremos.

Também testamos esses problemas de portfélio com o Algoritmo 7, utilizando
o termo de penalizagdo externa Tp(z,y) = 7||x o y||*. Essa abordagem precisou de 43
minutos para concluir o Caso Simples e 2 horas e 20 minutos para concluir o Port 1, bem
mais do que os métodos com Lagrangiano aumentado. Assim, mantivemos nosso foco

apenas no Algoritmo 8.

Em seguida, exibimos os perfis de desempenho com as métricas de Hipervolume,

Purity, I' — Spread e tempo de CPU para obter uma melhor andlise. Basicamente, para
cada método s € {AL-Quad,AL-Exp},

1
ps(1) = —Hp=1,...,0p :1ps < T}
ap

onde a, = 25 é o nimero de problemas (instancias) para cada perfil, em nosso caso,

teremos para n = 85,
a=11,2,3,4,5,6,7,8,10,15,20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 82, 85],
para n = 89 sao analisados

a=[1,2,3,4,5,6,7,8,10, 15,20, 25,30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 89],
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e por fim, para n = 98, sao
a=11,2,3,4,5,6,10,15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 98|.

Para cada «, aplicamos 30 pontos iniciais para construir aproximacgoes de cada

fronteira de Pareto.

4.5.1 Perfis de desempenho: Hipervolume

Relembrando que Hipervolume é uma métrica que mede o volume (ou a édrea)
da regiao dominada, formada através dos pontos da fronteira de Pareto aproximada e do
ponto de referéncia.

Em nosso problema bi-objetivo, estaremos medindo a area total da regiao de
pontos dominados, formada pela uniao dos retangulos em seu interior. Quanto maior essa
métrica, mais préximo da fronteira de Pareto 6tima estamos.

Para os problema de portfélio Caso Simples e Port 1, com restricao de cardinali-
dade a = 6 e a = 31, respectivamente, as Figuras (4.11) e (4.12) apresentam a construcao
do Hipervolume a partir dos pontos nao dominados gerados por cada método, enquanto

também usando a frente de MIQP como comparagcao.

0.04 —— AL-Quad a=6 0.041 —— AL-Expu=6
O MQPa=6 0O wmQPa=s6
0.03 1 @ Ponto de referéncia _d 0.03 1 @ Ponto de referéncia _g
0.02 1 0.02 1
o 0.011 o 0014
= =
A P
Q =]
‘© 0.00 ‘© 0.00
x o E
-0.01 -0.01 1+
-0.02 1 -0.02
—0.03 1 -0.03 4
014 0.16 0.18 020 ® 0.14 0.16 0.18 020
Risco Risco

Figura 4.11: Construcao do Hipervolume no problema Caso Simples - (AL-Quad/AL-
Exp).
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Figura 4.12: Construcao do Hipervolume no problema Port 1 - (AL-Quad/AL-Exp).

Tomando a fronteira de Pareto do MIQP como referéncia, podemos medir quanto
da area abaixo dela é obtida pelos outros dois métodos, fazendo uma simples divisao entre

o Hipervolume do método de penalizacao pelo Hipervolume do MIQP.

Assim, obtemos que AL-Quad cobre 98.8% do Hipervolume do MIQP, enquanto
AL-Exp teve uma aproximacao de 98.9% do Hipervolume dessa drea. Na prética, ambos
os métodos tiveram um desempenho semelhante para o problema de baixa dimensao. No
Port 1, o Hipervolume de MIQP obtido por AL-Quad chegou a 89.5%, enquanto que
AL-Exp teve 88.3%.

Novamente, os dois métodos tiveram uma atuacao semelhante até esse nivel de
dimensao. O método MIQP CPLEX permaneceu melhor nesses testes iniciais, mas se um
investidor admitisse um desvio para a métrica Hipervolume de até 1% para o problema
Caso Simples e de 10.5% até 11.7% com o Port 1, entdo os dois métodos passariam a
serem opgoes de analise de carteiras de investimentos comparaveis ao MIQP CPLEX.

Essa é apenas uma das formas de utilizar o Hipervolume na analise da fronteira
de Pareto. Vamos agora utilizar o perfil de desempenho de [11] como instrumento de

estudo.

Estabelecemos para cada problema Port 2 (n = 85), Port 3 (n = 89) e Port 4
(n = 98), 25 restrigoes de cardinalidade usadas como instancias, do qual computamos o
Hipervolume total da fronteira de Pareto para cada instancia e a razao r,,. A medida
que 7 aumenta, mais instancias vao pertencer ao conjunto {s : r, s < 7}, fazendo a fungao

ps(T) crescer até 1.

Nestes graficos, ps(7) indica, em funcao de 7 > 1, a proporcao de instancias onde
o desempenho do algoritmo satisfaz, naquele problema, o fator 7 do melhor algoritmo, ou
seja, para cada 7 analisamos quantas instancias satisfazem r, ; < 7. Entao, por exemplo,
suponhamos que 7 = 1 e pguad(1) = 0.5 (ou seja, 50%), isso significa que metade das
instancias do método AL-Quad atingiram exatamente o melhor Hipervolume, ou seja, foi

o melhor método para metade dos problemas.
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Agora, se T = 1.2 € pouaa(1.2) = 0.7, entao, significa que em 70% das instancias,
o algoritmo AL-Quad obteve
v,

—pmelhor — 0.833 X H V) methor

HYV, ouad =
pQuad = "o

isto é, em 70% das instancias, o valor do Hipervolume por AL-Quad foi, pelo menos,

83,3% do melhor Hipervolume.

Observando os perfis de desempenho para Hipervolume (4.13), em Port 2 com
7 = 1 a curva de AL-Quad comeca em pgu.qi(l) = 0.6, indicando que em 60% das
instancias, este método obteve o melhor Hipervolume. Portanto, para valores pequenos
de 7 a curva de AL-Quad estd acima de AL-Exp, indicando que foi mais eficiente que a

penalizagdo exponencial, que teve pg,,(1) = 0.45.

Em seguida, pouco apéds o inicio temos AL-Exp superando AL-Quad, logo depois
em t ~ 1.13 ele atinge pg,,(t) = 1, mostrando uma melhor robustez em comparacao com

a penalizacao quadrética nesse exemplo.

No problema Port 3, o perfil de Hipervolume mostra pg.,(1) ~ 0.80, entao, em
80% das instancias, AL-Exp obteve o melhor Hipervolume, apresentando uma melhor
eficiéncia em comparacado com pguaa(l) ~ 0.35. Conforme o crescimento do fator de
comparacao, AL-Exp permanece na lideranca, cobrindo todas as instancias em 7 ~ 1.25,
ou seja, em 100% das instancias, AL-Exp foi, pelo menos 75% do valor do melhor Hi-
pervolume. Do outro lado, a penalizacao quadratica sé cobre todas as instancias com
T~ 1.78.

Em Port 4, AL-Quad retorna como o método com maior eficiéncia, apresentando
Pouad(1) = 0.80, ou seja, em 80% das instancias, a penalizagdo quadrética obtém o melhor
HYV possivel, enquanto que pgy,(1) ~ 0.33. Conforme 7 aumenta, AL-Exp empata com
AL-Quad em alguns momentos, mas termina sendo superado por AL-Quad, que atinge
todas as instancias em 7 ~ 1.35, ou seja, em 100% das instancias, este método chegou
a ser até 35% do valor do melhor Hipervolume. Enquanto isso, a curva de AL-Exp se

mantém constante por um momento, com pgg, = 1 em t ~ 1.62.

Portanto, o método AL-Quad foi o mais eficiente nos problemas de portfélio Port
2 e Port 4, resolvendo uma maior fracao de instancias com um menor fator de comparacao,
além de ser também o método com melhor robustez no tltimo problema. Por outro lado,
o método AL-Exp também teve um bom desempenho, sendo o mais robusto em Port 2 e
Port 3.

Assim, com relagao a métrica Hipervolume, podemos dizer que cada método
apresentou suas proprias vantagens, nenhum deles sendo mais dominante que o outro
em todos os casos. Se um investidor deseja escolher o método com base no critério de
eficiéncia, o mais indicado seria AL-Quad. E se o critério for robustez, entao AL-Exp é a

escolha natural.
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Figura 4.13: Perfis de desempenho entre as penalizagoes AL-Quad e AL-Exp via métrica
de Hipervolume - Port 2, 3 e 4

4.5.2 Perfis de desempenho: Purity

Na sequeéncia, estudamos a métrica Purity em cada instancia. Sabemos que essa
métrica representa a porcentagem de pontos nao dominados obtidos pelo método que
pertencem exatamente a fronteira de Pareto de referéncia, entdao Pur,s € [0,1]. Além

disso, conforme Pur, s cresce, menor ¢ o valor de ¢, = 1/Pur, ; e, portanto, melhor.

Observando agora o perfil de desempenho da métrica Purity 4.14 para Port 2, o
método AL-Quad se mostrou como o mais eficiente com pguqq(1) = 0.6, isto é, para 60%
das instancias esse método obteve a melhor Purity. Embora o método AL-Exp tenha uma
eficiéncia menor, com pg,,(1) = 0.40, com o crescimento do fator de comparagao, AL-Exp
atinge a mesma cobertura de AL-Quad duas vezes,em 7 =2 e 7 =4. Em 7 =5, a curva
de AL-Quad atinge o valor p = 1, isto é, em todas as instancias, sua Purity nunca ficou
abaixo de 20% da melhor Purity (1/5 =~ 0.20). A medida que 7 cresce, AL-Exp consegue

uma cobertura total das instancias em 7 = 7.

Na sequéncia com Port 3, o método AL-Quad comeca com um valor maior de
Purity, com pouea(l) = 0.69 contra pg,,(1) = 0.35. Conforme 7 cresce, AL-Exp supera
AL-Quad e alcanca todas as instancias em 7 &~ 1.6, indicando ser o método mais robusto.

A penalizacao quadratica alcanca essa marca apenas com 7 & 2.5.
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Figura 4.14: Perfis de desempenho entre as penalizagoes AL-Quad e AL-Exp via métrica
de Purity - Port 2, 3 e 4.

Para Port 4, desta vez AL-Exp comega na frente com pg,,(1) ~ 0.35, ou seja, em
35% das instancias esse método obteve a melhor métrica de Purity, por outro lado, AL-
Quad consegue este feito em, aproximadamente, 25% delas. Com o crescimento do fator
de desempenho, AL-Exp empata com AL-Quad em ¢ = 1.25, mas o supera completamente
na sequéncia, atingindo todas as instancia com ppg,,(1.7) = 1 contra pgu.d(3.5) = 1, ou
seja, em todas as instancias estudadas, a métrica de Purity de AL-Exp nunca esteve
abaixo de 59% (1/1.7 ~ 0.59) da melhor Purity.

Dos trés problemas de portfélio, AL-Quad foi, em média, o método de penalizacao
mais eficiente porque apresentou pgueq(l) maior do que pg.p(1) na maioria dos casos,
lembrando que eficiéncia indica a capacidade de resolver a maior fracao de instancias
em uma menor medida de comparacao. Em termos de robustez, AL-Exp obteve uma
cobertura total das instancias com valores menores de 7 em comparacao com AL-Quad,

em Port 3 e Port 4, mas esse ultimo se manteve melhor em Port 2.

4.5.3 Perfis de desempenho: I' — Spread

Os préximos perfis de desempenho utilizam a métrica I' — Spread para avaliar a
distribuicao da fronteira de Pareto encontrada por esses métodos, ou seja, quao unifor-

memente distribuidos estao os pontos nao dominados da fronteira de Pareto aproximada.
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Lembrando que essa métrica nao exige a conversao da medida para sua inversa,

logo quanto menor o valor de I' — Spread, melhor sera a qualidade da cobertura obtida.
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Figura 4.15: Perfis de desempenho entre as penalizacoes AL-Quad e AL-Exp via a métrica
I' — Spread - Port 2, 3 e 4.

Analisando Port 2, o método AL-Exp se mostrou o mais eficiente, comecando
com ppg(1) = 0.6 enquanto pguea(l) ~ 0.52. Com o crescimento do fator de com-
paracao, AL-Quad ultrapassa AL-Exp e atinge todas as instancias em, aproximadamente,
Pouad(1.25) = 1, com seu concorrente conseguindo esse feito apenas com pp,,(7.5) = 1.
Quanto ao problema Port 3, AL-Quad foi dominante, obtendo uma melhor eficiéncia e
robustez em comparacao com AL-Exp. Como prova dessa eficiéncia, temos pouaa(l) =~

0.8 > ppap(l) = 0.55, quanto a robustez, temos pgu.d(1.5) = 1, feito que s6 é alcangado

por AL-Exp em 7 ~ 5.5.

Agora com o perfil de Port 4, o método AL-Exp apresentou a melhor eficiéncia,
com ppLp(l) & 0.85 contra poued(l) =~ 0.2, ou seja, em 85% das instancias analisadas,
AL-Exp obteve o melhor I' — Spread em comparacao com AL-Quad, que apenas teve a
melhor medida em 20%. Conforme cresce o fator de comparacao, AL-Exp se mantém na
lideranca sobre AL-Quad, obtendo pgy, = 1 quando 7 ~ 1.65, enquanto que pgued = 1
com 7 ~ 1.85. Logo, AL-Quad também demonstrou ter a melhor robustez em comparacao
com AL-Exp para Port 4.

Deste modo, pela métrica I' — Spread, o método AL-Exp apresentou a melhor

eficiéncia em dois dos trés problemas de portfélio (Port 2 e 4), enquanto AL-Quad ganhou
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em Port 3. Com relacao a robusteza, AL-Quad provou ser um método mais robusto para
Port 2 e 3, ja AL-Exp liderou apenas no problema Port 4.

Os dois métodos apresentaram um desempenho aproximado com rela¢ao a métrica
I' — Spread, ambos foram dominantes em pelo menos uma questao de portfélio, enquanto
que no Port 2, AL-Exp foi o mais eficiente e AL-Quad o mais robusto. Podemos concluir
que ambos os métodos ofereceram fronteiras de Pareto com uma distribuicao uniforme-

mente semelhante ao outro. Por fim, vamos analisar os perfis de desempenho usando a

métrica de tempo de CPU.

4.5.4 Perfis de desempenho: Tempo de CPU

Observando o perfil de desempenho em (4.16) do problema Port 2, o método
AL-Quad apresentou uma vantagem inicial sobre o método AL-Exp, com pguaq(1) = 0.9
contra pp.,(1) = 0.2, entdo em 90% das instancias, a penalizagdo quadratica obteve o
melhor tempo, com a penalizacao exponencial conseguindo apenas 10% das instancias.

Assim, o AL-Quad demonstrou uma eficiéncia melhor nesse caso.
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Figura 4.16: Perfis de desempenho entre as penalizacoes AL-Quad e AL-Exp via métrica
de tempo de CPU - Port 2, 3 e 4.

Além disso, com o crescimento do fator de comparagao, observamos AL-Quad

cobrir todas as instancias antes de AL-Exp, com pgueq = 1 em, aproximadamente, 7 ~

1.025, enquanto pgy, = 1 com 7 ~ 1.40. Portanto, em todas as instancias, AL-Quad

nao ficou mais do que 2.5% acima do melhor tempo de CPU. Lembrando que p4(T)
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indica a fracao de problemas solucionados cujo tempo do algoritmo s para cada « satisfaz
Tps <7tmin{7, | s € S}. Logo, AL-Quad também foi o mais robusto em Port 2.

Nos problemas de portfélio Port 3 e Port 4, AL-Quad novamente dominou AL-
Exp, sendo o método mais eficiente e robusto para essa métrica. Em Port 3, observamos
Pouad(l) = 1, enquanto que em Port 4, ele apresenta pguqq(l) ~ 0.85 contra pg.,(l) =
0.15. E como prova de robustez de AL-Quad, pgues = 1 em, aproximadamente, 7 ~ 1.08,

enquanto pg., = 1 em 7~ 1.5.

Em resumo, AL-Quad apresentou uma clara dominancia quanto ao tempo com-
putacional, sendo o método com melhor eficiéncia e robustez para essa métrica em todos
os problemas de portfélio. Na pratica, se um investidor procura um método com melhor

economia de tempo enquanto mantém a eficiencia, AL-Quad é a opcao certa.

Em relagao as outras métricas de qualidade e distribuicao de solugoes, as dife-
rencas entre os dois métodos sao menores, nao havendo uma dominancia completa entre
os dois. Observamos que AL-Quad demonstrou uma melhor eficiéncia na métrica Purity

em mais casos, o que implica em mais solugoes estarem na fronteira de Pareto aproximada.

Quanto a AL-Exp, este mostrou melhores valores de Hipervolume em pelo menos
dois problemas, principalmente na questao de robustez. Quanto a analise do I' — Spread,
as diferencas entre os dois métodos sao pequenas, apesar de haver casos especificos de
eficiéncia e robustez, essas diferencas nao sao tao evidentes como nos métodos anteriores.

Portanto, ambos conseguiram gerar fronteiras de Pareto bem distribuidas.

Importante observar que conforme as dimensoes dos problemas de portfélio au-
mentam, podemos notar AL-Quad lentamente superando AL-Exp para Hipervolume, e
um comportamento semelhante pode ser notado nos perfis de Purity e I' — Spread para
AL-Exp. Podemos entao deduzir que AL-Quad seja a melhor opgao para Hipervolume
e AL-Exp para Purity e I' — Spread quando trabalhados em problemas com dimensoes

maiores do que 0s Nossos.

Deste modo, nenhum método de penalizagao foi totalmente superior ao outro em
todos os critérios. Em problemas de portfélio com dimensoes semelhantes as nossas, caso
um investidor prioriza tempo de execugao e prefere um método mais consistente quanto

a eficiéncia na obtencao de pontos nao dominados, entao AL-Quad seria a melhor opgao.

Agora, se o investidor tem preferéncia pela qualidade total das solugoes, prin-
cipalmente em relagao ao Hipervolume, mas aceitando mais tempo de execucao, entao

AL-Exp seria a melhor indicacao.

No final, ambos os métodos de penalizagao sao altamente competitivos entre si,
com caracteristicas proprias que podem atender a necessidade de investidores interessados
em problemas de portfélio. Além disso, trouxeram uma boa exploracao do algoritmo

multiobjetivo para MOPCaC proposto.



Capitulo 5
Conclusoes e trabalhos futuros

Neste capitulo, apresentamos as conclusoes desta dissertacao, bem como as su-

gestoes para trabalhos que futuramente poderao ser desenvolvidos.

O objetivo de nosso trabalho foi realizar uma andlise tedrica dos problemas de
otimizacao mono-objetivo e multiobjetivo com restricao de cardinalidade, reunindo as
informagoes necessarias para desenvolver um algoritmo de otimizagao vetorial voltado para
MOPCaC. Esse algoritmo une ideias recentes da literatura, como a penalizacao vetorial
através do Lagrangeano aumentado, dualidade multiobjetivo e restricao de cardinalidade

com varidveis continuas.

No Capitulo 1 apresentamos conceitos de Analise em R", Otimizacao Convexa
e Dualidade em R para relembrarmos as defini¢oes e resultados presentes na Otimizacao
Escalar e como sao tratados na Otimizacao Multiobjetivo. Com o Capitulo 2, come¢amos
apresentando a otimizagao multiobjetivo, com seus principais conceitos antes de apre-
sentar a dualidade para MOP e abordamos o Método da Soma Ponderada como método
resolvedor comparativo para nossa pratica. Em seguida, apresentamos a Otimizacao Mul-
tiobjetivo, explicando minuciosamente seus principais conceitos com diferentes exemplos.
Também apresentamos os problemas multiobjetivo lineares e nao lineares, dando mais
foco aos nao lineares restritos. Por fim, fizemos um estudo aprofundado sobre o método
do gradiente projetado multiobjetivo com busca linear nao monoétona. Nesta secao, de-

monstramos também alguns resultados do nosso modo.

No Capitulo 3, nossa principal contribuigao foi desenvolver um algoritmo pratico
com Lagrangeano aumentado multiobjetivo para MOPCaC com variaveis continuas, es-
tendendo pesquisas anteriores de Lagrangeano aumentado mono-objetivo para CaC. Apre-
sentamos também o método sob duas penalizacoes diferentes para a restricao de Hada-
mard, a penalizacao quadratica e a exponencial. Propomos também resultados sobre sua
viabilidade e convergéncia sob hipdteses fortes, como eficiéncia fraca e eficiéncia propria

para dualidade.

Por fim, no tltimo capitulo, mostramos inicialmente aplicagoes experimentais do
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método do gradiente projetado em fungoes convexas e nao convexas, com o objetivo de
avaliar sua praticidade junto do resolvedor SLSQP e com auxilio externo do método de
Dykstra. No restante do capitulo, implementamos nosso algoritmo em diferentes proble-
mas de portfolio baseados no modelo de média variancia de Markowitz, considerando as
duas abordagens de penalizacao, as quais denominamos de AL-Quad e AL-Exp.

O objetivo principal dessa etapa foi comparar a construcao da fronteira de Pareto
obtida pelo nosso algoritmo (com ambas as penalizagoes) com um método presente na
literatura, o método da soma ponderada em formato MIQP. Além disso, analisamos qual
das duas penalizacoes propostas se mostrou mais vantajosa na construcao da fronteira de
Pareto e no tempo de processamento, utilizando perfis de desempenho.

Os resultados mostraram que nosso método é competitivo em relacao ao método
da soma ponderada em formato MIQP, tanto na construcao da fronteira quanto na ob-
tencao de seus valores extremos, principalmente em problemas de baixa dimensao, apesar
de exigir um tempo de processamento maior por conta da barreira entre o escalar e o
multiobjetivo.

Quanto a comparacgao entre AL-Quad e AL-Exp, analisamos os perfis de desem-
penho sob diferentes métricas e concluimos que nao houve uma penalizacao dominante
em todos os sentidos. Cada penalizacao mostrou vantagens préprias dependendo da di-
mensao do problema e da métrica utilizada. Em sintese, AL-Quad destacou-se em questao
de tempo de processamento e eficiéncia em certas métricas, enquanto AL-Exp prevaleceu

em questao de robustez em outras.

O trabalho realizado nos trouxe ainda outros pontos que podem ser abordados

em trabalhos futuros, descritos a seguir:

e Realizar uma andlise da viabilidade e convergéncia do método sob hipoteses mais
fracas como, por exemplo, a estacionariedade de Pareto com apenas um conjunto

de nivel compacto.

e Usar o Teorema 3.13 para mostrar que todo ponto de acumulacao de uma sequéncia

gerada por nosso algoritmo em um MOPCaC é um ponto fraco KKT.

e Fazer a andlise tedrica de segunda ordem (ou seja, condi¢oes que envolvem as deri-

vadas segundas) para que um ponto viavel seja eficiente.

e Realizar testes com o método do gradiente projetado multiobjetivo espectral (SPG-
MOP), realizando comparagoes entre ele e 0 PGM-MOP.

e Utilizar outras métricas comparativas como o A — Spread e o Additive Epsilon

Indicator usados em [20].

e Implementar heuristicas para obter uma fronteira de Pareto mais completa usando

o Método da Soma Ponderada, como foi sugerido por [49].



Conclusoes e trabalhos Futuros 135

e Substituir na construcao da fronteira de Pareto da nossa abordagem o multi-start

pelo método Sparse Front Steepest Descent (SFSD) e verificar possiveis diferengas.

e Estudar os meios de implementacao do Algoritmo de Dykstra 2 em nosso Algoritmo
para substituir o SLSQP na obtencao de dire¢oes de descida, usando-o em conjunto

com o PGM-MOP, semelhante ao que foi realizado em [13] no caso escalar.
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