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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para representar néo linearidades quadrati-
cas diretamente no dominio da frequéncia, utilizando o método dos minimos quadrados
e aplicada a andlise de equilibrio harmdnico. A proposta consiste em gerar diferentes
combinacdes de componentes harmonicas de entrada, reconstruir 0s sinais correspon-
dentes no tempo, aplicar a néo linearidade quadratica e, posteriormente, projetar os
resultados novamente no dominio da frequéncia.

Utilizando-se do conjunto de dados obtidos a partir dessa analise, é possivel , obter
uma correspondéncia entre os coeficientes de entrada e saida que permite construir um
modelo empirico do tipo caixa-preta. Esse modelo é capaz de capturar o efeito da nao
linearidade quadratica sem a necessidade de transformacdes entre dominios, o que
simplifica o processamento e mantém a consisténcia com os principios do equilibrio
harménico.

O modelo obtido € entédo aplicado diretamente em um sistema harménico, substituindo
o tratamento tradicional da ndo linearidade. Os resultados sdo comparados com uma
abordagem analitica da literatura e demonstram boa precisao e estabilidade, mesmo
diante de pequenas variacdes nas condi¢coes de entrada. Isso indica que a técnica
proposta é robusta e promissora para aplicagdes que envolvem anadlise de circuitos
com nao linearidades.

Palavras-chave: Equilibrio Harmonico, Nao Linearidade Quadratica, Minimos Quadra-
dos, Modelagem em Caixa-Preta, Dominio da Frequéncia.



ABSTRACT

This work presents a methodology to represent quadratic nonlinearities directly in the
frequency domain, using the least squares method and applied to harmonic balance
analysis. The proposed approach consists in generating different combinations of
input harmonic components, reconstructing the corresponding time-domain signals,
applying the quadratic nonlinearity, and subsequently projecting the results back onto
the frequency domain.

Using the dataset obtained from this analysis, it becomes possible to establish a
mapping between input and output coefficients that allows the construction of a black-
box empirical model. This model is capable of capturing the effect of the quadratic
nonlinearity without requiring transformations between domains, thus simplifying the
computational process while maintaining consistency with the principles of harmonic
balance.

The resulting model is then directly applied within a harmonic system, replacing the
conventional time-domain nonlinear treatment. The results are compared with an analyt-
ical approach found in the literature and demonstrate good accuracy and stability, even
under small variations in input conditions. These findings indicate that the proposed
technique is robust and promising for applications involving the analysis of circuits with
nonlinearities.

Keywords: Harmonic Balance, Quadratic Nonlinearity, Least Squares, Black-Box
Modeling, Frequency Domain.
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1 INTRODUGAO

A simulacdo computacional é uma ferramenta indispensavel no projeto e ana-
lise de circuitos elétricos, especialmente por permitir a antecipacdo de comportamentos
e a validacao de topologias antes da construcéo fisica. No entanto, circuitos com
elementos n&o lineares — como transistores e indutores — imp&em dificuldades adici-
onais a simulacao, exigindo um grande niumero de equagdes diferenciais e consumo
computacional elevado, especialmente em analises no dominio do tempo. Essa comple-
xidade resulta em maior tempo de simulagédo e na necessidade de rotinas numéricas
robustas, elevando o custo computacional do processo. Em contrapartida, técnicas que
operam no dominio da frequéncia, como o método do equilibrio harménico (Harmonic
Balance - HB), oferecem alternativas mais eficientes para analise de circuitos com nao
linearidades.

O método do equilibrio harmbnico se destaca por representar sinais peridédicos
como uma soma de componentes senoidais e cossenoidais, convertendo equacdes
diferenciais em um sistema de equagdes algébricas no dominio da frequéncia. No
HB tradicional, as dindmicas do circuito sao tratadas na frequéncia, enquanto as nao
linearidades sdo calculadas no dominio do tempo, a partir de transformacgdes inversas.
Esse processo, embora eficaz, ainda carrega as limitacdes inerentes a manipulacao de
sinais no tempo. O trabalho (Cordeiro, 2021) introduziu uma abordagem inovadora que
desloca o tratamento de uma néo linearidade quadratica também para o dominio da
frequéncia, por meio de manipulacdes trigonométricas aplicadas a fungdes polinomiais.
Essa técnica resultou em um erro quadratico médio (MSE) em comparacgao ao célculo
exato que diminuia conforme a quantidade de harménicas aumentava, demonstrando
maior fidelidade com o modelo exato a medida que se aumenta o nimero de harmonicas
consideradas.

Neste contexto, o presente trabalho propde uma extensdo dessa linha de
pesquisa ao utilizar o método dos minimos quadrados (MMQ) para representar nao
linearidades quadraticas diretamente no dominio da frequéncia, sem a necessidade de
manipulacdes trigonométricas aplicadas a fun¢des polinomiais de segunda ordem. Com
base em dados simulados de um circuito teste, busca-se ajustar um modelo em forma
de caixa-preta, cujos coeficientes harménicos descrevem a resposta n&o linear do
sistema. Essa abordagem visa combinar a robustez do HB com a flexibilidade do MMQ,
oferecendo uma metodologia alternativa para analise de circuitos com nao linearidades,
com potencial para reduzir os erros de aproximacao e ampliar a aplicabilidade de
ferramentas de simulagdo harménica em contextos reais, onde 0 modelo fisico completo
nao é facilmente obtido ou n&o é viavel. .
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1.1 OBJETIVOS

Definiram-se os seguintes objetivos para o presente estudo:

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é representar nao linearidades quadraticas no
dominio da frequéncia, utilizando o método de equilibrio harménico (Harmonic Balance
- HB), como proposto por (Cordeiro, 2021), e integrar essa abordagem ao método
dos minimos quadrados para identificar coeficientes harménicos em um modelo de
caixa-preta.

1.1.2 Objetivos Especificos

» Estudar e implementar o método de equilibrio harménico (HB), compreendendo
sua formulacdo no dominio da frequéncia e adaptando-o para representar ndo
linearidades quadraticas, com base na abordagem proposta por (Cordeiro, 2021).

 Gerar sinais periddicos e aplicar minimos quadrados para estimar os coeficientes
harménicos da saida quadratica, a partir de sinais compostos por combinacoes
senoidais no tempo.

» Construir uma matriz que combina os coeficientes de entrada do sinal, incluindo
seus quadrados e multiplicagdes entre eles, para representar como diferentes
partes do sinal se influenciam entre si. Essa matriz serve para descrever o
comportamento ndo linear do sistema de forma matematica, mesmo sem conhecer
os detalhes do circuito.

» Desenvolver o modelo caixa-preta em frequéncia, ajustando uma matriz de coefi-
cientes que relacione entradas e saidas, e integrando esse modelo ao método
HB.

 Implementar e resolver o sistema de equagdes nao lineares, utilizando métodos
numericos para encontrar a solu¢gao harmdnica do circuito com base no modelo
caixa-preta.

« Validar o modelo proposto, comparando seus resultados com métodos tradicionais
e com a abordagem analitica anterior, avaliando a precisao.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A revisao bibliogréafica a seguir tem como objetivo apresentar os principais con-
ceitos, métodos e estudos relacionados a andlise de circuitos nao lineares periddicos,
com énfase no método de equilibrio harménico (HB) e nas abordagens alternativas
para representacao de nao linearidades diretamente no dominio da frequéncia. Sao
discutidos os fundamentos teéricos da simulagao de circuitos, os desafios associa-
dos ao tratamento de nao linearidades e as contribuigdes recentes que embasam o
desenvolvimento deste trabalho.

2.1 SIMULACAO DE CIRCUITOS E DESAFIOS

A simulacdo computacional de circuitos € uma etapa essencial no desenvol-
vimento de sistemas eletrdnicos. Ela permite prever o comportamento de um circuito
antes da montagem fisica, economizando recursos e acelerando o processo de pro-
jetos. A depender da complexidade do circuito e do modelo utilizado, a simulagéo
pode exigir alto custo computacional, especialmente quando envolve componentes nao
lineares, que exigem abordagens matematicas mais sofisticadas. Segundo Mehl (1990),
simulag6es bem elaboradas, baseadas em modelos matematicos coerentes, aumentam
significativamente a confiabilidade dos resultados praticos obtidos em laboratério.

Existem diversas técnicas de simulagdo, como a analise em regime transitoério,
a andlise em regime permanente, a andlise fasorial e métodos baseados em transfor-
madas. Em circuitos sujeitos a sinais periddicos e contendo néo linearidades, a analise
no tempo pode ser lenta e apresentar limitagées quanto a convergéncia. Nesses casos,
o método de equilibrio harménico (Harmonic Balance — HB) tem sido amplamente
adotado devido a sua capacidade de representar sinais periddicos por séries de Fourier
e reduzir sistemas diferenciais a sistemas algébricos (Steer, 2013).

2.2 METODO DE EQUILIBRIO HARMONICO

O HB é um método numérico que parte do principio de que qualquer variavel
periddica, como uma tensdo ou corrente em um circuito, pode ser descrita como a
soma de componentes senoidais com diferentes frequéncias, as harmonicas. O numero
de harménicas H é um parametro pré-definido que limita a complexidade espectral do
sistema. As variaveis sao representadas como:

H
z(t) = Xo + Z Xps - sin(hwt) + Xpe - cos(hw,t) (2.1)

h=1
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Essa transformacgéao converte as equacgdes diferenciais que descrevem o circuito
no tempo em um sistema de equacgdes algébricas no dominio da frequéncia, onde os
coeficientes Xy, X, € X}, sdo constantes a serem encontradas. Com isso, é possivel
realizar simulacdes mais rapidas e com menor instabilidade numérica para sinais
periddicos (Maas, 2003).

No HB tradicional, no entanto, a nao linearidade presente no circuito ainda
€ avaliada no dominio do tempo. Isso significa que o sinal harmdnico reconstruido é
aplicado a um modelo da componente n&o linear no tempo, e sua resposta € entao
reconvertida para o dominio da frequéncia, normalmente por transformada discreta de
Fourier (DFT). Esse processo de ida e volta requer um esforco e esta sujeito a perdas
por aliasing, além de exigir um alto volume de amostragem (Oliveira & Lima, 2016).

2.3 NAO LINEARIDADE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Para superar essas limitacdes citadas anteriormente, o trabalho de Leticia
Cordeiro (2021) prop6s uma abordagem alternativa: representar a nao linearidade
diretamente no dominio da frequéncia. Em seu estudo, foi adotada uma néo linearidade
polinomial de segunda ordem, cujo quadrado do sinal harménico z(t)? foi analisado
utilizando manipulacées trigopnométricas. Com isso, a resposta

y(t) = a(t)’ (22)

foi expressa como uma nova combinag&o de senos e cossenos, mantendo a estrutura
harmdnica e dispensando o uso de DFT. A andlise mostrou que, para duas harmdnicas,
0 erro quadratico médio (MSE) foi 50%, ja com quatro harmdnicas, 0 MSE foi 11% em
relacdo a resposta exata.

A Figura 1 ilustra a corrente I(t) obtida para um circuito teste analisado com
H = 2, comparando os resultados obtidos com o tratamento da nao linearidade no
dominio do tempo (linha azul) e no dominio da frequéncia (linha preta). E possivel
observar que as formas de onda diferem entre os métodos, evidenciando o impacto do
dominio de tratamento da nao linearidade na resposta simulada.
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FIGURA 1 — Comparacao entre as formas de onda da corrente I, obtidas pelos métodos no
tempo e na frequéncia com H = 2.

Essa abordagem se mostrou vantajosa ao evitar transformacdes entre dominios
e permitiu expressar a saida como uma funcao quadratica dos coeficientes harménicos
de entrada. O modelo proposto também apresentou comportamento previsivel e flexivel
para ordens polinomiais superiores.

2.4 MODELAGEM POR MINIMOS QUADRADOS

A modelagem empirica de sistemas nao lineares no dominio da frequéncia
pode ser conduzida por meio da técnica de minimos quadrados, permitindo estabelecer
relagdes entre sinais de entrada e saida sem a necessidade de um modelo fisico expli-
cito. Essa abordagem consiste em gerar vetores de coeficientes harmdnicos de entrada,
0s quais representam diferentes composicdes espectrais, e aplicar sobre eles uma
néo linearidade no dominio do tempo. O sinal resultante é entao projetado novamente
sobre uma base harmoénica, de modo a extrair os coeficientes correspondentes a saida
no dominio da frequéncia. Para sistematizar essa relagdo, constroi-se uma matriz de
regressao composta por combinagdes quadraticas e cruzadas entre os termos do vetor
de entrada, permitindo aproximar a saida como uma fungao linear dessas combinagdes.
A matriz de coeficientes obtida nesse processo pode ser interpretada como um modelo
tipo caixa-preta, cuja aplicacdo é vantajosa em cendrios onde a nao linearidade é
complexa ou nédo totalmente conhecida, mantendo-se compativel com os métodos
classicos de Harmonic Balance (FAIFER et al., 2018; POMILIO, 2017).
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3 PROPOSTA DO TRABALHO

Este capitulo apresenta a proposta de desenvolvimento de uma abordagem
alternativa para a analise de circuitos com nao linearidades quadraticas, utilizando o
método de equilibrio harménico (HB) e técnicas de regressao por minimos quadrados.
A proposta se desdobra em seis etapas principais, descritas a seguir, que orientaram o
desenvolvimento do trabalho.

3.1 GERACAO DOS DADOS DE ENTRADA PARA O MODELO

A primeira etapa consiste na gera¢éo de um conjunto de vetores X € R'*(H+1)
, representando coeficientes harménicos correspondentes a sinais peridodicos com
até H harmoénicas. Esses vetores seriam definidos com valores arbitrarios, compondo
diferentes combinagdes entre valor médio, senos e cossenos de ordens 1 e 2. O objetivo
seria construir entradas variadas o suficiente para permitir o treinamento de um modelo
empirico robusto no dominio da frequéncia.

3.2 APLICAGAO DA NAO LINEARIDADE QUADRATICA SOBRE OS SINAIS z(t)

Em seguida, cada vetor X seria utilizado para gerar um sinal no tempo z(t),
reconstruido Como combinacdo de senos e cossenos, com uma quantidade pré-
determinada de amostras N;, para uma frequéncia fixa definida a priori. Sobre esses
sinais, sera aplicada a nao linearidade quadratica, obtendo y(t) = z(¢)2. O resultado
seria um novo conjunto de sinais contendo harmdnicos adicionais, oriundos da interacao
néo linear entre os componentes de xz(t).

3.3 CALCULO DOS COEFICIENTES HARMONICOS DA SAIDA y(t) USANDO MiNI-
MOS QUADRADOS

A terceira etapa consiste em projetar os sinais y(t) obtidos sobre uma base
harmonica H € RN+l composta por {1,sin(w.t), cos(w.t),sin(Hw,t), cos(Hw.t)}.
Sera utilizado o método dos minimos quadrados para ajustar, para cada sinal, um vetor
de coeficientes Y ¢ R+ que represente a resposta quadratica no dominio da
frequéncia.

3.4 CONSTRUGCAO DA MATRIZ C DO MODELO CAIXA-PRETA

Na etapa seguinte, sera construida uma matriz regresséo P € RC2#+1.2XC2r412
composta por todos os produtos quadraticos e cruzados possiveis entre os elementos
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de X, como 23, zor1s, T3, ..., THsTHe, T, COM iSSO, Se aplica novamente o método
dos minimos quadrados para encontrar uma matriz C € RZH+UxCn412 capaz de
mapear P em Y de forma empirica, criando um modelo caixa-preta que representaria
o efeito da n&o linearidade diretamente no dominio da frequéncia.

3.5 IMPLEMENTACAO DO MODELO HB COM A NAO LINEARIDADE VIA MATRIZ C

Uma vez obtida a matriz C, a proposta seria integra-la a um sistema HB, substi-
tuindo o tratamento tradicional da n&o linearidade no tempo por uma aplicagao direta da
matriz C sobre um vetor X estimado. Dessa forma, o sistema HB passaria a incorporar
a nao linearidade diretamente por meio de produtos quadraticos P, mantendo toda a
analise no dominio da frequéncia. A resolugcédo do sistema seria feita numericamente,
utilizando métodos como o0 fsolve.

3.6 VALIDAGCAO DO RESULTADO COM UM MODELO ANALITICO

Por fim, os resultados obtidos seriam comparados com os resultados analiticos
obtidos na abordagem de Leticia Cordeiro (2021), que utiliza manipulagdes trigono-
métricas para calcular a saida y(t) = z(t)? diretamente no dominio da frequéncia. A
comparacao incluiria métricas como o erro quadratico médio (MSE), permitindo avaliar
a precisao do modelo caixa-preta em relagédo ao modelo analitico e ao HB tradicional.
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4 ESTUDO DE CASO

O presente estudo de caso foi desenvolvido com o objetivo de validar a proposta
de modelo caixa-preta no dominio da frequéncia detalhada no Capitulo 3, baseado
no método de HB, e representar uma nao linearidade quadratica de forma precisa
e eficiente. As etapas descritas a seguir foram organizadas de modo sequencial,
conduzindo desde a geracdo dos dados até a validacao do modelo por meio de
comparag¢des com uma abordagem analitica de referéncia.

4.1 DADOS DE ENTRADA

A primeira etapa consistiu na criagao de 15 vetores X € R'*5, que representam
coeficientes harménicos para sinais peridédicos contendo até duas harménicas. Cada
vetor inclui os seguintes termos: componente constante (DC), seno e cosseno da
frequéncia fundamental (w.), € seno e cosseno da segunda harmdnica (2w,).

Os valores atribuidos aos coeficientes harmonicos foram definidos de forma
a excitar individualmente cada componente do vetor X € R'*°, permitindo a analise
isolada de suas contribuicdes na resposta do sistema. Foram utilizados valores de
amplitude +0,1, totalizando 15 vetores distintos. Os cinco primeiros vetores contém
combinacdes positivas de 0,1, seguidos por cinco vetores com valores negativos de —0,1,
e 0s cinco ultimos vetores apresentam uma distribuicdo mista entre as componentes.
Essas configuragdes resultam em diferentes padrées harmonicos de entrada, conforme
ilustrado na Tabela 1.

TABELA 1 — Vetores de coeficientes harmdnicos utilizados na etapa de entrada do modelo
Vetor Componentes X € R'*®

Vetor0 [0.1,0,0,0, 0]
Vetor1 [0, 0.1, 0, 0, O]
Vetor2 [0,0,0.1,0,0]
Vetor3 [0,0,0,0.1,0]
Vetor4 [0,0,0,0, 0.1]
Vetor5 [-0.1,0,0, 0, 0]
Vetor6 [0, -0.1,0, 0, 0]
Vetor7 [0, 0, -0.1, 0, 0]
Vetor8 [0,0,0, O 1, 0]
Vetor9 [0,0,0,0,-0.1]

Vetor 10 [0.2,0, 0, 0, O]
Vetor 11 [0, 0.2, 0, 0, O]
Vetor 12 [0, 0, 0.2, 0, O]
Vetor 13 [0, 0, 0, 0.2, 0]
Vetor 14 [0, 0,0, 0, 0.2]
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4.2 APLICAGAO DA NAO LINEARIDADE QUADRATICA E PROJEGAO HARMONICA

A segunda etapa da metodologia consistiu na aplicacdo da néo linearidade
guadratica sobre os sinais reconstruidos a partir dos vetores harménicos X € R'*5,
descritos anteriormente. Para isso, foi construida uma matriz de base harmdnica
H < R%°*5 onde cada linha representa um instante de tempo ao longo de um ciclo
de 100 Hz, discretizado em N, = 50 amostras uniformemente distribuidas, com um
intervalo de amostragem de At segundos.. As colunas dessa matriz correspondem as
fungdes: constante (DC), sin(w.t), cos(w.t), sin(2w.t) € cos(2w.t), com w, = 27 f, sendo
f =100Hz.

Cada vetor X foi entdo multiplicado pela matriz H, gerando um sinal no tempo
x(t), representado por um vetor B € R°°*1. Em seguida, a ndo linearidade quadratica
foi aplicada ao elevar ponto a ponto os valores de z(t), produzindo o sinal de saida
y(t) = z(t)?, contendo componentes harmoénicas adicionais provenientes da interagéo
dos termos senoidais. Nas Figuras 2 a 4, apresentam-se os graficos correspondentes
a aplicagdo da nao linearidade quadratica y(t) = x(t)? sobre os sinais reconstruidos a
partir dos vetores harménicos X,, X; e X,. Para cada caso, € exibido o sinal ndo linear
resultante y;(t), bem como sua aproximag¢@o no dominio harménico obtida via projecéo
7;(t) = HB,, com i = 0, 1,2. Observa-se que a aproximac¢ao se mostra relativamente
precisa, com erro quadratico médio inferior a 3 x 10~ em todos os casos.

Observa-se nas Figuras de 2 a 4 que o sinal exato possui componentes de
terceira e quarta harmdnicas (visiveis pela quantidade de picos nas curvas em azul)
que nao estdo sendo modelados pelas proje¢des indicadas em cor laranja, que sao
limitadas a componentes de segunda harménica. Uma possibilidade para reduzir os
erros entre as projecdes e os sinais exatos seria aumentar o H, uma vez que as
amplitudes das componentes harmdnicas reduzem a medida em que a sua ordem
aumenta, e as projecdes sao incapazes de reproduzir componentes a partir de H + 1.
A proposta apresentada neste trabalho € valida para qualquer H e nesse estudo de
caso optou-se por manter H = 2 pela simplicidade na sua descricdo e também porque
sua precisao foi considerada adequada para fins de prova de conceito.
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Vetor AO - Erro quadratico médio: 2.52e-04

— yo(t) = x0(t) "2
0.08 \ H-BO

Amplitude
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=
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0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
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FIGURA 2 — Gréafico comparativo entre os sinais z(t) e y(t) = =(t)? obtidos para o vetor de
entrada X,.

Vetor Al - Erro quadratico médio: 2.45e-04
0.10

— yl{t) = x1(t)"~2
0.08 H-B1
< 0.06 -
2
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0.007 T T T T T T
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
Tempo [s]
FIGURA 3 — Gréafico comparativo entre os sinais z(t) e y(t) = z(t)? obtidos para o vetor de
entrada X;.
Vetor A2 - Erro quadratico médio: 2.52e-04
0.125 — y2(t) =x2(t)"2
: H-B2
0.100 A
@
E 0.075
2 0.050 1
<L
0.025 1
0.000 1 ——
O.OIOO O.OIO2 0.0|04 O.OIOG 0.608 O.OIIO
Tempo [s]
FIGURA 4 — Gréafico comparativo entre os sinais z(t) e y(t) = =(t)? obtidos para o vetor de
entrada X,.

O sinal y(t), agora incrementado por essas novas componentes, foi entéo
projetado novamente sobre a base harménica H, utilizando o método dos minimos
quadrados. Isso permitiu estimar, para cada vetor X, um novo vetor de saida Y € R'*?,
que representa a resposta do sistema néo linear no dominio da frequéncia. Na Figura
5, observa-se a estrutura I6gica da metodologia adotada, na qual os vetores de entrada
X € R sdo convertidos em sinais temporais z(t), passam pela aplicacdo da ndo
linearidade quadratica e, posteriormente, sdo projetados novamente sobre a base
harmonica para obtengao dos coeficientes de saida Y € R'*5.
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Vetor X e E*{5x1}
15 vetores com combinacdes
entre +0,1

Matriz H € E~{b0x5)
Baze harmdnica com
{1, sen{w_ct), cos{w_ct), sen(2w_ct), cos{2w_ct)}

Sinal x{t) = H-X
Combinacdo linear
50 amosiras temporais

|

Sinmal y(t) = x(t)*
Aplicacdo da ndo linearidade quadratica

|

Projegdo de y(t) sobre H via MMGQ

¥

Vetor Y € E*{1x5}
Coeficientes harmdnicos da saida

FIGURA 5 — Diagrama de blocos representando o fluxo de processamento da etapa: X —
z(t) = z(t)? = Y.

Esse procedimento foi repetido para os 15 vetores distintos de entrada, de X,
até X4, gerando uma matriz final Y € R'®*®, contendo os coeficientes harmonicos
resultantes da saida quadratica para cada entrada testada. Os valores obtidos refletem
as alteragdes no espectro introduzidas pela nao linearidade e servem como base para
a construcdo do modelo tipo caixa-preta.

4.3 CONSTRUGCAO DO MODELO MATEMATICO EM 2 ABORDAGENS

Nesta etapa da metodologia, o objetivo foi criar e testar dois modelos matema-
ticos distintos capazes de representar, no dominio da frequéncia, a resposta de um
sistema nao linear do tipo quadratico aplicado a sinais harménicos com até a segunda
harménica (H = 2). A base harménica utilizada € composta pelos termos:

{1, sin(w,t), cos(w,t), sin(2w,t), cos(2w.t)} .

4.3.1 Modelagem do Primeiro Caso

Inicialmente, foi gerada uma representacéo reduzida da nao linearidade qua-
drética, utilizando um subconjunto de termos quadraticos e mistos construidos a partir
dos coeficientes harménicos:
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X = [370, T1sy L1cy T2s, :L‘Qc]'

Por exemplo, 0 modelo resultante para a componente CC de saida quadratica
considera os seguintes produtos:

2 2 2 2 2
{ZE(), Ilsa xlca T1s * Licy I2sa 1'207 X2s ':L'Zc} .

Adicionalmente, foram estimados vetores separados de coeficientes para cada
componente harmoénica (senoidal e cossenoidal), por meio da técnica de minimos
quadrados (MMQ) aplicados a projecao da saida nao linear sobre a base harménica.
Assim, obtiveram-se coeficientes para:

* Xggni: estimativas de termos como xg - 15, T15 - Tas, T1s - T2e, €Ntre outros;

* Xcos1: estimativas para os produtos entre z, e z;., bem como zy. - z5., €ntre
outros;

* Xsenz € Xcosz: projecoes dos termos da saida quadratica nos harménicos de
segunda ordem.

Essa primeira abordagem gerou uma matriz parcial, com foco nos termos de
maior influéncia esperada. A matriz final do modelo, denotada por C, possui dimensao
5 x 15, onde cada linha representa um conjunto harménico estimado (DC, sin(w.t),
cos(wet), sin(2w.t), cos(2w.t)) € cada coluna representa um termo ndo linear composto
pelos coeficientes harmonicos.

4.3.2 Modelagem do Segundo Caso

Na segunda abordagem, foi adotado um modelo matematico mais completo,
envolvendo todos os 15 produtos quadraticos e cruzados possiveis entre os elementos
do vetor X. Os termos considerados foram:

2 2 2 2 2
{'r07 ToL1sy LoL1e; LoL2e;, LoL2sy; Ligy L1sTley L1sL2sy L1sL2ey Loy L1eL2sy L1eL2ey Logy; L25L2ceH xQC} .

Para este modelo, foram novamente utilizados os minimos quadrados (MMQ)
para estimar os coeficientes associados a cada componente harménica. Assim, foi
construida uma matriz C € R%*!®, onde cada linha contém os coeficientes estimados
para uma componente especifica da base harmdnica: termo DC, seno de w.t, cosseno
de w.t, seno de 2wt e cosseno de 2w,t.
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Este modelo permite aplicar diretamente a matriz C' sobre um vetor contendo
os 15 produtos quadraticos extraidos de qualquer vetor X, resultando em uma predicao
harménica completa da saida y(¢) no dominio da frequéncia.

4.4 VALIDACAO VIA PRODUTO MATRICIAL

Para validar a coeréncia do modelo matematico construido, foi selecionado de
modo arbitrario o seguinte vetor de entrada:

X =[0.1, 0.1, 0.1, —0.1, 0.1],

representando uma das possiveis entradas entre os 15 vetores utilizados
anteriormente.

Etapas do Teste:

a) Geracao de produtos nao lineares:
Foi construido um vetor A, € R'*!, contendo os 15 produtos quadraticos e
cruzados extraidos do vetor X.

b) Aplicacao do modelo:
O vetor A, foi multiplicado pela matriz C € R>*'5, resultando em um vetor B ¢
R5*! 0 qual contém os coeficientes harménicos da saida nao linear estimada.

c) Reconstrugao temporal:
Multiplicou-se a matriz harmoénica H € R%**5 pelo vetor B, produzindo um vetor
7(t) € R°®*1, que representa a resposta no tempo do modelo.

d) Comparacao com a saida real:
Simultaneamente, a resposta real no tempo foi obtida pela multiplicacdo do vetor
X pela matriz H, seguida da aplicagédo da no linearidade y(t) = z(¢)?, gerando
yreal(t). Ambas as respostas foram comparadas graficamente e sdo mostradas
na Figura 6, revelando uma boa aproximagéo entre modelo e realidade, com erro
quadratico médio inferior a 3 x 1074,
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Comparagao dos Vetores (MSE = 3.913520e-17)

—&— Vetor Nao linear
=»= Vetor harménicas

0.040

0.035 4

0.030 1

0.025 1

0.020 1

Amplitude

0.015 A

0.010 +

0.005 1

0.000 1

T T T T T T
0 10 20 30 40 50
Amostras (50)

FIGURA 6 — Comparagao entre a saida modelada §(t) e a saida real y(t) = z(t)? para X =
[0, 0.2, 0, 0, 0].

4.5 APLICAGAO DO HARMONIC BALANCE NO CASO NAO LINEAR

Nesta etapa final da metodologia, aplicou-se a técnica de Harmonic Balance
(HB) no dominio da frequéncia considerando a presenc¢a de uma nao linearidade qua-
dratica no circuito. A abordagem envolveu a formulacdo de um sistema de equacdes
ndo lineares, cuja solugao fornece os coeficientes harmonicos das variaveis de inte-
resse. Esses coeficientes foram entéo utilizados para reconstruir os sinais no dominio
do tempo.

4.5.1 Representacao da Nao Linearidade via Vetor P

A ndo linearidade quadratica foi modelada por meio de um vetor P € R'*!,
construido a partir de produtos quadraticos e cruzados dos coeficientes harménicos da
corrente I, = Iy, I1, I5, I3, 1,]. O vetor P foi definido da seguinte forma:

T
P = []QQa 10[17 [0[27 [0137 [0147 1127 [1127 11137 Ilj4a ]227 1213a 12[4a ]{?7 I3I4a Iz]

A implementacao do céalculo desse vetor foi realizada em Python por meio de
uma funcao dedicada que recebe I, como entrada e retorna o vetor P correspondente.

4.5.2 Formulacao do Sistema de Equacdes Nao Lineares

A estrutura do sistema foi definida a partir da aplicacao da analise nodal modifi-
cada que resultou em quatro grupos de equacdes que descrevem o comportamento
harménico do circuito:
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1. Equacoées de referéncia da fonte:
Vo = Vaet (1)
2. Equacoes de tensao secundaria com nao linearidade quadratica:
V“w=Q-(C-P) (2)

3. Equacoes de corrente através da resisténcia:

|
- @)

4. Continuidade entre corrente de carga e fonte:

[LE

Ir =1 (4)

A matriz Q € R*>*°, representa na equacdo (2) a derivada no dominio da frequéncia
para os componentes da base harménica até H = 2. Sua estrutura captura as relagdes
entre senoides e cossenoides:

00 0 0 0
00 —w. 0 0

Q=0 w. 0 0 0
0 0 0 —2uw,
00 0 2w 0 |

Essa matriz opera sobre o vetor de coeficientes harménicos na base {1, sin(w.t), cos(w.t), si
sendo responsavel por aplicar a derivada simbdlica no dominio da frequéncia, o que é
essencial para representar corretamente as tensdes indutivas no modelo do circuito.

O circuito teste utilizado nesse estudo de caso € mostrado na Figura 7.

I @ LI | L )W

Vre f

FIGURA 7 — Esquema do circuito com resisténcia R, induténcia L, e a ndo linearidade quadra-
tica aplicada via vetor P.
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Nessa formulagao:

« C € R°*15 é a matriz de coeficientes quadraticos estimada anteriormente via
minimos quadrados;

« ) € R>*® é a matriz derivativa da base harmdnica truncada em H = 2;

R =377 e L =1H sao os parametros do circuito;

A fonte Ve = [0, 440, 0, 0, 0]" representa uma senoide pura de frequéncia
fundamental.

4.5.3 Solucdo Numérica

Para resolver o sistema de equagdes nao lineares, foi utilizada a fungéo fsolve,
disponivel no pacote scipy.optimize da linguagem Python. O vetor de incognitas
Y € R**! foi definido como:

Y = [Vaa Vb7 ILa IF]

O chute inicial foi baseado na solucao obtida para o caso linear, de modo a
auxiliar a convergéncia do método. Apds a resolucao, os valores de Y foram extraidos
e organizados conforme suas variaveis harménicas associadas.

Além disso, foi calculado o erro quadratico médio (MSE) com base nos re-
siduos das equacgdes, com o objetivo de avaliar a consisténcia da solugdo obtida
numericamente.

4.5.4 Reconstrugdo Temporal dos Sinais

Com os coeficientes harménicos resultantes da solugéo do sistema, foi reali-
zada a reconstrucao dos sinais no dominio do tempo. Para isso, foi utilizada a seguinte
expressao:

s(t) = ag + ay - sin(wet) + ag - cos(wet) + as - sin(2w.t) + a4 - cos(2w.t)

Essa férmula foi aplicada a cada conjunto de 5 coeficientes das variaveis V,(t),
V,(t), I.(t) e Ix(t), utilizando w. = 27 f., com f. = 60 Hz.

Foram geradas 500 amostras igualmente espagadas ao longo de um ciclo da
frequéncia fundamental. A reconstrugcao permitiu a visualizagdo da resposta temporal
do sistema, a partir das solu¢des obtidas no dominio da frequéncia.
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4.6 RESULTADOS

Apés a implementagcdao do método de Harmonic Balance (HB) n&o linear con-
forme descrito na Metodologia, foi realizada a resolucao do sistema de equacdes
envolvendo a nao linearidade quadratica. Os coeficientes harménicos obtidos para as
variaveis de interesse foram:

— Tensdo da fonte V,: [0,0000 x 10% 1,0000 x 10%; 6,7730 x 10738; —7,7459 x
10730 1,4110 x 10739

— Tensao de carga V;: [0,0000 x 10°%; 3,4566 x 107%; —6,7730 x 1073%; 2,6525 x
1071 —1,4110 x 1073

— Corrente 2 [0,0000x10°% 2,6525x107%; 2,5535x107%; —7,0359x10~%; 5,3197x
107%7]

— Corrente I5: [0,0000x10% 2,6525x107%; 0,0000x10%; —7,0359x10~*; 7,3129x
104]

O vetor Y € R?**1, que representa a solugdo completa do sistema, apresentou
0s seguintes valores:

0,0000 x 10°
1,0000 x 10!
2,0591 x 10746
3,9776 x 10738
—2,0779 x 1078
0,0000 x 10°
3,4566 x 1076
—2,0591 x 10746
2,6525 x 107!
2,0740 x 10748
0,0000 x 10°
2,6525 x 1072
1,0319 x 1073
—7,0359 x 1074
3,0498 x 1074
0,0000 x 10°
2,6525 x 1072
2,1900 x 1074
—7,0359 x 104
6,2506 x 10730
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O erro quadratico médio (MSE) entre as equacgdes e a solugdo numérica foi:

MSE = 1,54 x 107%7

Esse valor extremamente baixo confirma que o sistema foi resolvido com alta
precisdo numérica, € que a solu¢ao encontrada satisfaz com elevada fidelidade as
equacoes do modelo.

Além disso, a diferenca entre as correntes I e I, foi nula em todos os compo-
nentes, como esperado devido a condi¢ao imposta de continuidade:

I —-1I,=10, 0,0, 0, 0]

4.6.1 Sinais Reconstruidos no Tempo

Com os coeficientes harménicos obtidos para V,, V,, I, e I, foi realizada a
reconstrucao temporal dos sinais ao longo de um ciclo completo de 60 Hz, utilizando
500 amostras uniformemente espacadas.

Na Figura 8, apresenta-se o grafico comparativo entre a resposta temporal
obtida pela modelagem harménica e a resposta original ndo linear do sistema. Observa-
se que os dois sinais coincidem de forma bastante satisfatéria ao longo de todo o ciclo,
evidenciando a capacidade do modelo em representar com precisao a saida do sistema
nao linear. A diferenca entre os sinais é praticamente imperceptivel a olho nu, e o erro
guadratico médio (MSE) encontrado foi da ordem de 3,41 x 10~!°, confirmando a boa
acuracia da abordagem no dominio da frequéncia.

Testes dos Vetores (MSE = 3.412589972648456e-10)

o —®— \fetor nao linear

0.0007 »
Vetor harmonicas
0.0006 -
0.0005
0.0004 /

Amplitude

0.0003 A
0.0002 1

/ \ / \

0.0000 4

0 10 20 30 40 50
Amostras (50)

FIGURA 8 — Sinais reconstruidos no tempo a partir dos coeficientes obtidos com HB né&o linear.
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4.6.2 Andlise dos Resultados

Os resultados obtidos demonstram que o método HB n&o linear foi capaz de
resolver o sistema com uma alta precisdo. A tensao da fonte V,(¢) apresentou a forma
esperada de uma senoide pura de 440 V, enquanto as demais variaveis (V;(t), I1.(t),
Ir(t)) mantiveram comportamento praticamente constante ou nulo, de acordo com o
regime estacionario do circuito e com o efeito da néo linearidade quadratica aplicada
sobre a corrente.

A auséncia de conteudo harménico significativo nas variaveis além da fonte
reforca que a nao linearidade imposta foi absorvida de forma consistente no dominio da
frequéncia, sem gerar distorcdes visiveis nas formas de onda reconstruidas. Isso evi-
dencia a robustez da modelagem adotada e a eficacia do modelo caixa-preta baseado
em minimos quadrados.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho propés uma metodologia para representar nao linearidades
quadraticas diretamente no dominio da frequéncia, utilizando o método dos minimos
quadrados aliado ao equilibrio harménico (HB). A estratégia consistiu em modelar
empiricamente o efeito da ndo linearidade por meio de uma matriz de coeficientes
estimada a partir de dados simulados, eliminando a necessidade de transformacdes
entre os dominios tempo e frequéncia.

A aplicagdo da matriz resultante no sistema HB permitiu incorporar a nao
linearidade de forma direta, mantendo a estrutura algébrica da analise e reduzindo
o esforco computacional. Os testes realizados mostraram boa precisdo, com erro
quadratico médio baixo, além de estabilidade frente a pequenas variagdes nas entradas.

Dessa forma, conclui-se que a abordagem proposta € viavel e eficaz para
modelar ndo linearidades polinomiais em circuitos periddicos, apresentando potencial
para aplicagdes em simulacdes rapidas e robustas. Como trabalhos futuros, recomenda-
se a extensao para nao linearidades de ordens superiores e validagdo com dados
experimentais.



34

REFERENCIAS

BOYLESTAD, R. L. Introducgé&o a analise de circuitos. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson
Prentice Hall, 2012.

CORDEIRO, L.; LIMA, E. G. Andlise de equilibrio harménico com n&o linearida-
des polinomiais descritas no dominio da frequéncia. In: Seminarios de Microeletrénica
do Parana, 2021, Curitiba. Anais do SeMicro-PR, v. 4, 2021.

FAIFER, M.; LAURANO, C.; OTTOBONI, R.; PRIOLI, M.; TOSCANI, S.; ZANONI,
M. Definition of Simplified Frequency-Domain Volterra Models With Quasi-Sinusoidal
Input. IEEE Transactions on Circuits and Systems — I: Regular Papers, v. 65, n. 5, p.
1652—1663, maio 2018.

LIMA, E. G.; NATALINO, C. G.; ARAUJO, M. A. C. Time and Frequency Domain
Numerical Analyses for Electrical Circuits under Fixed Large Signal Stimulus and
Variable Small Signal Sources. In: MOMAG 2020 — 19° Simpdsio Brasileiro de Micro-
ondas e Optoeletrénica e 14° Congresso Brasileiro de Eletromagnetismo, Niterdi, 2020.
Anais [...], p. 649-653.

MAAS, S. A. Nonlinear Microwave and RF Circuits. Norwood, MA: Artech House,
2003.

MEHL, E. L. M. Simulac&o de circuitos eletrénicos em computadores. Floriané-
polis: UFSC, 1990.

OLIVEIRA, A.; LIMA, E. G. Periodic steady-state and envelope methods for the
analysis of radio frequency circuits. In: CRICTE 2016 — XXVII Congresso Regional de
Iniciacao Cientifica e Tecnolégica em Engenharia, Joinville, 2016. Anais [...].

POMILIO, J. A. Efeitos e causas de harménicas no sistema de energia elé-
trica. In: Eletrénica de Poténcia. Faculdade de Engenharia Elétrica e Computagao —
UNICAMP, Cap. 4, Campinas, 2017.

STEER, M. Microwave and RF Design: A Systems Approach. 2. ed. SciTech
Publishing, 2013.



	Folha de rosto
	TERMO DE APROVAÇÃO
	Dedicatória
	Epígrafe
	Agradecimentos
	Resumo
	ABSTRACT
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de símbolos
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	OBJETIVOS
	Objetivo Geral
	Objetivos Específicos


	REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
	Simulação de circuitos e desafios
	Método de Equilíbrio Harmônico
	NÃO LINEARIDADE NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA
	MODELAGEM POR MÍNIMOS QUADRADOS

	PROPOSTA DO TRABALHO 
	Geração dos dados de entrada para o modelo
	Aplicação da não linearidade quadrática sobre os sinais  x(t) 
	Cálculo dos coeficientes harmônicos da saída  y(t)  usando mínimos quadrados
	Construção da matriz  C  do modelo caixa-preta
	Implementação do modelo HB com a não linearidade via matriz  C 
	Validação do resultado com um modelo analítico

	ESTUDO DE CASO
	Dados de entrada
	Aplicação da Não Linearidade Quadrática e Projeção Harmônica
	Construção do Modelo Matemático em 2 abordagens
	Modelagem do Primeiro Caso
	Modelagem do Segundo Caso

	Validação via produto matricial
	Aplicação do Harmonic Balance no Caso Não Linear
	Representação da Não Linearidade via Vetor  P 
	Formulação do Sistema de Equações Não Lineares
	Solução Numérica
	Reconstrução Temporal dos Sinais

	Resultados
	Sinais Reconstruídos no Tempo
	Análise dos Resultados


	CONCLUSÃO
	Referências

