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RESUMO

Neste trabalho buscamos estudar varios tipos de banhos térmicos empregando con-
ceitos variados de Termodinamica e Mecanica Estatistica. No contexto da existéncia
de resultados conhecidos a respeito dos formalismos usuais dessas areas, buscamos
efetuar uma aplicacao da Termoestatistica generalizada no estudo de desigualdades de
relevancia na Fisica. O objetivo foi ndo apenas conseguir resultados inéditos a respeito
dos banhos térmicos, mas também um melhor entendimento a respeito das diferencas
desses modelos no que diz respeito principalmente as propriedades referentes ao
conceito de entropia. Desse modo, a presente dissertacao discute primeiramente o sur-
gimento de algumas das principais ideias da Termodindmica e também, da formulacao
matematica da segunda lei da Termodinamica dentro desse contexto. Posteriormente,
partimos de um resultado ja conhecido na literatura a respeito de uma capacidade
térmica ndo dependente da temperatura, e realizamos algumas simula¢cées numéricas a
fim de ressaltar um resultado referente a desigualdade de Jensen. Como consequéncia
disso, também como motivacao de propor a ideia da possibilidade de extrair resultados
matematicos estabelecendo uma conexao com principios e leis da Fisica. Foi tam-
bém abordada uma reviséo a respeito da Mecéanica Estatistica de Boltzmann-Gibbs,
destacando as principais diferencas entre os formalismos microcanénico e canénico
bem como introduzindo as principais ideias associadas as flutuacoes de energia que
0s sistemas podem apresentar. A partir disso, foi apresentada uma generalizacao da
teoria mencionada previamente, estabelecendo as principais diferencas em relagéo aos
aspectos formais apresentados anteriormente. A generalizacao se trata da Mecanica
Estatistica ndo extensiva, que generaliza a Mecanica Estatistica de Boltzmann-Gibbs
e possui varias aplicacdes como no caso de interacées de longo alcance, sistemas
conservativos e dissipativos e aplicagcdes na Termodinamica de osciladores harmdnicos.
[1]. A ¢-Termoestatistica foi considerada, isto €, uma das ramificacbes da Mecanica
Estatistica ndo extensiva. Tal modelo considera uma generalizacao das fungdes loga-
ritmicas e exponenciais, de modo que o parametro ¢ diz respeito a uma deformacao
de tais fungdes, o que resulta na ndo aditividade da entropia e outros resultados. Apli-
camos o formalismo generalizado com resultados analiticos derivados a respeito de
uma expressao para capacidade térmica generalizada dependente da temperatura. Tal

formulacao esta diretamente associada aos estudos das flutuagdes devido a presenca



do desvio quadratico médio das energias do sistema interagindo com um certo reser-
vatério, com ambos em equilibrio térmico. Foi considerado também o limite de ¢ — 1
para recuperarmos as expressdes ja conhecidas a respeito e que sao referentes as
flutuacdes e desigualdades.

Palavras-chaves: Entropia; Segunda lei da Termodinamica; Banho térmico; Flutuagodes;
Mecanica Estatistica Nao Extenstiva; Termoestatistica generalizada; Desigualdade de

Jensen



ABSTRACT

In this work we aim to study several types of thermal baths using various concepts of
Thermodynamics and Statistical Mechanics. In the context of the existence of known
results regarding the usual formalisms of these areas, we seek to apply generalized
Thermostatistics to the study of inequalities of relevance in Physics. The objective was
not only to obtain new results regarding thermal baths, but also to better understand the
differences between these models, mainly with regard to the properties related to the
concept of entropy. Thus, this dissertation first discusses the emergence of some of the
main ideas of Thermodynamics and also the mathematical formulation of the second
law of Thermodynamics within this context. Subsequently, we start from a result already
known in the literature regarding a heat capacity that is not dependent on temperature,
and we perform some numerical simulations in order to highlight a result regarding
Jensen’s inequality. As a consequence of this, we also propose the idea of the possibility
of extracting mathematical results by establishing a connection with principles and laws
of Physics. A review of Boltzmann-Gibbs Statistical Mechanics was also presented,
highlighting the main differences between the microcanonical and canonical formalisms,
as well as introducing the main ideas associated with the energy fluctuations that
systems can present. From this, a generalization of the previously mentioned theory
was presented, establishing the main differences in relation to the formal aspects
presented previously. The generalization is non-extensive Statistical Mechanics, which
generalizes Boltzmann-Gibbs Statistical Mechanics and has several applications such
as in the case of long-range interactions, conservative and dissipative systems and
applications in the Thermodynamics of harmonic oscillators. [1]. The ¢g-Thermostatistics
was considered, that is, one of the branches of non-extensive Statistical Mechanics. This
model considers a generalization of logarithmic and exponential functions, so that the
parameter ¢ concerns a deformation of such functions, which results in the non-additivity
of entropy and other results. We apply the generalized formalism with analytical results
derived regarding an expression for generalized heat capacity which has dependence
on temperature. This formulation is directly associated with the studies of fluctuations
due to the presence of the root-mean square deviation of the energies of the system
interacting with a certain reservoir, with both in thermal equilibrium. We also considered

the limit of ¢ — 1 to recover the expressions already known in this regard and that refer



to fluctuations and inequalities.
Keywords: Entropy; Second law of Thermodynamics; Thermal bath; Fluctuations;

Nonexstensive Statistical Mechanics; Generalized Thermostatistics; Jensen’s Inequality
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Introducao

A entropia € um dos conceitos basilares da Termodinamica e Mecéanica Esta-
tistica. Primeiramente, considerando a sequéncia histérica do desenvolvimento das
teorias da Fisica, a entropia surgiu como uma quantidade associada ao estudo das
maquinas térmicas e de como funcionava o comportamento de sistemas mecanicos
quando estes eram pensados em termos de situagcdées envolvendo trocas de energia
por meio de calor. Dentro desse contexto, alguns enunciados foram propostos a fim de
atuarem como principios ou postulados donde toda teoria mecéanica do calor poderia
ser erigida, com base também nas leis descobertas e nas definicoes estabelecidas no
arcabouco tedrico. Assim, formulagdes matematicas sélidas consoantes com os resul-
tados empiricos foram derivadas e exatamente nesse cenario que o conceito entropico
primeiramente proposto pelo cientista Rudolf Clausius no século XVIII, desempenha
um papel importante, como exposto em [2—10]. Destaca-se como uma primeira formu-
lag&o, a entropia considerada como um "valor equivalente”, a fim de se estabelecer
uma relacao entre a quantidade de energia por meio de calor que um sistema pode-
ria doar ou receber quando considerado suas interacdes com outros elementos e a
temperatura em que se encontrava. Como consequéncia disso, poderia se estudar a
eficiéncia relativas aos funcionamentos dos motores térmicos, certamente que limitados
fenomenologicamente pelos enunciados, postulados e leis da Termodinamica, mas de
modo a considerar o cdmputo de uma quantidade disponivel para realizar trabalho e
também, inversamente, uma quantidade de energia ndo recuperavel associada aos

efeitos dissipativos, o que culminou no teorema da desigualdade derivado por Clausius
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e a formulagéo da segunda lei da Termodinamica.

Diante desses fatos, € mister esclarecer que ha certas grandezas em Ter-
modinamica cuja representagdo em termos de suas variacoes, diferem das demais
propriedades, nesse caso, havendo sutilezas matematicas [11] associadas ao compor-
tamento de certos elementos, que no caso desta dissertacao, refere-se as quantidades
de trabalho, calor, entropia, energia e temperatura. As duas primeiras sao represen-
tadas por diferenciais inexatas [12], isto é, em linhas gerais, as integrais associadas
sao dependentes do caminho em que se percorre os valores infinitesimais que nesse
caso, referem-se as transferéncias de energia associadas ao aumento ou diminuigéo
de certas quantidades de energia do sistema. As demais grandezas supracitadas sao
representadas por diferenciais exatas pois se referem a fungdes de estado, que embora
no contexto da segunda lei da Termodinamica, ao menos no caso das desigualdades
consideradas, apenas a variagao da entropia seja importante, € possivel considerar
uma ferramenta matematica que se trata da transformada de Legendre [13—-15]. A partir
de consideracoes formais da estrutura matematica da Termodinamica [16—20], pode-se
construir uma representagao da entropia sem associa-la apenas as suas variagoes,
desse modo, permitindo deduzir varias relagdes termodinamicas.

A partir disso, um dos objetivos deste trabalho foi aplicar o arcabouco teérico
mencionado previamente, para se buscar derivar expressoes associadas a desigual-
dades, como é o caso das consideracdes realizadas no segundo capitulo, onde se
mostrou primeiramente algumas desigualdades matematicas conhecidas, a saber, as
desigualdades de Cauchy-Schwarz e Levinson [21-24]. Neste capitulo também foi
exposto uma primeira consequéncia da segunda lei da Termodinamica, que se trata
da relagédo entre as médias aritméticas e geométricas partindo da consideragao de
varios banhos térmicos com capacidade térmica constante [25], o que resultou numa
expressao associada a chamada desigualdade de Jensen [26]. Tal expressao, nesse
caso, ilustra o comportamento das médias dos sistemas considerando também os
casos de flutuagdes (que sdo em relagdo a média geométrica no caso termodinamico
e associado a variancia das energias na distribuicdo no ambito mecanico-estatistico). A
partir de tais resultados, prosseguiu-se com a exposi¢ao das formulacdées da Mecéanica
Estatistica de Boltzmann-Gibbs a fim de expor algumas nuances associadas ao con-
ceito de entropia, principalmente no que diz respeito as distingdes entre os ensembles

microcandénico e candnico. No estudo deste em particular, foram expostas considera-
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¢cOes a respeito das flutuagcdes considerando uma capacidade térmica nao constante
no contexto dos banhos térmicos, isto é, uma fungao da temperatura de equilibrio entre
o reservatorio finito e o sistema interagindo com ele [20, 27-30]. E importante salientar
que nenhum caso de nao equilibrio foi estudado especificamente. Restringiu-se ao
estudo de sistemas estacionarios, sendo o estado intermediario considerado apenas
matematicamente no caso da variagao positiva da entropia.

Por conseguinte, nos quartos e quintos capitulos, consideramos o formalismo
da Mecanica Estatistica generalizada que utiliza as fungdes g-logaritmo e ¢-exponencial,
as quais tratam de deformacdes das funcdes logaritmicas e exponenciais usuais, a fim
de analisarmos como essas flutuacées se comportam dentro de tal estrutura e se é
possivel derivar outros tipos de desigualdades além da que ja foi considerada. Como
a entropia de Clausius foi fundamental para o resultado obtido pelo autor Landsberg
[25], buscou-se primeiramente algum tipo de relacéo entre a entropia generalizada
(g-entropia) e a relagdo entre calor e temperatura, que esta associada a primeira
formulagao entropica. A partir desses resultados [1] e [31-36], mostrou-se relacdes
certamente mais complexas que a primeira desigualdade exposta, principalmente
devido ao fato da g-entropia ndo ser aditiva, além da expresséo para a capacidade
térmica generalizada também envolver mais complexidades matematicas.

Além disso, resultados numéricos associados as resolug¢des das integrais para
certos casos particulares (¢ =1, ¢ = 1, ¢ = 3, ¢ = 2 e ¢ = 2) foram apresentados bem
como graficos referentes ao comportamento de algumas fungdes da entropia pelas
energias dos sistemas. O objetivo é que tais resultados sirvam como motivagao da
aplicagao da teoria generalizada para casos mais complexos. Foram apresentadas
trés escolhas para a definicao do valor esperado no contexto da g-estatistica, sendo
a versdo nao normalizada estudada no caso quantico de particulas livres no interior
de uma caixa e a outra escolha aplicada nos osciladores harménicos classicos. No
primeiro caso, trata-se de sistemas quanticos com dois niveis de energia (n = 2), 0
que nao deve ser confundido com o numero de banhos térmicos N que se referem
aos sistemas compostos por um reservatorio R e o sistema S em que se associa 0s
niveis de energia e suas respectivas flutuagées, considerando novamente o ensemble
candnico.

Desse modo, a partir das consideracoes tedricas a respeito do conceito de

entropia, calor e energia interna apresentados no primeiro capitulo, aplicou-se no
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estudo da desigualdade de Jensen resultando em gréaficos para ilustrar a conexao
com a Fisica. No terceiro capitulo foram apresentados os modelos microcanénico e
candnico da Mecéanica Estatistica, ressaltando também o caso das flutuacdes, com
o objetivo de proceder com uma generalizacao no quarto capitulo. Por fim, no quinto
capitulo, foi proposta uma extensao do que foi considerado no segundo capitulo, em
que nao foi abordado a conexao da Termodinamica com a Mecanica Estatistica e a
desigualdade derivada associada as médias das temperaturas, foi obitda a partir de

uma equacao simples da entropia.
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CAPITULO 1

Entropia de Clausius e a segunda lei da Termodinamica

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos referentes ao surgimento do
primeiro conceito de entropia, historicamente falando, bem como as conexdes com a
Fisica. Apds a exposicao conceitual, a definicdo do conceito de entropia no contexto
da Termodinamica e também, pressupondo a aplicacdo no Ciclo de Carnot, sera
apresentado a demonstracao da conhecida "Desigualdade de Clausius", que de fato é
um teorema que foi demonstrado por Rudolf Clausius [2], cuja derivacao sera necessario
para proceder com a computacao de resultados referentes ao estudo do banho térmico
e 0s aspectos matematicos associados.

Desse modo, esse capitulo esta dividido em se¢des que abordam algumas
propriedades e conceitos matematicos fundamentais para se compreender o significado
do conceito fisico de entropia, bem como suas propriedades e teoremas associados,
nesse caso, ressaltando que se trata da Termodinamica, sem ainda qualquer relacao

com outras areas da Fisica tal como a Fisica Estatistica.

1.1 Diferenciais exatas e diferenciais inexatas

Em Matematica [11], nem todas as representagcdes de elementos diferenciais
que sao utilizados nos procedimentos de integracao, referem-se a um mesmo tipo

de conceito matematico. Geralmente, o elemento diferencial (denotado simplesmente
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por dz no caso da derivada de uma funcao f(x) por exemplo) utilizado se trata da
denominada "diferencial exata", isto &, refere-se a um elemento diferencial que, quando
computado na integral, resulta em solugdes "exatas", a saber, quando percorremos
diferentes caminhos de integracao, o resultado da variacdo provido pela integracao
permanece o mesmo. Um exemplo de tal objeto matematico, trata-se do calculo as-
sociado ao deslocamento de um ponto (que em Fisica pode ser a representacao de
um sistema). Se considerarmos um movimento a partir de uma localizagéo no plano
cartesiano é denotada pelo ponto A, e que chega até uma localizagédo representada
pelo ponto B, apods o retorno até A, temos o seguinte calculo partindo da definicdo de

deslocamento e considerando um caminho ~

Af =xp —xy, (1.1)

Af:/dx. (1.2)

Como nesse caso tal caminho [0, 2], com 2z’ € R, se refere a um ciclo (no sentido de
retorno de posicdes se deslocando no eixo z), a saber, do ponto A até o retorno ao

mesmo, temos

A
Af = d 1.3
= [ (1.9
A
Af:/Bdm—i-/ dz, (1.4)
A B
Af:/de—/de, (1.5)
A A
Af=2zy—2;,=B—-A+A-B=0. (1.6)

Claramente, devido a prépria definicado de deslocamento, considerando esse
tipo de intervalo percorrido, o deslocamento serd sempre igual a zero. Por isso, 0
deslocamento € uma grandeza que pode ser expressa em termos de uma diferencial
exata, que sera representada genericamente neste trabalho pelo elemento dx.

Todavia, pode-se analisar um problema similar considerando o conceito de

distancia. Como é necessario que tal grandeza seja positiva ou igual a zero, para
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se calcular a disténcia percorrida por um ponto, € necessario considerar o modulo
do deslocamento associado. No entanto, como no caso anterior, em que o caminho
é ciclico, € necessério dividir o deslocamento em dois segmentos, cujas distancias
sdo representadas por AB e BA. Nesse caso, como a distancia vale o médulo do

deslocamento, temos

A
dx:/ |dx|, (1.7)
A

dz:ABydx|+[3A da, (1.8)
dx:/ABd:U—/AB(—da:), (1.9)

d, = 2AB. (1.10)

Como o elemento |dx| ndo tem uma antiderivada pois € o mdédulo do desloca-
mento infinitesimal (assim como a funcdo f(x) = |z| possui duas expressdes diferentes
qguando dividimos os intervalos do dominio nas partes reais positivas e reais negativas),
ao se percorrer todo o caminho do ponto A, passando pelo ponto B e entao retornando
ao ponto A, ao somar os moédulos dos deslocamentos envolvidos, considerando o
movimento ao longo de um tempo ¢[0,t'], em que o caminho ~ aumenta quando se
percorre da posigao inicial x; = 0 até x’ e diminui quando o inverso € considerado, isto
€, chegando em B e retornando até A.

Se considerarmos um caminho em que t estd compreendido no mesmo in-
tervalo mencionado, as distancias podem variar pois os deslocamentos ao longo do
caminho podem variar dependendo da taxa, pois pode haver alternancias nas direcdes
percorridas além da unica inversdo apds chegar ao ponto B, ou ainda, as distancias
nem sempre serao as mesmas considerando outro intervalo ¢[0, "] diferente do inicial-
mente considerado, pois pode haver mais deslocamentos envolvidos desde a saida o
ponto A até o retorno ao mesmo, mesmo que a taxa da mudanca de posicao do ponto
seja igual ao caso do intervalo ¢[0,¢]. Nesse caso, denomina-se diferencial inexata
para se referir a existéncia dessa dependéncia em relagdo ao caminho considerado na

integracao e a representacao utilizada para tal elemento sera dz.
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1.2 Teorema da desigualdade de Clausius e represen-
tacao da segunda lei da Termodinamica

Historicamente, no século dezenove, a entropia foi primeiramente proposta
pelo cientista Rudolf Clausius no contexto de seus estudos a respeito do Ciclo de
Carnot e das maquinas térmicas [3]. No entanto, a formulagdo da segunda lei da
Termodinamica também se deve ao proprio Nicolas Sadi Carnot e ao cientista William
Thomson (também conhecido como Lord Kelvin), como por exemplo, suas contribuicées
descritas em termos dos enunciados fundamentais do funcionamento do motor térmico
[4] e [5].

De fato, em 1854, Clausius primeiramente concebeu o conceito de "equivalente
mecanico do calor"[6], que se tratava de um "valor de equivaléncia" associado as
transferéncias de energia por meio de calor e trabalho, no contexto das observagdes
de Clausius a respeito da distingdo de um "trabalho interior" (entre os atomos) e um
"trabalho exterior" (associado a interacao de fluidos, macroscopicamente entendido).
Considerando entao uma quantidade de calor gerada a partir de uma certa energia
transferida por trabalho, em uma certa temperatura T, tal relacdo de equivaléncia pode
ser expressa como

Q

AS = . (1.11)

Em 1856 [7], com o objetivo de formular uma expresséo a respeito do chamado
(na época) "segundo teorema fundamental na teoria mecéanica do calor", o valor de

equivaléncia foi definido como

_§l§¥‘ (1.12)

Tal "valor de equivaléncia" esta associado a todas as tranformagdes associadas a um
processo ciclico (onde ha diversos tipos de transferéncia de energia por meio de calor
e trabalho).

Em 1865 [8] e [9], Clausius finalmente prop6s o conceito de entropia como
representado pela letra "S", no contexto da analise da "perda de energia por meio de
calor" durante as transformacdes que ocorrem numa maquina térmica. Em suas pala-

vras "Proponho que S seja tirado das palavras gregas, 'en-tropie’ [dire¢do intrinsecal.
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Escolhi deliberadamente a palavra entropia para ser o mais semelhante possivel a
palavra energia as duas quantidades a serem nomeadas por essas palavras estao
tao intimamente relacionadas em significado fisico que uma certa semelhangca em
seus nomes parece ser apropriada”. A entropia pode ser entdo expressa da seguinte

maneira

dq
T
E importante notar que a quantidade de entropia que varia em um sistema, é uma

s = (1.13)

quantidade definida como sendo do mesmo sinal que a quantidade de energia recebida
ou dada por meio de calor. Nesse caso, a variacao de entropia de um sistema sera
positiva se receber energia por meio de calor () > 0) e negativa se doar uma certa
quantidade de energia por meio de calor (Q < 0).

A entropia é caracterizada como sendo uma grandeza extensiva, esta de-
signada como aquela em que a quantidade depende do tamanho ou quantidade de
matéria de um sistema (por exemplo, 0 nimero N de particulas no interior de um gas).
Grandezas intensivas, por outro lado, ndo dependem. A temperatura é uma grandeza
intensiva e pode ser entendida como uma propriedade quantificavel que permanece
constante num sistema em equilibrio térmico. Dessa forma, a lei zero da Termodina-
mica pode ser expressa como: "Se um corpo A estiver em equilibrio térmico com um
corpo B e este por sua vez estiver em equilibrio térmico com um corpo C, entdo A
estara em equilibrio térmico com C"[16]. Desse modo, a temperatura € uma variavel de
estado e um campo escalar de temperatura consiste em valores dessa quantidade que
dependem dos valores das coordenadas espaciais que localizam um ponto no espaco.

O calor, por outro lado, ndo é uma variavel de estado e esta associado a
transferéncia de energia entre dois corpos de diferentes temperaturas, sendo o fluxo
direcionado do sistema de maior temperatura para o de menor. Quando os corpos
atingem o equilibrio térmico, precisamente, ndo ha troca de energia entre os sistemas
por meio de calor. Tal grandeza depende do processo realizado e, portanto, sua
representacao se da por diferenciais inexatas [12] (pagina 78), que estardo associadas
nao a uma taxa de variacéo de certa propriedade, mas sim, a uma "por¢ao infinitesimal"
da mesma. Finalmente, a entropia é uma fungao de estado sendo representada por

diferenciais exatas.
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Antes de prosseguir com a aplicacdo da equacao (1.2), € importante distinguir
dois tipos de processos que sao associados as mudangas de estados de um sistema.
Em Termodinamica, existem processos irreversiveis e reversiveis. Estes podem ser
entendidos como processos em que, se invertermos o caminho percorrido para se
alcancar um estado final a partir de um estado inicial, é possivel retornar as mesmas
condicdes relativas ao estado inicial. Sera simétrico caso se percorra valores contrarios
de uma grandeza (como o tempo) e n&o haja diferenca no resultado das leis que
descrevem o fenébmeno. No entanto, pode-se considerar que processos reversiveis
sejam ideais, uma vez que além do requisito associado ao retorno do sistema ao estado
inicial, que é descrito por determinadas variaveis, tem-se que as condicdes de estado
relativas ao ambiente também deveriam regressar ao estado original.

Desse modo, se tivermos um gas confinado e movermos um pistao para cima,
entdo o gas se espalhara para uma regiao onde ha vacuo, havendo mudangas no
volume ocupado por esse gas e também, possivelmente, outras variaveis, como a
pressao. Todavia, pode-se mover o pistdo no sentido contrario de modo a restaurar
o volume do gas para a quantidade inicial, de modo que outras grandezas também
voltariam ao valor inicial. Porém, ao longo do caminho, haverao trocas de energia entre
o sistema e o0 ambiente por meio de calor, de modo que as condi¢des pertinentes ao
sistema dificilmente sao restauradas. Apesar disso, a expansao e a contracdo do gas
ainda sao processos irreversiveis, pois houve transferéncia de energia por meio de
calor durante o processo, 0 que idealmente ndo deveria ocorrer para ser caracterizado
como reversivel.

A partir dessas consideragdes, € possivel enunciar o teorema de Carnot,
referente as limitagdes das eficiéncias das maquinas térmicas, da seguinte forma [10]

i) "Todas as maquinas irreversiveis operando entre as temperaturas 7y €
Te < Ty sao menos eficientes que uma maquina de Carnot operando entre as mesmas
temperaturas”.

ii) "Todas as maquinas reversiveis operando entre as temperaturas Ty € T¢c <
Ty séo igualmente eficientes como as maquinas de Carnot operando entre as mesmas
temperaturas".

Dessa maneira, conclui-se que ha um dispositivo ideal, a saber, uma maquina
térmica descrita pelo Ciclo de Carnot, cuja eficiéncia € maxima, nao havendo nenhum

outro possivel com motor com eficiéncia maior, no caso de processos reversiveis.
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Considerando novamente o Ciclo de Carnot, partindo do principio de aditividade da
entropia [17], como ha interagdo apenas entre o sistema (gas ideal inserido no émbolo)
com os reservatorios, pode-se expressar a variacao total de entropia (referente ao

sistema total) da seguinte forma

dStot = dSsys + dSpes- (1.14)

Tal equacao apenas diz que, a variagao de entropia total, do "universo"em
questado que se trata de um sistema isolado composto idealmente dos sistemas, a saber,
gas ideal inserido no émbolo e os reservatorios (finitos) com diferentes temperaturas,
com a condi¢ao de 7o < Ty, € igual a soma das variacées das entropias de cada
sistema, no caso. Por "sistema isolado", entende-se, em Termodinamica e em Mecanica,
um sistema que nao interage com nada fora dele, justamente por ndo haver nada para
que seja possivel haver transferéncia de energia (nem por calor e nem por trabalho)
entre os possiveis dois sistemas, ou ainda, no caso de uma aproximag¢ao, havendo
outros sistemas na vizinhanga do primeiro, assume-se por exemplo, uma parede que é
isolante térmica (a0 menos idealmente), para que pelo menos ndo haja transferéncia
de energia por meio de calor. Considerando primeiramente a formulagao discreta da

variacao de entropia, temos

AS:Z%. (1.15)

Ressaltando que nesse caso, apresenta-se a variacdo da entropia, o que em secdes
posteriores desse trabalho, sera contrastado pela consideracdo da entropia como uma
funcéo de estado e como possuindo outras propriedades. Leva-se em conta, ainda, no
contexto de todas as somas de todas as variagdes ocorridas, nesse caso sim, como
expresso pela equacao do "valor de equivaléncia" proposto por Clausius, é o0 negativo
da soma de todas as trocas de energia por meio de calor em relagdo a uma certa
temperatura. No Ciclo de Carnot, computando todas as integrais ciclicas referentes a
todos processos em todas as etapas, obtemos a seguinte expressao para a variacao

de entropia do sitema

d Qsys /2dQ12 /3dQ23 /4dQ34 /ldQu
ASgys =D —= = + + + : 1.16
o 7§ T AT T A A O (1.16)
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Como a transformacao de 2 para 3 bem como de 4 para 1 sdo processos adiabaticos e
portanto, ndo envolvem trocas de energia por meio de calor (@23 = @41 = 0), € como
a quantidade de calor no processo da mudanca de estado de 3 para 4 é negativo no

caso do sistema (pois ele vai ceder para o reservatério com temperatura 7), obtém-se

d Qsys /2 d Q1o /4dQ34
_ _ 117
Qn _Q
ASSyS:T—g—T—S. (118)

Considerando um resultado de proporgéao de volumes numa transformacao adiabatica,
isto &, % = % € possivel deduzir que as quantidades de calor Qg e Q¢ séo iguais, ou

seja

\% V-
nRTyIn A B nRT¢1In A
Ty Te '
Como num processo reversivel, o sistema de fato retorna ao seu estado inicial que

ASgy,, = (1.19)

nesse caso pode ser pensado como no volume V; = V; e também, considerando o
teorema demonstrado da relacao de proporcao entre os volumes no caso do Ciclo de
Carnot que ja foi mencionado, obtém-se

Va

Vo
ASgys =nRIn v nRIn % =0. (1.20)

E importante ressaltar que essa variagdo corresponde a variagdo de entropia do sistema
interagindo termicamente com os reservatérios, ou seja, ainda nao foi computada a
entropia do sistema total. No caso dos reservatorios, como quando o sistema recebe
energia por meio de calor, um dos reservatérios doa a mesma quantidade, e no caso do
sistema ceder, o0 inverso acontece, isto é, considerando as transformacdes isotérmicas
nas etapas envolvidas, temos uma relagcdo simétrica, de modo que a variagao de

entropia para os reservatoérios €

dQSys /Qde /4dQ34
=Y = 1.21
ASRes % T ) T1 + 5 T3 ) ( )
Qu Qc
=8 L Y . 1.22
ASRes T, + T 0 ( )

A variacao de entropia do sistema total, portanto, se torna
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AStor = ASsys + ASpes = 0. (1.23)

Como afirma o teorema de Carnot, a eficiéncia de uma maquina térmica operando em
um processo irreversivel € menor do que no caso reversivel, isto é, denominando ¢;
como a eficiéncia térmica associada ao caso irreversivel e i correspondente ao caso

reversivel, temos

ER > €5, (124)

assumindo uma mesma quantidade de energia )y fornecida pelo reservatério com

temperatura T
_ (e _ (e
| (@H)R>1 (@H)I’ (1.25)

Qc Qc
— ] <|(== . (1.26)
QH R QH T
Ou seja, a quantidade de energia por meio de calor que é transferida para o
reservatério com menor tempartura 7, no caso de um process reversivel, s6 pode ser
menor que no caso irreversivel.
Dessa maneira, considerando a equacao (1.21), agora no caso do processo

irreversivel, o médulo da quantidade de energia que o sistema doa por meio de calor

para o reservatorio, no processo irreversivel, € maior (|Qc;| > |Qcr|), obtemos

_(Qu Qe Qu  Qcr
oo (8292 - (9 _Gux) 2
 (Qu  Qcr
d@Q
%Tgo. (1.29)

Tal resultado é conhecido como desigualdade de Clausius. E importante notar
que, a quantidade de energia transferida por meio de calor, do reservatoério para o
sistema, no processo irreversivel, ainda sim é a mesma quando comparada com o0 caso

reversivel, havendo diferenga apenas quando se considera a quantidade de energia
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transferida por meio de calor de alguma parte dos sistemas para o reservatorio de
menor temperatura, que pode ser devido a uma quantidade exira de energia que vai
ser transferida termicamente devido a existéncia de fricgao, por exemplo.
Considerando agora a variagcao de entropia no caso dos reservatérios, no
processo irreversivel, nesse caso, a temperatura que o reservatorio estard na primeira
etapa, serd maior que a que o sistema possuira, isto é, Ty > T, em que T; € a
temperatura que o sistema tera na primeira etapa isotérmica do processo irreversivel.
De modo contrario, na segunda etapa isotérmica, a temperatura do reservatério que
recebera energia por meio de calor do sistema, € que serd menor que a do sistema,
isto é, Ty < T3, em que T3 € a temperatura que o sistema possui apds alcancgar o

terceiro estado. Desse modo, para o processo irreversivel, temos

2 dQlZ 2 dQlQ
~ASp,, :/ </ = ASgy.1, 1.30
Resl . TH . T1 Sysl ( )
4 4
—ASpes = / d Qs < / dQs _ ASgys0. (1.31)
3 TCI 3 T3

Considerando a variacao total das entropias dos reservatérios, de modo gené-

rico, obtém-se

§I§dSRes > ?gdSsys, (1.32)

dQRes % dQSys
> , 1.33
% TRes o TSys ( )
ASpes > ASsys. (1.34)

A desigualdade acima se refere aos processos irreversiveis e reversiveis (este
vale se for mantida a igualdade). Substituindo tal resultado na expressao (1.14) e

considerando uma transformacao ciclica para o sistema, obtém-se

%dssys =0, (1.35)

§1§dsm - %dssys " §5 1S pes > 0. (1.36)
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E importante notar que a variacdo de entropia AS é definida em termos de um
processo reversivel, que se trata do caso mais simples possivel e ideal. Considerando
novamente a desigualdade de Clausius (equacao 1.2), pode-se dividir a integral ciclica
em duas partes e nesse caso, temos um ciclo irreversivel composto por dois estados
1 e 2 (inicial e final) que representam situagdes de equilibrio. O processode 1 — 2 é

irreversivel e de 2 — 1 é reversivel como ilustrado na figura a seguir

T &
Process1-2

i Process 2-1

>
51 So s

Figura 1 — Diagrama de temperatura por entropia ilustrando dois processos diferentes - Entropy
and the Second Law of Thermodynamics — The Nonequilibrium Perspectives, A.
Madhlopa, 2022 [37].

Considerando os dois processos como expressos em duas integrais separadas,

como o resultado referente a desigualdade de Clausius requer, temos

TN CRYIC .
%TSOUT B 1 TSour Irr _'_/2 T Rew S 07 ( 3 )
/2<dQ) <_/1(@) 7 (1.38)

1 TSour Irr o 2 T Rew

Como afirmado anteriormente, a entropia é definida em termos do processo

reversivel, de modo que considerando a equacao (1.38)

S(2) — S(1) > /12 ( aQ )I (1.39)

TS our

E importante observar que um processo irreversivel ndo implica necessari-
amente numa desigualdade referente a integracdo. Se considerarmos um sistema
isolado num processo adiabatico percorrendo o caminho 1 — 2, AS = 0. Como o
processo € irreversivel, 2 é sempre posterior a 1. Finalmente pode-se expressar a

segunda lei da Termodindmica como
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ASro; > 0. (1.40)

A segunda lei da Termodinamica afirma, entdo, que a entropia de um sistema isolado
ndo pode decair, isto €, em processos reversiveis, numa transformacao ciclica, a
entropia retorna ao mesmo valor do estado inicial, e no caso de um processo irreversivel,
ela é maior que a correspondente ao estado inicial. De fato, mesmo que a expressao
(1.35) que € concernente a uma transformacéo ciclica, for considerada no caso geral, a
saber, no caso expresso pela desigualdade de Clausius na equagéo (1.2), ainda sim, a
variagao da entropia total do sistema serd maior ou igual a zero pois, quando um dos
reservatorios receber energia por meio de calor do sistema, ele tera uma temperatura
maior que no caso reversivel, redundando num aumento de entropia que compensa a

variagao negativa do sistema.

1.3 Relacoes termodinamicas

Nesta secao, apresentar-se-ao algumas relagdes termodinamicas referentes as
grandezas como energia interna, temperatura e entropia. O objetivo é esclarecer como
pode ser possivel associar uma quantidade de entropia ao estado de um sistema, isto é,
representa-la como uma fungéo de estado, distinguindo a abordagem na se¢éo anterior
em que se estava interessado em calcular as variagdes de tal quantidade, dividindo o
sistema total (isolado por definicdo) em suas partes que, ainda sim, tratou-se de suas
respectivas variagdes entropicas.

E extremamente importante apresentar e esclarecer conceitos referentes a
propriedades fisicas que, apesar de serem relacionados e apresentados com certa
simplicidade, estao no fulcro da Termodindmica. Desse modo, o formalismo matematico
fundamental que nos permite computar derivadas associadas as relacées termodinami-
cas de um modo geral, trata-se da transformada de Legendre [13] e [14]. Sem o devido
rigor matematico por tras do conceito, considerando para os fins praticos desse trabalho,
pode-se determinar algumas relacdes Uteis para aplicar nos casos termodinamicos.
Primeiramente, considerar-se-4 uma fungéo f(x) assumida como convexa, continua e

diferenciavel (bem comportada), de tal modo que
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iy = 0D

Mas pela definigdo de derivada, considerando Az — 0 temos

=p. (1.41)

ey = LD 2T (1.42)

Considerando f(z + Az) = h(zx, o), isto é, a fungédo avaliada em = com um acréscimo

de um intervalo que envolve z(, obtém-se

f(x) = h(z,x0) — (x — x0) f'(T). (1.43)

A partir disso, o objetivo é tentar determinar uma fungéo g(p) que "retenha" as informa-
¢Oes da fungéo inicial f(x). Para se determinar a inversa da derivada p em funcéo de «,

tem-se que

px) = f'(x), (1.44)

z(p) = (f) (). (1.45)

Como exemplo de aplicagdo da transformada, considere f(z) = x?, desse modo, p = 2z

e a equacgao (1.43), para =, = 0, torna-se

g(x) = 2% — 20 = 2% (1.46)

O significado matematico é que, se considerar a fungéo f(r) = 2, cuja derivada
€ inversivel para fungées monétonas (condicdo necessaria), a partir das fungdes
"tangentes"aos pontos em que se toma a derivada, é possivel encontrar um ponto
de interseccéo de tais expressdes com pontos no eixo y (onde a funcao f(x) toma
seus valores como imagem). Existe uma funcéo g(x) que corresponde a aplicagdo dos
valores do dominio em z que, apos a aplicagdo da fungéo, temos valores de imagens
no eixo y correspondentes as intersec¢des ja mencionadas. A partir desse resultado,

pode-se determinar uma fungéo ¢g(p) de modo que

2(p) = g, (1.47)
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p2
[(@(p) =7 (1.48)
p2
9(p) = 9(z(p)) = =7 (1.49)
A partir dessa substituicdo, a equacao (1.43) se torna
9(p) = f(z(p)) — z(p)p. (1.50)
Desse modo, a partir da equacao (1.44), isto é, p = f’(x), obtém-se
dg
! = — =
g'(p) = a0 +x(p), (1.51)
g (f'(z)) = tx. (1.52)
Computando a diferencial total, obtemos
dg  Jg
-2 _ 2 1.
dg = @dp = “+uxdp, (1.54)
dp
af _ of
S 2L 1.
de Oz’ (1.55)
df = gdw = pdx. (1.56)
ox
Pode-se calcular a derivada do produto pz de modo que
d(p) d(pz)
=+ 1.57
+d(px) < o dp + pe dr |, (1.57)
+d(pzr) = + (pdx + zdp) , (1.58)
+d(px) = +df + dyg, (1.59)
+d(pr) = +d(f + g), (1.60)
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pr==+(f+g), (1.61)

g=x(px—f). (1.62)

Tal resultado é de extrema importancia e pode ser aplicado para uma série

de variaveis termodinamicas. O objetivo € utilizar tal ferramental matematico para se
proceder com derivadas parciais a respeito das variaveis de estado na Termodinamica,
como sera visto posteriormente. Determinar-se-a uma derivada de uma fungéo f(x) que
sera p e como mostra a equacao (1.62), pode-se obter uma funcao g que representa
as variacoes dos valores da interseccao da reta tangente com o eixo das ordenadas
no qual estdo os valores fornecidos pela fungdo f(x). O grafico a seguir ilustra a

representacao da transformada de Legendre distinguindo as funcgdes f(x) e g(p)

F(x) F(z(p))
slope p

-~ f(;n) x

/ —G(p)

Figura 2 — Transformada de Legendre - Fractal dimensions of networks, E. Rosenberg, 2020
[15].

Como neste trabalho o interesse é sobre especificamente as varidives asso-
ciadas a energia interna, entropia e temperatura, as relacdes termodinamicas apre-
sentadas serado referentes a tais propriedades, como no caso que sera discutido
posteriormente, pode-se tomar derivadas em relagdo a funcéo de estado da energia
interna U em relagdo a outra fungcdo do mesmo tipo, como a entropia S, e obter a
temperatura 7' (0 "p" da transformada de Legendre), o que permite obter uma fungao
inversa como mostrado na equacéo (1.45) e aplicar na equacao (1.49) e obter uma
nova fungédo como no exemplo da equagéao (1.62).

Comegando com a analise da energia interna, em Termodinamica, tal propri-
edade refere-se a uma quantidade de energia disponivel para realizar trabalho (e no
contexto deste trabalho, para dissipar em forma de calor) que advém da soma de todas

as contribuicdes de energias cinéticas (translacionais, rotacionais e vibracionais) e
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potenciais (desde intermoleculares até intramoleculares) medidas no respectivo centro
de massa do sistema. Portanto, ndo se trata de uma energia medida por um referencial
externo na analise de movimentos e interagdes macroscopicas, como movimentos "em
bloco" de um sistema. Como é uma fungao de estado que depende de outras variaveis
(no caso da equacéo para os gases ideais, depende da temperatura e do numero de

mols), podemos representa-la da seguinte maneira

U =U(S,V,N). (1.63)

Temos entdo, uma equacao com a dependéncia assinalada pela entropia,
volume e numero de particulas que compdem o sistema. Como a entropia possui
dependéncia com a temperatura, em relacao a esta, a energia interna depende implici-
tamente. Os postulados da Termodinamica podem ser enunciados da seguinte maneira
[17]

i) "Existem estados particulares de sistemas simples que, macroscopicamente,
sao caracterizados completamente pela energia interna U, volume VV e 0os numeros
molares Ny, N,...,N,,, dos componentes quimicos".

ii) "Existe uma funcdo chamada entropia, de variaveis extensivas de qualquer
sistema composto, definida para todos os estados em equilibrio e tendo a seguinte
propriedade Os valores assumidos pelos parametros extensivos na auséncia de uma
restrigdo interna sao aqueles que maximizam a entropia sobre a variedade de estados
de equilibrio restritos".

O primeiro postulado, também apresentado pelo autor Ralph Baierlein [19],
refere-se aos estados macroscépicos dos sistemas fisicos, como foi discutido anteri-
ormente. O elemento N, também pode denotar o nimero de particulas ao invés do
numero de mols. O terceiro e o quarto postulado sao

iii) "A entropia de um sistema composto € aditiva sobre os seus componentes.
A entropia € uma funcéo continua, diferenciavel e monotonicamente crescente de
energia".

A exempo da equacéo (1.63), a entropia pode ser representada da seguinte

maneira

S = S(U,V,N). (1.64)



Capitulo 1. Entropia de Clausius e a segunda lei da Termodinamica 35

A aditividade da entropia pode ser expressa matematicamente como (para um sistema

composto cujas partes sao j e k)

Sk (Uj, Vi, Nj; Ug, Vie, Nk) = S5(U;, Vj, Nj) + Sk(Uk, Vi, Nie). (1.65)
Finalmente, o quarto postulado diz

iv) "A entropia de qualquer sistema desaparece no estado em que vale a

seguinte equagao”

ou
<%) . =0 (1.66)

Para volumes e numeros de moles constante, a derivada parcial da energia interna
em relacao a entropia, € zero. Isso quer dizer que U nao é uma funcao de S. Esse
postulado expressa a terceira lei da Termodinamica que nao sera abordada nesse
trabalho.

Atendo-se mais profundamente ao terceiro postulado referente a propriedade
de monotocidade da entropia, podemos verificar a razao da entropia ser representada
por uma fungdo monotona céncava. Supomos, como uma tentativa de reducéo ao
absurdo, que a entropia € uma funcdo da energia (consideremos o numero de particulas
e 0 volume como constantes) cuja variacao é monotona, crescente e bem comportada
(e portanto, continuamente diferenciavel), mas cuja representacao seja convexa de

modo parecido com a seguinte figura

S~ |

o] )

L
o

Y
>

X4 i X5

X=ax,+(1—a)x

Figura 3 — Caracterizacao de uma funcao convexa - Introduction to Optimum Design (Second
Edition), Jasbir S. Arora, 2004 [18].

No caso de relevancia fisica, f(z) = S(F) e os valores do conjunto do dominio

sdor = FE.Se 2y = Ey + AE, z; = Ey — AE e x = E,, isto é, considerando dois
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pontos em que temos um certo acréscimo e decréscimo, respectivamente, da energia
interna £ do sistema, se tragarmos uma reta secante s[xy, 25| entre os dois pontos
considerados, cujas imagens séo S(Ey, — AFE) e S(Ey + AE), pode-se obter um "valor
meédio"da fungéo que é justamente, um ponto (z, g(z')) € s, com z’ = Ej, nesse caso,
g(«’) se trata de uma fungao diferente da S(F), pois seus valores tomados no conjunto
imagem se intersectam com a reta secante s.

Considerando agora a propriedade da aditividade expressa em (1.3), enten-
dendo por "sistema simples" aqueles que sao macroscopicamente homogéneos, iso-
trépicos, descarregados, quimicamente inertes e suficientemente grandes [20] (pagina
61), considerando também dois sistemas simples cujos volumes sdo fixos e iguais a
V', bem como o numero de particulas N e suas energias internas E,, a entropia total

(referente ao sistema composto) é

S12(E1, Vi, Ni; Ey, Vo, Ny) = S1(Ey, Vi, Nb) + Sa(Es, Vo, No), (1.67)

Sr = 28(E,, V, N). (1.68)

Considerando a fungéo S(FE) descrita anteriormente, se avaliarmos o valor S(Ey), que

no caso da Figura 2 se refere simplesmente a f(z), concluimos que

S(Ey) < % S(Eo — AE) + S(Ey+ AE)], (1.69)

2S(Ey) < [S(Ey — AE) + S(Ey + AE)]. (1.70)

Fisicamente, ha uma inconsisténcia da expressao (1.70) com os aspectos
associados as variacdes de entropia. Se imaginarmos dois sistemas isolados separados
por uma parede adiabética (que € o unico elemento que os restringe), cada um (como
ja considerado) com energia interna E,, se levarmos em conta que um deles transfere
energia por meio de trabalho (imaginemos um pistao acoplado na parede que os separa,
contrai um deles de modo a expandir o outro), de maneira que o sistema que realiza
trabalho (sem haver dissipacdo) possui agora uma energia internaigual a £y — AE e 0

outro Ey + AE. Como consideramos um sistema simples, por exemplo, um gas ideal e
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como o que recebeu energia por meio de trabalho teve sua energia interna acrescida,
sua temperatura 7' também aumentou, criando inomogeneidades antes inexistentes.
Nesse caso, o sistema podera interagir com um outro sistema fora dele (que
nao seja o primeiro), transferindo energia por meio de calor, diminuindo a entropia do
total do sistema composto inicialmente considerado. Pode-se pensar nesse "terceiro
sistema" como um sistema de uma Unica parte, como por exemplo, um reservatdrio que
antes estava em equilibrio térmico com o sistema que foi empurrado pelo movimento
do pistao. Desse modo, a entropia apos as variagdes de energia intera, de acordo com

a segunda lei da Termodinamica, vale

28(Ey) > [S(Eo — AE) + S(Eo + AE)]. (1.71)

Logo, a melhor funcao que descreve a entropia € aquela cuja concavidade é positiva,

isto €, nao é convexa. De modo geral, a equagéo (1.3) pode ser escrita como

S(AU, AV, AN) = AS(U, V, N). (1.72)

Em que S = S(U,V, N) é uma fungdo homogénea de primeiro grau de suas variaveis.
Isso também reitera a propriedade de aditividade, (para \ vezes os valores dos parame-
tros que a funcéo entrépica depende, ela vai ser igual a A vezes o seu valor primario).
Como consequéncia de (1.3), temos

% > 0. (1.73)
Mas como a representacao da fungao entrépica na Termodinamica considera como

possuindo concavidade positiva, obtemos

s
OE?
Considerando agora as transformacdes de Legendre ja discutidas, aplicando

<0. (1.74)

para o caso da energia interna U

U=U(S,V,N) = —PV + TS + uN. (1.75)

Como as variaveis de interesse nesse trabalho, além da energia interna U, séo a

temperatura 7" e a entropia S, sendo P, V, i e N respectivamente a pressao, o volume,
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o potencial quimico e o numero de particulas do sistema. A partir das derivadas
parciais de U, pode-se obter os chamados "parametros intensivos" do sistema, e para

o0 propésito desse trabalho, temos

oU
T = (%> " (1.76)

oU
S = (8_T) . (1.77)

Nesses casos, 0 "p" correspondente a derivada da fungao f(z) no exemplo
da transformada de Legendre, equivale respectivamente a temperatura 7' e a entropia
S. Realizando as transformadas a partir da integral da expressao para a temperatura,

obtém-se

U[T) = F(T,V,N)=U —TS. (1.78)

Tal equagéo é conhecida como "Energia livre de Helmholtz". Em tal representacao,

temos a seguinte forma diferencial [20] (paginas 77 e 71)

dF = dU — TdS — SdT = —SdT — PdV + udN, (1.79)

de modo que
S=- or : (1.80)
T )y n
Finalmente, a capacidade térmica a volume constante Cy, pode ser obtida por

. AQ a8
= ] =T(5) - 1.81
% AlTlﬂlm(AT)V,N T<6T>V,N 1.81)
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CAPITULO 2

Aplicacdes no estudo das flutuacdes considerando a

Desigualdade de Jensen

Neste capitulo, todos os conceitos, relacdes fisico-matematicas e desigualda-
des anteriormente desenvolvidos, serdo aplicados em um caso particular de flutuacao,
a saber, para N sistemas com o mesmo calor especifico e mesma massa (e portanto,
mesma capacidade térmica).

O objetivo é verificar a segunda lei da Termodinamica para esse caso bem como
a sua relacdo com um resultado matematico conhecido como "Desigualdade de Jensen".
Por fim, alguns resultados numéricos serdo elencados para ilustrar o comportamento

da evolucao das médias das temperaturas para N = 1000 reservatoérios.

2.1 Desigualdades aplicadas na Fisica

Uma das desigualdades matematicas que possui muitas aplicagdes na Fisica
se trata da desigualdade de Cauchy-Schwarz [21]. A desigualdade de Schwarz esta
presente no célculo vetorial considerando espacgos vetoriais sob 0s numeros reais, que
pode ser também derivada para os casos de numeros complexos. Para dois vetores

e ¥, considerando o produto interno representado por (., .), temos



Capitulo 2. Aplicacées no estudo das flutuacdes considerando a Desigualdade de Jensen 40

com a norma candnica do vetor « dada por

lal] = v/ (@, ). (2.2)

Reescrevendo a equagéo 2.1, obtém-se

| (@, @) | < [lal[ ||v]]. (2.3)

Outra desigualdade conhecida € a chamada "desigualdade de Jensen"[22],

[26], que afirma que, considerando uma variavel aleatéria X e uma funcao convexa ¢

p((X)) < {p(X)) (2.4)

Considerando novamente a funcéo convexa ¢ aplicada aos valores do dominio x1, xs, ..., z,,

com pesos positivos a;, temos

Z a;T; Z 6%90(3%‘)

© Z@i < - Zai : (2.5)
para uma funcao ¢ que seja c()nca\l/a 1
Z a;x; Z a;p(z;)
@ Za > S : (2.6)
A igualdade na expressao é verifi;ada quando le = 1y, = ... = x,. Considerando

agora que 0s pesos a; sao iguais, isto &, Z a; = n, aplicando para o caso da fungéo

7
logaritmica como um exemplo de fungdo cdncava, isto €, p(z) = In (z), obtemos

in Zﬁp(%)

n n

© , (2.7)

in Zln (x;)
i > i

n n

In

: (2.8)
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aplicando a exponencial nos dois lados da equacao e utilizando as propriedades

In(ab) =Ina+1Inbelna® = clna, obtém-se

Z T Z In (z;)

exp In | —— > expl ———— ¢, (2.9)
n n

=

in w
—in > expy In <Hxl> , (2.10)

Tal desigualdade corresponde a uma relacao entre as médias aritméticas e

geométricas. Aplicando no caso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, considerando

os vetores @ = (uy,uz) € ¥ = (vy,v2), cOM u; € R™ e v; € RT, temos

(wou) = (ui + uy), (2.12)
(v) = (V2 4 v3), (2.13)
<u.v> = (U1U2 + UQUQ), (214)

Considerando z; = u?v3 € xy = udv?

2.2 2.2
UTVy + U307y

L > () (e?), (2.15)
UV 4+ usvT > 2u1v9ugvy, (2.16)
considerando a equacao 2.1, temos
| (i1, D) |? = (uv; + ugy)?, (2.17)

(i, 1) = (u? +u3), (2.18)
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(U, 7) = (v? + vd), (2.19)

desse modo, adicionando a soma ujv? + u3vi aos dois lados da equagéo 2.16

202 2,2 022 22~ 22 292
uyvy + U505 + ujvs + uzvy > uivy + usv5 + 2u1vusvy, (2.20)

(u? + v?) (U2 4+ v2) > (uyvy + ugvy). (2.21)

Esse resultado mostra uma relagéo entre duas desigualdades matematicas, a saber, a
desigualdade de Jensen e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Outra desigualdade associada a valores médios, trata-se da desigualdade

de Levinson [23]. Considerando um numero a« > 0 e uma funcdo f que possui a

terceira derivada em relacdo a z no intervalo (0, 2a), de modo que f"”'(z) > 0, para todo

x € (0,2a),eque 0 <x; <a,0<p;,parai=1,..,n,temos

> pif () > i Y opifRa—z) [ pi(2a—uw)
i=1 i=1 i=1 =1
D_p D_p 2.m 2.m
i=1 i=1 1=1 1=1

A expressao acima generaliza a desigualdade de Ky Fan [23], que vale para

(2.22)

as condi¢des de p; = 1, a = 5 e f(x) = log (x). Para se prosseguir com uma aplicagéo,
considera-se primeiramente a definicdo da entropia de Shannon (que se distingue
da entropia de Boltzmann-Gibbs pelo fato de ser aplicada no contexto da teoria da

informacéao)

S = _Zpi Inp;, (2.23)

como mostrado em [24], considerando as distribuicdes de probabilidade r = (ry, ..., 7,)
ew = (wy,...,wy), K= (ki,....k,) estejaem (0,00)" e t = (ky, ..., kn,) €steja em (0, c0)™,

temos a seguinte aplicagdo para a entropia de Shannon
S, =— Z rylog (1,). (2.24)
v=1

Sy = — Z wy log (wy,). (2.25)
u=1
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m m

+ Z Wzluu log Z n:U“ -
u=1 Z tu u=1 Z tu
u=1

u=1

Sw + Z w,, log (t,,)

u=1

1
JS(T, w, k?, t) =

>

u=1

n n

nl [Sr - zn:k:v log (T’u)] - Z nkv log Z nTU <0. (2.26)
Z kv v=1 v=1 Z kv v=1 Z kv

v=1 v=1 =1

Se a base da funcao logaritmica for menor que 1, Js(r, w, k,t) > 0. Gonclui-se
que uma fungéo do tipo f(z) = —xlog (z) (como a entropia de Shannon-Boltzmann-

Gibbs) € uma funcao 3-convexa para uma base logaritmica maior que 1.

2.2 Variacao de entropia para N-reservatérios com ca-
pacidade térmica constante

Considerando um numero N de reservatorios finitos com o mesmo valor de
capacidade térmica C' [25], cada um com uma temperatura inicial 7;. Tais sistemas
entrardo em contato térmico até alcancar uma situacao de equilibrio onde a temperatura
€ a mesma para todos. A primeira lei da Termodinamica diz que, como nesse caso ha
apenas transferéncia de energia por meio de calor, o tanto de energia por meio de calor
doada por um reservatorio € a mesma que o total de energia recebida pelos outros, de

forma que

Q1 =02+ Q3+ ... +Qu, (2.27)

N
CY (T, = Ty) = 0. (2.28)

=1
apos o contato térmico, o estado de equilibrio é atingido com uma temperatura final

dada por

1 N
Ty =+ N T (2.29)
i=1

Como a segunda lei da Termodinamica requer AS > 0, obtemos
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N T T
AS=C — >0, 2.30
> / R (2.30)
0 que resulta, para N = 2 por exemplo
Trdr Trdr
AS:O/ —+C/ — >0, (2.31)
n T n, T
AS=CnT;+InTy — (InTy +1InTy)] > 0, (2.32)
1
Ty
AS =2C'In - >0 (2.34)
1)z
Desse modo, generalizando para N sistemas, obtém-se
Ty
AS=NCln——— >0, (2.35)
(,_Z—‘lTvg...,_z—Y]\[)W
considerando a equacgao (2.29)
1
1 N N N
2 Ti> (H E) (2.36)
=1 =1

Onde temos as médias aritméticas e geométricas respectivamente. Tal resul-

tado é conhecido matematicamente como Desigualdade de Jensen [26] e estabelece a

igualdadade entre as médias no caso de equilibrio térmico entre os reservatérios. Algu-

mas ilustragdes gréficas referentes a tal desigualdade serdo apresentadas e discutidas

na préxima sec¢ao.

2.3 Resultados numéricos da Desigualdade de Jensen

para N = 1000

Para ilustrar o resultado obtido na sec¢édo anterior, uma simulagdo numeérica con-

siderando 1000 temperaturas aleatérias gaussianas entorno de uma média aritmética

referente a uma temperatura de 302, 010528 K foi realizada. Considerando as definicbes

das médias aritméticas e geométricas respectivamente, temos
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1 N
N > T, (2.37)
i=1

N ¥
(H z;) . (2.38)
=1
A figura a seguir ilustra a evolucao das médias aritméticas e geométricas

calculadas de modo cumulativo, isto é, agrupando os valores a partirde N =1 até os

mesmos 1000 valores de temperatura

340 I I I I I I I I I
arithmetic means +
330 F arithmetic mean for N=1000 4
+¢; geometric mean for N=1000
320 o geometric means +
310 ﬁ};
o 1
300 gi% .
T +
T j90b'F i
= i
280 | =
270 | ]
260 ]
250 N
¥
240 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

N
Figura 4 — Resultados referentes as evolucdes dos valores das médias aritméticas (preto) e

geomeétricas (roxo) de modo cumulativo.

Tais resultados mostram que, na medida que as médias aritméticas e geomé-
tricas vao sendo calculadas cumulativamente, para um nimero N cada vez maior de
temperaturas, maior € a proximidade com o valor médio para o N = 1000, que nesse
caso é o numero total de reservatorios. Como € uma distribuigdo aleatéria gaussiana
de valores entorno da média, para poucos valores considerados, espera-se que haja
flutuacdes entorno do valor médio, como ilustrado nas figuras.

Para valores de temperatura préximos ao da média ou sem haver um desvio
expressivo, a média aritmética coincide com a média geométrica aproximadamente. E

como mostrado na equacgao (2.7), no caso de ©; = x3 = ... = ,,, qUe Nesse caso se
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tratam dos valores da temperatura 7', o sistema se encontra no estado de equilibrio

térmico sem haver variacao da entropia e flutuagdes.
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CAPITULO 3

Entropia e flutuagdes no ambito da Mecanica Estatistica

Neste capitulo, o arcabouco teédrico referente ao conceito de entropia na Me-
canica Estatistica sera apresentado com o objetivo de buscar uma conexao com a
Termodinamica, especialmente no que diz respeito ao céalculo da capacidade térmica
em termos do desvio quadratico médio das energias do sistema no ensemble canbnico.
As flutuagdes devem ser entendidas dentro desse contexto, isto €, ndo mais apenas con-
siderando a situacdo de nao equilibrio das temperaturas iniciais descritas por médias
geométricas, mas nesse caso, havendo a variancia das energias do sistema.

As primeiras se¢des consideram as introducdes aos ensembles microcanénico
e candbnico, abordando como as primeiras equacdes da entropia foram propostas e
como é possivel derivar uma generalizacao da entropia de Boltzmann (que se refere
ao ambito microcandnico) conhecida como entropia de Gibbs. Toda a carga tedrica
sera apresentada também com o objetivo de se proceder com sua generalizacdo no

préximo capitulo.
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3.1 Postulados da Mecanica Estatistica e ensemble mi-
crocanonico

Em Mecanica Estatistica, diferenciam-se dois conceitos importantes associa-
dos a entropia, que sdo o de macroestado e microestado. O macroestado corresponde
ao estado macroscopico de um sistema termodinamico descrito em termos de gran-
dezas macroscopicamente mensuraveis ou que descrevem o estado macroscépico,
tais como volume, pressao, temperatura e outras. O microestado trata-se do estado
microscopico de um sistema termodinamico que é descrito valendo-se de grandezas
cuja quantidade associada corresponde a uma propriedade microscoépica, tais como
numero de particulas e quantidade de movimento. Um sistema como um gas constituido
de n moléculas, pode apresentar varios microestados diferentes que sao compativeis
com um mesmo macroestado.

Considerando que as moléculas se movem e se chocam com as paredes onde
0 gas esta envolvido, tais moléculas terao, além de certa posi¢édo, uma quantidade de
movimento linear. A evolucao de um sistema especifico em termos de sua quantidade
de movimento linear e sua posi¢cao pode ser analisada num “espaco de fase”, que se
trata do espaco de quantidades de movimentos e posi¢cdes de um dado sistema. As mo-
léculas dentro de um gas podem exibir uma distribuicdo de valores dessas grandezas,
de modo que para cada conjunto de valores especificos de cada grandeza, pode-se
associar um unico microestado. A razdo do numero de microestados que correspon-
dem a um dado macroestado (descrito por propriedades como pressao, temperatura
e volume) pelo numero de microestados correspondentes a todos os macroestados
do sistema € a probabilidade. Mais adiante, serd mostrado que a entropia, no ambito
mecanico-estatistico, € uma grandeza que é proporcional a essa probabilidade.

Antes das consideragdes a respeito da entropia de Boltzmann (e sua genera-
lizacdo conhecida por entropia de Gibbs), é conveniente expor algumas proposi¢coes
que se assumirdao como verdadeiras, para se abordar tais topicos. Antes de tudo, a
entropia de Boltzmann se aplica a sistemas em equilibrio térmico, que sdo definidos
como aqueles em que a probabilidade de encontrar o sistema em um estado especifico
é independente do tempo.

Os microestados correspondentes ao macroestado que descreve o estado
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macroscopico do sistema, possuem uma probabilidade invariavel, de modo que se
tratara apenas da probabilidade relativa ao estado macroscopico do sistema. Todos
os estados acessiveis do sistema tem a mesma probabilidade de serem ocupados
por esse sistema. O sistema entéo, que se considera isolado (definido anteriormente
como aquele que ndo interage com nada fora dele, ndo trocando nem energia, massa,
carga e quaisquer outros atributos), se distribui uniformemente ao longo de tais estados.
Um primeiro postulado da Mecénica Estatistica pode ser expresso assim “Um sistema
isolado em equilibrio é igualmente provavel para estar em qualquer um dos seus
estados acessiveis”.

Uma exemplificagdo conveniente desse postulado, isto é, do fato de aceitar-
mos sua validade nao resultar em inconsisténcias em resultados experimentais, € se
considerarmos a energia total de um sistema isolado descrito classicamente, como um
oscilador harménico (em uma dimensao) com massa m preso a uma mola de constante
de elasticidade k. A energia de tal sistema é dada por

p2 k2

== 4+ 7 A
E 2m+ 5 (3.1)

Em que se tem, simplesmente, a energia total igual & soma dos termos cinético
e potencial. No entanto, o espago de fase desse sistema pode ser representado
por uma elipse no plano dos valores de quantidade de movimento por valores de
deslocamento dessa massa pontual ao longo do eixo z. Se considerarmos que a
energia desse oscilador encontra-se faixa de valores E + §F, entdo, entre as duas
elipses associadas as energias F e E + ¢ F, temos um conjunto de valores possiveis
de quantidade de movimento e posicao. Ao considerar o valor especifico de energia
mostrado anteriormente, entdo o oscilador tera igual probabilidade de ter valores de
quantidade de movimento e posicdo ao longo da area entre as duas células, que
representa a regido acessivel do espacgo de fase [12] (pagina 56).

Como discutido anteriormente, na situagdo em que o sistema se encontra distri-
buido uniformemente ao longo dos estados acessiveis, a saber, quando a probabilidade
para cada estado acessivel € a mesma, o sistema se encontra em equilibrio térmico.
Todavia, pode-se imaginar casos em que a probabilidade do sistema se encontrar
em cada um dos macroestados varie com o tempo, o que significa que os valores

parametros macroscépicos descritivos também evoluem temporalmente. Nesse caso,
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temos uma situagéo de n&o equilibrio.

Quanticamente, um sistema pode se encontrar em um auto-estado correspon-
dente ao estado observado na mensurag¢ao, mas antes, tal sistema se encontrava numa
superposicao de auto-estados, de modo que existe uma probabilidade do sistema ser
encontrado em um estado especifico num certo instante de tempo apo6s o colapso
da fungédo de onda. Mas também existe uma probabilidade n&o nula do sistema ser
encontrado em outro auto-estado num instante posterior, devido as possiveis interagées
residuais das particulas umas com as outras [12] (pagina 57).

Analogamente, estatisticamente, pode-se descrever um sistema isolado de
varias particulas em termos de sua evolugao para um subconjunto de macroestados
acessiveis. Se considerar que o sistema se encontra num estado especifico, num dado
instante inicial, uma vez nao violando a lei da conservacao de energia (a energia total é
constante no sistema isolado) e que a evolugédo do sistema seja consistente com as
restricoes possivelmente existentes, o sistema podera evoluir para outro subconjunto
de macroestados num instante de tempo posterior. Nesse caso, ndao ha nenhum impe-
dimento em termos das leis da mecanica do sistema se encontrar preferencialmente
num estado em relag@o a outro. Sera extremamente improvavel o sistema continuar no
subconjunto de estados acessiveis que se encontrava no momento inicial. O sistema
evoluira de forma que passara a possuir varios estados diferentes de todos os esta-
dos possiveis. Isso é explicado pelo fato de existir interagdes entre as particulas que
compdem tal sistema.

Se considerarmos dois sistemas interagentes inicialmente encontrados em
algum estado de um subconjunto de estados acessiveis, distribuidos uniformemente ao
longo de tais estados, espera-se que os dois sistemas evoluirdo de modo a ocuparem
cada um dos estados possiveis de serem ocupados. Em um dado instante final, tais
sistemas se encontrardo distribuidos uniformemente ao longo de certo conjunto de
estados acessiveis, em que finalmente, o sistema isolado atingird o estado de equilibrio.

Um caso para exemplificar tal situacao [12] (paginas 58 e 59) é partindo da
consideragao de dois sistemas pertencentes a um sistema isolado. Tais sistemas
se encontram separados por uma parede. De um lado ha um gas e do outro, ha
vacuo. Ao remover a restricao, espera-se que devido as interacées das particulas
com as paredes do gas e possivelmente, havendo colisdo de umas com as outras, as

moléculas passem a ocupar o outro lado do sistema, sendo imensamente improvavel
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que continue ocupando 0 mesmo macroestado inicial. As moléculas certamente néo
estarao distribuidas uniformemente ao longo dos estados acessiveis, de modo que
existirdo diferentes probabilidades para cada macroestado possivel. Desse modo, como
ha muito mais microestados correspondentes ao macroestado da molécula se distribuir
uniformemente no sistema total, a probabilidade do sistema evoluir para um estado
de equilibrio onde a densidade do gas seja uniforme ao longo do sistema total, é
apreciavelmente maior.

E importante salientar que o tempo para se alcancar o estado de equilibrio,
chamado “tempo de relaxa¢ao”, nem sempre € 0 mesmo, variando para cada conjunto
de sistemas e condigdes impostas, que tem a ver com as interagdes entre as particulas
de um dado sistema e com a taxa associada a transi¢do do sistema para os estados
acessiveis possiveis.

O postulado anteriormente apresentado é fundamental em Mecanica Esta-
tistica de equilibrio. Se considerarmos um sistema isolado em equilibrio, onde sua
energia total é constante e se encontra entre os valores £ e E' + §E. Se considerarmos
que Q(FE) é o numero total de microestados correspondentes a todos os macroes-
tados consistentes com esse valor de energia para o sistema e que Q(E;y;) S0 0
subconjunto de microestados que atendem o valor de certo parametro y que assume,
especificamente, um valor y,. De acordo com o postulado fundamental da Mecanica Es-
tatistica, a probabilidade de todos os estados acessiveis pertencentes ao conjunto total
Q(FE), € amesma. O numero de microestados consistente com um dado macroestado
pode ser chamado de multiplicidade ou peso estatistico. Dividindo o peso estatistico

correspondente ao macroestado descrito pelo valor y, do parametro y, temos

QE; yr,)
Q(E)
Para calcular o valor médio do parametro y para o sistema, realiza-se a média

P(ye) = (3:2)

de todos os sistemas no conjunto, de modo que

> QUE; i)y
k

Q(E)
Em que o indice k& denota a soma sobre todos os possiveis valores que o parametro y

(yr) = (3.3)

pode ter.
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A partir disso, pode-se definir uma formula para a entropia, apresentada pri-
meiramente pelo fisico austriaco Ludwig Boltzmann no século 19. Juntamente com o
fisico James Clerk Maxwell, acreditava-se na chamada “hipétese ergddica”, que diz que
um sistema mecanico, se nao for perturbado, passara por cada ponto do espaco de
fase (definido anteriormente) encontrando-se em certa superficie de energia [27]. Isso
significa que, dentro de certo intervalo de tempo, os constituintes do sistema (represen-
tados por massas pontuais) passarao por todos os valores possiveis de quantidade de
movimento e posicao consistentes com a energia total. Caso assumamos a validade
dessa hipdtese, entdo, em outras palavras, se considerarmos as quantidades fisicas
associadas as propriedades do sistema ao longo de certa trajetéria longa (também
chamado “histéria”, que pode ser representada no espaco de fase), pode-se substituir
a média de um Unico sistema ao longo dessa trajetoria pela média de todos os pontos
da superficie de energia.

No entanto, Boltzmann [28], derivou algumas equacdes para a entropia, abor-
dando interagdes entre moléculas e a probabilidade associada. No entanto, nesse
trabalho, ndo sera abordada uma discussao histérica aprofundada, que pode ser confe-
rida na literatura a respeito. A equacgao entropica do ambito microcandnico pode ser

expressa por

S =kInqQ. (3.4)

Na qual k é a constante de Boltzmann, €2 € o niumero microestados consistentes
com um dado macroestado e S € a entropia. No caso do ensemble microcanénico, a
energia total do sistema (que no caso de interesse da Termodinamica, considera-se a
energia interna) é fixada e nao varia. O significado fisico dessa expressao pode ser
entendido em termos do contexto histérico em que foi formulada [29], que se trata de
definir uma propriedade que diga a respeito de como um estado macroscépico de um
sistema se comporta na medida em que 0 mesmo evolui, a partir do comportamento
das propriedades microscopicas de seus constituintes. Como €2 pode ser expresso
em termos de probabilidade, a quantidade entrdpica €, entdo, proporcional a probabi-
lidade. Isso significa que, num sistema em equilibrio, como cada estado acessivel €
equiprovavel, a entropia € uma constante. Configuracdes correspondentes a estados

mais aleatérios sdo mais provaveis na evolugcao de um sistema, uma vez que 0 peso
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estatistico € maior, resultando num valor de logaritmo maior, o que implica em maior
entropia.

Boltzmann defendia que a energia de uma molécula é obtida a partir da multi-
plicacdo de numeros inteiros por uma quantidade e finita. Uma lista de numeros inteiros
N, correspondentes aos elementos para cada molécula, define o microestado. Para
Boltzmann, o macroestado € definido como o valor discreto da distribuicao de energia
0 que da, para cada valor possivel de energia ie, 0 nimero N; de moléculas com
essa energia. A probabilidade de um macroestado é proporcional a “permutabilidade”,

expressa por

N
VATV ARAL

Para um dado valor do numero total de moléculas ZM e do total de energia

)

ZMie e valendo-se da aproximacao Stirling para os fatoriais, a permutabilidade atinge

(3.5)

u;n valor maximo quando N; é proporcional a e, onde 3 é o multiplicador de Lagrange
associado a restricao sobre o total de energia. Como argumentado por Olivier Darrigol,
Boltzmann substituiu a divisdo uniforme do eixo de energia pelo divisdo uniforme do
espaco de velocidade e tomou o limite continuo da distribuicdo N;. Esse procedimento
produziu a distribuicdo de velocidade maxwelliana. O logaritmo da permutabilidade

para qualquer distribuicdo de numero de moléculas & ZMlnM (a menos de uma

constante). Entédo, tem-se a expressao combinatorial ar;all'tica da entropia, também
expressa pela equacéo (3.4), escrita por Max Planck, mas chamada “equacgao de
Boltzmann da entropia”, que associou entéo, a probabilidade a uma distribuicdo de
Maxwell para as velocidades. A constante de Boltzmann k£ é um valor que possui
unidade de medida de calor por temperatura (isto €, joule por kelvin) e isso da o carater
de grandeza para a propriedade entrdpica.

Como visto anteriormente, para sistemas isolados cuja energia total € uma
constante, pode-se descrevé-los macroscopicamente em termos de subniveis de
energia microscopicos, em termos dos seus N constituintes. Cada constituinte podera
apresentar diferentes valores de energia, que resultam numa mesma energia que
especifica 0 macroestado (e que é constante). Assim, pode-se expressar o numero de
microestados como fungao das variaveis de energia, volume e niumero de particulas,

de tal modo que
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O =Q(BE,V,N). (3.6)

Considerando dois sistemas separados por uma parede, cujas energias sao,
respectivamente, E; e E,, temos que a energia total dos dois sitemas sera a soma das
energias associadas Er. Os dois sistemas interagirdo termicamente, ao submeté-los
a uma parede condutora (diatérmica). Todavia, os volumes e numero de particulas
de cada sistema seréo fixos, considerando que tais sistemas estarao separados por
uma parede rigida e impenetravel. Suas energias serdo, portanto, variaveis. Pode-
se escrever 0 numero de microestados do sistema total em termos do numero de
microestados de cada sistema isoladamente, dado que sao indendependentes, isto é,
para dois sistemas independentes A e B, temos que p(A U B) = papgp, 0 que resulta
em [30]

Qr(Er, Ep) = Q(E1)Q(E), (3.7)
Qr(Ey, By) = Q(E)Q(Er — Ey), (3.8)
Qr(Ey, Ba) = Q(Er, Ey). (3.9)

Tais relacdes revelam que o numero de microestados para o sistema total é
proporcional e varia com o niumero de microestados do primeiro sistema. De acordo com
o postulado fundamental mecanico-estatistico, o sistema 1 tem igual probabilidade de
estar em qualquer um dos microestados cujos valores de energia sdo consistentes com
dado macroestado. Desse modo, o sistema total também. O valor de energia F; através
do qual o sistema estara em equilibrio sera tal que maximiza a quantidade dada pela
relacéo (3.9). O estado de equilibrio do sistema sera tal que o sistema passe a maior
parte da fracdo do seu tempo e serd também, o mais provavel. Considerando os valores
de energia E; como sendo (E;) no caso do equilibrio alcan¢ado e reciprocamente para

E,, temos

dQp(Fy, Ey)

=0 (3.10)
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00 (Ey) 08y (Es) _
() (87) 4B, + (1) ( 25 4, = 3.11)
multiplicando os dois lados da equacao por ﬁ bem como considerando que Er =

E, + E, implica que dE; = —dE, e conisderando que E; = (E;) e Ey = (FE»), obtemos

1 (00(EY) 1 (0B
Q<<E1>>( OF, )dEl Q<<E2>>( I

certamente que os resultados correspondem a derivacdo da fungéo In €2;(E;), de modo

) dE; =0, (3.12)

que

(3111(21(E1) . 8ang(E2)
OB, 0By

mas como ja mostrado, a equagao acima corresponde a derivada da equagao da

(3.13)

entropia do ensemble microcandnico, tomada no caso do equilibrio térmico atingido

apos o contato térmico entre os sistemas. Como a conexdao com a Termodinamica

requer o resultado expresso anteriormente, a saber, da equacao (3.4), obtemos
1 9lmQ(E,V,N)

7=k oF ’

nesse caso, introduz-se um parametro associado a condi¢cao de equilibrio do sistema

(3.14)

(7 = 7;), expresso por

OlnQ(E,V,N)
OE '

Sendo a entropia proporcional ao numero de microestados (ao logaritmo desse

8= (3.15)

namero), e sendo tal nimero proporcional a uma certa probabilidade do sistema se
encontrar em dado macroestado, ao realizar as derivadas em relacdo aos valores de
energias dos sistemas, tentou-se encontrar um valor maximo da entropia em relacao
aos valores de energia, isto €, buscou-se maximizar a mesma. Pode-se inferir que
no caso de equilibrio termodindmico, o numero de microestados compativel com um
namero de macroestados indistinguiveis, atinge um valor maximo e igualmente, a

probabilidade associada.



Capitulo 3. Entropia e flutuagbes no ambito da Mecéanica Estatistica 56

3.2 Introducao ao ensemble canoénico

No chamado "ensemble canbnico", os postulados da Mecanica Estatistica
ainda podem ser considerados com a diferenca de que agora, buscar-se-a fixar a
variavel macroscépica da temperatura 7'. Nesse caso, temos um sistema composto por
pelo menos um reservatorio R e um outro sistema S, sendo este um sistema simples.
Ambos estdo em contato térmico e o reservatorio é considerando "muito grande" em
relagédo ao sistema (possui muito mais graus de liberdade). Se o sistema total é isolado,
entdo valerédo os postulados e as consideracfes apresentadas na secéo anterior para
o caso de equilibrio, e a probabilidade p; de encontrar o subsistema S num estado

microscoépico especifico € dada por

pi = Qr(Br — E), (3.16)

onde ¢ é uma constante de normalizagéo, F; é a energia do subsistema S associada a
um certo microestado i e (2 € 0 numero de microestados acessiveis ao reservatorio
Er que possui energia Er. Como ja mencionado, o reservatorio é muito maior que o
subsistema com o qual esta acoplado, de modo que Er > F;. Expandindo a funcéo
associada a probabilidade dada pela equacéo (3.16) em séries de Taylor entorno da

energia total £, obtemos

Oln QR(E)

hlpi =1In C+111 QR(ET)+ [8—E] o (—El)‘i‘

1 [6%1nQp(E)
2 | oE2

1 (—E;)% (3.17)
E=Ep

Novamente, empregando a definicdo da entropia no contexto do ensemble microcan6-

nico fornecida pela equacéao (3.4) e considerando (3.15), temos

aanR(E) N 1
—3F  —iT (3.18)
PlQp(E) 10 (1

Nesse caso, como 7' é considerada uma quantidade fixa (por definicdo no ensem-
ble canénico), a sua derivada em relagdo a energia deve se anular. Desse modo, a

expansao se torna
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1
Inp; = In [Qp(Er)] — — E;, 3.20
np; = In[cQr(E7)] T ( )
0 que imediatamente resulta em
p; = e [cQR(ET)]—ﬁEi7 (3.21)
i = e RE) 77 (3.22)

como um dos vinculos associados a Teoria das Probabilidades (e por conseguinte,

a Mecéanica Estatistica) € que Zpi = 1, para valores constantes de energias dos

1
microestados E; do subsistema, a constante de normalizacao é ¢ =

> QRulzT — E)

7
como garantia da permanéncia do vinculo, de modo que a equacéo se torna

a Ze‘ﬁEj’ (3:23)
j
com a chamada "funcao de particdo" definida por
Z =Y et (3.24)
j

Dessa forma, pode-se declarar que, no contexto do ensemble candénico [20]

(pagina 119) "O ensemble candbnico é constituido pelo conjunto de microestados j,

associados a distribuicdo de probabilidades dada pela equacao p; = ;Ei , acessiveis a

um sistema S, em contato com um reservatério térmico a temperatura 7.

3.3 Entropia de Gibbs e extremizacao com multiplica-
dores de Lagrange

Para se proceder com a derivagao da generalizagao da entropia estudada no
ambito do ensemble microcandnico, isto é, a entropia de Boltzmann, é necessario escla-
recer alguns conceitos referentes ainda ao caso do ensemble candnico. Primeiramente,
a funcéo de particao 7 se refere a um computo associado aos valores acessiveis de

energia do sistema correspondentes a todos os microestados distintos, no contexto
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do equilibrio térmico de tal sistema com um reservatério, como ja visto. Como a ener-
gia livre de Helmholtz é definida por F' = E — T'S, maximizando o valor da entropia
S, minimiza-se o valor dessa energia livre. Como o sistema pode se distribuir com
um mesmo valor de energia resultando em varios termos iguais, que se referem a
microestados com esse mesmo valor especifico, € preciso considerar um "fator de

degenerescéncia", de modo que

Z =Y e =3"QE)e" (3.25)
j E

onde Q(FE) é o numero de microestados acessiveis ao sistema S com energia E. Mas no
limite do equilibrio termodindmico considerado, isto €, com a maximizacao da entropia

e portanto, minimizac&o da energia livre de Helmholtz, temos

7= emor-pr], (3.26)
E
7 — e[*/jminE{E*Ts(E)}]’ (3.27)
onde ming corresponde ao valor minimo da energia livre. Desse modo, temos
Z — e Pl (3.28)
e também
F=—kTlnZ. (3.29)

Tal relagéo entre a energia livre de Helmholiz e a fungéao de particao pode ser verificada

considerando a primeira derivada de F' como segue

E—F OF
g _ <_) ’ (3.30)
T o' ) n
(8_F> — kmz- L (a—Z) , (3.31)
aT )y n Z \OT Jyn
mas 2Z — g_gg_ﬂ e 2 = =L, de modo que

OF 1 [0z -1
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9Z __
com 9B = E, temos

o Z , (3.33)

No entanto, no limite 7" — 0, FF = E, de modo que a equagao 3.29 avaliada nesse

OF\  —(klnZ+U)
(57),

V,N

mesmo limite, se torna

lim F' = lim —kT'In Z, (3.34)

T—0 T—0
mas como discutido no capitulo anterior referente as leis e aos postulados da Termodi-
namica, a entropia para 7" — 0 também tende a 0, ou seja, a multiplicidade do sistema
€ minima e a funcao de particao contém apenas um termo referente ao unico estado

de energia do sistema que nesse caso, € £, de modo que E = E,, ou seja

lim —kT'InZ = —kT Ine PFo, (3.35)
T—0
lim F = :—Z;E (3.36)

A partir disso, pode-se derivar uma nova equacgao da entropia como segue

OF  ,OF
S=—on=Hhp 35 (3.37)
1
_ —BE;
S=kInZ+ki— Zj: Eje P, (3.38)

e PE;

J

como p; = isto €, como mostrado na equacao (3.23), obtém-se

substituindo na equagéo (3.38), obtemos

S=—kY pinp, (3.40)

ou no limite do continuo

S = —k/,olnde. (3.41)
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Tal equacéo € conhecida como "Entropia de Gibbs" ou ainda, "Entropia de
Boltzmann-Gibbs" no sentido de que generaliza a entropia de Boltzmann pois considera
diferentes "pesos estatisticos" para os diferentes microestados com energias distintas
que o sistema pode ter como é o caso do ensemble canbnico, mesmo que este ndo seja
uma generalizagao do anterior, mas apenas um outro cenario em que a descrigéo fisica
dos sistemas muda pois a variavel fixa é outra. Se a distribuicdo de energia do sistema
corresponde a microestados equiprovaveis, no caso do equilibrio termodinamico com

energia total F fixa, a equagéao (3.40) se torna

[0 ()]
() E6)]

)

Ao realizar a soma de todas as probabilidades com pesos estatisticos iguais
até o numero total de microestados, recupera-se a expressao (3.4) referente ao ensem-
ble microcanénico. A partir da expressao (3.38), pode-se derivar uma equagao para
probabilidade partindo do método dos multiplicadores de Lagrange, isto é, o objetivo é

extremizar a equacéao da entropia de Gibbs a partir dos seguintes vinculos

> pi=1, (3.44)

i

U=(E)=)Y Ep. (3.45)

Nesse caso, temos uma fungéo f sujeita aos dois vinculos acima, isto €

fpit, o, B) = —k Zpi Inp; — « (ZPZ - 1) -3 <Z Eip; — U) : (3.46)

of({pi}, o, B) = —kd (Zpi lnpi) —ad (Zpi - 1) —pé (Z Eipi — U> = 0. (3.47)
0f({pi}, o, 8) = —klnp; —k —a— BE; =0, (3.48)

(1) —BE: (3.49)
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considerando o vinculo Zpi = 1, temos

D erree il =, (3.50)
e finalmente, combinando as duas equacdes anteriores para eliminar «, obtém-se

novamente a equacao (3.23).

3.4 Flutuacoes no ensemble canénico

Como visto anteriormente, a energia interna é obtida calculando o valor espe-
rado da quantidade F e também pode ser obtida da seguinte maneira
0

U=(E)=-g5n7 (3.51)

Calculando o desvio quadratico, obtemos

2
(E7) — (B’ =277" ZEize*ﬁEi — |z Z EieBEi] : (8.52)
0 [10Z 0
2 — . 2 [ — —_— [ — .
(E7) —(E3) o5 {Z 85} 95 (E:) (3.53)
relembrando as equagdes 1.76 e 1.81, obtemos
(Bf) = (B)° = —%U = kT“;—g = KT?Cy, (3.54)
2\ _ /72

kT?
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CAPITULO 4

Mecéanica Estatistica e Termodindmica generalizadas

Neste capitulo, uma parte da teoria referente a uma proposta de generalizacao
da Mecanica Estatistica € apresentada com o objetivo de expressar uma conexao
com a Termodinamica generalizada, que de modo conjunto pode ser referida como
"g-Termoestatistica". Trés escolhas referentes a definicao do valor esperado séo des-
tacadas a fim de esclarecer a adogao especifica de cada caso. Tal diferenca também
implica numa disting&o importante nos resultados referentes as expressdes da capaci-
dade térmica e entropia.

Nesse caso, outras propriedades serdao consideradas, estas que nao sao infor-
madas pela Termoestatistica apresentada nos capitulos anteriores. Alguns resultados
numeéricos também serdo apresentados a fim de distinguir as abordagens no caso em
que ¢ — 1 em relac&o a outros valores de q.

Historicamente, modelos associados a ¢-deformacgdes foram desenvolvidos,
como o0s casos das g-deformadas séries hipergeométricas [38]. Tais construcdes
levaram ao surgimento de func¢des e outros objetos matematicos deformados, tais como
a g-exponencial e a g-derivada, o primeiro caso podendo se referir a dois conceitos
distintos, um associado a uma autofuncao da ¢-derivada e o outro que sera de extrema
importancia para as préximas consideracées que seguem nos capitulos posteriores.
O ultimo € aplicado no estudo de dindmicas cadticas considerando expoentes de

Lyapunov a partir de jacobianos deformados (¢-jacobianos) [39].
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4.1 Entropia de Clausius generalizada

A primeira lei da Termodinamica generalizada pode ser expressa pelas ¢-

grandezas de trabalho, calor e energia interna [31]
dU, =aQ, — dw,, (4.1)

onde, da esquerda para direita, temos a diferencial exata da ¢-energia interna, as
diferenciais inexatas (d) do ¢-trabalho e do ¢-calor. Observa-se que a primeira lei da
Termodinamica generalizada mantém sua forma matematica em relagdo a forma da
teoria usual, exceto que nesse caso conta com a presencga das quantidades generaliza-
das.

A quantidade generalizada da energia interna é definida pelo valor esperado

generalizado do hamiltoniano H do sistema, isto &
> vl
_ %
q Y
D7
j

em que ¢ é o i-ésimo valor de energia do sistema e p! é a i-ésima probabilidade

(4.2)

generalizada. O valor esperado do hamiltoniano generalizado corresponde a uma
densidade de probabilidade generalizada. E conveniente introduzir as fungdes logaritmo
e exponencial generalizados para expressar as demais quantidades. O g-logaritmo é
obtido por [1]

|
lnq xr = ﬁ (43)
Aplicando a relacéo inversa da equacao (4.3), obtém-se a fungéo exponencial generali-

zada

1

ey = [1—(1—q)x]T. (4.4)

No limite de ¢ = 1, esse par de equacdes retorna as formas usuais das funcdes
logaritmo e exponencial, respectivamente. Aplicando a definicdo da generalizagcéo
g-exponencial para o caso da distribuicao de probabilidade presente na equacgao (4.2),

temos

1

1= (=20
pi = Z, . (4.5)

Com a fungéo de particdo Z, e o elemento ¢, dados por
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1= Z pl. (4.7)

Nesse caso, a partir da funcao ¢-exponencial dada pela equacéao (4.4), = =

B e — U,). Para extremizar a equagéo (4.2) usamos 6U, = 0 de forma que

Cq

qZpZ €0pi
U, = (6H),+ ——r +Zpl€1 (Zp]) :

qsz 'ei0p;
5Uq = <5H>q + . q ZPZQ <Zp;] 15]9]) )

Cq

q Z Pi - 61'5291' Z pg&(spi

U, = (H),+ ———— —q(H),—=0. (4.8)

Cq Cq
A diferencial inexata do trabalho generalizado é identificada como o negativo

do valor esperado do hamiltoniano generalizado no caso quase-reversivel

dW, = — (6H),. (4.9)

Preservando a forma da primeira lei da Termodinamica dada pela equacao (4.1), subs-

tituindo a equacgéo (4.9) na relagéo (4.8), obtém-se o elemento de calor generalizado

q Zp (i — Uy)opi

dQ, = : (4.10)

Cq

utilizando as Eqgs. (4.5) e (4.7), obtém-se

Q, = 52 (1) 2 e~ U)o (4.11)

Desse modo, pode-se obter a relacdo de entropia e calor generalizados. A equacgéo da

entropia generalizada é (assumindo a constante de Boltzmann como sendo igual a 1)

Lq (Zpg—1>, (4.12)
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em ¢ — 1 a equagéo se torna a entropia de Boltzmann-Gibbs. Tomando a variacao da

equacao (4.12), obtém-se

55, = %ﬁch 2[1 (- q)g(q — U, opi. (4.13)

7

Comparando com a Eq. (4.11) do elemento do calor generalizado, obtém-se a seguinte
relacéao

88, = BdQ,. (4.14)

Essa expressao se trata exatamente da relacdo de Clausius para a entropia se

considerar que 3 é o inverso da temperatura, lembrando que a constante de Boltzmann

€ assumida como unitaria.

4.2 Relacoes termodinamicas generalizadas

Ao longo do desenvolvimento da ¢g-Mecéanica Estatistica, trés versdes do valor
esperado foram apresentadas [1]. A primeira escolha é a mais natural vide que, uma
vez que a probabilidade € definida como sendo proporcional a fungdo exponencial,
é plausivel pensar em somar produtos de tal funcao (generalizada nesse caso) e da

variavel O através da qual se calcula o valor esperado de certa grandeza fisica, ou seja

(0) = sz‘oz‘, (4.15)

a partir de tal definicao é possivel extrair a seguinte relagéao utilizando o procedimento

de extremizacgao [1]

o_ [M—(g— 1)*e) 416
BD SRR e

J
O problema é que o parametro 3 nesse caso nao é o multiplicador de Lagrange

associado ao vinculo da energia interna, além do fato de que ha problemas de diver-

géncia em questbes matematicas associadas ao estudo de certos sistemas fisicos

[1].

A segunda escolha do valor esperado de uma certa grandeza O é dada por

(0) = >_piO: (4.17)



Capitulo 4. Mecanica Estatistica e Termodindmica generalizadas 66

Como discutido [1], pelo menos dois problemas estdo associados com a expressao
acima. O primeiro deles € que implica que, considerando dois sistemas com as con-
dicbes de que p;;(A + B) = p;(A)p;(B) e €;;(A+ B) = ¢;,(A)¢;(B), a energia interna €

uma quantidade nao aditiva dada por

UA)S)(B) | Uy(B)S,(4)

Uq(A"‘B) :Uq<A>+Uq(B>+(1_Q) A 2 )

(4.18)

isto &, nesse caso, a formulagcédo da primeira lei da Termodinamica referente a conser-
vacao de energia para o caso microscopico difere do caso macroscépico (em que a
energia interna é aditiva).

O segundo é que, para valores constantes das energias ¢; ou no caso de
aplicarmos 4.17 para o operador 1, o valor esperado ndo € normalizado, o que implica

na correcao utilizando a seguinte expressao
>_pi0;
1
- 9
>0
j

0 que justifica o emprego de 4.2 para deduzir a entropia de Clausius generalizada como

(0) (4.19)

exposto anteriormente.
As relagbes termodinamicas que seguem nao mudam em forma para o caso
das duas escolhas para o valor esperado, com a diferenca de que as as probabilidades

p; € as funcdes de particao sdao dadas por

ZP = Z [1— (1—q)B¢)]77, (4.20)

Zq(3> — Z {1 —(1- q)cﬁ(ej — Uq)} o : (4.21)
5 [1-(1—gq)Be]™s

o2 = e ’ (4.22)

(3) q
p; = ; (4.23)
Ztgg)

Similarmente ao caso da Termodinamica usual, o inverso da temperatura pode

ser obtido por derivadas triviais. No caso da g-entropia, temos
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05, 1
— = 4.24
ou, T ( )
Com a g-energia interna e a equacao da energia livre de Helmholtz generalizadas

dadas por [32]

0 Z; -1
=9 - 4.25
Uq 8/8 1 —q ) ( )
U, = (H), = ple; (4.26)
1—q 1
F,=U,-TS, = _kqu—' (4.27)
—q

A capacidade térmica generalizada pode ser obtida pelas seguintes equacdes

_ aS‘]
C,= Ta_T’ (4.28)
OF,
7 = -5, (4.29)
0*F, 05,
=—— 4.
o1 or’ (4.30)
substituindo a equacao (4.2) na relagéo (4.28), temos
0*F,
isolando o termo da temperatura dado em (4.24) e substituindo na relacédo (4.28),
obtemos
ou, 08,
=24 4.32
Co 9S8, oT’ (4.32)
mas a energia interna é dada pela equacao (4.25), de modo que
0(H),
C, = o (4.33)
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qZ; (B — (E3))?)
C, = - | (4.35)

1
1

Seguindo [32], foi utilizado p; = “=4=2%L—_ A energia E; ¢ dada por

€
1—(1—q)Be
Partindo das mesmas relacdes termodindmicas apresentadas, mas agora

B = (4.36)

utilizando a terceira escolha para a definicdo do valor esperado, a seguinte equacao

para a capacidade térmica pode ser deduzida considerando uma temperatura efetiva

> 0

J
B

dada por T,y = e a energia total dada pelo hamiltoniano H [33]

2
aZ2> > pt (- ),

2
7%, —q(1—q)Z > pit! (H - <H>q>

1

0 que resulta em uma forma para a capacidade térmica mais complexa do que a

(4.37)

Coeff =

apresentada utilizando a segunda escolha devido ao fato de que a fungao de particao
Zf’) definida em 4.21 depender de Uq(3), que por sua vez também depende da funcao

anterior.
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CAPITULO 5

Resultados

5.1 Capacidade térmica e entropia generalizadas para
n=1

Primeiramente, destaca-se que a entropia de Clausius usual nos permite
exprimir uma relagéo entre médias das temperaturas (médias geométricas e aritméticas)
como & mostrado em [25] e nos resultados numéricos presentes no capitulo 2. Pelo
fato da capacidade térmica generalizada depender da temperatura, pode-se esperar
de antemao que a integral associada a entropia fornegca um resultado diferente. Desse

modo, temos

TraqQ Trdr
s_/TL_ T_C”Z/Ti = (5.1)

A integral fornecida pela equacao (5.1) ndo mantém sua forma quando se con-
sidera o calculo da ¢-entropia. Como visto na relagao termodinamica (4.28), podemos
expressar a relacdo entre entropia e capacidade térmica generalizadas da seguinte

forma

Ty Ty T
Sy = / d?q = / Cqu , (5.2)
T; T;
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considerando a nao aditividade da entropia generalizada, para um dado sistema com-
posto por N reservatorios (com seus respectivos sistemas com dois niveis de energia

acoplados), temos

Sq(1,2,...,N) = Sg(1) + 5,(2) + ... + S,(N) + A(L, ..., N), (5.3)
onde A se refere aos varios produtos cruzados existentes entre as entropias dos
sistemas, que no caso de N = 2, se reduz a %Sq(l)sq@). Se considerarmos por
exemplo, um sistema composto por dois sistemas com as entropias dadas por S,(1)
e S,(2), para se obter a entropia total considerando outros sistemas que néo fazem
parte da composi¢do do primeiro e sdo independentes, consegue-se apenas definir a

entropia total recursivamente

Sy(1, s N) = Sy(N) + S,(1,...N — 1) + OMV;_?)SQ(N)SQ(L N 1), (5.4)

0 que corresponde a uma soma de todas as integrais 5.2 para cada sistema acrescido

de um termo A’ associado aos varios produtos cruzados existentes

N (T cdT
Sq(l,...,N):Z/T qT +A(1,...,N), (5.5)

(1-7q)
k

A expressao (equagéao 5.2) confirma a afirmacao de que para o célculo da

AN(1,..,N) =

(S(2)S(1) + S(3)S(1,2) + ... + S(N)S(1,2,... N —1)].  (5.6)

entropia generalizada, a integral possui outra forma, neste caso, a fun¢ao generalizada
da capacidade térmica é integravel.

Os seguintes resultados serdo apresentados partindo primeiramente dos cél-
culos realizados no apéndice A em que foi considerado a segunda escolha do va-
lor esperado discutida anteriormente, que implica na férmula para a capacidade

térmica dada pela equacéao (4.35). Considerando tais resultados e lembrando que

) = [1—(1—@%} euj = [1— (1—q)£—i},tem03

O s s N

= = s S e
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concluiu-se que, com g # 1, com ky, = —k3, para qualquer valor de ¢;, a entropia €

Sq = [1 + IQ, (59)
== (C I+ o)+ o — 5.10
1——(1_q)2(—nuf+uf+ nu; — uy), (5.10)
=4 Inuy + s + Ine, — 5.11
2—+(1_q)2(—nuf+uf+ nui—ui), (5.11)

eportanto
Sq=5+1,=0. (5.12)

E importante destacar que, ao considerarmos N banhos térmicos, a menos
que todos estejam considerados em conjunto com apenas um nivel de energian =1 ¢é

que o resultado permanece nulo.

5.2 Capacidade térmica e entropia generalizadas para
n = 2 niveis de energia

Primeiramente, para o caso de ¢ — 1 (em que se recupera a descricao pela

entropia de Boltzmann-Gibbs), aplicando a equacao (1.81), temos

T CydT T (E2) —(E;)?
S :/ v :/ Al g (5.13)
n T T kT3
—€ —€ —€ —€ 2
o /Tf 1 : e%eki + e%eﬁ;ﬂ? B (eleki + 62662167"2> T (5.14)
T; kT ekT -+ ekT ekT + e*kT

Considerando dois niveis de energia no caso quantico de uma particula livre
em uma caixa, em que a energia total é ¢; = An? + B, em que A e B sdo parametros po-
sitivos e n; corresponde aos numeros associados aos niveis de energia [32], utilizando
o software Wolfram Mathematica e avaliando o resultado da integral para NV sistemas
interagindo em banho térmico, cada um composto por um reservatério e o sistema com

dois niveis de energia ¢; e ¢5, obtemos a seguinte expressao para a entropia
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Ty

=y 1) , (5.15)

S = Z 21_62 e':T)Jrkln(e“k

erkT 4 ekT
T;

onde ¢; — ¢; = e. Considerando a segunda lei da Termodinamica

- . N - N B

S=N m+kln(e’“Tf +1) —%Zﬁ—%ikln(e” +1> >0,

(5.16)

I I B (77 +1)
o T (eﬁ+1> NZI:TZ(ekTi+1> ki (ﬂ(ekn +1)>}v 20, (317)
L i=1 ]
(ek;f + 1) € 1 N €
k1n - > — _Z , (5.18)
A v Tf(”f+1) N 4 T(ewﬂ)
(}} (et +1)>
definindo 7, = ———, » = —— e aplicando a exponencial nos dois lados da
e 41 (e FT; +1>

desigualdade, obtemos

N

| NI
k(emgz(ﬂ(eml)) ( ZT) .19

1=

expandindo em séries de Taylor (entorno de 0) referente aos termos exponenciais
considerando o caso de que kT > ¢ de modo que a aproximacao 1 + = + % possa ser

feita
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=
+
—
VS
m
——
Z|=

(5.20)
No caso de dois niveis de energia sendo um correspondente ao estado funda-

mental (¢y) e outro em estado excitado (¢;) com N =1

Ty

et i
S_[T(ezj%+1 1)—|—k51n<ek +1>] , (5.21)

T;

( —1)2—]\76—1 _ L) 22
e 41 Ty \ g7 41

Os seguintes graficos foram obtidos considerando as condigdes apresentadas

) (ek%fﬂ) N
ST

7

e | 4

anteriormente e com o parametro de energia B arbitrariamente escolhido como zero
Assim como em [32], foram plotados valores da relagao entre o termo &7 (proporcional
a energia do reservatério) e do termo A associado aos niveis de energia, nesse caso
certamente considerando graficos de valores da entropia e especificamente tomando
valores da razdo £ para estudar os casos de quando as energias das particulas
livres (proporcionals ao parametro A) sdo menores, iguais ou maiores a um termo de
energia proporcional a k7. Para ¢ = 1 nos casos dos niveis de energia e; € ¢; € €1 € ¢

respectivamente
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Figura 5 — Entropia S,—; (multiplicada por %) em funcéo de valores da relagao entre o termo kT
€ a energia A para dois niveis de energia s € «;.
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Figura 6 — Entropia S,—; em fung&o de valores da relagéo entre o termo k7" e a energia A para
dois niveis de energia ¢; € €.
5.3 Solugdes com ¢ = ; e ¢ = 2 no caso quantico da
particula livre numa caixa

Resolvendo a equagdo A.20 para n = 2 e ¢ = 5 com o auxilio do software

Wolfram Mathematica, utilizando as mesmas condi¢des aplicadas na equacéo (5.15),

obtém-se
Ty 2 2 2
S, :/ - (6—1 + 6—2) _late)l | (5.23)
2 T 2kT Uy Usg (u% + u%)z
Sp=t = [filer, 2, T) + foler, &, Ty , (5.24)

em que as funcgdes f; e f, séo respectivamente, as solu¢des das duas integrais da

equacao (5.23), dadas por

Filer,ea,T) = 2k1n (e; — 2kT) + %1 + 2k In (2kT — &) + %2 — 4kInT, (5.25)
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—1
foler, e, T) = |KT?*(e + e%)%\/ % (E+ea)\/ € + e2(e]—4kT (e1+ey)+ea+8K*T?)+
~1
2 —2kT (e + €2) + €3
ET2(2 + €2)2 ¢ 2kT (2 4 €2)(e1 + € ¢ tanh™* f 2.
( 1 2) ( 1 2)( 1 2)\/_ \/m\/q—b

k212

(5.26)

Com ¢ = €} + —4kT(e; + €2) + €3 + 8k*T2. Considerando N banhos térmicos
interagindo, no caso da entropia generalizada nao aditiva, aplicando a expresséo (5.5,
e levando em conta que como nesse caso temos ¢ = 5 > 0,isto &, C,_1 > 0e S_1 >0
como mostrado em [32], e também que ¢; > 2kT e e, < 2K T, para garantir que nao

haja indefinicdo nos valores dos logaritmos, obtemos

B 1

N N N
e —2ky > T 2klzT <HT>
" o~ L

+ In T

(ﬁ(el - 2k7;)> : (ﬂ (2kT; — € > N 2T

i=1

2NE |In

-

(61 + 62) + Nfg(el,EQ,Tf) + ATf(Sla ...,SN)

1
€1+€2 —Fng €1, €9, )+AT(51,...,SN). (527)

Mz

s

=1
Se considerarmos similarmente ao caso da solugéo (5.21), avaliando a integral

5.23 para um nivel de energia no estado fundamental ¢, e outro num estado excitado ¢,

k Ty
S 1= |2K%In (e — 2KT) + L 2RI T| +
q= 2 T T
Ty
2kT\/€} — 4e1kT + 8k>T? tanh ™ ( 7a yvTa sz) + 6§ — 4e kT + 8k°T*
El— €
T;
(5.28)

Considerando agora ¢ = 2 com dois niveis de energia ¢, € ¢, utilizando o

software Wolfram Mathematica, obtém-se
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Ty 9
Sz = /T kTS

COMe; + €3 = €€ e — ey = Ae

2, —4 4 2,—4 -3 -3)2
€E1Uy ~ + €5Uy (elul +62u2)

dT', 5.29
(urt +uyt)’ (ut +uyt)’ (5:29)

¢ 1 [—16ke*(ef + deres + €3)(Ae)* N 76822 ke Ae* ™ B
T2 4RO (e + 2kT)3 e+2kT |,
1
Ta [B84keIE (36 — derer = 363) (T —Infe + 2kTY)], —
1 [192€€3e(e? + €2) N 6ke?(3e} + 16€3ey + TdeZel + 166163 + 3e5) Ae? N 3ketAes 1T
48¢6 T (e 4 2kT)? (e +2kT) ], "
(5.30)
com as seguintes funcoes
1 [—16ke3(€2 + derey + €2)(Ae)?
falev. e T) = — 55 { | te+2}<:;)3 S ] ’ 587
1 [768e2e2keAe?
T — 162 32
filen e, T) = =125 { e+ 2kT ] (5-32)
1
f5(€1,€2) = T [384kefe;(3€; — 4erea — 363)] (5.33)
1 192e2e3e(e? + €2)
T — _ 16661 T &)
1 [6ke*(3ef + 16€3ey + TdeZes + 16€1e5 + 3e5) Ae? N 3ketAeb (5.34)
48¢6 (e + 2kT)? (e+2kT)*|" 7
obtemos

[fs(er, €2, T) + faler, €2, T) + fs(er,€2,T) (InT — In [e + 2KT) + fG(el,EQ,T)]%f >0,
(5.35)
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N N ~
N 0 (H[e+2km>
Nf3(€1,62,Tf)+zf4(€17€2,ﬂ)+Nf5(€17€2) In
‘ T,
N
Z f6(€17 6277—;) + ATf(Sla ceey SN) - ATi(Sla ceey SN)

N
> ng(ﬁl, €2, T;) + N faler, €2, Ty) + N fo(e1, €2, Ty), (5.36)

no caso de ¢ = 2 com dois niveis de energia ¢; € ¢, (um no estado fundamental e outro

no primeiro estado excitado), obtém-se

Tr 9 2, —4 —-3\2
Spy = / g LR (er) _| ar, (5.37)
r, KT (1 + ul_l) (1 + ul_l)
ke2 (562 + 406 kT + 72k>T2) 1"
S, = — | Falba +40akT + )| (5.38)
48(ey + 2KT) -

Valendo-se das mesmas condi¢gbes mostradas anteriormente, com S, em

funcéo de %T, mas agora considerando ¢ = 2 nos casos dos niveis de energia e; € ¢; €

€1 € ¢

(1/K)S(J/K)

I L L
0 2 4 6 8 10
KT/A

Figura 7 — Entropia S,—» (multiplicada por %) em fungéo de valores da relagéo entre o termo kT
€ a energia A para dois niveis de energia s € «;.
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0
-0.01 |-
-0.02 |-
-0.03 -
-0.04 -

-0.05

(1/K)S(J/K)

-0.06 |-
-0.07 |
-0.08 |-

-0.09

-0.1

L
0 2 4 6 8 10
KT/A

Figura 8 — Entropia S,—» (multiplicada por ;) em fungéo de valores da relagdo entre o termo k7T
e a energia A para dois niveis de energia ¢; € ¢.

Comecando com a figura 5, observa-se a concavidade positiva da entropia,
como discutido nas se¢des anteriores, exceto que a funcdo assume valores negativos
(ainda sim crescentes) no caso de um dos niveis de energia considerados como
fundamental (), como ilustrado no grafico 6.

No caso de ¢ = 3, ndo foi possivel construir gréficos pois no caso das energias
referentes a particula livre em uma caixa, os termos logaritmicos se tornam indefinidos
pois ¢, e ¢; dependem do parametro A, e os valores plotados em [32] sdo em relagédo
ao termo ’“TT, de modo que se ¢; — kT > 0 por exemplo, kT — €5 < 0.

Finalmente, no caso de ¢ = 2 (figuras 7 e 8), em ambos 0s casos é evidenciado
o crescimento da entropia, mas diferentemente do caso usual da Mecénica Estatistica
de Boltzmann-Gibbs, trata-se de uma curva com concavidade positiva deformada, em
que os valores da funcao entrépica sao negativos. Todavia, tais resultados se referem
a apenas um sistema a uma dada temperatura 7', com energias dadas pela expressao

referente ao caso quéantico de uma particula livre [32].

5.4 Solugdes com g = 1 e ¢ = 2 para o oscilador harmo-
nico classico

Seguindo novamente [1], nesta secédo, as relacdées termodindmicas apresen-
tadas anteriormente serao utilizadas considerando a terceira escolha a respeito da
definicdo do valor esperado (equacéao 4.21), a fim de apresentar alguns resultados
numeéricos refentes as solugdes correspondentes ao caso do oscilador harménico

classico.
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E importante esclarecer que, nesse caso, 0 sistema em questao é descrito por
uma energia total considerada em um espectro continuo de valores, isto €, hd uma
funcdo continua ¢(n) em termos de n que é ¢(n) = en, onde € € uma constante arbitraria.
Diferentemente do caso quantico, o valor esperado pode ser obtido por integracao,
e cComo a energia € proporcional a valores constantes, o aspecto autoreferencial da
funcdo U, ndo prové dificuldades. Desse modo, temos as seguintes expressdes para a

probabilidade, funcédo de particao e energia interna generalizadas

1

’ 1 (=) —u)]""
mO e [1_ T ] | o
ZO(t) = /0 " dnn [1 _a _t?)Z(g);iq“))] o , (5.40)
e g )]
= Zf”(t)fo ‘ [1 (271 ] | >

onde temos ¢ = 5, u, = 22, COM N0, = 00 S€ ¢ > 1, tem-se que L-2mez—wa®) > ) g

(1=9) (Mmaz+1—uq(t))
t

caso ¢ < 1, < 0. Além disso, é importante notar que para valores de
q > 2, aintegral presente na equacao (5.41) diverge, de modo que ha essa restricao de
aplicabilidade dos valores de ¢. Resolvendo a integral fornecida pela equacéao (5.40) e

substituindo nas demais equagdes, obtém-se

t Z(S) 1—q I 1 — U 114
Zég) _ (2q_) 14 ( (3)‘1)1_q : (5.42)
@ | t(Z)
t?(z(3))1f2q i (1 - q)u 114
Uq = 2q_ 1 3) 1:1 s (543)
a |tz
a4 (7)) (5.44)
e a)
q
253) = (2—q)i0Dta, (5.45)
g = (2 — q)its, (5.46)
mas C, = 2, de modo que
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C, = 2(2 — gt (5.47)

Portanto, a entropia pode ser imediatamente obtida, isto é

kjl%q (T 1-2q
S,= T g / T (5.48)

1-q
qge « T;

klquq(Q — q)% [quq]Tf
e (1-q) h
0 que resulta na seguinte desigualdade considerando /N banhos térmicos e empregando

S, = , (5.49)

as equacOes da mesma maneira como realizado anteriormente

Fr@-—gi (1 N Eo (2= )8 o ) 20
Sqg=N—F7—"— (N Zﬂ) + Nose(Ty) = Nose(T3) > ———— Z (T3) .
. (5.50)
Os seguintes graficos foram obtidos considerando a constantee =1e k=1
para a energia interna U, e entropia S, em fungéo da temperatura 7' e entropia em

fungdo da energia interna para ¢ = 1 e ¢ = 2 respectivamente

2.5x1011

‘ Internlal energylfor q=1/4I =

2x1011 |

1.5x1011

1x10%1 -

5x1010 |-

0

L n L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

.
Figura 9 — Energia interna Uq:% em fungdo de valores da temperatura do reservatério 7' no
intervalo de 0 < T < 400.
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8x108 T T T T T T
Entropy for q=1/4 ——
7x108 - B
6x108 - B
5x108 - 1
n 4x108 | g
3x108 | 8

2x108 - E

1x108 | g

0 L ! L L 1 L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

.
Figura 10 — Entropia Sy—1 €em funcao de valores da temperatura do reservatério 7' no intervalo
de 0 < T < 400.

N

3x10° T T T
Entropy for q=1/4 ——
2.5x10° -
2x10° - B

» 1.5x10° | E

1x10° - L

5x108 -

0

. . . .
0 5x1010 1x10%1 1.5x10%1 2x101% 2.5x1011

u
Figura 11 — Entropia Sq:% em fungéo de valores da energia interna U, obtidos em fung¢éo de
valores da temperatura do reservatoério 7' no intervalo de 0 < 7' < 400.

35 T T T T T
Internal energy for q=3/2

30 B
25 B
20 b
15 F

10 <

51 a

0 L L L L L 1 L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

-
Figura 12 — Energia interna Uq:% em funcao de valores da temperatura do reservatorio 7' no
intervalo de 0 < T < 400.
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-0.1

' Entrop‘y for q=3/|2 —_—

-0.2

03

-0.4

.05 F

06 |

0.7 H

L
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-0.8

.
Figura 13 — Entropia Sq:% em fungéo de valores da temperatura do reservatorio 7' no intervalo
de 0 < T < 400.

Entllopy for q=3|l/2 —_—

45 L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35

U
Figura 14 — Entropia Sq:% em funcdo de valores da energia interna U, obtidos em funcdo de
valores da temperatura do reservatério 7' no intervalo de 0 < 7' < 400.

As figuras evidenciam que, no caso da energia interna U,, seus valores apre-
sentam um crescimento com concavidade negativa para ¢ = }l em relacdo aos valores
de temperatura dentro do intervalo 0 < 7" < 400 e com concavidade positiva para ¢ = 2
quando considerado o mesmo dominio de valores.

A entropia, por outro lado, apresentou um crescimento com concavidade ne-
gativa para ¢ = i (assim como no caso da energia interna), no entanto, para ¢ = %
evidencia-se que a entropia decresce quando a funcao toma valores do intervalo men-
cionado da temperatura 7. Em relacdo aos valores da energia interna U, tomadas em
relacdo aos valores de temperatura no intervalo 0 < 7' < 400, a entropia apresenta

concavidade positiva sendo que para g = % seus valores sao negativos.

5.5 Solucoes gerais aproximadas para n = 2

No apéndice B foram mostradas algumas solugdes para um banho térmico com

dois niveis de energia n = 2 sem especificar o valor de ¢. A partir de tais resultados,
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pode-se avaliar as integrais considerando @ = —a = —2, para 0 < z < 1, em que

podemos realizar uma aproximagao de modo que

g(x)=(x+a)t=a? (1 — g) , (5.51)
h(z) = (v +a)?=a"? <1 - %) . (5.52)

Nesse caso, combinando todas as integrais e aplicando a desigualdade (consi-

derando ¢ > 0), obtemos

+k—2 3q+k—2

zTf i Tioog, Ty
gl/ iElqh(LE)diE—i—Q/ x 1-a h(a:)da:+§3/ x 1m0 g(x)dz+

dq+k—2

T og+k—1 xf
§4/ xr 1 g(x)dx—i—%/ r 1= g(x)dr+

4q+k—2

Tf ogyk—1 zf
§6/ x 1-a g(x)—|—§7/ x 14 g(x)dr >0, (5.53)

onde os seguintes parametros sao definidos

g =a" [(’Yl Z Ak — €I Z Ck) + (’Ys Z Ak — €75 Z Ck)] ; (5.54)
k k k k

o= “163(52‘1*) 2k é A (5.55)
G — _“1<€i<:01‘)+ D ; Ao (5.56)
G = 4“?5:‘;‘ 1) kj%ck, (5.57)
e = Zc (5.58)
G = 2“163(23(__? D) ;Ck, (5.59)
= % zt: Ce, (5.60)
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resolvendo as integrais dadas pela equacéao (5.53) com as aproximagdes e com a

condigcado dq € R tal que

—qt+k+1 —2g+k+42 \ Tf 2q+k—1 Ty gtk \ Tf
T T-a 2a T 1=a n T 1-a (o5 + ) rl-dq
TN kAl 2+ k2 2\t k—1 DTN Tk

T

k+1 Ty 3gtk—1 Ty 2g+k Zf
Tr1l-q xr 1-a €T 1-a
_— >0, (5.61
+U5<k+1> +06<3q+k:—1) +U7<2q—|—k> =0, (561)

(=

onde temos o0s seguintes parametros

=a! [(% Z Ak — €I Z Ck) + (75 Z Ak — €75 Z Ck)] : (5.62)
k P ! !

oy = [( (a+1)e )’ngAk , (5.63)
- [—( at1)e )732)% , (5.64)
oy = [[1 —(a+ 1))y ggk(a—2 +a Y|, (5.65)

o5 = [—[1— (a+1)m§k:gk(2a 3 : (5.66)
06 = [[1 — (a+ 1)]713%:@(@—2 +a Y|, (5.67)

o7 = [—[1— (a+1)]%3§k:gk(za 3 (5.68)

5.6 Desigualdade a partir do ¢-logaritmo

Nesta secdo buscar-se-a derivar uma desigualdade associada a entropia a
partir das definicbes empregadas pela terceira escolha de definigdo do valor esperado
como discutido nas secoes anteriores. Como ja visto, as equacdes apresentadas na
secao 4.2 sao invariantes quanto a sua forma independente das escolhas supracitadas
referentes a equacéao do valor esperado. Todavia, como também ja ressaltado, existe

um aspecto autoreferencial da equacao da energia interna generalizada Uq(g) pois é
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proporcional a si mesma. Desse modo, ao invés de integrar a expressao da capacidade

térmica generalizada C, .r; (equagéo 4.37), o método de integragéo por partes sera
U,

usado. Considerando a equagéo (5.2) e também relembrando que C, = 77 para as
duas escolhas mencionadas, temos que
Tr C,dr r 10U,
& /T T /T ToT (5.69)

definindo p = % e dd = % e assumindo a dependéncia unicamente explicita da

energia interna em relacao a temperatura, obtemos

9 = U, (5.70)
du 1
-5 = "7 (5.71)
ul” [t
S, = —‘1} +/ —1 5.72
q |:T T T, T2 ( )

Como os calculos que derivaram a entropia de Clausius generalizada consideraram a

constante de Boltzmann & como unitaria, nesse caso 3 = 7, de modo que % = —m.
Mas a energia interna a partir da terceira escolha
dln, 7Y
U, =——~2"1 5.73
q 8/8 ) ( )
0 que resulta em
ul™ (71 dn, 2
S, = —q} +/ E— A 5.74
q |:T T T, T2 dﬁ ﬁ ( )
u, 1" T
Sq = [—q] + [Ing 2], (5.75)
T;
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onde A¢; = }I—_U; Antes de prosseguir com a derivagao da desigualdade, é importante

considerar as seguintes propriedades da fung¢éo g-logaritmica, com as condicées V(z, y)
e Vq [34]

Ingzy =Ingz+In,y+ (1 —q)In,z1n,y, (5.77)
x 1
In, " = i n,z —In, y], (5.78)

de forma geral, o ¢-logaritmo de um produto de variaveis =, paran > 1 é dado por [35]

N N N
In,, ka = Z(l —q)" ! Z Ing z;,...Ing z, . (5.79)
i=1 i=1 ip>.>i=1

Desse modo, como a g-entropia é definida em termos do ¢-logaritmo, a nao
aditividade no caso de um produtério de probabilidades corresponde a uma soma de
varios produtos cruzados existentes entre as entropias para N banhos térmicos, de
modo que como visto anteriormente, tal soma referente aos produtos cruzados sera
representada por A.

> para ¢ > 0 [36], considerando N banhos térmicos e a equacao

Como # >

(5.5) e as propriedade acima, temos

1—q)Ag]T7) 1
S,=N {mq (; {1 - %1 ) - lmq (H Zq(n)> — (1 —q) [ ] g (-]
> epl(Ty) L > anl(T)
N|—t———— = || + AMTy) = A(T)) > 0, (5.80)
Ty s N 2 7,y (T oA

onde | | In, [...] significa todos os produtos cruzados associado a propriedade do ¢-
q

logaritmo do produto como dado pela equacéo 5.79, de modo que



Capitulo 5. Resultados 87

1
—=
/DT
'T‘
|
—
S
>
Q('!‘\
—_
ne
1
z|~

> - S22 S (1))
S, = N[Z,(T))]"< In, ! B O
A N Ty Y pi(Ty)

J

N Z e (T7)

1 -
— —_ AN(T;), (5.82
Vo TS | TN 69

2

valendo-se da condic¢go particular de que U, = cte e que a energia interna se conserva
mesmo apo6s o contato térmico que leve ao estado de equilibrio onde os reservatorios

atingem a temperatura 7, temos

N N N
S Uy(Ty) 3 UfT) N 1 (5.83)
LTy ~ T Ty “—HT
N N
UT) =UT) N ( L1 ! )
B == (=4 =—+.+—] <0, (5.84)
; Tf ; E Tf T1 T2 TN

0 que implica em
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- - T + A(Ty) + AO
(1—q)Ae; |7
\lg@b——n | >l |

_%gIP%LJ+Mﬂ)(5%)
- Z(TUq)leq AE]( ):

Considerando ¢ — 1, A¢;(Ty) =

W e que Ae;(7;) é o mesmo
valor para todos os sistemas em banho térmico com suas respectivas temperaturas 7;

N
1
e que AO = __ZT <0, temos
i=1 i
( 3
Acj(Ty)
e T
Sye1 = Nln 4 + A0 >0, (5.86)
N Cagmy\ | Y
[I(>e
( Li=1 \' )
( )
AEj(Tf)
N s
S,1 = Nln ¢ N (5.87)
N Ao\ | ¥
H(Ne_ T; )
\ Li=1 J

como A© € uma quantidade negativa, o logaritmo n&o pode fornecer valores negativos
para satisfazer a desigualdade, de modo que

N Aejq.w(T‘f>
e f
+— > 1, (5.88)
1
@Y (T)
NNe i=1 L
Ae#Tf)
f
v > 1, (5.89)
0@ Y (1)
i=1 v

0 que resulta na seguinte desigualdade

1 N
NZ() (5.90)

—_
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para N = 2, obtém-se

1 (T + Ty
— > .
Ty ( T ) > 1, (5.91)
T; > TiTy, (5.92)

2 2
(% > n) > T\, (5.93)

2
ST > VAT, (5.94)

Tal resultado foi derivado na segunda secao e corresponde a um caso particular
da desigualdade entre as médias aritméticas e geométricas derivadas a partir da

desigualdade de Jensen. Para N > 2, obtém-se

1L /1
=1
1 (Ty..Ty+ Y. o(T)..T,)
. K ) > .
Iy ( T\Ty.. Tx 21 (5.96)

onde Y, (7;...T;) corresponde a todas as permutagdes dos produtos existentes entre

os valores da temperatura (por exemplo, para N = 3, T = 1375+ T1517). Todavia, existem
relagbes dos valores de temperatura que podem ser escritos em termos de coeficientes

w, isto é

T+ 1o+ ...+ 1N

T N

(wl “+ g + ... + WN) Z T1T2...TN, (597)

N
Iz

L
i=1
N E T; > ( (5.98)

wl—l—w2+...+wN)'

E importante salientar que tal resultado néo se trata de uma desigualdade obtida pela
segunda lei da Termodindmica que esta associada a todos os casos da desigualdade
de Jensen como foi demonstrado no segundo capitulo. A equacao (5.85) generaliza
apenas para o caso de 0 < N < 2. No entanto, para ¢ — 1 e N > 3, uma nova
desigualdade foi obtida que esta associada aos produtos cruzados entre os valores de

temperatura.



Capitulo 5. Resultados 90

5.7 Discussoes

E importante salientar que caso a solugao dessas integrais seja avaliada para
outros limites, por exemplo, para 0 < ¢ < 1, e > ¢, com a condicdo também de
que —1 < ¢ < 0, nesse caso, com a diferenca de que agora ¢; > kT, para que as
expansoes possam ser feitas, € necessario mudar todas as constantes associadas aos
resultados pois nesse caso, por exemplo, ()¢, sk = g—;, €1 — €2, du; — dus € Y = Z—;
ao invés de r = 2. Nesse caso, os resultados ndo mudam em forma, apenas temos
|x| < 1 e alteragbes nas constantes. Essas alteragdes valem também caso permaneca
o limite ¢; < kT, mas agora ¢; > ¢, para 0 < ¢ < 1. Certamente que, caso duas
mudancas nesses parametros seja feito concomitantemente, para certos valores de
q, 0S resultados sdo os mesmos em relacdo aos ja apresentados para as condi¢des
especificas descritas.

As expansdes realizadas dos termos (z—a)~! e (x—«)~? foram feitas almejando
boas precisdes ja que, de fato, no primeiro caslo considerado, temos a condicao e; > ¢y,
resultando em a > 1 e |a| > z pois 0 < (Z—f)iq < lparagqe€R.

Outro ponto € que, se considerarmos, por exemplo, a ultima integral resolvida

. oy e dqtktv—vg—2
Is. (B.157), 0 termo ), _, Ck fxif Do gya%x =« dx corresponde a uma soma que,
de fato, %ﬁg”q‘? = —1 para algum valor de ¢ € R ao se percorrer valores dos indices
dos somatérios. Ora, nesse caso, certamente o resultado da integracao fornece um
termo logaritmico. Todavia, os resultados apresentados das integracées consideram os
valores das poténcias de = como diferentes de —1 quando se percorrem os valores dos

indices dos somatorios.
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CAPITULO 6

Conclusoes

Nesta dissertacdo, um estudo considerando diferentes formalismos a respeito
da entropia foi realizado com o objetivo de buscar um melhor entendimento de como as
flutuacdes que os sistemas fisicos podem apresentar, mudam quando outros modelos
sao considerados, em especial, nesse caso, a Mecanica Estatistica nao extensiva
que abrange a g-Termoestatistica. Tendo como referéncia primeiramente a aplicagao
da entropia de Clausius no contexto de banhos térmicos macroscépicos, um dos es-
copos do trabalho foi buscar outros tipos de desigualdades associadas aos valores
da temperatura, empregando a segunda lei da Termodinamica. Uma classe de dife-
rentes desigualdades foram derivadas considerando uma progressao em termos de
complexidade matematica dos modelos. Comegando com a entropia de Clausius na
Termodinamica usual, posteriormente considerando o formalismo canénico da Mecéa-
nica Estatistica de Boltzmann-Gibbs (¢ — 1), a Termoestatistica generalizada com o
emprego da segunda escolha da definicdo do valor esperado e finalmente, a utilizacao
da definicdo normalizada de tal quantidade. Todos esses diferentes modelos estatisti-
cos possuem conexdes com a Termodinamica e suas respectivas formas de flutuagdes,
0 que possibilitou extrair diferentes relacdes de desigualdade entre as temperaturas.

Conclui-se primeiramente que, considerando a segunda lei da Termodinamica
(variacao positiva da entropia para sistemas isolados nos processos irreversiveis), é

possivel derivar uma relacao entre as temperaturas que esta associada a desigualdade
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de Jensen. O gréfico apresentado no segundo capitulo exibe o comportamento da
evolugao cumulativa dos valores das médias geométricas e aritméticas para um namero
consideravelmente grande de reservatérios, onde se observa que na medida que se
calcula os valores médios para um numero de sistemas que se aproxima cada vez
mais do numero total em que elas foram computadas, os valores cumulativos tendem
ao valor da média final (considerada para todos os sistemas).

Considerando a definicdo de entropia no ambito canénico bem como a for-
mulacao da capacidade térmica em sua forma de flutuagdo e como uma fungao da
temperatura para ¢ = 1, para o caso da segunda escolha da definicdo do valor espe-
rado, foi possivel constatar uma desigualdade diferente da exposta para o primeiro
caso simples. Para dois niveis de energia ¢, € ¢; correspondentes as energias An? + B
sendo B = 0, 0 comportamento da evolugao da entropia na medida que se aumentou a
relagédo entre o termo kT e o parametro A associada as energias dos niveis do sistema
em contato com o reservatoério, foi de um crescimento monétono e positivo. No caso
de um dos niveis de energia considerado como sendo o do estado fundamental ¢y e 0
outro do primeiro estado excitado ¢, a variacao da entropia tendeu a zero, percorrendo
valores negativos, destacando-se que em ambos o0s casos a concavidade da fungao foi
positiva.

Tendo em vista a escolha do valor esperado na sua forma normalizada, consi-
derando o sistema de osciladores harménicos classicos, observou-se que, para ¢ = }L
a entropia aumenta da mesma forma quando comparada com a evolucao da funcéo da
energia interna em relagao aos valores da temperatura. No caso de ¢ = % a entropia
€ decrescente com os valores da temperatura e a energia interna apresenta um cres-
cimento com concavidade negativa. Em ambos os casos do parametro ¢, a entropia
apresenta concavidade positiva em fung¢ao de valores da energia interna.

No caso do formalismo da Termoestatistica generalizada, considerando a
segunda escolha da definicdo do valor esperado, para o primeiro caso em que g = %
uma desigualdade mais complexa foi verificada e o grafico para dois niveis de energia
€2 € €1 ndo foi possivel ser realizado devido ao fato de que os termos logaritmicos da
funcéo resultante do método de integracéo néo ser definida (pois resultou em valores
negativos no argumento). No caso de ¢ = 2, o comportamento foi semelhante ao
do caso ¢ = 1, exceto que se notou um crescimento monétono percorrendo valores

negativos nos dois casos de pares de valores de niveis de energia, ndo implicando que
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a variacao de entropia seja negativa para ¢ > 0 pois foi considerado apenas um banho
térmico. A desigualdade derivada para tal valor também difere em muitos aspectos das
apresentadas anteriormente, estabelecendo uma relacdo complexa entre a temperatura
final (de equilibrio) e as temperaturas iniciais.

Com o emprego do método de integragéo por partes sem especificar C,, foi
possivel obter uma generalizacao da desigualdade de Jensen para 0 < N < 2 e uma
nova desigualdade para N > 3 que envolve produtos cruzados entre os valores da
temperatura. De fato, a desigualdade generalizada foi obtida a partir das propriedades
do g-logaritmo e se reduz aos casos supracitados com as condi¢des de invariancia da
energia interna e igualdade das energias ¢; dos subsistemas.

Finalmente, sem especificar o valor de ¢, € importante ressaltar que as integrais
disponiveis nos apéndices, exceto para o caso de n = 1 em que de fato a entropia
apresenta um valor nulo, foram resolvidas de uma forma aproximada considerando
as desigualdades entre os valores das energias dos sistemas. Isso implica que, com
o auxilio das expansdes binomiais, é possivel estabelecer para certos casos que a
entropia (para um banho térmico) se trata de uma expansao de varios monémios,

podendo haver também um termo logaritmico para certo valor de q.
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APENDICE A

Solugdes da equagdo S, paraocasoden =1

Para o célculo da capacidade térmica, temos

Traq Trdr
5:/_ TZC”Z/Ti = (A1)

T;
O resultado mencionado é a relacao entre as médias aritméticas e geométricas

devido ao fato da integral resultar na funcéo logaritmica da temperatura. Para calcular
a g-entropia através da integral da capacidade térmica generalizada, € necessario

calcular os valores esperados da expresséao (4.35), o que resulta em

(Bi —(E)* = B} —2E:(E;) + (E})*, (A.2)
((Bi—(E))”) = (E?) — 2(E;) (E)) + ((E)?), (A.3)
((Bi = (E)?) = (ET) — 2(E))* + (B, (A.4)
(B = (E)))*) = (EF) — (EW)*. (A.5)

Calculando separadamente cada um dos valores esperados, considerando que
E; é dado pela equagéao (4.36) e que a definicao da generalizagdo do valor esperado é

dado pela equacao (4.26) , obtém-se
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q

9 6?1— 1-— €14 1
<EZ>:;( [[1—((1—?]))g6¢]]2 )( (A.6)

€1l — (1 —q)Pe; = 1
(B) = ( [[1 _((1 _q;)ﬂ Be]i] ) ( (A7)

) el —(1—q)Be ™\’ 1
(Ey)* = [Z ( [[1 _((1 _q;)ﬁ&]i] )] — (A.8)
(Z[l —(1- q)ﬁeﬂlq))

J
Substituindo a relagao (A.5) na equacao (4.35), obtemos a seguinte forma para a

capacidade térmica generalizada

aZ (B — (B))
B kT2
Como os resultados dos valores esperados obtidos a partir de (A.6) e considerando

c, (A.9)

que u; = [1 — (1 — ¢)Pe] e que v; = [1 — (1 — ¢)P¢;], a equagéo (4.35) se torna

g (Zu> (B3 = (")

c, o :

(A.10)
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identificando a igualdade u;, = v;, em que v; foi usado previamente para distinguir o

somatorio referente a funcao de particao, temos

) )

i L . (A.13)

= T2 (Z 1)2111 (Z 1>3q1
uiliq uilfq

A integral fornecida pela equacao (5.1) nao mantém sua forma quando se con-

Cy

sidera o calculo da g-entropia. Como visto na relacao termodinamica (4.28), podemos
expressar a relacao entre entropia e capacidade térmica generalizadas da seguinte

forma

TraqQ Trcar
S::/ ——3:/)—1—. A4

A expressdo acima confirma a afirmacao de que para o calculo da entropia
generalizada, a integral possui outra forma, neste caso, a fungédo generalizada da
capacidade térmica é integravel. Para que o calculo seja possivel, € necessario derivar

a expressdo u; = [1 — (1 — q)Bey], isto é

dup  [(1—q)e
Zf‘{‘%?fﬁ’ (A.15)
kT?

Pode-se obter T" a partir de u; , de modo que

_ (=g
T= (A.17)

Fazendo as mudancas de variaveis mostradas a partir de (A.15) e computando a

equagao (A.14) assumindo o resultado obtido em (A.13), obtém-se

.
o |ZEF) £

Z L dus, (A.18)

:kT3(1—q)61 N 2¢—1 N 3g—1
(=) (2

7

ds,
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=) Eer)

7

1 = T ge —mT - —wer | o (A.19)

Substituindo a temperatura T" obtida na equacgéo (A.17) em (A.19), e considerando uma

constante x; = —%, temos
1

() )

: L duy. (A.20)

uy
Sq — /{}1 // (Ul — ].) 29—1 3q—1
| (z) (z)

Como é uma integral que contém varios somatorios, € conveniente buscar solucdes

com os primeiros valores de n, que se trata dos valores de energia dos sistemas, a
partir dos quais € possivel expressar os valores esperados. Considerando apenas um

sistema, isto é, n = 1, temos

T (-9 (@)

3q—2 2¢-1 2
W (47) ()
/ —1) - duy. (A.21)

, (u1 1\ 201 1\ 3!
O resultado acima mostra que a integral pode ser expressa em duas integrais,

cada uma com dois fatores que dependem de u; e portanto, a integral acima pode ser

realizada por partes. Considerando a primeira destas integrais, temos

. ., (E%ul)
LH=———7—7-— —1) | —=% | duy. A.22
1 <1—@%QVZ;““ ) (wg)WJ " A2
1

Considerando as seguintes variaveis de integragcdo como w = u, dw = du; €

3q—2

= ~———%+du,, temos a seguinte equagao para resolver

’

I = —(1_5% [wzl - / zldw] uf , (A.23)

Uy
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em que os limites u; e u; nos colchetes referem-se aos limites das integrais calculadas
bem como ao limite avaliado no produto wz da integral por partes. Calculando z,

obtém-se

3¢g—2 1 —2q+1
2 = / (efull‘I) (ullq) duy, (A.24)

g—1 —(1=q)
2 = e%/uf‘qdul = ef/ul T duy, (A.25)

2 = 2 lnwuy. (A.26)
Substituindo (A.26) bem como as demais relagbes w e dw na integral (A.23), obtém-se

u/

k
I, = —W (up — 1) (e% lnul) — e%/lnuldul} , (A.27)
- €1 ul;
considerando a constante xy = —(lﬁ—‘;)Q e avaliando o resultado nos limites v, e v;

I = ky [(ufy = 1) (Inuf) — (v Inu) — o)) = (uf — 1) (Inwuf) + (ufInu; —uj)],  (A.28)

kq
= g [l o+ — ] (A29)

Gomo vy = [1 —(1- q),jTlf] eu, = [1 - (1- q);—i}, a equacao (A.29) se torna

R (U o E S IS Vs S VI C I G IR Y AL I R SRR |
h=ra (= 1= (= + -0l v - -0 | === a02).
(A.30)
I = ko= [kTy — (1 — q)er] + In KTy + [1 — (1 — ) —=]+
KT,
In[KT, — (1 - g)er] — InkT; — {1 ~(1-q) kT} ), (A31)
utilizando as propriedades In (¢) = Ina —Inb e In (ab) = Ina + Inb, obtém-se
I = ko(—In[kTy — (1 — @)er] + In Ty + [1 —(1- q)e—l} +
KT,
kT, — (1= g = = 1= (1= )% ]), (A32)
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o l{T’l — (1 — Q)El Tf €1 - B - €1
I = ko (ln {ka—(l—q)q}—HnTi 1—-(1 q)ka 1—(1 Q)kTi :
(A.33)
A segunda integral a ser computada (também pelo método de integracao por

partes) € obtida a partir da equacgao (A.21), de modo que

du, (A.34)

2g—1 2
1—q
I kq /u} ( 1) <6lu1 )
= —-— u — A
)y ( 11q>3q1
Uy
as variaveis de integracdo sdo w = u; — 1, dw = duy € dzy =

que temos

kg _ K
I, = 10 (61)2 lwzg /Zde} n (A.35)

u;
Avaliando a integral para computar z,, obtém-se

2g-1\ 2 1\ —(3g=1)
22:/<61u11q) (ufq) duy, (A.36)

q—1
2y = ef/ uy "duy, (A.37)
2 = e lnuy, (A.38)
substituindo em (A.35), temos

I, = kq [(u —1)Inwu — /lnu du ]U/ (A.39)

JA 1 1 u A.40

2—(1_q>2[(u1— YInup —wuy nul—l—ul]u;. (A.40)
Considerando ky = —(If—fz)Q e substituindo os limites da integral u’f e u;, obtém-

se

Iy = =k [(uf = 1) (Inu)) — (v Inuy —ufy) — (u; — 1) (Inw)) + (ujlnw; —uf)], (A41)
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kq

St

—Inu 4 vy + Inwuj —uj] . (A.42)

€1 €1

12:—@( ln{l—(l—q)];—;}] —l—[1—(1—(])ka]—i—ln{l—(l—q)kTi] _[1_(1_q)kﬂ])’

(A.43)

Iy = —ko(—In[kTy — (1 — ¢)e| + In KTy + {1 —(1—=q)— = } +
KT,
In[KT, — (1 - g)er] — InkT; — {1 ~(1-q) kT] ), (Add)
utilizando as propriedades In (¢) =Ina — Inb e In (ab) = Ina + Inb, obtém-se
I = —ko(—In[kTy — (1 — q)e1] + In Ty + {1 —(1—q)— = } +
KT,
kT~ (1= el - T [1- (- | (A4S

J— (111 {:77;:((11:3” +1n§2 i [1_<1_q>k;f} - [1_<1_q>&b.

(A.46)
A partir desse resultado, pode-se concluir que, com ¢ # 1, COMO ky = —K3,
para qualquer valor de ¢;, a entropia sera

Sy =1+ I, (A.47)
L= M (it £ — o (A.48)

P 1= )2 (= I} +ufy +Inwf — ) :
I =+ (“In+ o) + ol — (A.49)

2—+(1_q)2(— nuy + Uy + nui—ui)7 )

e portanto

S,=1 +1I,=0. (A.50)
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APENDICE B

Solucdes para n = 2 niveis de energia

Considerando novamente a equagao (A.20), computando o somatério para

n > 2 e dividindo em duas integrais 5 e I, obtém-se

2 1— 2 1— 2 1—
efu; ! Feuy e un !

( 3¢—2 3¢g—2 3q2>

u

13 = l{l/ (u1 — 1) ; ; ; 2q—1 dul, (B1)
“ <u{q +u2}q+...+uéq)

2qg—1 2q—1 2qg—1 2
- - =
" Eul " + Uy A+ Euy
I4 = —/ﬁ}l/ (Ul — 1) ; ; ; 39—1 dul. (82)
u - g i
! (ul"+u2q+...+un"

Considerando n = 2, ha que se expressar u, em termos de u,. Substituindo a
temperatura 7" encontrada na equacao (A.17) na expressao u,, temos quatro integrais,

de modo que

8¢-2 1 31q:q2
, (e%uf‘q + €2 [1 + _(“1;1 )52] )

Uy
I5 = 1 2q—1
! < g
(3 q
u }

1—q _'_ |:1 + (ulzll)ez
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3q—2 31q72
| (0 [ ]
Is = —ry / | — | du, (B.4)
| E )
2¢—1 291 2
" (e%ullq + 6% [1 + (“1;1)62} Q)
I7 = —Iﬁl/ Ul ) N 3q-1 dul, (85)
2g—1 201 2
o) (efull—q + 6% [1 + _(u16—11)62} a )
IS = K1 /u/ L % 3q—1 dul. (BG)
’ (ull—q + [1 + _(“1;1)62] —q)
A integral I5, que pode ser dividida em duas integrais, pode ser expressa por
I5 = I5q + I, (B.7)
onde cada uma das integrais é
, 5 3q—2
vy e, 1
Y A e —= L (B.8)
—1e 1—
v & [1 4 tube]
Isp = k1 / uy - o1 | du, (B.9)
K (ul“‘ + [1 + —(“1;1)62] ”)
Para a integral /5, temos
, ) 3q=2
vy e2u, 0
v <ufq + [1 + (“1;1)62} 1“1>
_ s ;
] i
]Gb = —K,l/ dul. (B1 1)

7

_1
1—q
Uy

1\ 2g—-1
(ur—1)ea | 1-a
+ 14 Lazbe ] )

E importante esclarecer que os seguintes calculos serdo feitos considerando

as condic¢es, primeiramente, 0 < ¢; < 1 (devido ao fato de que como se trata de uma
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particula livre, m < v;, para 0 < m < 1). Como primeiro caso, serao considerados
es > € € kT > ¢;, além disso, a condicdo de que ¢ € R desse modo, garantindo que

|z| < 1. Resolvendo primeiramente I5, sem especificar o valor de ¢, obtém-se

o 1\ —2¢+1
N uy '\ 1
Is, = Ky euy Tup 14+ — duy, (B.13)
o/ Uy
1

/ 1 _1 —2q+l
uf _ 1—q
ho=wi [ )6 (1 ; ( * )62) ) du. (B.14)
)} €1Uy

1 _1
Considerando = = <M> e como ( >1_q <lparae <eeqeR,

€1uU1

pode-se usar a seguinte expansdo binomial valida para |z| < 1

n(n —1)z?
2!

em que O(3) corresponde ao somatoério de termos de terceira ordem ou maior. A

(14+2)"=1+nz+ +0(3), (B.15)

expansao acima vale para n € R. Considerando » = 2¢ — 1 com r € N, podemos

representar em termos da combinacéo

2q—1
2¢ — 1
(1+2) = L (B.16)
k=0 k
2q—-1)  (2¢—1)
e (2¢—1—k)k! (B.17)

Mas como nesse caso g € R e portanto, » € R (ressaltando que com a condi¢ao de que

0 <e¢ < 1), temos

(1+ ) Z/\kx (B.18)

onde )\, se refere a cada um dos coeficientes que acompanham os mondémios z*, por

exemplo, \g = 1, \; = —r, Ay = ””—, Utilizando a expansao na expresséao (B.14),

2!
obtém-se
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u:, 1 -r
Is, = /41/ e <1 + a:lfq> dx, (B.19)
zy M
JA—— / 3 hatide, (B.20)
Ti =0

Realizando a substituicdo de variaveis, temos

e1+(ui—1)e
()

— B.21
d'Ll,l du1 ' ( )
du = Mgy (B.22)

Uy = (a — 1) s .
wy = ot (B.23)
(x —a)
em que a = £. Substiituindo em (B.20), obtém-se
I 6
al—ll / UIZAW adz, (B.24)
ki€t (—a +1)? _

Is, = — I(Ex ) Z)\k/x o i(z — ) 2du. (B.25)

Considerando que a = —a € como primeiro caso, |a| > x, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

m l .
K1€2(—a +1)%a2 /xf k T\J
I a = )\ 1—q Sl — d 5 B.26
; TS LY ;Om(a) v (B.26)
I /£1€1( o+ 1)2 -2 i)\ /xf i 1 k+jqud (B.27)
o= k n;—x -7 ax. .
5 (a—1) prd . = T ad

Realizando a integral, pode-se ver que, por exemplo, para que houvesse um
termo logaritmico, £+ j — q(j7 + 1) = —1, 0 que s0 é satisfeito para um dado valor de ¢ e
em um determinado termo do somatoério, como por exemplo, parak=1ej=1,q¢ = %
resulta num termo =~ !. Logo, as integrais abaixo serdo realizadas a menos desse termo
logaritmico ou para algum valor de ¢ que néo gere esse tipo de termo. Considerando

que v, = ’““((Cf‘fﬂl))“ obtém-se



APENDICE B. Solucdes paran = 2 niveis de energia 111

k+j—jg—g+1 Ty
1—q

x
Iss =1 (1—q) Z)\k,zn]aﬂk+j—]q—q+l . (B.28)
J=0 T

k=0 .

A presenca dos dois somatorios significa que, primeiramente, é realizada a
integragdo considerando as somas dos coeficientes j e ha também um somatério de &
integrais, resultando entdo num somatorio de uma expressao primeiro variando j com
k fixo e depois variando os valores de k. Considerando agora a possibilidade de = > |a|,

obtém-se a partir da equacgao (B.25)

2(_ 2 m Ty .
I, = mei(—a +1) Z )\k/ xﬁ(x — ) ?dx, (B.29)
(Oé - 1) k=0 Ty
2(_ 2 m zf
I5a _ Ii1€1( o+ 1) Z )\k/ 33‘1% ( + 1) 2d$, (BSO)
(Oé - 1) k=0 Ty
2 2 m T l .
_mé(—a+1) / Pt (@)
Is, = (@—1) ;Ak : x jzony <x> dz, (B.31)

7 Z A / Zmaj T e, (B.32)

com a condicao de que dg € R tal que

q—j+jgtk—1 Tf
Iso = (1 — A j - . B.
=l =4 [Z kz%a ]+JC]+k—1] (B.33)

Realizando o cdmputo da integral I5,, obtemos

/ 3q—2

vy —1 1—q
ISb_Kl/ Uq 63 (1+(ul€—)62)
u 1

(1 n (%)) duy. (B.36)

1
Considerando novamente = = <M> sob as mesmas condi¢des do calculo

€1U1

anterior, pode-se usar a seguinte expansao binomial valida para |z| < 1
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u’f . _r
[ / 5 (1) dun, (B.38)
kies [T 5 842 1\
]5[) = m .. Uy r 1—q <1 + 21717‘1> d.I, (839)
ried(—a+1)% & REAE Ve S _
Iy = — Q(Ey —y ) kzg Ak /ml ri-e g1 (x — o) 2da. (B.40)

Considerando que a = —« € como primeiro caso, |a| > =, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

m l .
_md(-at 1) om0
I, = =1 Z)\k : xr 1-a an <5) dx, (B.41)
k=0 g 7=0
m l
_ Rig(—a+1)%a? 2 1 setki—je—2
Iy, = e D) > A : Z"”Em = dx. (B.42)
k=0 i 5=0
Realizando a integral, considerando que 3 = “163(E§j11))2“ 2, com a condi¢ao de que
dq € R tal que
2q+k+j—jqg—1 Ty
T 1-q
Is, = 3(1 — )\ B.43
Considerando agora a possibilidade de = > |a|, obtém-se
Iy = “162 O‘“ Z)\ / 22 2L 1) e (B.45)
56 — k T ) .

Iy = ’“62 Z)\k/ e Zn]( ) du, (B.46)

m . 5q+k+jq—j—4
Isy = Y4 E /\k/ E nja’x” e dx, (B.47)
k=0
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com a condi¢ao de que Jg € R tal que

(B.48)

49+k+jg—j—3 ]xf
T

x 1
Isp = 74(1 — q) [Z)\kz?h
pr 49+k+jg—37—-3

i

Considerando agora a integral /4., obtemos

u} 3¢—2 1 -1 17;1 -
Isa = —fﬁ/ efu, " <u11q + [1 + u} > duy, (B.49)

B u’f ) 31q:q2 7125;1 s qu —r
Isy = — K4 €Uy Ty 1+ (— duy, (B.50)
uf U1
o 1 1\ T
! — T—q
Ioy = _m/ e2uy! (1 + <€1 + (w )62> > duy, (B.51)
! €1y

JR / it (1) du, (8.52)
k2 [T m .
Iso = a—1) /xl Uy ,;ZO ApxTadr, (B.53)
—k1e2(—a+1 Zm Tk _
]6(1 = 1<ClJé<— 1) ) k=0 )\k /gm o (JZ - Oé) ldm. (854)

Considerando que a = —« € como primeiro caso, |a| > =, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

_ _|_1 - m Tf ke T v

oo = “161(af1 > / 36 () a (B.55)
—_— _1 m l/l/q

fo = TS / qu—yx“w NG

Realizando a integral, considerando que 5 = , com a condicao de que

dq € R tal que

k+v—vqg—q+1

r 1
I, (1-— A L
) [N e

k=0 v=0

Tf

(B.57)

T4

Se x > |a|, obtém-se
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2 m T
_ —rig(-a+1) / ! 14 ~1
Too = @ D) ;Ak e (—+ 1) dr, (B.58)
2 m
_ —Rig(—a+1) / kta-l a
O T R }j@( ) dz. (B.59)
2
R (—a+1 kg _yivgl
oo = ;;M/f§:@ax dz, (B.60)

com a condi¢do de que dq € R tal que

k—v+4vq
R
] S e

Finalmente, para integral Ig,, obtém-se

xrf

(B.61)

T

/ 3q—2 1 -
uf —2q+1 . 1 1—q 1 - 1 T—q
-[6b — _Hl/ 6%“1 1—q |:1 4 (ul )62:| (ullq + |:1 + u} ) dUl,
u €1 €1
(B.62)
multiplicando a equacéo acima por “2—-, obtemos

, 3q—2 1\ T
Uy a=1 i—q T—q

I, = —/4;163/ uy (?) (1 + (%) ) duy, (B.63)
ul; 1 1

u} g2 —r
o= -ndh [ Pﬁﬁq@+w%)}mh (B.64)
—me% R - 3¢4=2 _k_
I, = m /I Uy Z A 1= x1-q dl’, (865)
g k=0
— 1 3qtk—
Igy, = lile; _C; i Z )\k/ v (z — o) 'da. (B.66)

Considerando que a = —a € como primeiro caso, |a| > x, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

Igp = _“162(%?? La ZM/ At ZT:@ (Z)”dx, (B.67)

v=0

- 1 3q+k+v—rvqg—2
Iy = “162 O‘* Zxk/ Zgy—x P (B.68)
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Realizando a integral, considerando que v; = “162’((&—‘”1*)1) com a condicao de que
dq € Rtal que
L e ]
Igy = 77(1 = q) L;Akgfy V2q+k+u—yq—1] . (B.69)
Se = > |a|, obtém-se
Iy = _“16; — 1 Z )\k/x r T (S + 1) e, (B.70)

Iep = _’”"163 _01‘“ ZM/ x“qf’“ﬁzgy (_> z, (B.71)

1 4q v+rvg—
Iy = MGQ a+ ZA’f/ Z&a p T 3dx, (B.72)
com a condicdo de que dq € R tal que
3q+k—v+rg—2

xf
x T
Isp = 7s3(1 —q) [ZAkVZ@ 3q+k—u+yq—2] : (B.73)

k=0

2

Para resolver a integral I, pode-se dividi-la nas seguintes integrais

uly w.l
I7a = —I£1€411 // Uy : L 1 3g—1 dul, (B74)
ui (ul [ [1 4 (m= 1)62] - q)
2g—1 2q=1
uly (T [1 + (“16 1)62] a
[7(, = —2516%63 /, Uy . - 1~ 3¢-1 dul, (B75)
=)

[ [1 * (ul;l)ﬁ} B
[70 = —/‘3}162/ Uy dul. (B76)

1 % 3q—1
(ullq + [1 4 (“1;1)62} q)

Comecando com a solugéo da integral I,, de modo similar ao caso da integral

I5, e considerando s = 3¢ — 1, obtém-se

/ 1\ -8
Uy 3g—1 1 —1 1—q
I, = —/ileil/ uy 1 (ull_q + [1 + u} ) duy (B.77)
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u’ -1 flq =
I, = _me;*/ ! (1 n (61 + (w )ﬂ ) du, (B.78)
u} €1Uy

1
Considerando novamente = = <M> com exatamente as mesmas condi¢oes

€1ul

utilizadas para as solucdes das integrais I5 e I, obtemos

(1+z) Z Gk, (B.79)
onde ¢, se refere a cada um dos coeficientes que acompanham os mondémios z*, por
exemplo, (o = 1, (; = —s, (o = == S U Utilizando a expans&o na expressao (B.78),
obtém-se

u/f 1 —s
Iry = —me;*/ (1 +qu) duy, (B.80)
Tf t &
I = —nle;*/ D GrTaduy. (B.81)
Ti k=0
Realizando a substituicdo de variaveis, exatamente como nos casos anteriores, obte-
mos
—ki€; [T, ! k
Iz, = / U (prT-adx, (B.82)
(Oé - 1) T; ! ;0
—Ki€H(—a + 1 _
[y =— 1&_1 ng/z v (x — ) 2da. (B.83)

Considerando que a = —a € como primeiro caso, |a| > =, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

t

I, = _Klel(aoitl J'a ZCk:/x rTa Z% < ) dx, (B.84)

2

— a2 ! kJJq
Iy, = Wla—1 ng/ Zn_xﬁq . (B.85)

—mel(—oz-l—l) a2
(a—1)

Realizando a integral, considerando que 9 = , com a condicao de que

dq € Rtal que
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k+j—jg—q+1 zf
r e

I7, (1— B.86

Considerando agora a possibilidade de z > |a|, obtemos

B —H161 —a+1)? e _9
I;, = =1 g Qk/ rxi-i(r — o) “dx, (B.87)

—/€1€1 _k_ -2 a —92

I, = ag (= + 1) 2da, B.88
: }j@/xmwxﬂx (B89

j _”16104_1 ng/ gf‘ﬁ*"ﬁzm( ) da, (B.89)
P)/lozé_k/ Zn]aj 2q— JJlrJtz]Hc 2d$’ (BgO)

com a condicdo de que dq € R tal que

(B.91)

q—j+jgt+k—1 ] Ty
)

e =moll = 4) [Z@Z% ]+]1;+k—1

em que 19 = —’“‘K(ij)“

integral I5,, obtém-se

Ty

Resolvendo agora a integral I,, de modo similar ao caso da

/ 2q—1 1 -8
uf 2g—1 _ 1 1— 1 _ 1 e
Iz, = —2/{16%63/ up |uq " [1 + (w1 )62] ’ (u{q + {1 + (1 )62} q) duy,

/
7

o 21q—1
ffu —q
2 2 2
Iz, = —2/@16162/ —
up  \U1

1
Considerando novamente = = (M) sob as mesmas condi¢des do

€1u1

1+ <@> ”] duy. (B.93)

2g—1

calculo anterior, pode-se usar a seguinte expansao binomial valida para |z| < 1
Y+ (ug — 1)es | -0
I7b = —2516%63/ ( ! ( ! ) 2
) €1U1

(1 n (61 + (uy — 1)62> 1—q> du,. (B.94)
€1uy

Uy g —s
In=-20d [ ot (14 075) T, (B.95)

K3
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—2Kk1€3€5 [T, 241 1\
R e
Iy = 2 RS 2 B.97
L zck a0t (B9

Considerando que a = —a e como primeiro caso, |a| > =, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

t

I .
—2Kk1€te5(—a + 1)%a™2 200k (TN
In = " §j<k K > (%) dar,  (B98)

T

t

—2k1€262(—a + 1)%a72 2q+hti—ja-1
P ) ch/ Z% S (B.99)
k=0 T

(a—1)

2/{16162( a+1)2a—2

Realizando a integral, considerando que ~;; = , com a condicéo de

(a=1)
que Jq € Rtal que
1 (I+k'1‘r] Jjat Tf
x —q
Iy = m:1(1 —q) ¢ n : (B.100)
7b 11 [%kaojajq+k+j—]q

T

Considerando agora a possibilidade de x > |a|, obtém-se

—2r1€e765(—a+1 Tf o 2gtk—1 B

Iy, = ! (1042(— D )y kZ:OCk /xl v 10 (v —a) ?dr, (B.101)
_2H1€%€2 2q+k—1 9 a _9

Iy = (@_1 ng/% v (= 4 1), (B.102)

Iy — 2%161;2_ 104-}-1 ng/ x4q1+kqszn]< ) iz, (B.103)

Ty

Iy = 7122@/ Zn‘,a‘x R (B.104)

com a condicdo de que dq € R tal que

(B.105)

3q+k+ig—j—2 ]xf
)
X

r 1me
Iy = 712(1 — q) [ZCkZ% 3¢+k+jqg—j—2

k=0 7=0

i
2:‘{16162( a+1

(a—1)
com 0s casos anteriores, obtém-se

em que 7y = . Computando a integrai I,., novamente, de modo similar
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/ _1 —S
Uy 492 1 —1 1—q
[7C = —5163/ U1 u21_q (ull_q + |:1 + u} > dul, (B106)
u €1
o’ 4q+2 4q-2 1 =\
] q— — 1-q
he=-nieh [ L <1+ o (e ) du,  (BAO7)
) €1uU1
o 41q— % —S$
f —q —q
B [T (2) e (2) ] dus, (B.108)
u; U1l Uy

u’ -1 1—q —1 qu -
Iy, = —/{163/ ! (61 (1 )62> (1 + (61 + )62) ) duy, (B.109)
o €1U1 €1Uq

I = —Iﬂeg/ ! m4lq:q2 (1 + xl%q)is duy, (B.110)
—Ki€s [T 4q-2 1\ S

Iy, = (a_lf) / wla i (1+:c1—q) dr, (B.111)

Izc = —/‘6162 Y ZC"?/ T (z — o) %dx. (B.112)

Considerando que a = —« € como primeiro caso, |a| > =, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

t

l .

B —k1e5(—a+1)%a=2 g k2 N7
e = TESY ng " o ;m (5> de, (B.113)

— k€3 o+ 1 2072 ! 4q+k+J ja—=2
Iy — 12@_1 ng/ ZT,J S (B.114)
Realizando a integral, considerando que 7,3 = % com a condicéo de que

dq € R tal que
1 3q+k+ji—jg—1 Tf
€T —q

I, (1-— . B.115
= 3(1 =) [;C’“;"]aa3q+k+y—3q—1 (B115)

T

Considerando agora a possibilidade de = > |a|, obtém-se
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_ 40_ 2 ¢ Tf o agtk—2
I, = —faca(za 1) ng/ v T (2 — o), (B.116)
(Oé - 1) E—0 z;
4 2 ¢ T
—ri6(—a+1) / [ odaho2 oG —2
I;. = 1—q —+ 1) “dx, B.117
7 (@a=1) kZ:OCk : z T ($+) T ( )
4 9 't T l .
—Kki€5(—a+ 1) / Foeqtk—a a\J
I7;. = 1= =) dx, B.118
7 (a—1) ;:%Ck 5 x ;77] <x> r ( )

. 6g+ktjg—j—4
%42@/ anaj e da, (B.119)

com a condicdo de que dq € R tal que

5q+k+jg—j—3 Ty
€T —q
I;e = y14(1 — q) Ck 77 (B.120)
onde y4 = ’“6(2(—%“ Considerando a integral Iz, pode-se decompé-la nas seguintes

integrais

uf 1—q
Ige = K€l ot du, (B.121)
1 i

1 % 3q—1
‘ <u11q + [1 + _(“1;1)62] ‘1)

2g—1 291

v, uf 14 zhe]
[817 = 2%16%6% /, Uy N 3g—1 dul, (B122)
Uy ( 1—q + |:1+ (u1 1)62:| 1— ‘Z)
o, [1 + <m—1>e2} =
Igc = I€1€4 - dul. (B123)
2

, 1 1\ 3¢-1
=y

Resolvendo a integral Iz, de modo similar ao caso da integral /5,, obtemos

o/ 4q-2 1 -1 =i o
Jp— / e (u;q + [1+u} ) duy, (B.124)
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I, = /{16411/ ' T <1 + xl%q>78 duy, (B.126)
= iyt / " ngxl i d, (B.127)

1)
Is, = Fﬁlela _a1+ Z(k/ mlkq (z — ) dr. (B.128)

Considerando que a = —a € como primeiro caso, |a| > z, utilizando novamente

a expansao binomial generalizada, obtemos

ISaz’“Ela_l ch/ xqu§u (5) s, (B.129)

Iy, = Malzatla ng/ nyixwd:ﬁ. (B.130)

(a—1) P

k1€3(—a+1)a=t

Realizando a integral, considerando que ;5 = , com a condicao de que

dq € R tal que
k+v—vg—q+1 Zf
x 1—q
Isa = 15(1 = q) [Z@Zgy . (B.131)
ez ek tr—vg—q+1 .
Se x > |a|, obtém-se
B ki€l (—a + 1) 4,0 1
Iy, = —F——— —= a—l ch/xl {L’l T (;‘l‘l) dl‘, (8132)
L (k) Zg/ ﬁqqlig (2>”dx (B.133)
8a — Oé—l k N par v T ) .
I _m€1 —a+1) ZC/ Zfamkﬂlﬂuqlx (B.134)
8a — Oé—l k o v ) .
com a condicdo de que dq € R tal que
k—v+vqg Zf
Sz e
Isa = 716(1 — q) [ZQ@ZSV [—— (B.139)

Z;

I€161( a+1)

oD . Realizando o cémputo da integral Ig,, obtém-se

Com 736 =
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v = —1es| =
Iy, = 2/{16%65/ up {1 + (Ve )62} q

)

1—
“_+, o resultado se torna

»Q»—‘

u

multiplicando a equagao acima por

’ltﬁ
1
u} g1 21q:q1 ﬁ —S
Ig, = 2%16%63/ Uy <1£> 1+ <%) ] duy. (B.138)
u Uy Uy
o 1 21q— 1 % —5
f — —q — —q
Igp = 2%16162/ 1_1 <€1 i (U1 )€2> <1 + (61 i (U1 )62) duq,
u €11 €1U1
(B.139)
uj - L\ s
Iy, = 2%16%6%/ uflx% (1 + a:ﬂ> duy, (B.140)
2 2.2 Tf a—1 —s
Iy, = m/ wet (14+277) e, (B.141)
(Oé - 1) T;
2 1 Tf o ogqtk—1
Iy = 2ada(-at )ng/ 2 (2 — a)lda. (B.142)
Considerando |a| > z, temos
2k1€2e2(—a + 1)a / 2q-k—1 - T\V
Ty = y (—) dz, B.14
8b = (@ —1) ZCk N x ;05 a xr ( 3)
2Kk1€2e2(—a + 1 2q+k+v—vg—1
Iy, = /1 ? 5 ng/ ny—x = da. (B.144)

2k1€2e3(—a+1)a~?

Computando a integral, definindo ;7 = =)

, com a condi¢cdo de que dg € R

tal que
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q+k1+u vq Ty
Iy = (1 — ’ : . B.145
sb = Y17( q) Lzogkyzof a”q—i—k:—i—y—yq] | ( )
Se = > |a|, obtém-se
2k1€262(—a + 1) gk
I = I€1€1€2( o+ ) ch/ $2 1+_kq (JJ . og)fldx, (B146)
(Oé - ]') k=0 Ty
2k €5€3(— 2gik-1 4,0 -1
Iy = 292 ZC’“/%. S E ), (B.147)
2Kk1€2€3 a+ 1) Bqk—2 a\v
fy = 2192 zck [ G (®) e e
Tq v=0
3q+k+tvg—v—2
Iy, = 7182Ck/ qua o d, (B.149)
com a condicao de que Jg € R tal que
2q+k:+uq v—1 Zf
1—q
Iy, = 718(1 — B.150
sb = s q) LE;@;@ 2q+k+1/q V_1] | ( )
em que vz = % Finalmente, para o caso da integral Ig., temos
wp | a2 [ 1 e T
Tge = Kl / i <u;q + [1+u} ) du, (B.151)
ul; €1
u} 49—2 —3q+1 —1 ﬁ oF
[ / uy g (1 + [61 *(u b} ) du,, (B.152)
ul €1Uy
le;l
multiplicando a equacéo acima por ——, obtém-se
uy 4
K _1 [ U2 =
T Il e (1+x1 ) duy, (B.153)
ul 1
e /xf = Zt:g d (B.154)
8¢ — UL x -4 rrl-adx .
(Oé - 1) €Ty k=0
1 I q 2
L S >Z<k/ 2 (z - a) lda (B.155)
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Considerando |a| > z, obtém-se

Is. = mez — + 1 ka/ L ny (‘) x, (B.156)

T

1 q v—rq
e Zﬁjzikmﬁ“*qiw (B.157)
Realizando a integral, considerando que v, = % com a condigcdo de que
dq € R tal que
3q+k+v—vg—qg—1 Zf
T 1—q
Is. (1-— Ly B.158
= s(1 =) LZOCkVZf a’3q+k+v— yq—q—l] | ( )
k1es(—a+1)
Se z > |al, cOM 73 = = —5—, obtemos
_ ri6(— e -1
Igo=—2—— a—l ng/ A G VI (B.159)

Iy = ’“62@ = ng/ T igu (%)Vd:c, (B.160)

v=0

1 5qg+k—v+vqg—3
Iy. = Hleza _a1+ ng/ Z{Va R dx, (B.161)

com a condicdo de que dq € R tal que

(B.162)

4q+k u+uq 2 xf
k=0 v=0 ]

Ise w01—q[§:@§:@ 4q+k P

X5



