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“Whatever it is you seek, you have
to put in the time, the practice, the
effort. You must give up a lot to get
it. It has to be very important to
you. And once you have attained it,
it 1s your power. It can’t be given
away: it resides in you. It is lite-
rally the result of your discipline.”

Michael Crichton, Jurassic Park



Resumo

Neste trabalho sao apresentados os aspectos matematicos de um algoritmo
de treinamento de redes neurais artificiais, que sao um modelo de aprendi-
zagem de maquina. Como objetivo, buscamos descrever a estrutura de uma
rede neural feedforward em detalhes para, entao, apresentar os calculos
utilizados no treinamento do modelo. Aplicando conceitos de otimizacao
continua, sao calculadas as derivadas parciais necessarias para a atualizagao
dos parametros da rede, utilizando o método de retropropagacao (backpro-
pagation). O algoritmo estudado foi implementado na linguagem de pro-
gramagcgao Python e testado, como prova de conceito, em um problema de
reconhecimento de imagem. Nos experimentos realizados com o algoritmo,
foi possivel obter uma acuracia de teste de 94,86% com uma estrutura sim-
ples de rede neural, com apenas uma camada intermediaria.

Palavras-chave: Redes Neurais Artificiais, Retropropagacao, Aprendiza-
gem de Mdaquina, Aprendizado Supervisionado.



Abstract

In this work, we present the mathematical aspects of a training algorithm
used in artificial neural networks, a machine learning model. The aim is
to provide detailed descriptions of the structure of a feedforward neural
network in order to present the calculations used to train the network.
Applying concepts of continuous optimization, we calculate the partial de-
rivatives needed to update the network parameters using the backpropaga-
tion method. The algorithm is implemented in the programming language
Python and tested in the context of an image recognition problem as a proof
of concept. In the experiments conducted with the algorithm, we achieved
a test accuracy of 94.86% with a simple neural network structure, featuring
only one intermediate layer

Keywords: Artificial Neural Networks, Backpropagation, Machine Lear-
ning, Supervised Learning.
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Introducao

No contexto de aprendizado de maquina supervisionado, as redes neurais artificiais sao um
modelo flexivel, capaz de modelar problemas diversos, desde problemas de regressao com
uma saida em valores continuos, até problemas de classificagao com multiplas classes.
Esse modelo de aprendizagem de maquina ganhou relevancia nos ltimos anos com o0s
avancos de sistemas autonomos inteligentes, capazes de aprender a desempenhar tarefas
complexas de forma automatica (CHOLLET, 2017).

Neste trabalho, foi selecionado para estudo um modelo especifico de rede neural
artificial, aplicado a um problema de reconhecimento de imagem para classificacao mul-
ticlasse. Essa tarefa esta presente no cotidiano quando separamos objetos em diferentes
grupos, e, por isso, ¢ um problema bastante explorado na drea de estudo da aprendizagem
de maquina. As redes neurais artificiais sao um modelo de computagao bioinspirada, pois
seu desenvolvimento tomou como base as interagoes de neuronios bioldgicos no sistema
nervoso humano. Esse modelo foi introduzido por McCulloch e Pitts (1943), que propu-
seram um modelo simplificado do funcionamento de neurénios, com um exemplo aplicado
as operacoes da logica proposicional. Modificacoes desse primeiro modelo levaram ao
desenvolvimento das redes neurais feedforward, que sao foco deste estudo. O desenvol-
vimento do método de otimizacao backpropagation para redes neurais (RUMELHART;
HINTON; WILLIAMS, 1986), resolveu o desafio do treinamento da rede, fazendo com
que esse modelo se tornasse escalavel, versatil e, consequentemente, poderoso. Por esse
motivo, o modelo é de grande interesse para aplicagoes diversas.

O principal objetivo deste estudo é identificar as expressoes que sao calculadas du-
rante o treinamento de uma rede neural feedforward. Para isso, a estrutura de uma rede
neural desse tipo serd detalhada e, tomando como base um caso particular, sao desenvol-
vidos os calculos necessarios usando ideias da otimizacao continua. Para fins de validagao
do método proposto, o algoritmo foi implementado e aplicado em experimentos numéricos
na base de dados MNIST, muito utilizada para testes de algoritmos de aprendizagem de
méquina (LECUN; CORTES, 2010). Para esse problema, sao fornecidos como dados de
entrada imagens de digitos manuscritos, esperando que o modelo consiga reconhecer o
digito sendo representado e classifica-lo entre os 10 possiveis algarismos. Esse problema
nao é trivial e desenvolver um modelo matematico para esse classificador é uma tarefa
complexa. Por isso, esse problema é utilizado neste estudo como prova de conceito sobre
a capacidade de modelagem das redes neurais.

Neste trabalho, o estudo tedrico e de aplicacoes das redes neurais é apresentado em
4 capitulos. No Capitulo 1 sao apresentados os conceitos basicos de otimizagao continua,
em particular o método do gradiente descendente, que servirao como base para o método,
e também, as principais ideias e praticas da aprendizagem de maquina. No Capitulo
2 é introduzida a estrutura de uma rede neural artificial apresentando conceitos como



o neuronio artificial, a estrutura em camadas e as funcoes de ativagao, assim como de-
talhando o objetivo da rede e, por conseguinte, sua formulacao como um problema de
otimizacao irrestrita. No Capitulo 3 sao apresentados os calculos a serem utilizados no
algoritmo de treinamento de uma rede neural artificial com uma estrutura especifica. O
algoritmo proposto é implementado, e a descrigao dos experimentos numéricos e seus re-
sultados estao apresentados no Capitulo 4. Por fim, é apresentada a conclusao do trabalho
desta monografia e uma proposta para os préximos passos do estudo.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos béasicos a serem utilizados no de-
senvolvimento do trabalho. Primeiramente, trazemos conceitos de calculo e otimizacao
continua na Secao 1.1. Por fim, na Secao 1.2, as principais ideias e conceitos a respeito
da aprendizagem de méaquina serao introduzidos.

1.1 Otimizacao continua

Nesta secao, expomos conceitos necessarios de otimizagao continua que servirao como
base para o desenvolvimento do método a ser aplicado no treinamento das redes neurais.
Primeiramente, relembramos a regra da cadeia no contexto de fungoes de varias variaveis.
Em seguida, detalhamos os conceitos que norteiam os algoritmos de otimizacao continua.
As principais referéncias utilizadas foram Ribeiro e Karas (2013), Tibshirani (2013) e
Nesterov (1998).

1.1.1 Regra da Cadeia

No contexto de funcoes de varias variaveis em que cada uma dessas variaveis é também
uma func¢ao de varias variaveis, definimos as derivadas aplicando a regra da cadeia definida
a seguir.

Teorema 1.1 (Regra da cadeia). Sejau : R™ — R uma funcdo de vdrias varidveis definida
como u = u(x1,Za, ..., Ty,), onde cada x; € também uma funcdo de vdrias varidveis, cada
uma definida como x; = xj(t1,ta,...,t,) : R™ — R. Entdo, a derivada parcial de u em
relacao a algum dos termos t; € calculada a partir do somatorio

@ _ Ou Oxy N Oou Oy L 8u oz, Z ou 0x;

8752- B 8.1'1 82&,‘ 81’2 8ti 8a:n 875 al‘l 815,»
Demonstragao Consultar a secao 14.5 do Volume 2 do hvro de Célculo de Stewart
(2013). O

1.1.2 Objetivo da otimizagao continua

Na otimizacao continua, a grande maioria dos problemas ¢é resolvida usando métodos
iterativos, seja pela dificuldade, ou até impossibilidade, de encontrar solugoes analiticas



para os problemas de minimizagao (ou maximizagao). Como os problemas de maximizagao
podem ser facilmente convertidos em problemas de minimizacgao, trataremos apenas de
problemas de minimizacao daqui em diante.

Sendo assim, dada uma funcao f : R® +— R, definimos o problema de minimizacao
irrestrita

min f(z).

O objetivo dos métodos de otimizagao continua é encontrar uma aproximacgao para
um ponto z* que minimiza a fungdo. A maioria dos algoritmos de otimizacao estao
estruturados da seguinte forma: a cada iteracao, uma direcao de descida é escolhida e
avancamos nessa direcao para atualizar a aproximacao de z*. Repetindo esse processo,
espera-se que, eventualmente, estejamos proximo o suficiente de um ponto de minimo, de
acordo com uma medida definida.

1.1.3 Direcao de descida

Para funcoes f : R” — R sabemos que o vetor gradiente da funcao traz a direcao de maior
crescimento da funcao. A partir desse resultado, podemos também mostrar que a direcao
contraria do vetor gradiente traz a direcao de maior decrescimento. Sendo assim, quando
o vetor gradiente é facil de calcular, este se torna uma escolha légica de direcao de busca
a fim de computar cada passo a ser tomado.

Defini¢ao 1.2 (Método do gradiente). O método do gradiente é um algoritmo iterativo
de otimizacao continua caracterizado pela escolha da dire¢ao oposta do gradiente a cada
iteracao. Portanto, a cada iteracao, a atualizacao da aprorimagao € feita de acordo com
0 esquema:

z <+ x—aVf(x).

onde a >0 € R ¢ o tamanho do passo.

1.1.4 Tamanho do passo

Além da direcao de busca, a outra escolha a ser feita é quanto caminhar na direcao
escolhida. Diversos sao os métodos para o calculo deste valor, chamado de tamanho do
passo, cada um associado a sua complexidade computacional particular. Alguns exemplos
que podemos citar s@o a busca exata e a busca de Armijo. Contudo, esses métodos
adicionam custo computacional ao algoritmo por exigirem uma quantidade adicional de
calculos a cada iteracao. Por isso, em situacoes em que as fungoes sao complexas, por
vezes escolhe-se por utilizar um tamanho de passo fixo. A escolha do tamanho de passo é
importante para que haja convergéncia do algoritmo. Por exemplo, sob certas hipdteses,
para fungoes com derivadas Lipschitz continuas com constante L, podemos mostrar que
um tamanho de passo a < % garante que o método do gradiente gera uma sequéncia
convergente para algum minimo local (TIBSHIRANI, 2013).



1.2 Aprendizagem de maquina

Segundo Mitchell (1997), a aprendizagem de maquina pode ser definida como a drea de
conhecimento que tem como objetivo desenvolver sistemas capazes de aprender a exercer
tarefas a partir de experiéncias passadas. Para Géron (2017), a aprendizagem de maquina
é a ciencia de programar computadores para que possam aprender de forma independente
a partir de dados. Nesse sentido, podemos dizer que esta area tem como foco desenvolver
algoritmos que sejam capazes de gerar modelos a partir de dados fornecidos, para serem
usados posteriormente em outras instancias de dados, para prever algum valor de inte-
resse. A seguir, apresentamos alguns aspectos da aprendizagem de méaquina, assim como
métodos e procedimentos comumente utilizados nesta area. As principais referéncias uti-
lizadas como base para essa se¢ao foram Chollet (2017), Géron (2017), e Swamynathan
(2017).

1.2.1 Classificacoes do tipo de aprendizado

Os principais métodos de aprendizagem de maquina podem ser divididos em dois grandes
grupos, de acordo com seu processo de treinamento: aprendizado supervisionado e nao
supervisionado. A seguir, essas classificacoes sao detalhadas.

O aprendizado supervisionado leva como entrada dados para os quais a saida espe-
rada é conhecida. Com isso, os modelos podem trabalhar em cima dos padroes existentes
nas relacoes entre as entradas e as saidas correspondentes e extrair o conhecimento a par-
tir disso para fazer previsoes em dados inéditos. De acordo com o tipo de saida esperada
podemos, ainda, classificar esses problemas entre problemas de regressao (para varidveis
de resposta continuas) ou classificacao (quando a variavel de saida é discreta).

O aprendizado nao supervisionado considera conjuntos de dados de entrada nao
rotulados, ou seja, com saida esperada desconhecida. Neste caso, os algoritmos podem
aprender com tendéncias nos dados em si, encontrando subgrupos nos dados, ou entao,
encontrando dados discrepantes.

Existem, ainda, outros tipos de aprendizado de maquina, como por exemplo, apren-
dizado semi-supervisionado e aprendizado por reforco. Para mais detalhes sobre esses
modelos, sugere-se consultar o Capitulo 1 de Géron (2017).

O modelo a ser discutido neste trabalho (no caso, a estrutura de uma rede neural fe-
edforward), é um modelo de aprendizado supervisionado que serd aplicado a um problema
de classificacao.

1.2.2 Avaliacao do modelo

Para avaliar a performance do modelo, precisamos definir métricas que possam ser apli-
cadas a diferentes tipos de modelos, para que seja possivel comparar seus desempenhos.
Diversas sao as métricas de avaliacao de modelos. Neste trabalho empregamos a medida
de avaliacao chamada acuracia, usada para problemas de classificacao. Essa medida pode
ser vista como a porcentagem de acertos do modelo em um certo conjunto de dados (seja
ele um conjunto de treinamento ou de testes), onde um acerto é definido como o caso em
que o modelo classificou corretamente um elemento.
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Defini¢ao 1.3 (Acuracia). Seja D o conjunto total de dados para o qual o modelo estd
sendo avaliado, e C' C D o conjunto dos dados em que o modelo acertou a classificacao,
definimos a acurdcia, a, como:

n(C)

a= (D)’ (1.1)

onde n(-) denota o nimero de elementos em um dado conjunto.

Essas métricas podem ser utilizadas para avaliar a capacidade de generalizagao de
um modelo. Para isso, testamos o modelo, obtido apds o treinamento, em um conjunto
de dados inéditos. Queremos evitar o fenomeno conhecido como owverfitting, no qual o
modelo adéqua-se muito bem aos dados do conjunto de treino, mas tem uma performance
ruim em dados inéditos. Ou seja, em caso de overfitting, o modelo, aparentemente, me-
moriza as respostas esperadas para os dados conhecidos mas nao consegue generalizar
as observacgoes para dados desconhecidos. Esse fenomeno é caracterizado por uma boa
métrica de performance no conjunto de dados de treino e uma métrica muito pior em con-
juntos de dados inéditos. Existem métodos para minimizar esse fenomeno, como métodos
de regularizagao, reducao de dimensionalidade, entre outros.

1.2.3 Hiperparametros

Hiperparametros sao parametros usados pelo algoritmo de aprendizagem em si, nao do
modelo. Ou seja, sao parametros utilizados pelo algoritmo para desenvolver o modelo de
aprendizagem de méaquina. Por exemplo, como veremos a seguir, no contexto de redes
neurais, alguns hiperparametros sao o tamanho das camadas intermediarias e o tamanho
do passo. Os hiperparametros devem ser definidos pelo usudario antes do treinamento do
modelo, e devem manter-se constantes durante todo o processo de treinamento do modelo
pelo algoritmo de aprendizagem. Encontrar bons hiperparametros é uma parte importante
do desenvolvimento de modelos de aprendizagem de maquina eficientes. Esse processo é
conhecido na literatura como hyperparameter tuning, ou otimizacao de hiperparametros
(hyperparameter optimization, ou HPO). Um dos métodos mais amplamente utilizados
para esse proposito é o grid search, em que o usuario escolhe alguns conjuntos de valores
para cada um dos hiperparametros e a performance do modelo é avaliada para cada
combinacao de hiperparametros possivel, a fim de encontrar a combinacao com melhor
desempenho.
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Capitulo 2

Redes Neurais Artificiais

Nesta secao, serao introduzidos os principais conceitos de redes neurais artificiais (ou sim-
plesmente redes neurais) necessarios para este trabalho. Serdo detalhados os elementos que
compoem a estrutura da rede, assim como sua modelagem e sua motivacao matemaética.

As principais referéncias bibliograficas usadas como base deste capitulo sao: Chol-
let (2017), Goodfellow, Bengio e Courville (2016), Lecun et al. (1998), Nielsen (2015),
Rumelhart, Hinton e Williams (1986), Rumelhart et al. (1995)

2.1 Introducao a estruturacao das redes neurais

As redes neurais podem ser vistas como uma malha interconectada de neurdnios associados
a pesos, vieses e fungoes de ativagao. Vejamos em detalhes cada uma dessas definigoes a
seguir.

2.1.1 Neuronios

Primeiramente, introduzimos a ideia de um neurdnio artificial. O primeiro tipo de
neuronio artificial, chamado perceptron, foi introduzido por Rosenblatt (1958), ao tentar
encontrar um modelo para explicar como a informacao captada pelos sentidos é armaze-
nada e utilizada pelo cérebro humano. Este modelo de neuronio considera um vetor X de
entradas bindrias, z; € {0,1}, cada x; associado a um peso w; € R, para produzir uma
saida bindria, p(X) € {0,1}, considerando uma tolerancia b € R. Definimos a saida p(X):

0, se > zw;+b<0
p(X) = 2 : (2.1)
1, se > zyw,+b>0

onde n € N é a dimensao do vetor de entradas, X.

Esse modelo foi, entao, modificado para considerar saidas continuas, para que métodos
de otimizacao continua pudessem ser utilizados. A ideia é que pequenas perturbacoes nos
valores dos pesos w; gerem pequenas alteragoes no valor de p(X). Com o perceptron da
maneira que foi definido em (2.1) isso nao acontece. Uma pequena perturbacdo pode cau-
sar uma alteragao no estado qualitativo do perceptron mudando seu estado de desligado
(p(X) = 0) para ligado (p(X) = 1), ou vice-versa.

Introduzimos, entao, a ideia de neuronios com fungoes de ativagao. De forma seme-
lhante aos perceptrons, esses neuronios também tém pesos w; € R associados as entradas,
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assim como a variavel b € R, agora denominada viés. A diferenca é que as entradas z;
e saidas p(X) podem assumir valores pertencentes ao conjunto dos reais. Além disso,
associamos ao neuronio uma funcao de ativacao f : R — R. Essa fungao, a principio,
deve ser diferenciavel. A saida desse novo modelo de neurdnio, p(X) € R, estd definida
como

p(X)=f szwz +b . (2.2)

Esse neuronio é mais comumente utilizado em aplicacoes modernas e serd utilizado
na modelagem deste trabalho.

2.1.2 Estrutura das redes neurais

Considere a estrutura representada na Figura 2.1. Ela ilustra uma estrutura generalizada
de uma rede neural, com alguns neuronios de cada camada ocultos, apenas para repre-
sentacao visual. Acima de cada ligacao entre uma camada e a préxima, denotamos as
matrizes de pesos e vetores de vieses associados, para os quais detalhamos a notagao num
outro momento.

whl WV

O0O0-~-00O0
O0O0-000

Camada de Camadas Camada de

entrada intermedidrias saida

Figura 2.1: Modelo geral de uma rede neural. Fonte: Autoria propria.

Definimos a primeira camada A% como um conjunto de neurénios, representado
como um vetor de nimeros reais. Essa primeira camada é considerada a camada de
entrada. No problema de aprendizado supervisionado, essa camada recebe os dados de
entrada para os quais queremos calcular a resposta esperada. A tltima camada AW é
denominada a camada de saida que, apds o treinamento da rede, deve aproximar a saida
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esperada para cada entrada do conjunto de dados. Sendo X o vetor de dados de entrada,
podemos definir a notagao F'(X) = AW para denotar a saida calculada pela rede para
um certo dado de entrada. As outras camadas, denotadas como camadas intermediarias
na Figura 2.1, permitem que a rede generalize um leque maior de problemas.

A seguir definimos a notacgao a ser utilizada neste trabalho para fazer referéncia as
estruturas que compoem a rede:

e Vetores-camada Al com i € N,i € {0,1,2,..., N}, sendo i o nimero da camada
correspondente e N € N o nimero total de camadas no modelo.

e Matrizes de pesos W, com i € {1,2,..., N}, que relacionam os neur6nios da camada
i — 1 aos neuronios da camada i. A matriz deve ter a dimensao apropriada para
permitir as multiplicagoes necessarias, ou seja, deve ter o mesmo nimero de colunas
quanto o numero de neuronios na camada i — 1 e 0 mesmo nimero de linhas quanto
a camada 7. Cada elemento wj[.z,l relaciona o k-ésimo neuronio da camada i — 1 ao
j-ésimo neuronio da camada 1.

e Vetores de vieses bll, com i € {1,2,..., N}, relacionados aos neuronios da camada 1.
O vetor deve ter o mesmo nimero de elementos quanto o nimero de neuronios na
camada ¢. Neste vetor, cada elemento bg?] representa o viés do j-ésimo neuronio da
camada 1.

Para facilitar o desenvolvimento futuro das expressoes a serem utilizadas no trei-
namento da rede, introduzimos nessa modelagem camadas auxiliares na estrutura, as
camadas Z!, associadas a cada camada A i € {1,2,..., N}, como ilustrado na Figura
22. Cada f; : R— R, ¢« = 1,2,..., N é uma fun¢dao continua nao-linear, chamada de
funcdo de ativacdo. Por esse motivo em algumas referéncias a camada auxiliar Z# é
chamada de camada nao ativada da camada i e a camada Al é chamada de camada
ativada da camada ¢. Veremos adiante que o papel das funcoes de ativagao é de garantir a
nao-linearidade do modelo, o que permite que essa estrutura modele problemas diversos.

Dada essa estrutura, o relacionamento entre as camadas é definido da seguinte forma:

Z0 — Wl A= gl =1 2, N, (2.3)

Al = £z i =12, N, (2:4)

Na Eq. (2.4) fazemos um abuso de notagdo. Anteriormente, definimos as fungoes
fi como fungées de uma variavel real: f; : R — R. Na Eq. (2.4) ao aplicar a fungao a
um vetor, estamos, na verdade, aplicando a funcao em cada elemento desse vetor. Sendo
assim, definimos:

fi(Zy = , ,i=1,2,...,N, (2.5)
onde Zll € R™ e cada zj[.i] € R é o j-ésimo elemento do vetor Z7.
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Camada de Camac Camada de
entrada nao ativadas Cgmadas saida

intermediarias

Figura 2.2: Modelo geral de uma rede neural, introduzindo as camadas auxiliares. Fonte:
Autoria propria.

Neste modelo, consideramos que a saida de uma camada, o vetor A, é a entrada
da préxima camada, Z+1. Este modelo considera apenas esse movimento “linear”, onde
a saida de uma camada nao pode ser uma entrada dela mesma. Esse modelo de redes
neurais é chamado na literatura de redes neurais feedforward. Outros modelos de redes
neurais como as redes neurais recorrentes ou as redes neurais convolucionais podem ser
implementados, mas nao sao o foco deste trabalho. Para mais detalhes sobre outros
modelos de redes neurais consultar o material em Chollet (2017).

Pelas Equagoes (2.3), (2.4) e (2.5) vemos a importancia da inclusao das fungoes de
ativacao. Caso nao houvessem funcoes de ativacao nao lineares entre as camadas, a rede
neural completa teria relagcoes puramente lineares entre as camadas. Pelas propriedades
das transformacoes lineares, a passagem da primeira camada a tltima poderia ser escrita
como uma unica relacdo linear do tipo AN = W*A 4 p* tornando as camadas inter-
mediarias dispensaveis. Ademais, o modelo sé conseguiria um bom ajuste para casos em
que a relacao entre os dados de entrada e as respectivas saidas esperadas € linear. Isso
reduz o leque de problemas para os quais esse modelo poderia ser util. Como queremos
um modelo capaz de modelar problemas diversos, a restricao da linearidade nao ¢é vanta-
josa. Assim, vemos que as funcoes de ativacao tém um papel importante para garantir a
nao linearidade da relacao entre camadas, permitindo, assim, que as redes neurais sejam
capazes de generalizar mais tipos diferentes de problemas.

Até agora, temos definidos os dados de entrada, a relagao entre uma camada e a
proxima e o vetor que aproxima a saida esperada. Porém, ainda nao especificamos como
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devem ser definidos os valores nas matrizes de pesos e nos vetores de vieses. Esses sao
os parametros que podem ser modificados durante o treinamento da rede neural para que
seu desempenho seja adequado, de acordo com o conjunto de dados disposto no problema.

Para avaliar o desempenho da rede neural, precisamos definir uma funcao para
quantificar o erro cometido por esta. Para isso, introduzimos o conceito de uma func¢ao
custo. A funcao custo, no contexto de aprendizado supervisionado, leva em consideracao
a saida esperada conhecida para cada dado de entrada e a saida obtida pelo modelo e
quantifica qual foi o erro. Idealmente, essa funcao assume valores reais nao negativos
e apenas ¢ igual a 0 quando a saida fornecida pelo modelo é idéntica a saida esperada.
Sendo D; um elemento do conjunto de dados, definido pela tupla D; = (X;,Y;), na qual
X; é um dado de entrada a ser aplicado na rede, entrando como a camada inicial A%, Y;
o vetor da saida esperada conhecida correspondente e F/(X;) = AV a saida obtida pelo
modelo para essa entrada especifica, definimos a funcao custo deste dado em especifico
como

Cp, = C(Y;, F(X3)). (2.6)

Em algumas referéncias, a fungao custo aplicada a uma instancia dos dados de
entrada também é conhecida como funcao de perda. Para avaliar o desempenho do modelo
no conjunto completo de dados de treinamento, definimos o valor da funcao custo do
modelo para o conjunto de dados de treinamento completo.

Definigao 2.1 (Fungao custo do modelo). Seja D = {Dy, Do, D3, ..., Dy} o conjunto
de dados a ser utilizado no treinamento de uma rede neural, onde cada D; ¢ uma tupla
D; = (X;,Y;), com X; € R° 0 dado de entrada e Y; € R" a saida esperada correspondente,
sendo o,n € N. Seja Cx, € R o valor da fungao custo para o dado D;, definida como na
Eq. (2.6).

Definimos a fungao custo do modelo para o conjunto D completo, C' € R, como
sendo a média aritmética dos valores da func¢ao custo calculados para cada elemento de

D

1 m
C=— E Ch,
m <
=1
Uma possivel escolha de funcao custo é o erro quadréatico médio, descrito a seguir.

Defini¢ao 2.2 (Erro quadrético médio). Seja D = {D1, Dy, D3, ..., D} 0 conjunto de
dados a ser utilizado no treinamento da rede neural, como na Definicdo 2.1. Definimos a
fungao perda para o erro quadrdtico como

1
Cp, = C(Y;, F(X3)) = §||F(Xi) - Y%

onde || - || € a norma euclidiana do vetor.
Para o conjunto de treino completo de dados, entao, o erro quadrado médio é defi-

nido como
m

1 1 —
- = F(X;) = Y|
€= 2 On =5 2 IFX) =il
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2.2 Formulacao como Problema de Minimizacgao

Como visto anteriormente, o valor da funcao custo sera 0 apenas se o modelo consegue
calcular corretamente a saida esperada para cada um dos elementos do conjunto de dados
e aumenta conforme a saida calculada se distancia da saida esperada. Sendo assim,
podemos formular o problema do treinamento de uma rede neural como um problema de
minimizagao irrestrita. Vimos que as entradas, as saidas esperadas e o relacionamento
entre cada camada sao definidos pela estruturacao da rede e o conjunto de dados de
treinamento fornecidos. O que é possivel alterar sao os parametros contidos nas matrizes
de pesos e vetores de vieses, WUl e Ul j = 1,2,...,N. Sendo assim, o problema de
treinar a rede neural se resume a encontrar os valores para esses parametros que permitem
minimizar o erro das predigoes, ou seja, uma minimizagao irrestrita do valor da fungao
custo em relagao as matrizes de peso e vetores de viés:

W, b

. RS
min C—E;CDr (2.7)

Tendo a formulacao do problema desta forma, podemos aplicar métodos de oti-
mizagao para encontrar os parametros étimos. A abordagem a ser utilizada neste traba-
lho sera o algoritmo conhecido na literatura de redes neurais como backpropagation, ou
retropropagacao, que nada mais ¢ que uma aplicacao do método do gradiente, como na
Definicao 1.2. Essa nomenclatura advém do fato de que a derivada parcial pode ser vista
como a contribuicao de cada parametro no erro total. Por conta da estrutura da rede,
a relagao entre as camadas e a regra da cadeia, ao calcular cada derivada parcial vemos
uma propagacao do erro a partir da camada mais final, para as camadas iniciais. Assim,
ao fazer os calculos para a implementagao computacional, podemos aproveitar os calculos
referentes as tltimas camadas para os cdlculos referentes as camadas iniciais.

Precisamos, entao, encontrar a derivada parcial da fungao custo em relacao a cada
um dos elementos dos vetores e matrizes de pesos e vieses. A cada iteracao, a atualizacao
dos parametros é feita da forma:

Ik 7k w[i}’
ik
| e (2.8)
ol bl — a—,  i€{1,2,.,N},
b

J

onde o tamanho do passo, & > 0 € R, é um hiperparametro a ser definido pelo usuario
e mantém-se fixo durante todas as iteracoes. No contexto das redes neurais, a maioria
das abordagens classicas utiliza um tamanho de passo fixo durante todo o treinamento da
rede. Isso ocorre pois as redes neurais podem se tornar muito complexas conforme adicio-
namos camadas intermediarias e aumentamos o niimero de neuronios em cada uma delas.
Sendo assim, o custo computacional aumenta e manter um passo fixo permite diminuir a
quantidade de operagoes necessarias para a execuc¢ao do algoritmo, viabilizando, entao, a
utilizagao do método.
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Capitulo 3

Modelagem

A presente secao traz o detalhamento algébrico referente aos calculos das derivadas a
serem utilizadas no treinamento da rede neural artificial. E importante salientar que
as contas aqui apresentadas sao em sua maioria autorais, visto que nao conseguimos
encontrar na literatura os cdlculos com o nivel de profundidade que julgamos necessario
para este trabalho.

Nas secoes anteriores, apresentamos a estrutura da rede considerando um nimero
arbitrario N de camadas. Para este trabalho, propomos uma estrutura com N = 2, como
ilustrada na Figura 3.1. Essa estrutura sera utilizada no detalhamento dos cdlculos.

0] Wil ] Wkl

AV 21 Al Y 202 F Al
O O O O
OO O O
00000
OO O O
OO O O
Camada de Camadas Camada de
entrada  intermedidrias saida

Figura 3.1: Modelo especifico da rede neural a ser modelada neste trabalho. Fonte:
Autoria propria.

Primeiramente, apresentamos um caso particular para calcular a saida para um
unico elemento de D, ou seja, a entrada ¢ um vetor X € R° e a saida esperada ¢ um
vetor Y € R". Definimos, também, uma camada intermedidria com p neuronios. A
seguir, detalhamos a notacao a ser utilizada para denotar os elementos das camadas, das
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matrizes de pesos, e dos vetores de vieses nas Tabelas 3.1 e 3.2.

Dados Descrigao Dimensao
X = A | Vetor de dados de entrada Re
Y Vetor de saida esperada R”

Tabela 3.1: Notacao usada para os dados fornecidos a rede.

Parametro Dimensao
wil | il = [wl)] e reee
pl o = o] e m?
we el — e e R
bl2l b2l — [b?]' cR"

Tabela 3.2: Notagao usada para os parametros da rede.

Tendo definida a notacao a ser utilizada, podemos definir a relacao entre as camadas
na Tabela 3.3, seguindo a definicao das Equagoes (2.3) e (2.4).

Camada Valor Elementos

2 e Re | 20 = WHAR 430 | 2 =570 wilal 40T, i=1,2,--- p
Al erre | AW =zt | dY= /M), i=1,2,-

72 e R |z — WA 2l | Py Rl g g gy
AP err | AP = fy(ZP) o = fo(e), i= 1,2, in

Tabela 3.3: Relacao entre as camadas de uma rede neural com N = 2.

Com relacao as funcgoes f; e fs listadas na estrutura da Figura 3.1, para esse modelo
estamos considerando as seguintes escolhas de fungoes de ativagao, com suas respectivas
derivadas: a tangente hiperbdlica e a funcao sigmoide, dadas por

et —e

fi(x) = tanh(x)

—x

er 4+ e~

_df

Iy (z) = 1 — tanh?(z),

fi(z) (3.1)

x’
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1 d,
= A = @) = o)1 - o). (32

A motivacao por tras dessas escolhas esta no fato de que essas fungoes sao limitadas
na reta dos reais, e com isso, garantimos que a magnitude dos valores na rede neural fique
controlada, evitando overflow numérico durante o momento da implementagao computa-
cional.

Em relacao a funcao custo, sera utilizado o erro quadratico médio, segundo a De-
finicao 2.2. Como estamos, primeiramente, modelando para apenas um dado de entrada,
o custo total da rede é igual a funcao custo aplicada a apenas aquele elemento, ou seja:
C = Cp, a funcao perda. Utilizando a notagao definida nesta secao, abrimos a ex-

pressao para termos o valor de C' em funcao dos elementos dos vetores da saida calculada
F(X) = AP e da saida esperada Y

n

1 1
C=Cp= A" =Y[" = 2> (! -y (3.3)

=1

3.1 Calculo das expressoes para otimizacao da rede

O processo de treinamento da rede equivale a otimizacao dos parametros, para encontrar
parametros que minimizam o valor da funcao custo. Para isso, precisamos calcular a
derivada da funcéo custo em relacao a cada elemento de W, sl W e b2, Ou seja,

oc  9C ToC  9C
owl o owll)” opl!
%] 7 %] 7

precisamos encontrar

Derivacao em relacao a AP

Olhando para a expressao na Eq. (3.3) fica evidente que a primeira derivada parcial
a ser calculada é em relacio aos elementos da camada de saida A?. Tome a?}, para
t=1,2,...,n, um elemento qualquer do vetor. A derivada parcial da funcao custo em

relacao a este elemento sera

Vamos avaliar o valor de para cada caso:

ag —ys)* _ {2( o —y), seg=i,

2 ;.
8a[ ] 0, caso contrario.

Entao, voltando na defini¢ao de [2] acima, temos:
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8@&2} 2 o 8(1&2]

1

3 (2 - ).
oC _ @
dal” G

O processo utilizado para encontrar as proximas derivadas é semelhante ao utilizado
acima. Por isso, alguns trechos parecem se repetir. Contudo, para garantir a completude
das informagodes contidas nesse trabalho, escolhemos por incluir o desenvolvimento deta-
lhado de todas as contas. Os resultados obtidos nesta se¢ao serao reunidos na Tabela
3.4.

Derivacao em relacao a Z?
O valor de C' depende de a?}, com ¢ = 1,2,...,n. Cada a?} pode depender de z,[f},
k=1,2,....,n. Assim,

oc  oC ad?  ac 9af aC od? I~ oC 9a

= + o e = Yy
8zz[2} (9a[12} 821[2} 8(1[22] 821[2] 8@%2 ] 821[2] o1 aaE] Gz?]

Se cada a}fl depende apenas de elementos da posicio g de Z?, como é o caso da
modelagem proposta, onde f; é uma funcao de uma variavel aplicada elemento a elemento

em 712 para gerar A®, temos:

2
dal? —(%LL} seg=1
[gz] =4 057 ’
0z 0, caso contrario.

Logo,
aC & oac ad?  ac oa

821[2} B ] (9@};2} 822[2} B (‘3@@[-2] (921-[2]'

Pela definicao na Tabela 3.3, temos que a?} = fg(z?}). Logo, a derivada parcial de

a?] em relagao a 21[2] fica:

oal”  opGPy

= = f3(=")
az?] 821[2] ’
E, portanto,
oC _ ¢ £
8212 92
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Derivacdo em relaciao a W
Seja wl[? um elemento qualquer de W, com i =1,2,...nej=1,2,...,p. Pela regra da
cadeia temos que:

0C < 9C 92

— = —_— . (3.4)
(911)[2-] ] 8%2] 6?wz[~§}

Portanto, para encontrar ﬂ

’LJ

, precisamos, primeiramente encontrar as derivadas

parciais % Pela definicao temos que z [ I = P w [2] [1 + b . Sendo assim:
5
= wal ,
awﬁl 0w5} gk k
0 ( ~ 0 [11) oy’
- 2 Z Worly | + 5>
z[j} k=1 awz[j]

ow
p
9 2 11
- Z e <wgk:ak >
k=1 OW;;

0 oy Ja seg=i,
o 9 [2] Wyjaj" ) = 0 I
w;; , caso contrario.

Voltando em Eq. (3.4), temos:

0C <~ OC 927

ou? = 020 ol
_ a_ca_”
822[2] 8w5} ’
o¢ _9C¢
811)5] B 822[2] e

Derivacao em relacio a b2

O calculo das derivadas parciais em relacio ao vetor de vieses b2 é feito de forma similar
ao que foi feito para W, Pela regra da cadeia temos que, para um elemento arbitréario
de b, a derivada parcial de C é:

aC &~ AC 92

A = 9P Pl (35)
[ g=

Portanto, para encontrar % precisamos, primeiramente encontrar as derivadas
o=y 2 _ 5 2000 g2 : :
parciais [ . Pela definicao temos que zg" = ) ;_, woa;° + bg". Sendo assim, temos:

7,
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8252] 0 ( - 2] [2>
2 2 Zw k‘ak +0
v’ on? \im
0 (N~ e ) o O
= w, .a + ,
by (kzl ) o
B c%fl )1, seg=i,
(%?] 10, caso contrario
Voltando em Eq. (3.5), temos:
aC oC 0z
v~ 0:f onP”
~0C 97
~ oM o
oC  oC
o 9

Derivacao em relacao a Alll
Temos que a derivada parcial de C' em relacdo aos elementos de Al pode ser definida
como:
a0~ 9C 9z
o~ )3 2 2?11' (3.6)
da; =1 0zg Oa;
Calculamos, entdo, as derivadas parciais dos elementos de ZP em relacéo aos ele-

mentos individuais de Al

825[72] 0 ( L [2] [1] m)
7 1 ngk +0
oal 0a \ 5
0 (& o), o0y
= W, A + )
8@?1 (; gk=k aaP
p
9 (1
B k=1 8(1[.1] (wgkak ) ’
_ %]wm W _ 02
aal gi i gi

Voltando em (3.6) temos:
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aC < OC 9z

8&&1] B s 82&2] 8am7

oc ol
oal Z [21 '

Derivacao em relacao a Z!!

Pela definicao temos que:

9C <~ AC dal

— = _ (3.7)
822[1} o1 Bag] (9zl[1]

Seguindo o processo de céalculo utilizado nas secoes anteriores, calculamos, agora,
as derivadas parciais dos elementos de AlYl em relacdo aos elementos de Z!!. De acordo

com a Tabela 3.3, os elementos de Al!l sio definidos como a,El] = fl(zz[l]). Logo, a derivada
[

da
parcial ol sera:

1

dayl {f{(zzm), sei=g,

0 Zi[l] 0, caso contrario.

Sendo assim, a derivada da Eq. (3.7) fica:

aC X 9C day
0zl = adl)! 91"

(2

~9C 8dl"

a &zm 822[1]7
oc  oC .
@ = m]ﬂ(% ).

Derivagiao em relagao a 1//[!

Pela regra da cadeia temos que:

n (1]
Ow a0 921 ol '
i g=1 Zg wij
Portanto, para encontrar ;’—C precisamos, primeiramente encontrar as derivadas
w”

[1
parciais s . Pela definicao temos que M= - w[glk]af + bg]. Sendo assim, temos:

ij
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az},”

aww

()
ij
(o) 2
ij " k ‘9 i
0

w!]

_ 0 (w[l.]a[-o]> _ a;-, se 1=g,
owlth \ 97 0, caso contrario.

Voltando em Eq. (3.8), temos:

aC 90 92
8102[;] o 82&1] 6102[-;}

_aC 92"
9 gult
7 1]
aC  aC
ool 5 %
ow;; 0z

Derivacao em relacao a bl

O calculo das derivadas parciais em relacio ao vetor de vieses blll ¢ feito de forma similar
ao que foi feito para WU e para b2, Pela regra da cadeia temos que:

aC oC 0z

opll & g2 il (39)
) g=

Portanto, para encontrar %,
b

i

precisamos, primeiramente encontrar as derivadas

(1 _ 5~ (1] 10]

9z [1] 1] .
parciais [1] Pela definicao temos que zg =1 Wy @y +bg . Sendo assim, temos:

az[l] 0
bl P ngkak +by
0 (= o), by
= — w —+ ,
o (Z W)
86[1]

g 1, sei=g,
opl! 0, caso contrario.
Voltando em Eq. (3.9), temos:
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A0 90 0z
ol = 92 an

1]

oC 92"
a [1 ab[l]’
oC  oC
ol 9.

Com isso, finalizamos os calculos das derivadas parciais no caso da rede neural
aplicada a um elemento do conjunto D. De forma resumida, apresentamos as derivadas
na Tabela 3.4.

Termo Derivada

AP ;?2] —ad®? —y, 1<i<n
a;
oC oC
Z" 2] G fa(z"), 1<i<n
0z Oa,
oC oC
wi = all,1<i<n 1<j<p
ow;; 0z
oC oC
bl @ o LSS n
0b; 0z,
oC " oC
Al _ [3]’ 1<i<p
8a£” ;825[]2] I
oC oC
AL ﬁ_ﬁf{('zz{l])a l<i<p
0z; Ja,
oC oC
i 7= —a, 1<i<p 1<j<o
ow;; 0z
oC' oC' .
b[” 1] - [’ 1<y S p
oo~ o

Tabela 3.4: Sumarizacao das derivadas de C em relagao aos termos da estrutura da rede
neural, considerando um dado de entrada.

3.2 Treinamento com o conjunto de dados completo
Durante o treinamento da rede neural estamos interessados no custo total da rede aplicada

a todos os elementos do conjunto de treino D. Como na Defini¢ao 2.1, o custo total sera
a média aritmética dos custos individuais. Para isso, precisamos calcular a saida da rede
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para cada elemento do conjunto da rede, para podermos encontrar o valor da funcao de
perda em cada caso.

Podemos aproveitar as propriedades da multiplicagao matricial para calcular a saida
da rede para todos os elementos do conjunto D. Até agora tratamos a entrada como um
vetor representando um elemento do conjunto de dados de entrada. Se, em vez disso,
considerarmos como entrada uma matriz X € R°*™, onde cada coluna X; é um elemento
do conjunto, ao avangar pela rede, usando as relagoes definidas em (2.3) e (2.4)!, teremos
matrizes Z1 € Rpxm Al ¢ Rexm 7021 ¢ Rrxm e APl € R™™ em que cada coluna serd a
versao daquela camada para cada elemento dos dados de entrada. Consideramos também
Y € R™™ a matriz em que cada coluna ¢ a saida esperada de um dos dados de entrada.
Isso permite uma implementacao mais eficiente, pois podemos aproveitar das otimizagoes
implementadas nas linguagens de programacao para operacoes matriciais, ao invés de ter
que calcular a saida esperada para cada elemento de entrada separadamente em um laco
de repeticao.

Neste caso, para o calculo dos custos individuais, consideramos a coluna j da matriz
AP a safda correspondente ao dado de entrada X; = AE-O], a ser comparada com a saida
esperada Y. Logo, cada custo individual serd:

1
Cp, = O}, F(X;) = C(V;, A7) = 5

J J

2
A -,

2 1<,
i=1

1=

Para a atualizagao dos parametros, também podemos fazer uso desta estrutura ma-
tricial. Neste caso, as Equagoes (2.8) podem ser reescritas como

Wil _ o 2C
oW’
. . PYe. (3.11)
b« b — TR

Definimos a notagao para esse caso na Tabela 3.5.

TAqui estendemos a definicdo da soma dos vetores bl na Eq. (2.3), para significar a soma do vetor
bl correspondente em cada coluna da matriz em questéo.
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Camada Notacao

A= x = [ll] e

0 o
Camada de entrada onde agj] representa o i-ésimo elemento
do j-ésimo vetor de entrada.

Camada intermedidria ndo ativada 2l = zg-] c Rpxm
Camada intermediaria ativada Al = a%] € RP*m
Camada de saida ndo ativada  ZP = 251 € Rvm

Camada de saida (ativada) APl = F(X) = [apq € Rxm

v

Tabela 3.5: Notacao matricial a ser utilizada no caso do treinamento da rede com todos
os elementos do conjunto de dados.

Vejamos, entao, como encontrar as derivadas parciais da fungao custo total. Defini-
mos o custo total como:

1 m
C:E;ODM

Pela linearidade da derivada, a derivada parcial do custo total C' em relacao a um
elemento genérico @ sera:

o0 _ 1 oo,
99  m 09

Utilizando as derivadas parciais calculadas na secao anterior, e sumarizadas na Ta-
bela 3.4, calculamos as derivadas para o custo total. Novamente, o processo utilizado
para encontrar a derivada parcial em relacao a cada elemento da estrutura é semelhante,
e repetitivo. Escolhemos incluir todos os detalhes neste trabalho para garantir a comple-
tude das informacoes, e particularizar pontos eventualmente nao triviais. Os resultados
desta secao estao reunidos na Tabela 3.6.

Derivada em relacido a A?

2

Podemos definir a derivada parcial de C' em relacdo a um elemento qualquer de AP, aji,

CcOo1mo

oC _ 1 Z oCp,
(2] (2]
8aij mi—= 86%
Como definimos acima, cada C'x; somente leva em consideragao valores da coluna j

da matriz A?. Logo, % = 0 se h # j. Sendo assim, temos:

ij

28



8@5] m 8@51 m

oC 1 9Cp;, 1 ( 2] )

Ay — Yij

Estendendo a ideia do vetor gradiente, definimos a derivada parcial em uma notagao
matricial como:

[ oCc oC 90
@a[ﬁ] 0@%22] 8a[12,11
oc  oC oC
oC oC 2] 2 2]
= — | Oag Oag Dy,
OAPL | 9o

oc oC¢ ¢

L 6@221] 8@?2] da2, |

A derivada parcial da funcao custo em relacdo & matriz AP fica:

oc

1
LA
amﬂ_mpl Y).

Derivada em relaciao a Z?

Pela linearidade da derivada, a derivada parcial de C' em relacao a um elemento qualquer
de 212, zg}, vale
oC _ 1 zm: oCp,
2 2
8zi[j] mi— 82’2[].}
Pela definicao temos que % = 0 quando h # j logo:
oC 1 0Cp. 1 0Cp.
L= —— 2 ().

3,25] m 8,25] m 3a£j

Para escrever em notacao matricial, definimos a operacao de multiplicagao de ma-
trizes elemento a elemento, ©.

Definigao 3.1 (Multiplicagdo de matrizes elemento a elemento). Sejam A, B € R™*" ma-
trizes arbitrarias. Definimos a operacao matricial de multiplicacao elemento a elemento,
©®, da sequinte forma:

C=A®B,

onde cada elemento c;; da matriz resultante C € definido

Cij = aijbij, 1= 1,2, ., m, ] = 1,2, .
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Logo, podemos definir a derivada parcial do custo total em relacdo & matriz Z12,
em notagao matricial como

oC oC
aZ[z aA[Q fQ(Z[Q])

sendo f3(Z12) a funcdo f5 : R — R, definida na Eq. (3.2), aplicada a cada elemento da
matriz Z12, conforme a Eq. (2.5).

Derivada em relacao a Wkl

A expressao geral para a derivada parcial de C' em relacdo a cada elemento de W2 é

oC “ 9Cp,
aw[z] Zl (3w5] '

ij
Neste caso, como todas as colunas da matriz de saida sao influenciadas pelos ele-
mentos de W, ndo podemos eliminar nenhum elemento do somatério.

oC 1 i oCp,

2] 2]
8wz[j} mi— 8wz[j}
S0,
- 2] “iho
M3 8"%‘[}1]
1 0C
-yt oz ag. (3.12)
m Jql
h=1 zh
Sabemos pelo que foi definido acima, que cada termo da matriz ;7% tem valor:
oC 1 8CD ( )
oz m dal

Portanto, é facil ver que a definicao de 8—2 na Eq. (3.12) pode ser vista como um
w;

produto interno entre a i-ésima linha da matriz % e a j-ésima linha da matriz Al
Logo, matricialmente, a derivada pode ser definida como:

oc  oC
oWe ~ 970l

(4’

Derivada em relacao a b?

A derivada em relacio ao termo bl? é desenvolvida de forma similar ao que foi feito para
a matriz WP,

oc 1 f: 9Cp,
2 21
o m = gl
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Neste caso, como todas as colunas da matriz de saida sao influenciadas pelos ele-
mentos de b2, ndo podemos eliminar nenhum elemento do somatério.

oC 15”:%

o2l T o 2]’

abz“ M3 azz‘[h]
= 10C , p
- Z maa[g] Q(Zih)‘

Vemos, entao que cada termo 8‘1% ¢ a soma da i-ésima linha de

ocC

57+ oe definirmos

(3

o vetor de uns, €,,x1; COmMoO

1
1 x1
€m><1 == . E Rm .
1
Podemos definir matricialmente a derivada % como

oc  oC
bl g et

Derivada em relacio a Alll

Como visto anteriormente, quando tratamos de apenas um dado de entrada, a derivada
de C em relacdo a um elemento do vetor A é definida como

ocC ~ IC
N 2w
8@&1] ; 82},2] 7

", aC , 2]
= Z 8@&2] f2(Z;[]2])wgi :

g=1

Cada C), depende apenas das entradas da coluna h da matriz A, Sendo assim,

o _ 1 i 9Cp,
1 1]
aagj] gyt 8a£j]
1 9Cp,
m oal
" 10Cp. .
IR RN
g=1 g;
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Mais uma vez, podemos ver que cada termo a pode ser visto como um produto
a”
interno entre a j-ésima coluna de Cf] com a i-ésima coluna de W, Entao, matricialmente

podemos escrever:

oC
AN

T 0C

_ (w2
= (™) 7

Derivada em relacao a 7 [1]

O desenvolvimento dessa e das proximas derivadas se assemelha ao processo feito para Z12,

WE e bl Isso sugere que o processo pode ser facilmente generalizado para contemplar

um numero diferente de camadas, desde que a estrutura béasica se mantenha e que a

escolha de fungoes de ativagao sejam semelhantes (ou seja, fungoes de uma variavel).
Para cada dado de entrada vale:

oc
oz - 0a[-1]

—28 RGN ),

(=)

onde cada C, depende apenas dos elementos da coluna h de Z 1. Para o custo total,
entao, temos:

96 _ 1 §~9Ch,
Om;  MiZ Dy
19Cp,
m 37;[1] 7
dCp;,

1 n
T m Z 8a22]

g=1 J

(22wl £ (2.

Ou seja, cada termo aa[c] ¢ resultante do produto entre a entrada d ] com o termo

ZZ] a”

f{(zij ), 0 que equivale matricialmente a

oC oC

aZ[l 814[1 f2(Z[1])

Derivada em relagao a /!

Todas as colunas de saida dependem dos valores em W, logo, ndo é possivel eliminar
nenhum termo do somatorio.
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oC 1 <~ 9C)h
) D

875'] h=1 8w5] |
) (Z S e [01),
- %Z S ealA m)) o,
Temos que o termo [%]ij vale
57, - 2"; Dl )

Logo, podemos ver os termos 380[” como um produto interno entre a i-ésima linha
w.

ij

de aazc[] com a j-ésima linha de Al Matricialmente, escrevemos
oc  oC

owhl — gzn

(40"

Derivada em relacao a bl

Finalmente, o ultimo termo a ser calculado para a estrutura proposta, é . Sabemos

ab
que todas as saidas sao influenciadas pelos valores em Y, logo néo elimmamos nenhum

termo no somatdrio.

ol m = gyl

2

1 g=1 h
B Zm: { oC }
P AL L

Vemos que cada termo ;ﬁ] ¢ a soma dos valores da i-ésima linha de %. Utilizando
a notacao introduzida anteriormente, podemos escrever:
oC oC
—— = =5 Cmx1-
ool — gz

Juntando as expressoes encontradas nesta secao, podemos sumarizar as expressoes
a serem calculadas na Tabela 3.6.
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Termo Derivada

e 85:40[2] _ % (A2 _y)
z = o (2
e 8(35[2] — aazcm (")
b2 % _ %emxl

AY ai(iu = (V2 8826{;]
21 %z%@fé(zm)
e aa?m — aazil ()"
gy 90 _ aC

opll ~ gy cm

Tabela 3.6: Sumarizagao das derivadas de C' em relagao aos termos da estrutura da rede
em formato matricial.

3.3 Inicializacao dos parametros

A inicializacdo dos parametros foi feita conforme descrito em Glorot e Bengio (2010).
Descrevemos a seguir como é feita a inicializacdo dos parametros W e b, Os vetores
bl sdo inicializados com todos os elementos iguais a zero. Portanto, temos:

=1 : ler, =|:|ern (3.13)

Para as matrizes W, cada elemento da matriz é escolhido aleatoriamente a partir
de uma distribuicao de probabilidade uniforme continua parametrizada de acordo com o
numero de colunas na matriz, conforme descrito a seguir:

-1 1 -1 1
Wi e RP*° com wz[;] ~ U, [—, —] , WE e R™? com wz[?] ~ U, {—, —] :
VA VP /P
(3.14)

3.4 Algoritmo

Tendo as expressoes definidas acima, podemos definir um algoritmo a ser implementado,
para fazer o treinamento da rede, isto ¢é, aproximar os parametros W sl WE bRl que
minimizam a fungao C, definido no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1: Algoritmo de treinamento de uma rede neural com uma camada
intermedidaria

Entradas:
X = Al € Ro*™ matriz com dados de entrada;
Y € R™"™ matriz com saidas esperadas;
p € N, niimero de neuronios na camada intermedidria;
a > 0 € R, tamanho do passo;
1 € N, nimero de iteragoes;
Passo 1: Inicializar parametros
Definir os valores iniciais para W e Rpxe pltl ¢ RP. W € R™*P b2l € R”,
como definido nas Equagoes (3.13) e (3.14);
Passo 2: Forward pass
Calcular ZI1, AN 7121 ARl como definido nas Equacdes (2.3) e (2.4);

Passo 3: Backpropagation

Calcular 83/6[12], gb% , aa/czll’ gb(;] conforme expressoes da Tabela 3.6;
Passo 4: Atualizagao dos parametros

Atualizar cada parametro W bl W2 b conforme Eq. (3.11);
Repetir ¢ vezes os passos 2 a 4.
Saida:

Wi pt WR bRl aproximacoes encontradas.
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Capitulo 4

Experimentos numeéricos

Para avaliar o método proposto e exposto nas secoes anteriores deste trabalho, apresen-
tamos neste capitulo os resultados de experimentos numéricos computacionais realizados.
Primeiramente, introduzimos o problema que sera utilizado como base e os dados a serem
utilizados. Em seguida, descrevemos o experimento e os resultados observados.

4.1 Problema-base: reconhecimento de nimeros ma-
nuscritos

O problema a ser utilizado como prova de conceito neste trabalho sera o de classificar uma
imagem de acordo com o algarismo manuscrito representado na imagem. Como dados de
entrada, utilizamos a base modificada do Instituto Nacional de Padrdes e Tecnologia
dos Estados Unidos!, conhecida pela sigla MNIST(LECUN; CORTES, 2010). Essa base
contém imagens rotuladas de digitos manuscritos por trabalhadores do Departamento do
Censo dos Estados Unidos e estudantes de ensino médio. Alguns exemplos das figuras da
base de dados estao na Figura 4.1.

A base utilizada contém 70000 imagens de niimeros escritos a mao. As imagens
tem resolucao de 28 x 28px, e estao em escala de cinza, para que cada pixel da imagem
tenha apenas um valor correspondente: 0 para branco, 255 para preto, e valores inteiros
no intervalo (0, 255) para cinzas intermedidrios. As imagens estao rotuladas, ou seja, para
cada imagem, sabemos qual digito ela representa. Como estamos classificando algarismos,
as possiveis classes estao no conjunto {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Diversas sao as formas de aplicar os conceitos de redes neurais para problemas de
classificagao tomando imagens como dados de entrada. A abordagem de linearizacao a ser
apresentada aqui, utilizando imagens em escala de cinza, ¢ apenas uma delas, e é uma das
mais simples que possibilita aproveitar a estrutura de redes neurais apresentada até aqui.
Portanto, para que possamos trabalhar com a estrutura proposta neste trabalho, sera feita
uma linearizacao das imagens. Considerando a imagem como uma matriz em R?**% o
vetor coluna representando a imagem ¢ serda formado pelos elementos da primeira linha,
ordenados da esquerda para direita, seguidos dos elementos da segunda linha, e assim
por diante até incluirmos os elementos da tltima linha da matriz da imagem, conforme
diagrama da Figura 4.2.

! Modified National Institute of Standards and Technology database
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Figura 4.1: Exemplos de imagens da base de dados MNIST. Fonte: Imagens renderizadas
a partir da base de dados MNIST usando fungoes graficas da linguagem Python.

Cada elemento de entrada da rede serd, entdo, um vetor no espaco R™*. Sendo
assim, a matriz de dados de entrada X que serd fornecida para o modelo como dados
de treinamento serd uma matriz em R™®>*™ gsendo m a quantidade de elementos no
conjunto de dados de treinamento, onde cada coluna sera o resultado da linearizacao de
uma imagem.

Como foi mencionado acima, cada imagem esta rotulada para indicar a resposta
esperada. Para essa implementagao, consideramos que cada saida esperada é um vetor da
base canonica do espaco R em que cada posicao estd atrelada a uma classe, conforme a
Definicao 4.1.

Definigao 4.1 (Vetor de classificagao). Identificamos a classe de uma imagem com um
vetor de classificacdo, um vetor canénico de R°. Cada posicio representa uma das 10
classes possiveis. Assim, o elemento 1 estard na posicdio que corresponde a classe da
imagem. Seque um exemplo de um vetor representando a classe “}”:

classe 0
classe 1
classe 2
classe 8
classe 4
classe &
classe 6
classe 7
classe 8
classe 9.

L A Y A
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Figura 4.2: Diagrama mostrando como é feita a linearizagao da matriz da imagem. Fonte:
Autoria propria.

4.2 Experimento computacional

Para o experimento computacional, a base foi obtida com o uso da biblioteca Scikit-
Learn, da linguagem de programacao Python?. O cédigo utilizado para os experimentos
esté disponivel para consulta no repositério do GitHub?.

Os dados de entrada sao disponibilizados no formato linearizado, e as classes cor-
respondentes sao informadas por algarismos. O pré-processamento aplicado nas bases
incluiu as seguintes atividades:

e Nos dados de entrada: normalizagao dos valores para o intervalo [0, 1], dividindo o
valor de cada pixel por 255.

e Nas saidas esperadas: transformacao de cada saida esperada que vem como alga-
rismo para o vetor de classificagao correspondente.

Apos o pré-processamento, separamos as bases de treino e de teste. A base disponi-
bilizada estd embaralhada de forma que a distribuicao de classes seja aproximadamente
uniforme, e separada em 60000 elementos de treino e os restantes 10000 para teste. O
algoritmo sera aplicado na base de treino, com o objetivo de aproximar os parametros da
rede, e a base de testes serd mantida inédita para propositos de avaliacao da capacidade
de generalizacao do modelo. Ao fim das iteracoes do Algoritmo 1, temos aproximacoes dos
parametros W e bl 6timos. Podemos utilizar esses parametros para calcular as saidas
fornecidas pela rede para dados que nao estavam contidos no conjunto de treinamento.
Para essa avaliagao utilizamos a acuracia conforme a Definicao 1.3.

Um acerto é definido como o caso em que a saida da rede classificou corretamente a
imagem. Como estamos utilizando neuronios com fungoes de ativacao e nao perceptrons,

2Foi utilizada a funcdo sklearn.datasets.fetch_openml (’mnist_784).
3https://github.com/dudinhadnm/ProjetoMatematicalndustrial
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a saida da rede nao necessariamente serd um vetor da base canonica de R'° como ¢ a
saida esperada. Para contornar isso, definimos uma fung¢ao auxiliar, R(v) para mapear a
saida da rede para um vetor da base canonica, ou seja, um vetor em que todas as entradas
sao 0, com excecao de uma entrada que tem valor 1, sinalizando a classe escolhida.

Defini¢ao 4.2 (Funcao de classificagdo). Seja v um vetor resultante da rede neural. De-
finimos a funcdo auziliar de classificagdo, R : R9 +s R como a funcdao que mapeia a
saida da rede para um vetor da base canonica definida elemento a elemento da sequinte
forma:

0, caso contrario.

R, - {1, se v; = maz(v), (4.1)

No caso de um empate, a funcao seleciona o menor i, tal que v; = maz(v), para receber
o valor 1.

Definigao 4.3 (Acerto). Seja F(X;) a saida da rede neural para o dado de entrada X;,
Y; a saida esperada correspondente, e R(-) a fun¢do auziliar da Defini¢ao 4.2. Definimos
um acerto de classificagcao da rede casos em que

R(F(X;)) =Y. (4.2)

4.3 Resultados

Apos a separacao das bases de treino e teste, a distribuicao das classes foi verificada,
conforme Tabela 4.1. Vemos que as classes se encontram aproximadamente balanceadas,
com cada classe representando algo proximo de 10% de cada base. Isso é importante para
que a rede tenha exemplos de cada classe de forma igualitaria, para que nao sofra nenhum
viés inesperado.

Classe | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Treino | 0.099 0.112 0.099 0.102 0.097 0.09 0.099 0.104 0.098 0.099
Teste | 0.098 0.114 0.103 0.101 0.098 0.089 0.096 0.103 0.097 0.101

Tabela 4.1: Distribuigao das classes nos conjuntos de dados.

Para encontrar os hiperparametros a serem utilizados, executamos um processo de
grid search considerando os seguintes valores possiveis para os hiperparametros:

e p (neurdnios da camada intermediaria): {10, 20, 30,40, 50, 70, 80, 90, 100, 120, 130, 150};
e o (tamanho do passo): {0.1,0.5,1,2,3,4}.

A combinacao de hiperparametros que trouxe uma melhor performance no contexto
de validacao foi p = 80, o = 3. Esses valores foram usados no treinamento final da base,
usando a base de treino completa no Algoritmo 1. Ao fim das 600 iteragoes obtivemos
aproximacoes das matrizes e vetores, W e bl que foram utilizados no contexto de testes,
usando a base de testes, considerada inédita para o algoritmo.
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Matriz de confusao

Rotulo real

Rotulo predito

Figura 4.3: Matriz de confusao do modelo aplicado a base inédita.

A rede, quando aplicada aos dados de treino, obteve uma acuracia de a = 0.9511.
Por sua vez, quando aplicamos a rede aos dados de teste, obtivemos uma acuracia de
a = 0.9486. Assim, vemos que a performance da rede em ambas as bases foi proxima,
e ambas tiveram um desempenho consideravelmente bom. O problema de classificacao
de algarismos manuscritos é um problema complexo, e mesmo com uma rede neural com
apenas uma camada intermedidria conseguimos uma boa quantidade de acertos, sem
precisar de um pré-processamento extenso dos dados.

Na Figura 4.3 vemos a matriz de confusao resultante da base de testes. Ela mostra
a relagdo entre a saida esperada de cada elemento (“Rétulo real” no eixo vertical) e
a classificagao feita pela rede neural (“Rétulo predito” no eixo horizontal). Os valores
da matriz representam quantas imagens com o rétulo real da linha foram classificadas
com o rétulo da coluna pelo algoritmo. Por exemplo, na Figura 4.3 o valor 9 na ultima
linha e primeira coluna da matriz indica que 9 imagens que tém o rétulo real “9” foram
classificadas com o rotulo “0” pela rede. Para um classificador perfeito as entradas fora
da diagonal principal serao todas nulas. No caso da Figura 4.3 vemos que muitos dos
elementos fora da diagonal principal sao nulos, e a maioria dos resultados esta concentrado
na diagonal principal, indicando muitas classificacoes corretas, o que corrobora a medida
de acuracia apresentada anteriormente. Além disso, nao é possivel observar nenhuma
concentracao clara de classificagoes incorretas, sugerindo que nao houve um ponto de
confusao especifico. Os erros da rede estao bem distribuidos, e nenhuma classe em especial
necessita de atengao especial.
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Conclusoes

No estudo desenvolvido para essa monografia, foi apresentada a modelagem matematica de
uma rede neural feedforward, viabilizando o detalhamento da estrutura dessa rede neural
artificial, o desenvolveimento dos célculos necessarios para a atualizacao dos parametros e
a implementagao de um algoritmo de treinamento da rede. Com isso, foi possivel atingir
o principal objetivo que motivou este estudo, ou seja, o detalhamento da modelagem
matematica basica que estda por trds do treinamento desse modelo de aprendizagem de
magquina.

Utilizando uma estrutura com apenas uma camada intermediaria, foram realizados
os célculos das derivadas parciais a fim de aplicar o método backpropagation. Primei-
ramente, foram analisadas as expressoes elemento a elemento para apenas um dado de
entrada, e, posteriormente, foram agregados os resultados para permitir cdlculos utili-
zando matrizes de entrada, de forma a otimizar a implementacao computacional. Apods
o calculo dessas expressoes, foi apresentado um algoritmo para o treinamento da rede.
O algoritmo em questao foi implementado na linguagem Python, e sua performance foi
avaliada utilizando o conjunto de dados MNIST para resolver um problema de reconhe-
cimento de imagem, fazendo a classificacao de digitos manuscritos. Com os experimentos
foi possivel concluir que a estrutura, mesmo que simples, com apenas uma camada in-
termediaria, é capaz classificar as imagens do problema, com uma boa capacidade de
generalizacao, apresentando resultados satisfatérios em bases de dados inéditas, com as
quais foi possivel obter uma acuracia de 94,86%.

Para oportunidades futuras, com o objetivo de expandir o trabalho desenvolvido
até o momento, reserva-se a intencao de estender a modelagem proposta aqui para uma
quantidade arbitraria de camadas intermediarias, possibilitando mais liberdade a estru-
tura da rede. Além disso, outros passos para aprimorar este trabalho incluem a utilizacao
de outras funcoes de ativacao, como a ReLu e a softmazx, de outras fungoes custo, como a
log-loss, e o estudo de métodos de aceleracao, em especial o método proposto por Nesterov
(1983).
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