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RESUMO

Este trabalho investiga a aplicagdo de Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs) como
abordagem moderna e eficiente para a solugdo de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs),
com foco nas equagoes de Burgers, Korteweg-de Vries (KdV) e Korteweg-de Vries modi-
ficada (mKdV). Ao enfrentar o desafio de desenvolver métodos computacionais precisos
e adaptéaveis para EDPs com caracteristicas complexas, este estudo apresenta duas abor-
dagens complementares: uma implementagao manual e outra automatizada utilizando
a biblioteca DeepXDE. A implementagdo manual permite um maior controle sobre cada
etapa do processo, sendo ideal para experimentos que demandam ajustes detalhados ou a
exploracao de configuracoes especificas. Por outro lado, a abordagem automatizada é de
implementacao mais simples, mas limita o controle do usuario sobre alguns processos e
o deixa sujeito a possiveis alteracoes na biblioteca utilizada. Além disso, diferentemente
das metodologias de PINNs comumente encontradas na literatura para problemas de va-
lor inicial, introduzimos um parametro que permite a dependéncia da solu¢cao numérica
em relacao & condicao inicial do problema. Isso representa um avango em comparagao
com os métodos classicos e aplicagoes anteriores de PINNs, que exigem simulagoes inde-
pendentes para cada escolha de pardmetro no problema de valor inicial. Os resultados
mostram que ambas as abordagens sao eficazes e atendem a diferentes demandas no con-
texto de pesquisa e aplicagao. Assim, este trabalho contribui para a disseminagao do uso
das PINNS, oferecendo uma introdugao acessivel em lingua portuguesa e promovendo o

acesso de novos pesquisadores a area.

Palavras-chave: Redes Neurais, Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs), Equagoes

Diferenciais Parciais (EDPs)



ABSTRACT

This work investigates the application of Physics-Informed Neural Networks (PINNs) as
a modern and efficient approach for solving Partial Differential Equations (PDEs), focu-
sing on the Burgers’ equation, the Korteweg-de Vries (KdV) equation, and the modified
Korteweg-de Vries (mKdV) equation. To address the challenge of developing computati-
onal methods that are both accurate and adaptable to PDEs with complex characteris-
tics, this study presents two complementary approaches: a manual implementation and
an automated implementation using the DeepXDE library. The manual implementation
provides greater control over each stage of the process, making it ideal for experiments
requiring fine-tuning or exploration of specific configurations. In contrast, the automated
approach simplifies the development process but limits user control over some operations
and exposes the user to potential updates in the library. Additionally, unlike conventio-
nal PINN methodologies commonly found in the literature for initial value problems, we
introduce a parameter that allows the numerical solution to depend on the initial con-
dition of the problem. This represents an advancement compared to classical methods
and prior PINN applications, which require independent simulations for each parameter
choice in initial value problems. The results demonstrate that both approaches are ef-
fective and address different demands in research and application contexts. Thus, this
work contributes to the dissemination of PINNs, offering an accessible introduction in

Portuguese and promoting entry for new researchers into this growing field.

Keywords: Neural Networks, Physics-Informed Neural Networks (PINNs), Partial Dif-
ferential Equations (PDEs)
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INTRODUCAO

As equagoes diferenciais parciais (EDPs) desempenham um papel fundamental na modelagem de fenome-
nos naturais e de processos em diversas areas do conhecimento. Elas aparecem em problemas que envolvem
a propagagdo de ondas, como acustica e eletromagnetismo [8, 17], dinAmica de fluidos e transferéncia de
calor [16, 43|, difusdo de substancias e processos biologicos [11, 32]. Além disso, as EDPs tém aplicagoes
significativas em contextos mais modernos, como a modelagem de sistemas financeiros, onde descrevem o
comportamento de derivativos e taxas de variagdo no tempo [32, 44|, na mecanica quantica para representar
o comportamento de particulas subatomicas por meio da equagao de Schrédinger [11, 38], e na climatologia,
para modelar a dindmica atmosférica e oceanica [15, 42].

Apesar de sua ampla aplicabilidade, muitas EDPs apresentam desafios intrinsecos, seja pela dificuldade
de obtengao de solugoes analiticas, seja pela impossibilidade de resolvé-las de forma exata em cenarios mais
complexos. Tradicionalmente, métodos numéricos como diferencgas finitas, volumes finitos e métodos espec-
trais tém sido amplamente utilizados para obter solu¢oes aproximadas [6, 29]. Contudo, essas abordagens
enfrentam limitagoes relevantes, como alta demanda computacional [41], dificuldade em lidar com geometrias
irregulares [34], condi¢Ges iniciais e de contorno néo triviais [29], além de apresentarem dificuldades em pro-
blemas de alta dimensionalidade devido ao fendmeno conhecido como “maldi¢ao da dimensionalidade” [2].

Nos altimos anos, o surgimento de métodos baseados em Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs, do
inglés Physics-Informed Neural Networks), propostos por Raissi, Perdikaris e Karniadakis [35, 37], transfor-
mou a abordagem para a solu¢ao de EDPs. As PINNs integram as leis fisicas diretamente no treinamento de
redes neurais, evitando a necessidade de malhas discretas tradicionais e permitindo flexibilidade na resolugao
de problemas em espagos e dimensoes complexos. Desde a proposta seminal, varios avangos foram alcangados,
incluindo aplicagbes em problemas multiescala [30], dinAmica de fluidos [18], e otimizac¢do em engenharia [31].

Enquanto a maioria dos textos sobre PINNs estéd em inglés, este trabalho foi desenvolvido para oferecer
um ponto de partida acessivel, focando em uma explicagdo clara e pratica para aqueles que desejam criar
sua primeira rede neural voltada & solucao de EDPs. Além disso, discutimos tanto a implementacao manual,
utilizando bibliotecas como TensorFlow, quanto a implementagao automatizada, utilizando a biblioteca De-

epXDE.



Objetivo e Resultados

O objetivo principal deste trabalho é fornecer um guia introdutério para a implementagao de PINNs
para resolver EDPs. Como casos de referéncia, consideramos a equagao de Burgers viscosa e a equagao
de Korteweg—de Vries (KdV), ambas amplamente reconhecidas por sua relevncia em contextos fisicos e
matematicos. Além disso, este trabalho tem como objetivo investigar a eficiéncia das PINNs na solucao
numeérica de problemas de valor inicial a um parametro. Os resultados obtidos demonstram a eficiéncia das
PINNs, destacando que solugdes aproximadas com erro relativo da ordem de 10™% podem ser alcancadas
mediante a escolha adequada da configuracao da rede neural, o que refor¢a o potencial desta abordagem

como uma ferramenta robusta e precisa para problemas complexos envolvendo EDPs.

Relevancia do Tema de Estudo

A relevancia deste trabalho reside em sua capacidade de preencher uma lacuna na literatura em portugués,
oferecendo uma base s6lida para estudantes de graduagao e pés-graduacgao e profissionais que desejam adentrar
o campo das PINNs. Além disso, a integracao de implementagoes manuais e automatizadas serve como uma

ponte para transitar entre os conceitos fundamentais e as ferramentas modernas disponiveis.

Revisao Bibliografica e Linha do Tempo

A evolugao das Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs) representa uma mudanga paradigmatica na
solucdo de equagoes diferenciais parciais (EDPs) ao unir técnicas de aprendizado de méaquina com leis da
fisica. O conceito foi introduzido por Raissi et al. [35], que mostraram como as redes neurais poderiam ser
treinadas para resolver EDPs diretamente ao incluir as equagoes na fungao de perda. Essa abordagem foi
expandida em 2019 por Raissi, Perdikaris e Karniadakis [37], explorando problemas de dindmica de fluidos
e transferéncia de calor, evidenciando as vantagens das PINNs em lidar com dados ruidosos e problemas
inversos.

De acordo com Karniadakis et al. [22], as PINNs se destacam pela capacidade de integrar dados obser-
vacionais, leis fisicas e incertezas em um tnico modelo. Além de resolver problemas bem-postos de forma
eficiente, as PINNs mostram um desempenho robusto em problemas mal-postos e inversos, nos quais métodos
tradicionais enfrentam grandes dificuldades. Isso é possivel ao combinar diferentes tipos de viés: observacio-
nal, indutivo e de aprendizado, tornando a solugao fisicamente consistente e mais interpretavel.

Ferramentas como DeepXDE [30] facilitaram a implementagao das PINNs, automatizando a construgao e o
treinamento dos modelos. Essa automacgao reduziu a barreira de entrada para novos pesquisadores e ampliou
a aplicabilidade das PINNs em problemas multidimensionais e paramétricos, como aqueles encontrados na
fisica computacional, ciéncias dos materiais e geofisica. Conforme destacado no trabalho de Karniadakis
et al. [22], o uso de frameworks abertos e otimizados, aliados a técnicas como decomposi¢do de dominio
e regularizacao adaptativa, permitiu que as PINNs escalassem para problemas de maior complexidade e

dimensoes elevadas.
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Em sintese, a trajetoria das PINNs demonstra seu potencial para revolucionar o campo de solugoes
numeéricas de EDPs, com aplicagoes que vao desde problemas diretos e inversos até a descoberta de fisica
desconhecida. Essa evolugao continua é impulsionada por avangos teodricos, desenvolvimento de bibliotecas

eficientes e integracao com técnicas modernas de aprendizado profundo.

Metodologia e Arquitetura do Trabalho

Este trabalho é estruturado para conduzir o leitor progressivamente. No Capitulo 1 discutimos a imple-
mentagao manual de PINNs, abordando a equagao de Burgers viscosa como estudo de caso. No Capitulo 2,
exploramos a biblioteca DeepXDE, demonstrando como ela facilita a implementagao de PINNs para equagoes
mais complexas, como a equagao de KdV. Por fim, no Capitulo 3 apresentamos uma anélise comparativa
entre os métodos, destacando vantagens, limitagdes e recomendagoes para futuras implementagoes. O tra-
balho é concluido com uma anélise detalhada dos resultados obtidos, comparando as abordagens manual e
automatizada. Demonstramos que ambas podem atingir alta precisao, mas que o uso de ferramentas como
DeepXDE oferece vantagens significativas em termos de eficiéncia e simplicidade, especialmente para proble-

mas que exigem calculo de derivadas de ordem superior.
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Capitulo 1

Implementacao “Manual” de PINNs

O estudo apresentado neste capitulo foi desenvolvido com base nos trabalhos de Maziar Raissi et al. [35]
e Jan Blandeschmit et al. [3], que exploram abordagens modernas para a solugdo de Equagoes Diferenciais

Parciais (EDPs) por meio de Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs).

1.1 Equacao de Burgers Viscosa

A Equacao Diferencial Parcial (EDP) abordada neste estudo busca determinar v = u(x,t), que satisfaz
as seguintes condicoes:
Up + Uy — Vg, =0, (2,t) € (—=1,1) x (0, 1),
u(z,0) = up(x), =€ (-1,1), (1.1)
u(=1,t) =u(l,t) =0, te(0,1),
onde v representa a viscosidade do fluido. Essa equagao, conhecida como Equacgao de Burgers Viscosa,
foi inicialmente proposta como um modelo matematico para descrever fendmenos relacionados & turbuléncia
no fluxo de fluidos [5, 23].

Além disso, devido & sua estrutura nao linear e dissipativa, a Equagao de Burgers tem sido amplamente
utilizada como um caso de teste para técnicas numéricas e métodos computacionais em dindmicas dos fluidos.
LeVeque, por exemplo, realizou extensivos estudos utilizando a equagao de Burgers para testar e comparar
diferentes métodos numéricos, incluindo esquemas de diferencas finitas e volumes finitos, avaliando sua efici-
éncia e precisdo em contextos que envolvem choques e fenémenos dissipativos [28].

Adicionalmente, Raissi et.al. utilizaram a Equagdo de Burgers como um exemplo cléssico para validar
o desempenho de Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs), demonstrando a eficicia dessas redes na

resolucao de problemas de EDPs néo lineares e dissipativos [35].
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1.1.1 Modelagem Computacional

O tratamento numérico da Equagao de Burgers Viscosa sera realizado através de uma formulagao com-
putacional que transforma o problema de valor inicial e de fronteira em um problema de otimizagao. Essa
abordagem permite que a solugdo aproximada seja obtida minimizando uma funcéo de perda, que incorpora
informagoes do operador diferencial, condigGes iniciais e de contorno.

Mais especificamente, buscamos determinar uma fungao aproximada uy (x,t) que resolve simultaneamente

os seguintes problemas de otimizagao:

Problema 1. Operador Diferencial:

min |D(x,t)| sujeito a (x,t) € (—1,1) x (0,1),

onde

D .= uN, + uNun, — Vun,, -

Problema 2. Condigao Inicial:

min juy(z,0) — ug(z)| sujeitoa z € (—1,1).
Problema 3. Condigao de Contorno:

min [uy(—1,%)] + |un(1,t)| sujeitoa t € (0,1).
A funcao uy (z,t) serd aproximada via Redes Neurais por meio da minimizacao do Erro Médio Quadratico
(EMQ) associado a uma fungao de perda conforme definido em estudos prévios [3, 12, 35].

Observagao 1.1. Uma pergunta natural que surge é: “Por que € de se esperar que exista uma Rede Neural
uy que aproxima a solucao da EDP?”
A resposta desse problema é dado pelo Teorema da Aprorimacgdo Universal, que em uma de suas versoes

nos diz que:

Teorema 1.2 (Teorema da Aproximacao Universal [14] p.48). Seja o : R — R uma fungdo continua discri-
minatoria qualquer. Entdo, dada qualquer f: Q C R™ — R, onde 2 é compacto, continua, e € > 0, existem

vetores Wi, ..., Wy, Ws, b e uma funcao F : Q — R tais que

|F(x) — f(z)| <e, VzeQ,

N
onde F(z) = Z aja(wfx +b;)
j=1

Na notacao do Teorema, F representa uma rede neural de uma unica camada, que aprorima a funcao f.

Além disso:
e 0:R — R ¢ uma fungao nao linear (chamada de fungdo de ativagao)

e b= (by1,...,bn) € 0 vetor de viesis/bias

13



o W, = (wij,...,wy;) € o vetor de pesos do j-ésimo neuroénio
e wy = (ai,...,an) € o vetor de pesos do neurdnio de saida

Para o caso de redes neurais multicamadas fazemos uma série composicoes de fungoes afim com fungoes

de ativagao, a saber,

F(x) =Wl (WE=lol= ..ot (W% + b%) - .- ) + bl 4 bl
onde W e b% sao matrizes de pesos e vetores de vieses.

Voltando para a pergunta “Por que € de se esperar que exista uma Rede Neural uy que aprorima a soluc¢ao
da EDP?”, a resposta € a sequinte: a solu¢do da EDP é pelo menos continua, dai seque do Teorema 1.2 que
existe uma func¢ao que a aprorima. Um leitor interessado em mais detalhes sobre PINNs pode consultar a

referéncia [4].
Neste contexto, os Problemas 1, 2 e 3 podem ser reformulados da seguinte maneira:
Problema 1. Operador diferencial: N
EMQp = NLD é D(x, )],
onde (z;,t;),i=1,..., Np, sdo Np pontos de colocagio escolhidos aleatoriamente em (—1,1) x (0,1).
Problema 2. Condigao inicial: X
EMQy = 3 lun(r:.0) o)
onde z;,i =1,..., Ny, representam Ny pontos de colocagdo no intervalo (—1,1).
Problema 3. Condigao de contorno: N
EMQ, = 3l 1

onde (z;,t;),i = 1,..., Ny, correspondem a N, pontos de colocagao ao longo do conjunto cartesiano

{715 1} X (07 1)
A funcao de perda geral é entao definida como:
EMQ = EMQp + EMQ, + EMQ), (1.2)

A minimizagao desta funcao de perda é fundamental para que a rede neural seja capaz de aproximar
corretamente a solu¢do da equagao diferencial. A seguir, serd apresentada a implementagdo numérica desta

abordagem.
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1.1.2 Implementagao Numérica

A implementagao, baseada em [3, 35], faz uso das bibliotecas NumPy [13] e TensorFlow [1] no ambiente

Python. Para garantir clareza e fluidez, a implementacao sera apresentada em passos organizados.!

Passo 1.

10
11
12
13
14
15
16
17

18

19

20

Passo 2.

Importagao das bibliotecas necessarias:

As bibliotecas NumPy e TensorFlow constituem a base do funcionamento da implementacao, sendo
importadas conforme ilustrado no Coédigo 1.1. Além disso, outras bibliotecas auxiliares também sao

importadas para atender as demandas especificas de cada etapa da implementagao.

Coédigo 1.1: Importagao das bibliotecas necessérias

import numpy as np # Biblioteca NumPy cldssica do Python

from numpy import linalg as LA # Fungées de Algebra Linear no NumPy

import matplotlib.pyplot as plt # Biblioteca para visualizagdo e criag¢do de graficos

import plotly.graph_objects as go # Biblioteca para visualizagcdo de graficos 3D da EDP

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D # Biblioteca para visualizac¢do de grdficos 3D da EDP
import warnings

warnings.filterwarnings('ignore') # Ignorar avisos para diminuirT a poluig¢do visual

import tensorflow as tf # Biblioteca TensorFlow para criagdo da Tede neural

from time import time # Fungdo para cdlculo do tempo computacional, equivalente ao tic toc

import scipy.io # Para importar e exzportar arquivos .mat

# Define a semente aleatdria para reproduzir os resultados

import os

import random

seed_value = 0

os.environ['PYTHONHASHSEED'] = str(seed_value)

random.seed(seed_value)

np.random.seed(seed_value) # Caso o NumPy ndo esteja fizado, a funcdo de Bernoullti retornard diferentes
— walores

tf.random.set_seed(seed_value) # Fiza os dados amostrados

print(tf.__version__) # Impressdo da versdo do TensorFlow utilizado (cddigo criado na versdo 2.X)

No Cédigo 1.1, entre as linhas 12 e 19, encontram-se as funcoes responsaveis pela fixacao da semente
aleatoria.
Definicao dos parametros iniciais:

0.01
Para o problema definido em (1.1), utilizamos ug(z) = —sen (7x) e v = ——, conforme sugerido por
7r
Raissi et.al. [35]. Com base nesses valores, o Codigo 1.2 foi desenvolvido para definir os parametros

iniciais do problema.

Codigo 1.2: Definicao dos pardmetros iniciais

1A implementacdo computacional apresentada foi realizada utilizando o ambiente Google Colab.
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10
11
12
13
14
15
16
17
18

19

Passo 3.

10

# Definir o tipo de dado do TemsorFlow, garantindo que todos os cdlculos sejam realizados usando nimeros
— de ponto flutuante de 32 bits.

DTYPE = 'float32' # float64 também é uma opgdo

tf.keras.backend.set_floatx(DTYPE)

# Definigdo da viscosidade
pi = tf.constant(np.pi, dtype=DTYPE)
viscosity = 0.01 / pi

# Definig¢do da condigdo inicial (z precisa ser um tensor)
def u_0(x):

return -tf.sin(pi * x)

def u_b(x, t):
n = x.shape[0] # Retorna o nimero de linhas do vetor/tensor =

return tf.zeros((n, 1), dtype=DTYPE) # Retorna um tensor de zeros do tamanho (n, 1)

# Definig¢do da fungdo f(z,t) (operador diferencial)
def f(u, u_x, u_t, u_xx):

return u_t + u * u_x - viscosity * u_xx

Geracao de Pontos de Colocagao

Com os parametros definidos, o proximo passo consiste em gerar um conjunto de pontos de colocagao,

0s quais serao utilizados pela rede para o treinamento.

Neste trabalho, esses pontos sao gerados por meio de amostragem aleatéria a partir de uma distribuicao
uniforme. Essa estratégia demonstrou-se satisfatoria em todos os experimentos realizados. No entanto,
destacamos que outras abordagens podem ser adotadas. Por exemplo, Raissi et al. [35] aplicaram a
técnica de amostragem de hipercubo latino para preenchimento de espago, conforme descrito por Stein

[40].

Codigo 1.3: Geracao de Pontos de Colocagao

# Definicdo do tamanho da grade dos pontos de colocagdo
N_O = 50 # quantidade de pontos mna condigdo inicial
N_b = 50 # quantidade de pontos na condig¢do de contorno

N_f

10000 # quantidade de pontos para o operador diferencial

# Limites do dominio / contorno
xmin = -1.0 # espago

xmax = 1.0 # espaco

tmin = 0.0 # tempo

tmax = 1.0 # tempo
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11

12 # limite inferior / Lower bounds

13 1b = tf.constant([xmin, tmin], dtype=DTYPE)

14 # limite superior / Upper bounds

15 ub = tf.constant([xmax, tmax], dtype=DTYPE)

16

17 # pontos de amostra uniformemente distribuidos

18 x_0 = tf.random.uniform((N_0,1), 1b[0], ub[0], dtype=DTYPE) # wvetor de tamanho (N_0, 1), walores
— distribuidos entre zmin e zTmaz

19 t_0 = tf.ones((N_0,1), dtype=DTYPE)*1b[1] # wetor de tamanho (N_0, 1), com walor de tmin

20 XT_O0 = tf.concat([x_0, t_0], axis=1) # concatena z_0 e t_0, matriz de tamanho (N_0, 2), varidveis
— espactais e temporais

21

22 # avalia z_0 as condig¢bes iniciais: u_0(z) = -tf.sin(pi * z).

23 u_0 = u_0(x_0)

24

25 # condigbes de contorno: dados uniformemente distribuidos

26 x_b = 1b[0] + (ub[0] - 1b[0]) * tf.keras.backend.random_bernoulli((N_b,1), 0.5, dtype=DTYPE)

27 !

28 z_b é um vetor de tamanho (N_b, 1), com walores uniformemente distribuidos sendo 1b[0] ou ub[0].

29 4 distribui¢do de Bernoulli retorna 0 ou 1, a escolha do pardmetro 0.5 significa que

30 temos 50/50 para 0 e 1.

31 !

32 t_b = tf.random.uniform((N_b,1), 1b[1], ub[1], dtype=DTYPE) # wetor de tamanho (N_b, 1), walores
— distribuidos entre tmin e tmazx

33

34 XT_b = tf.concat([x_b, t_bl, axis=1) # concatena z_b e t_b, tamanho (N_b, 2), wvaridveis espaciais e
— temporais

35

36 # avalia (z_b, t_b) na condig¢do de contorno: u_b

37 u_b = u_b(x_b, t_b)

38

39 # gera pontos de colocagdo uniformemente distribuidos:

40 x_f = tf.random.uniform((N_£f,1), 1b[0], ub[0], dtype=DTYPE) # wetor de tamanho (N_f, 1), com wvalores
— uniformemente distribuidos entre zmin e zmaz.

41 t_f = tf.random.uniform((N_£f,1), 1b[1], ub[1], dtype=DTYPE) # wetor de tamanho (N_f, 1), com walores
— uniformemente distribuidos entre tmin e tmaz.

42 XT_f = tf.concat([x_f, t_f], axis=1) # concatena z_f e t_f, criando uma grade aleatéria no plano
— espago-tempo

43

44 # Coletando os dados inicial e de fronteira em uma lista

45 XT_data = [XT_0, XT_b]

46 u_data = [u_0, u_b]

Passo 4. Visualizagao dos Pontos de Colocagao:
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No Cédigo 1.4, ilustramos os pontos de colocagao (representados por circulos vermelhos) juntamente
com as posigdes em que as condigdes iniciais (X preto) e de contorno (X azul) serdo aplicadas. A

visualizagao resultante é apresentada na Figura 1.1.

Codigo 1.4: Visualizacao dos Pontos de Colocagao

1 fig = plt.figure(figsize=(9,6))

2 plt.scatter(x_0, t_0, c='black', marker='X', vmin=-1, vmax=1)

3 plt.scatter(x_b, t_b, c='blue', marker='X', vmin=-1, vmax=1)

4 plt.scatter(x_f, t_f, c='r', marker='.', alpha=0.1)

5 plt.xlabel('$x$"')

6 plt.ylabel('$t$')

7 #plt.title('Posi¢do dos pontos de colocagio (vermelho), dos dados iniciats (preto) e de fronteira
-  (azul)');

8 #plt.savefig('Xdata_Burgers.pdf', bboz_inches='tight', dpi=300)
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Figura 1.1: Posicao dos pontos de colocacao amostrados gerado pelos codigos 1.3 e 1.4

Passo 5. Criagao e Configuracao da Rede Neural:

A criagao e configuracdo da Rede Neural sdo realizadas no Codigo 1.5.

Codigo 1.5: Criagao e Configuragao da Rede Neural

1 def init_model(num_hidden_layers=9, num_neurons_per_layer=40): # nimero de camadas ocultas = 9 / nimero

— de meuronios por camada = 40

2 # Inicializa uma rede neural feedforward

3 model = tf.keras.Sequential()

4

5 # A entrada é bidimensional (uma dimensd@o espactial + tempo)
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model.add(tf.keras.Input(2))

# Introduz uma camada de dimensionamento para mapear a entrada para [lb, wb] = [[-1,0], [1,1]] --
— ajuste de escala para [-1,1] = [-1,1]
scaling_layer = tf.keras.layers.Lambda(

lambda x: 2.0%(x - 1b)/(ub - 1b) - 1.0)

model.add(scaling_layer)

# Anexa camadas ocultas
for _ in range(num_hidden_layers): # _ € usado para representar uma varidvel que ndo é usada dentro
— do loop, serve apenas para iterar
model.add(tf.keras.layers.Dense (num_neurons_per_layer,
activation=tf.keras.activations.get('tanh'),

kernel_initializer='glorot_normal'))

# 4 saida é unidimensional

model.add (tf.keras.layers.Dense(1))

return model

Primeiramente, é introduzida uma camada de dimensionamento, cujo objetivo é ajustar os valores de
entrada para uma faixa adequada ao funcionamento da rede. Redes neurais geralmente apresentam
melhor desempenho quando os valores de entrada estao proximos de 0, pois isso auxilia no controle
da propagagao de gradientes durante o treinamento [3, 35]. Além disso, algoritmos de otimizagao

convergem frequentemente de forma mais eficaz quando os dados estao nessa faixa.

No presente trabalho, os dados séo informados ao longo do retangulo [—1,1] x [0, 1], transformado no

quadrado [—1,1] x [—1, 1] utilizando a seguinte formula:

(x,t) —1b

ub — Ib -1

scaled value = 2 -

Também adotamos a funcao de ativacdo tangente hiperbolica (tanh), uma escolha popular em redes
neurais, conforme indicado na linha 16 do Cédigo 1.5. De acordo com Karlik et.al. [21], a tangente
hiperbolica apresenta alta precisao e é amplamente aplicada em redes multicamadas, oferecendo bons
resultados na maioria dos casos. Ressaltamos que o objetivo deste trabalho nao é identificar a melhor
fungao de ativagao, mas demonstrar que, com essa escolha, o problema pode ser resolvido de forma

eficiente.

Adicionalmente, utilizamos o inicializador de peso Glorot Normal, descrito por Glorot et.al. [9], devido
a sua ampla aceitagao na literatura. Esse inicializador evita problemas de gradientes desaparecendo ou
explodindo em redes profundas, promovendo um treinamento mais estavel e eficiente. Ele equilibra a

variancia dos sinais ao longo das camadas, facilitando a propagacao adequada de ativagoes e gradientes,
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o que melhora a convergéncia. Projetado especialmente para fungoes de ativagdo como tanh, o Glorot
Normal otimiza o desempenho inicial das redes. Contudo, reiteramos que o objetivo principal nao foi
identificar o melhor inicializador, mas evidenciar que, com um inicializador bem estabelecido, o método

¢é funcional.

Definicao do Residuo da EDP:

Com a Rede Neural criada, o Cédigo 1.6 define a fungao responsavel por avaliar o residuo D :=
Ut + Uy — YUy, do Problema 1, uma equagao diferencial parcial (EDP) nao linear. Essa avaliacdo é
realizada nos pontos (z;,¢;) € (—1,1) x (0,1), com ¢ = 1,..., Np, que foram previamente escalados

para o quadrado [—1,1] x [—1,1].

Codigo 1.6: Configuracao das rotinas para deriva¢ao automatica (automatic differentiation)

def get_r(model, XT_f): # recebe um modelo e uma base de dados
# Utiliza o tf.GradientTape para calcular derivadas no TensorFlow
with tf.GradientTape(persistent=True) as tape: # persistent=True permite fazer as segundas derivadas
— (reutiliza o mesmo GradientTape)
# Divide t e = para calcular derivadas parciais

x, t = XT_£f[:, 0:1], XT_£f[:, 1:2] # z é a primeira coluna de XT_f e t é a segunda coluna

# Varidveis © e t s@o "marcadas" durante tape (para que o GradientTape acompanhe e calcule as
— derivadas em rTelagdo a essas varidveis)

# para calcular as derivadas u_t e u_z

tape.watch(x)

tape.watch(t)

# Determina a u
u = model(tf.stack([x[:, 0], t[:, 011, axis=1)) # utilizando o modelo e a u para calcular as

— dertvadas

# Calcula a derivada u_z dentro do tf.GradientTape pois precisamos de segundas derivadas

u_x = tape.gradient(u, x)

u_t = tape.gradient(u, t)

u_xx = tape.gradient(u_x, x)

# Libera o tape persistente para economizar Tecursos

del tape

# Retorna o residuo calculado usando a fun¢do f fornecida

return f(u, u_x, u_t, u_xx)

Para calcular as derivadas parciais, utilizamos a técnica de diferenciacao automética fornecida pelo

TensorFlow. No caso da equacao de Burgers, isso implica o calculo de dyun, O,un € Oppun. Aqui, uy
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representa a fungdo aproximada pela Rede Neural, parametrizada pelos pesos e vieses. Esses pardmetros
sao ajustados durante o treinamento para minimizar o residuo da EDP e satisfazer as condigoes iniciais e
de contorno. Esse processo é realizado por meio da ferramenta GradientTape, que rastreia as variaveis
monitoradas (“watched variables”), em nosso caso t e x, permitindo a computacido automatica das

derivadas necessarias [1].

Calculo da Funcao de Perda:

A fungao apresentada no Codigo 1.7 é responsavel pelo calculo da fungéo de perda do modelo, conforme

definido em (1.2). Essa fungao, que sera minimizada durante o treinamento, ¢ dada por:
EMQ = EMQp + EMQ, + EMQ,,

onde os termos estao definidos nos Problemas 1, 2 e 3. Em particular, o operador do Problema 1 foi

implementado no Coédigo 1.6.

Codigo 1.7: Calculo da Fungao de Perda

def compute_loss(model, XT_f, XT_data, u_data):
# Calcula EM(_f
f = get_r(model, XT_f)

EMQ_f = tf.reduce_mean(tf.square(f))

# Inicializa a perda

loss = EMQ_f

# Adiciona EMJ_0 e EMJ_b a perda
for i in range(len(XT_data)):
u_pred = model(XT_datal[il)

loss += tf.reduce_mean(tf.square(u_datal[i]l - u_pred))

return loss

Calculo do Gradiente da Fungao de Perda:

Em seguida, o gradiente da fun¢do de perda é calculado no Coédigo 1.8, para posterior utilizagdo no

processo de otimizagao pelo método do gradiente descendente.

Codigo 1.8: Calculo do Gradiente da Fungao de Perda

def get_grad(model, XT_f, XT_data, u_data):
with tf.GradientTape(persistent=True) as tape:
# Esta tape é para derivadas em relagdo as varidveis treindveis do modelo
tape.watch(model.trainable_variables)

loss = compute_loss(model, XT_f, XT_data, u_data)
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Passo 9.

Passo 10.

g = tape.gradient(loss, model.trainable_variables)

del tape

return loss, g

Escolha da Taxa de Aprendizado:

Com as fungoes definidas, seguimos a abordagem proposta por Raissi et.al. [35] e Blechschmidt et.al.
[3], adotando uma taxa de aprendizado que decai por partes. Essa estratégia utiliza uma fungao degrau
aplicada ao algoritmo do tipo gradiente descendente. Nos primeiros 1000 passos, utilizamos uma taxa
de aprendizado de 0,01; de 1000 a 3000 passos, a taxa foi reduzida para 0,001; e, a partir de 3000 passos,

aplicamos uma taxa de 0,0005. Essa configuracao foi implementada conforme ilustrado no Cédigo 1.9.

Codigo 1.9: Escolha da Taxa de Aprendizado

1r = tf.keras.optimizers.schedules.PiecewiseConstantDecay(
[1000, 30001,
[1e-2, 1le-3, 5e-4])

Configuragao Inicial da Rede Neural:

Também realizamos a configuragao inicial da rede, incluindo a defini¢ao do ntimero de camadas, neuro-
nios por camada e a escolha do otimizador. Essa etapa foi implementada conforme descrito no Codigo

1.10.

Codigo 1.10: Parametros da rede e otimizador

# Inicializagdo do modelo

model = init_model(num_hidden_layers=9, num_neurons_per_layer=40)

# Escolha do otimizador

optim = tf.keras.optimizers.Adam(learning_rate=1r)

# Ezibe um resumo da rede com informagbes sobre os pardmetros. Nome indica que o modelo pode aceitar
— lotes de exzemplos de qualquer tamanho durante o treinamento e inferéncia

model . summary ()

Mais detalhes sobre a escolha das camadas e neurénios definidos no Codigo 1.10 serao discutidos na

Secao 1.2.

Além da definicdo de camadas e neurdnios, ¢ fundamental considerar outras escolhas importantes,

como o inicializador de pesos (neste caso, Glorot Normal) e a fungdo de ativagdo (tanh), ja descritos
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anteriormente. Outro elemento essencial é a escolha do otimizador da Rede Neural, o qual é responsavel

pelo ajuste dos pesos e a estabilidade do treinamento.

Optamos pelo Adam (Adaptive Moment Estimation) [24], que é amplamente utilizado devido & sua
eficiéncia em problemas de aprendizado profundo. O Adam combina os beneficios de dois métodos
consolidados: o Momentum, que acelera o treinamento ao suavizar as atualizagoes dos pardmetros, e
o RMSProp, que ajusta dinamicamente o tamanho do passo com base na magnitude dos gradientes.
O Adam oferece convergéncia rapida e estével, sendo uma escolha confidvel para otimizacao em redes

neurais.

Configuragao do Treinamento da Rede Neural:

A configuragdo do processo de treinamento da rede foi implementada no Codigo 1.11.

Cédigo 1.11: Configuragdo do Treinamento da Rede Neural

# Definicdo da fung¢do de um passo de treinamento como uma fung¢do do tf para aumentar a velocidade de
— treino
@tf.function # Adicionado no TensorFlow 2.X, melhora significativamente o desempenho e tempo
— computacional
def train_step():
loss, grad_theta = get_grad(model, XT_f, XT_data, u_data)

# Realiza um passo do gradiente descendente

optim.apply_gradients(zip(grad_theta, model.trainable_variables))

return loss

# Numero de épocas
N = 1000

hist = [] # Lista para armazenar os valores de perda durante o treinamento

# Tempo inicial

t0 = time()

for i in range(N+1):
loss = train_step()

hist.append(loss.numpy())

# Ezibe a perda a cada 100 iteragdes
if 1 % 100 == O:
print('It {:05d}: loss = {:10.8e}'.format(i, loss))

# Exzibe o tempo computacional

print ('\nTempo computacional: {} segundos'.format(time() - t0))
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A fungdo train_step, definida no Codigo 1.11, realiza um passo do gradiente descendente utilizando
todas as implementacoes descritas nos Codigos 1.1 a 1.10. Esse processo consiste em calcular a funcao
de perda, determinar os gradientes correspondentes por meio de diferenciagao automatica e atualizar

os pesos da rede neural utilizando o otimizador definido (neste caso, Adam).

A variavel N representa o numero de iteragoes ou épocas do treinamento. Cada época corresponde
a uma passada completa pelo conjunto de dados de treino, durante a qual a rede neural ajusta seus
parametros com base nos gradientes calculados. O valor de N determina, portanto, quantas vezes o
modelo realizara esse processo de aprendizado iterativo. No treinamento de redes neurais, um niimero

adequado de épocas é crucial para garantir a convergéncia da fungao de perda.

No caso desta implementagao, foram utilizadas NV = 1000 iteragoes, com o valor da funcao de perda
sendo exibido a cada 100 passos para monitorar o progresso do treinamento. O histérico das perdas é
armazenado na lista hist, permitindo a visualizagao do comportamento da fungao de perda ao longo

das iteragoes.
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Figura 1.2: Fluxo do codigo

1.2 Escolha de Parametros da Rede

A secao anterior apresentou toda a implementagdo numérica para a criacdo de uma PINN. No entanto,
alguns parametros sao essenciais em etapas especificas dessa implementacao. Por exemplo, no Codigo 1.3, é
necesséario selecionar os pontos de colocagao para o treinamento da rede. Da mesma forma, no Cédigo 1.5,
escolhemos a fungao de ativagao e o inicializador de pesos. Por fim, no Cédigo 1.10, definimos a quantidade
de camadas, neur6énios por camada e o otimizador.

Neste trabalho, focamos em selecionar a melhor configuragdo para o nimero de camadas, quantidade
de neurénios e quantidade de pontos de colocagao. Para as demais escolhas, como funcao de ativagao,

inicializador de pesos e otimizador, optamos por abordagens bem estabelecidas na literatura.
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1.2.1 Escolha da Quantidade de Camadas e Neurodnios

Para determinar a melhor configuracao da rede para a equacao de Burgers Viscosa, realizamos testes
iniciais utilizando Ny = 50, N, = 50 e Np = 10000, onde Np representa pontos uniformemente distribuidos
no intervalo definido por t_min, t_max, x_min e x_max. Para garantir a reprodutibilidade dos experimentos,
fixamos uma semente aleatoria para a geragao desses pontos.

A taxa de aprendizado foi configurada para decair por partes, utilizando a fungao degrau do algoritmo
do tipo gradiente descendente. Nos primeiros 1000 passos, foi adotada uma taxa de aprendizado de 0,01; de
1000 a 3000 passos, a taxa foi reduzida para 0,001; e, a partir de 3000 passos, utilizamos uma taxa de 0,0005.
Essa configuracdo foi mantida para diversas combinagoes de (neurdnios x camadas) a fim de identificar a
melhor configuracao para o problema em questao.

Os parametros utilizados ao longo dos treinamentos estdo descritos na Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Parametros utilizados

Parametro Valor
Otimizador Adam
Fungao de ativagao tanh
Inicializador de pesos Glorot Normal
Passos de treinamento 5000
Pontos de colocagao no interior (Np) 10000
Pontos de colocagao na borda (INVy) 50
Pontos de colocagao na condico inicial (Ny) 50

O critério adotado para a escolha da quantidade de camadas e neurénios nesta etapa foi baseado no valor

da fungao de perda. Os resultados dessa anélise estao representados no grafico de calor da Figura 1.3.
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Figura 1.3: Perda minima encontrada no treinamento de (neurénio x camada)

Encontramos uma regifo “6tima” entre as duplas (10, 4) e (60, 12), com vérios valores da funcao de perda
(1.2) alcangando a escala de 107,
No processo de verificagao inicial da rede, alguns pontos chamam a atencao e sao destacados nas Figuras

14e1.5:
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Figura 1.4: Treinamento de 9 Camadas e 50 Neuro6nios - Problema de Oscilagao no treinamento
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Figura 1.5: Treinamento de 19 Camadas e 25 Neurénios - Problema de ndo convergéncia da rede
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Os problemas de oscilagdo, ilustrados na Figura 1.4, e de ndo convergéncia, mostrados na Figura 1.5,
podem ser mitigados ajustando a taxa de aprendizado. No entanto, dependendo da configuracao de camadas
e neur6dnios, essa solugao pode nao ser viavel, considerando o tempo e o esfor¢co computacional necessarios.
Nesse contexto, explorar outras configuragoes que oferecam melhores resultados com menor custo computa-
cional pode ser uma abordagem mais eficiente.

E importante destacar que, em todas as simulacdes apresentadas até o momento, os parametros do otimi-
zador (Adam) e do inicializador de pesos (Glorot Normal) permaneceram fixos. Na Figura 1.6, apresentamos
o menor valor da fungao de perda obtido ao longo de 21 treinamentos, desta vez variando os parametros do
inicializador de pesos e do otimizador. Contudo, os pontos de colocacao foram mantidos constantes em todos
os treinamentos. Esse estudo permite avaliar o impacto dos inicializadores na qualidade da rede treinada.

Abaixo, apresentamos a comparacao das redes que alcancaram os melhores resultados, considerando a

regido “6tima” identificada na Figura 1.3:
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Figura 1.6: Comparagao do menor EMQ encontrado em 21 treinamentos com otimizador (Adam) e Iniciali-

zador de Pesos (Glorot Normal) néo fixos

A configuragao escolhida para encontrar a solugdo foi a combinagdo (Camada, Neuronio) = (9, 40).
Embora o grafico boxplot da Figura 1.6 apresente alguns outliers, seus quantis, valores minimos e maximos
demonstraram resultados satisfatorios em comparacao com as demais configuracoes testadas. Assim, sabemos
que, com essa configuracio, a rede estara na faixa de EMQ entre 107 e 1079,

Entretanto, ao ajustar a taxa de aprendizado, as condigoes iniciais, a amostragem dos dados e ao fixar

os parametros do otimizador e do inicializador de pesos, é possivel obter resultados ainda melhores e mais
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consistentes.

1.2.2 Quantidade de Pontos de Colocagao

Para a escolha da quantidade de pontos de colocagao, utilizamos como parametro o erro relativo em norma
2 de Frobenius para matrizes, baseado em uma solugao de referéncia disponibilizada por Raissi et al. [35].

A configuracdo adotada foi de 9 camadas e 40 neur6nios, com uma taxa de aprendizado que decai por
partes. Desta vez, acrescentamos “degraus” com suas respectivas taxas de aprendizado, como definido na

Tabela 1.2:

Tabela 1.2: Taxas de Aprendizado durante o Treinamento

Iteracao Taxa de Aprendizado
0 - 100 9-107°
101 - 200 7-1073
201 - 500 5-1073
501 - 1000 3-107°
1001 - 2000 1-1073
2001 - 4000 5-107*
4001 - 5000 1-1074
5001 - 7000 5-107°
7001 - 10000 1-107°
10001 - 15000 5-107¢
15001 - 25000 1-1076
25001 - 35000 5-1077
35001 - 60000 1-1077

A configuragao de taxa de aprendizado descrita demonstrou ser a mais eficiente para os experimentos
realizados. Essa abordagem proporcionou uma reducgao linear e estavel do erro relativo, permitindo & rede
neural manter um bom desempenho em termos de EMQ, como apresentado na Figura 1.7. Além disso, o
numero de iteragoes utilizado, 60000, foi suficiente para garantir a convergéncia do modelo, mostrando-se

adequado para a configuragao de 9 camadas e 40 neurdnios, bem como para a escolha dos pontos de amostra.
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Figura 1.7: Treinamento de 9 Camadas e 40 Neuronios - Taxa de aprendizado conforme Tabela 1.2

A tabela 1.3 apresenta a avaliacao de erros de modelos configurados com diferentes valores para os para-

metros Ny (nimeros de pontos de fronteira e condigdes iniciais) ¢ Np (nimero de pontos no dominio).

Tabela 1.3: Tabela de Perda e Erros do Modelo

Np 2000 4000 6000 8000 10000
Nop EMQ Erro Relativo EMQ Erro Relativo EMQ Erro Relativo EMQ Erro Relativo EMQ Erro Relativo
20 2.26-107% | 7.90-107°% | 1.01-107% | 2.57-107% | 558-107% | 1.14-107% | 3.98-107% | 1.58-107% | 9.08-107° | 2.01-107%
60 5.05-107% | 9.06-107°% | 458-107% | 1.25-107% | 7.37-107% | 1.42-107% | 8.18-107% | 1.46-107% | 8.00-107° | 1.38-107%
100 4.41-107% | 8.87-107% | 871-107% | 1.26-107% | 6.65-107° | 1.20-107% | 5.58-107% | 8.86-107% | 4.69-107°¢ | 7.13-.107%¢

Os valores de EMQ e erro relativo em cada configuragao mostram que o modelo atinge resultados melhores
(menores erros) a medida que aumenta a quantidade de pontos de treinamento.

Para Ny = 20, observa-se uma queda significativa no EMQ e erro relativo conforme Np aumenta, com
melhor resultado para Np = 6000, onde o EMQ é 5.58 - 107% e o erro relativo é 1.14 - 1072, No entanto,
conforme Np aumenta além desse ponto, o erro relativo volta a subir ligeiramente.

Para Ny = 60, alcanca o melhor erro relativo em Np = 4000 com um EMQ de 4.58 - 1079 e erro relativo
de 1.25 - 1072,

Finalmente, para No;, = 100, a configuragao com Np = 10000 apresentou EMQ de 4.69 - 107° e erro
relativo de 7.13 - 10™%. Inicialmente, a analise dos resultados na tabela sugere que o aumento no nimero

de pontos de colocagao esta diretamente associado a uma melhor aproximacgao da solucao. No entanto, essa
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relagao nem sempre se mantém verdadeira, como serd evidenciado posteriormente na anélise da equagao de
Korteweg-de Vries (KdV), onde o aumento excessivo de pontos pode nao resultar em melhorias significativas

e, em alguns casos, até comprometer a eficiéncia do modelo.

1.3 Discussao dos Resultados

Nas secOes anteriores, exploramos as escolhas de configuracao de parametros que influenciam a acuracia
do modelo desenvolvido para resolver a equagdo de Burgers Viscosa (1.1). O modelo final adotou uma
arquitetura de rede neural com 9 camadas e 40 neurdnios por camada, enquanto a taxa de aprendizado foi
configurada para decair em varios pontos predefinidos ao longo do treinamento. Esse ajuste, realizado em
degraus, permitiu alcancar um melhor controle sobre a convergéncia e resultou em um erro médio quadrético
(EMQ) e erro relativo com melhor precisao, conforme evidenciado na Tabela 1.3.

Para representar as condicoes iniciais e de contorno, foi escolhido um valor de Ny, = 100, enquanto para
os pontos internos do dominio foi utilizado Np = 10000. Essa combinagao apresentou o melhor erro relativo
registrado na tabela, garantindo a precisao e robustez do modelo. Nesta analise, o foco esteve na escolha
da arquitetura da rede e na configuragao da taxa de aprendizado; aspectos como o otimizador, a fungao de
ativacao e o inicializador de pesos nao foram o foco da otimizagao.

Na Figura 1.8, comparamos a solugao obtida pelo nosso modelo, representada em preto e parametrizada
com as configuragoes de pardmetros de melhor desempenho, com a solugao de referéncia apresentada por
Raissi et al. [35], representada em azul. Essa comparacao visual evidencia que o modelo proposto é capaz de
reproduzir a solucao de referéncia com elevada precisao, demonstrando a eficacia das escolhas de parametros

realizadas no treinamento.

t=0 t=0.25 1=05 t=0.75 t=0.99
1 1 1 1 1
05 05 05 05 05
0 0 0 0 0
05 05 05 05 05
-1 -1 -1 : -1 -1
4 05 0 05 1 4 05 0 05 1 1 05 0 05 1 4 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Figura 1.8: Apresentagdo da solugdo em diferentes tempos
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Capitulo 2

Implementacao “Automatica” de PINNs:

DeepXDE

Este capitulo tem por objetivo apresentar a biblioteca DeepXDE, desenvolvida por Lu Lu et.al. para
o ambiente Python, e demonstrar como ela facilita a implementacao de Redes Neurais Guiadas pela Fisica
(PINNSs). A DeepXDE oferece um conjunto completo de ferramentas que automatizam grande parte do
processo de configuracao e treinamento de PINNs, eliminando a necessidade de implementacoes manuais,
como as apresentadas anteriormente nos Codigos 1.1 a 1.10.

A DeepXDE permite que o usuério configure rapidamente modelos PINN utilizando moédulos prontos
para definicdo de dominio, condigoes iniciais e de fronteira, além das condigoes de treinamento. Isso reduz
significativamente o tempo necessario para simulagoes e experimentos, resultando em um processo mais
eficiente e otimizado. A automacgao proporcionada pela biblioteca melhora a precisao das aproximagoes e a
qualidade dos resultados obtidos [30].

Este capitulo explora as funcionalidades principais da DeepXDE, exemplificando seu uso na resolucao
da equacgao de Burgers viscosa. Essa abordagem permitirdA uma comparacao direta com a implementacao
manual apresentada no capitulo anterior. Através desse exemplo, serao demonstradas as principais etapas de
configuracdo e parametrizagao fornecidas pela biblioteca, ilustrando como ela facilita a implementagao e a
otimizagao de modelos PINN para esse tipo de equacao diferencial parcial. Assim como na abordagem manual,

apresentaremos os passos em uma estrutura organizada para garantir a clareza e fluidez da explicagao.

Passo 1. Importacao das Bibliotecas Necessarias:

No Codigo 2.1, realizamos a importagdo das bibliotecas necessérias para a implementagdo utilizando a
DeepXDE. Nesta etapa, também deixamos espaco para fixar a semente aleatéria, garantindo a repro-

dutibilidade dos experimentos.’

1A implementagio computacional apresentada foi realizada utilizando o ambiente Google Colab
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Passo 2.

'S

Passo 3.

Codigo 2.1: Importagao das Bibliotecas Necessérias

#pip install deepzde -q # -q para ele instalar sem as mensagens, retirar o -q para verificar o que
— instalou

import deepxde as dde

import os
os.environ['DDE_BACKEND'] = 'tensorflow' # ezistem outras opgdes, como temnsorflow.compat.vl, pytorch,

— jaz, paddle.

import deepxde as dde
import numpy as np

import tensorflow as tf

# deizar a semente aleatdria fiza
seed_value = 0
np.random. seed (seed_value)
tf.random.set_seed(seed_value)

dde.config.set_random_seed(seed_value)

No entanto, em alguns casos, a fixagao da semente aleatoria nao foi suficiente para garantir a consisténcia
dos resultados. Para resolver isso, foi necesséario fixar o inicializador de pesos manualmente. Esse

procedimento sera detalhado posteriormente no Codigo 2.5.

Definicao da Geometria Computacional e do Dominio de Tempo:

No Codigo 2.2, definimos uma geometria computacional e um dominio de tempo. Utilizamos as classes
internas Interval e TimeDomain da biblioteca DeepXDE, combinando ambos os dominios por meio da

classe GeometryXTime, conforme exemplificado.

Codigo 2.2: Geometria do Problema

# Definicdo da geometria espacial

geom = dde.geometry.Interval(—l, 1) # Define um intervalo para ©, coordenada espacial, no intervalo (-1,
- 1)

# Definigdo do dominio temporal

timedomain = dde.geometry.TimeDomain(0, 1) # Define um dominio de tempo para t, coordenada temporal, no

— interwvalo (0, 1)

# Combinando a geometria espacial e o dominio temporal
geomtime = dde.geometry.GeometryXTime(geom, timedomain) # Combina a geometria espacial e o dominio

— temporal em uma geometria espacial-temporal

Definicao do Residuo da Equagao de Burgers Viscosa:
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Passo 4.

1

Passo 5.

No Codigo 2.3, definimos o residuo da equagao de Burgers Viscosa, que sera utilizado como parte do

processo de treinamento do modelo.

Codigo 2.3: Residuo da Equagao de Burgers Viscosa

def pde(x, y):
# z = (z, t) representa as coordenadas espaciais (z) e temporais (t)

#y = u(z, t) representa a solugdo da equagcdo de Burgers viscosa no ponto (z, t)

# Calculando a primeira derivada em rTelag¢do & coordenada espacial (z)

dy_x = dde.grad.jacobian(y, x, i=0, j=0)

# Calculando a primeira derivada em relag¢do d coordenada temporal (t)

dy_t = dde.grad.jacobian(y, x, i=0, j=1)

# Calculando a segunda derivada em relaglo @ coordenada espacial (z)

dy_xx = dde.grad.hessian(y, x, i=0, j=0)

# Retorna a equagdo diferencial parcial de Burgers wiscosa

return dy_t + y * dy_x - 0.01 / np.pi * dy_xx

Definicao das Condigoes de Contorno e Inicial:

No Codigo 2.4, definimos a condicao de contorno e a condigao inicial. Para as condigdes de contorno,
utilizamos on_boundary, que considera todo o limite do dominio computacional como a condicao de
limite. Incluimos também o espago geomtime (a geometria do tempo criada) e on_boundary como as

condigoes de contorno (BCs) na fungao DirichletBC fornecida pela DeepXDE.

Além disso, definimos IC, que representa a condigdo inicial para a equagdo de Burgers Viscosa. A
condicao inicial foi especificada utilizando o dominio computacional, a funcdo inicial e o parametro

on_initial.

Codigo 2.4: Condigoes de Contorno e Inicial

bc = dde.icbc.DirichletBC(geomtime, lambda x: O, lambda _, on_boundary: on_boundary)

ic = dde.icbc.IC(geomtime, lambda x: -np.sin(np.pi * x[:, 0:1]), lambda _, on_initial: on_initial)

Definicao do Problema TimePDE:

No Codigo 2.5, definimos o problema TimePDE, que combina o residuo da equagao de Burgers Viscosa,
as condigoes de contorno (BC) e as condigdes iniciais (IC), para configurar o modelo a ser resolvido pela

DeepXDE.

Codigo 2.5: Definicao do Problema
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1 data = dde.data.TimePDE(geomtime, pde, [bc, ic], num_domain=3000, num_boundary=150, num_initial=150)

Passo 6. Escolha da Arquitetura da Rede Neural, Funcao de Ativacao e Inicializador de Pesos:

No Codigo 2.6, definimos a arquitetura da rede neural, incluindo a quantidade de camadas e neuronios
por camada. Também escolhemos a fungao de ativagao a ser utilizada e o inicializador de pesos,

fundamentais para garantir um treinamento estavel e eficiente.

- . . . <acs inicializ .
Adicionalmente, incluimos um lago for necessario para a fixagao dos inicializadores de pesos. Esse
procedimento se torna relevante em situagoes onde a configuragao padrao nao assegura consisténcia nos

resultados.

Codigo 2.6: Escolha da Arquitetura da Rede Neural, Fungao de Ativagao e Inicializador de Peso

1 net = dde.nn.FNN([2] + [20] * 3 + [1], "tanh", "Glorot normal")

3 [2]: camada de entrada, 2 entradas, espago e tempo
4 [20]%3: 3 camadas com 20 neurdnios

5 tanh: fungdo de ativagdo

6 glorot normal: inictalizador de pesos

10 cddigo caso necessdrio a fizagdo dos inicializadores de pesos
11 net = dde.nn.FNN([2] + [20] * 3 + [1], "tanh", "zeros")

12 for d in net.denses:

13 d.kernel_initializer = tf.keras.initializers.GlorotNormal ()

14

Passo 7. Construcao do Modelo, Escolha do Otimizador e Treinamento:

No Codigo 2.7, realizamos a constru¢ao do modelo, definimos o otimizador, configuramos a taxa de

aprendizado e executamos o treinamento do modelo utilizando as ferramentas da DeepXDE.

Codigo 2.7: Construgao do Modelo, Escolha do Otimizador e Treinamento

1 model = dde.Model(data, net) # criag¢do do modelo com data os dados, e net a Rede lNeural

2 model.compile("adam", lr=1e-3) # compilagdo do modelo utilizando o otimizador ADAM, com taza de
— aprendizagem lr = le-3, como sugerido pela documenta¢cdo do DeepiDE

4 losshistory: lista que armazena o histérico de valores da perda.

5 train_state: informagdes do treinamento, como iteragdes, tempo

P

7 losshistory, train_state = model.train(iterations=10000)
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A utilizacdo da biblioteca DeepXDE apresenta diversas vantagens que facilitam e aprimoram o desen-
volvimento de Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs). Primeiramente, a biblioteca implementa
uma ampla variedade de algoritmos especificos para PINNs, permitindo uma compactagao significativa
de codigo, o que melhora a clareza e reduz o tempo necessario para o desenvolvimento. Além disso,
a DeepXDE suporta dominios complexos sem necessidade de modificagoes manuais, integra de forma
nativa as condigoes de contorno e iniciais, e oferece diferenciacao automatica. A biblioteca também
possibilita a configuragao de diferentes arquiteturas de redes neurais, métodos de amostragem e otimi-
zadores, tornando-se uma ferramenta altamente configurével e eficiente para ajustar parametros [30].

Utilizando a DeepXDE, foi possivel obter um erro relativo de 2.77-107%

com a melhor configuragao de
rede: 9 camadas, 40 neurdnios por camada, taxa de aprendizado fixa de 1072 e os mesmos otimizadores
e inicializadores descritos na Tabela 1.1. Esse valor de erro estd na mesma ordem de grandeza dos

resultados obtidos com o c6digo manual apresentado anteriormente, conforme ilustrado na Tabela 1.3.

Na Figura 2.1, a solucao obtida pelo modelo de Rede Neural utilizando a biblioteca DeepXDE é re-
presentada em preto, enquanto a solugao de referéncia, apresentada por Raissi et al. e Lu Lu et al.
[30, 35], é mostrada em azul. Essa comparagao visual evidencia que o uso da DeepXDE permite alcan-
car resultados precisos e comparéveis aos métodos tradicionais, oferecendo ainda o beneficio adicional

de um desenvolvimento mais rapido e simplificado.

t=0 t=0.25 t=0.5 t=0.75 t=0.99
1 1 1 1 1
05 05 05 05 05
0 0 0 0 0
-05 -0.5 -05 -05 -0.5
1 1 -1 1 1
1 05 0 05 1 1 -05 0 05 1 -1 05 0 05 1 1 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Figura 2.1: Apresentacao da solugao em diferentes tempos

2.1 Equacao de KdV via DeepXDE

Observamos que a utilizacao da biblioteca DeepXDE proporciona resultados comparéveis, e em alguns

casos até melhores, do que os obtidos com a implementacao manual utilizando os Cédigos 1.1 a 1.10.

Uma das principais vantagens da DeepXDE é a implementacao de diferenciagdo automatica, como no

codigo 2.3, que facilita significativamente o uso da biblioteca em equagoes diferenciais parciais (EDPs) mais

complexas, como a Equacao de Korteweg—de Vries (KdV). Essa equagao, conhecida por incluir derivadas de

ordem mais alta, apresenta um desafio adicional no calculo dessas derivadas. Com os codigos manuais, esse
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processo torna-se mais demorado e menos preciso, enquanto a DeepXDE automatiza esse célculo de forma

eficiente.

2.1.1 Equagao de Korteweg—De Vries (KdV)

A Equacao Diferencial Parcial (EDP) abordada neste estudo busca determinar u = u(x,t), que satisfaz
as seguintes condigoes:
3 1

up — SUlly — llsag = 0, (x,t) € R x (0,00). (2.1)

Essa equagao, conhecida como Equagao de Korteweg—De Vries (KdV), foi formulada inicialmente por Diederik
Korteweg e Gustav de Vries em 1895 [27]. Originalmente, ela surgiu como um modelo matematico para
descrever a propagacao de ondas aquéticas em aguas rasas. Uma das caracteristicas mais notaveis dessa
equagao é a existéncia das chamadas ondas solitdrias — elevagoes isoladas que se propagam sem mudar
de forma ou perder energia. Entretanto, a KdV ganhou notoriedade principalmente pela descoberta dos
sblitons, uma classe especial de ondas solitarias que apresenta um comportamento extraordinario.

O termo sdliton foi introduzido em 1965 por Zabusky e Kruskal, que observaram uma propriedade singular

das solugoes da equagao de KdV. Como descrevem Gondar e Cipolatti [10]:

[...] A palavra ‘soliton’ surgiu em 1965 a partir dos trabalhos de Zabuski e Kruskal. Eles observa-
ram uma propriedade notavel: o fato de que ondas solitarias da KdV, [...] ao se encontrarem, uma
passa pela outra sem mudar de forma [...]. Essa é uma propriedade importante, porque mostra
que a energia pode se propagar em pacotes localizados sem se dispersar. Como a KdV é uma
equagao nao linear, estas solugoes sao excepcionais e, por isso, decidiram chamé-las de solitons. O
sufixo ‘on’ (que em grego significa particula) ilustra, neste caso, o comportamento tipo particula

destas ondas. Esse fenomeno nio é uma exclusividade da KdV. [...].

Esse trabalho pioneiro de Zabusky e Kruskal marcou um ponto de virada na fisica matematica, pois
demonstrou que a equagdo de KAV transcende seu contexto original de ondas aquéticas. Sua descoberta
impulsionou uma série de pesquisas subsequentes que mostraram que a equagao KdV pode modelar feno-
menos em diversas areas da ciéncia, como Optica nao linear, teoria de plasmas, supercondutividade, fisica
de particulas e biologia [19]. Essa universalidade reforga o carater fundamental da equagdo de Korteweg—De
Vries na descrigao de sistemas nao lineares, especialmente aqueles que apresentam propagacao de pacotes de

energia localizados sem dissipagao.

2.1.1.1 Solucao Exata e Formulacao do Problema

A onda solitaria solugao exata para a equacao de KdV [25], é dada por:

u(z,t) = A -sech? (k(z — ct)), (2.2)
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A [3A
onde ¢ = ) representa a velocidade da onda, A é a amplitude, e k = e esta relacionado a largura da
onda.

Aplicando essa solugéo como condigao inicial em (2.1), obtemos o seguinte problema:

3 1
Ut — 5 Ul ~ G llsas = 0, (z,t) € R x (0,00),

u(x,0) = Asech?(kz).

Vamos utilizar esse problema de valor inicial para verificar a acuracia das redes neurais.

2.1.1.2 Importancia da KdV e Métodos Computacionais

A relevancia da Equagao de KdV na modelagem de fenémenos naturais e sua complexidade matemética
tornam-na um caso de teste ideal para métodos computacionais modernos, como as Redes Neurais Guiadas
pela Fisica (PINNs). Raissi [36], por exemplo, demonstra a aplicabilidade das PINNs na resolugéao da KdV,
evidenciando a eficiéncia dessas redes na captura das dindmicas complexas associadas a ondas solitarias.

Adicionalmente, o termo de terceira derivada, ..., introduz dificuldades significativas para métodos
numéricos tradicionais, devido a necessidade de alta precisao no calculo de derivadas superiores. Nesse
contexto, bibliotecas como a DeepXDE [30], que incorporam diferenciagio automatica, tém se mostrado
ferramentas robustas e eficientes, simplificando implementacoes e fornecendo maior precisao em problemas

envolvendo derivadas de alta ordem.

2.1.1.3 Dominio Limitado e Condi¢oes de Contorno

Na préatica computacional, o dominio continuo (z,t) € R x (0, 00) é restringido a um dominio finito para

viabilizar a resolugao numérica. Neste trabalho, adotamos as seguintes condigoes:

3 1
Ut — 5 Uy — gumm =0, (z,t) € (—50,50) x (0,60),

u(z,0) = Asech?(kz), x € (—50,50),
u(=50,t) = u(50,t) = 0, t € (0,60),
Observagao 2.1 (Condicao de Fronteira). Vale ressaltar que, teoricamente, a solu¢io exata para a KdV

satisfaz:

u(z,t) = 0, quando |z| = +o0.

No entanto, para a resolu¢ao computactonal do problema, € comum adotar condi¢oes de contorno perio-
dicas, especialmente ao utilizar métodos numéricos baseados na Transformada de Fourier, como os métodos
espectrais [39]. Neste trabalho, optamos por condigoes de contorno nulas, que também se adequam & solugao

exata no dominio finito considerado.

Resolvemos, entao, os seguintes problemas:
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Problema 1. Operador Diferencial:
min |D(x,t)| sujeito a (x,t) € (—50,50) x (0,60),

onde

1

D .= UNt — §UNUN1. — éuNgmx.

Problema 2. Condigao Inicial:

min [uy(x,0) —ug(x)| sujeito a =z € (—50,50).
Problema 3. Condicao de Contorno:

min |un (—50,%)| + |un(50,¢)| sujeito a ¢ € (0,60).

Os quais nos fornecem a seguinte fungao de perda:
EMQ = EMQp + EMQ, + EMQ,,

onde:
Problema 1. Operador Diferencial: N
EMQp = NLD Zz:; D (i, t5)]?,
onde (z;,t;),i=1,..., Np, sdo Np pontos de colocagao escolhidos aleatoriamente em (—50, 50) x (0, 60);
Problema 2. Condigao Inicial: N
EMQ, = NLO 12_0; |un (24,0) — uo ()],
onde z;,i =1,..., Ny, representam Ny pontos de colocagdo no intervalo (—50, 50);
Problema 3. Condicao de Contorno: N
EMQ, = Nib ; lun (2, t:) |7,

onde (z;,t;),i = 1,..., Ny, correspondem a N, pontos de coloca¢ao ao longo do conjunto cartesiano

{~50,50} x (0, 60).

Os testes foram realizados com os parametros da Tabela 2.1, mantendo a semente aleatoria fixa. O critério
aqui considerado para escolha de camada, neurdnio e pontos, foi o erro relativo, obtido ao comparar a solucao

da rede neural com a solugao exata. Os resultados estao apresentados na Tabela 2.2.
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Tabela 2.1: Parametros utilizados

Parametro Valor
Otimizador Adam
Funcao de ativacao tanh
Inicializador de pesos Glorot Normal
Passos de treinamento 30000
Pontos de colocagao no interior (Np) 30000
Pontos de colocagao na borda () 300
Pontos de colocagao na condigao inicial (Np) 300
Taxa de aprendizado 1073
Dominio Espacial [—50, 50]
Tempo final 60

Tabela 2.2: Erro relativo para cada Camada e Neurdnio

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢
1 9,96-107°% | 1,03-10%%° | 3,36-107°2 | 2,16-10%%° | 1,23-107°2 | 3,09-107°% | 2,85-107°% | 1,63-107°% | 3,84-107°2 | 1,63-10%°
2 1,00-107% | 3,07-107%% | 2,41-107% | 1,66-107°? | 5,23-107°% | 3,46-107°" | 1,04-107% | 4,45-107% | 1,93-10"% | 7,02.107%4
3 1,00-10%% | 1,19-107°2 | 7,25-107% | 4,02-107°2 | 7,27-107°" | 3,52-107°" | 2,03-107% | 3,81-107°2 | 2,97.107" N/A
4 1,00-107% | 3,26-107% | 7,81-107°% | 1,39-107* | 9,91-107°* | 7,86-107°" | 1,04-107% | 1,39-107% | 2,05-107%" | 1,72-10""
5 1,00-10%%° | 4,68-107% | 4,03-107°" | 8,90-107% | 3,85-107°" | 3,39-107% | 4,64-107° | 9,76-107°% | 4,47-107°% | 1,69-107%
6 1,00-107% | 2,10-107% | 1,75-107%% | 4,57-107 | 5,83-107°" | 1,83-10"% | 5,07-107" N/A N/A N/A
7 1,00-10%%° | 2,30-107°" | 3,86-107°" | 1,02-107°" | 9,03-107°" | 9,63 -107°4 N/A N/A N/A N/A

Os valores indicados como N/A na Tabela 2.2 correspondem as configuragoes de (Camada, Neurdnio) que
nao foram testadas.

Observe que foram identificadas duas configuragbes mais convenientes com os menores erros relativos:
a dupla (Camada, Neuronio) = (2,10) e a dupla (Camada, Neurénio) = (7,6). Optamos por utilizar a
configuragao (Camada, Neuronio) = (7,6) devido ao seu menor custo computacional, resultando em um
menor tempo de processamento.

Com a configuracéo fixada em (Camada, Neurdnio) = (7,6), realizamos uma nova analise, amostrando

diferentes quantidades de pontos para avaliar o impacto na precisao e no desempenho.
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Tabela 2.3: Escolhendo diferentes pontos amostrados

Nop
15000 30000 60000
N, = N
100 8,37-107% | 4,91-107° | 6,02-107"
200 2,59-107% | 8,79-107% | 6,32-1079
300 1,39-107%% | 9,63-107%4 | 9,08-107 %
400 1,06-1079 | 3,87-107°* | 6,57-107"
500 2,27-1079 | 7,96-107% | 1,28-10792

A Tabela 2.3 apresenta os erros relativos obtidos ao variar a quantidade de pontos amostrados para as
condigdes iniciais (Ng) e de contorno (Np), bem como os pontos internos do dominio (Np). Esses resultados
refletem a precisdo da solugao obtida pela Rede Neural Guiada pela Fisica (PINN) ao resolver a equagao de
Korteweg—de Vries (KdV).

Os valores indicam que o erro relativo diminui consideravelmente ao aumentar os pontos de colocagao
em certos intervalos. A configuragao com Ny = N, = 300 e Np = 30000 apresentou o menor erro relativo
(9,63 1074), destacando-se como a mais eficiente. Isso evidencia que, para essa quantidade de pontos, a rede
consegue capturar de forma mais precisa as dindmicas da solu¢ao exata da KdV.

No entanto, também é possivel observar que o aumento descontrolado no nimero de pontos, como em
Np = 60000, nem sempre resulta em maior precisao, podendo levar a maiores erros relativos devido ao
aumento da complexidade do modelo e possiveis problemas de sobreajuste ou estabilidade numérica.

Dessa forma, a analise da tabela permite identificar uma configuracdo de pontos que balanceia precisao
e custo computacional, sendo Ny = N = 300 e Np = 30000 a escolha mais adequada para o problema em

questao.

2.2 Discussao de resultados

Na Figura 2.2, comparamos a solucao obtida pelo nosso Modelo de Rede Neural, parametrizado com a
configuracao que apresentou o melhor resultado de erro na Tabela 2.3, com a solugao exata descrita em (2.2).
A solucao do modelo é representada em preto, enquanto a solucao exata aparece em azul. Essa comparacao
evidencia a capacidade da rede neural de capturar com alta precisao as caracteristicas da solucao exata,

mesmo em tempos diferentes.
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Figura 2.2: Apresentagdo da solugao de KdV, em diferentes tempos

A analise dos resultados foi conduzida considerando a configuracdo Nyo = N, = 300 e Np = 30000,
que apresentou o menor erro relativo (9,63 - 10_4) na Tabela 2.3. Essa escolha equilibra precisao e custo
computacional, sendo uma configuracao eficiente para o problema. E importante destacar que aumentar o
ntmero de pontos de colocagao nem sempre resultou em maior precisao, como observado para Np = 60000,
onde o erro aumentou consideravelmente.

Para a rede neural, utilizamos uma arquitetura com 7 camadas e 6 neur6nios por camada. Essa con-
figuracao foi escolhida apos testes que indicaram sua eficiéncia em termos de precisao e menor tempo de
treinamento, comparada a outras combinagoes testadas, como (Camada, Neurdnio) = (2,10). Essa escolha
evidencia a importancia de balancear a profundidade da rede e a capacidade de representacao dos neurénios,
especialmente em problemas que envolvem derivadas de alta ordem, como a equagao de KdV.

A taxa de aprendizado também desempenhou um papel crucial na convergéncia do modelo. Optamos por
utilizar uma taxa de aprendizado fixa de 1073, seguindo o que é amplamente adotado na literatura sobre
a biblioteca DeepXDE como uma configuracao padrao. Essa escolha permitiu uma convergéncia estavel e
resultados precisos, garantindo que o modelo capturasse as dindmicas da solugao exata sem oscilagdes ou
instabilidades.

Por fim, a biblioteca DeepXDE demonstrou ser uma ferramenta eficiente para implementagao. Sua inte-

gragao de diferenciagao automética facilitou o calculo das derivadas de ordem superior, como ., reduzindo
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significativamente o esfor¢o computacional e aumentando a precisdo do modelo. A flexibilidade para configu-
rar arquiteturas de rede, condigoes de contorno e métodos de amostragem também foi essencial para alcangar
os resultados apresentados.

Os resultados obtidos reafirmam o potencial das Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs) para resolver
equagoes diferenciais parciais de alta complexidade, como a equacao de KdV, com precisdo e eficiéncia

computacional.

2.3 Korteweg-de Vries (KdV) e Korteweg-de Vries Modificada (mKdV)
com Amplitude Variavel

Este capitulo foi elaborado em conjunto com o Professor Thiago de Oliveira Quinelato e seu orientando
Guilherme Furquim, cujas contribui¢oes foram essenciais para o desenvolvimento deste estudo. Ressaltamos
a colaboragao direta na formulagao, implementagao e analise das solucoes apresentadas.

Uma variante amplamente conhecida da equacdo de Korteweg-de Vries (KdV) é a equacdo modificada
de Korteweg-de Vries (mKdV). Ambas as equagoes, intimamente ligadas pela transformagao de Miura, séo
amplamente empregadas na modelagem de fendémenos nao lineares em diversos campos. Enquanto a equagao
KdV é frequentemente associada a propagacdo de ondas em aguas rasas, a mKdV encontra aplicagoes em
contextos como redes anarmonicas [45], ondas de Alfvén [20], engarrafamentos de trafego [26, 33] e jatos
oceanicos finos [7].

O problema que sera abordado é descrito por:

up + uPuy + Uzpe =0, z €R, € (0,00), (2.3a)

u(z,0) = uo(z,a), z € R, (2.3b)

onde p é igual a 1 (para a equacao KdV) ou 2 (para a equagdo mKdV), e a é um parametro relacionado a
amplitude da condigao inicial ug(z, a).

A novidade neste estudo estd em buscar uma solugdo numeérica u(x,t,a) que funcione para todos os
valores de a € A C R simultaneamente. Diferentemente de abordagens anteriores, como na Segao 2.1, que
requerem simulagoes individuais para cada valor do parametro a, aqui desenvolvemos um modelo que resolve
o problema de forma generalizada.

O problema descrito pela Equagao (2.3) possui solugao exata na forma de um soliton:

asech? (k(x — ct)), k = i,c: g, sep=1,
u(z,t) = 12 3 (2.4)
a a?
asech(k(ac—ct)),k:%,c:g7 se p=2.

Como a solugdo u(z,t) depende da amplitude a, indicamos u(z, t, a) para destacar essa dependéncia. Para
o tratamento numérico, o intervalo infinito em x é truncado para [£1, &2], com condigbes de contorno baseadas

na solugao exata. O pardmetro a varia em um intervalo A = [ay, as).
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A formulagdo numeérica transforma o problema em um problema de otimizagao, buscando uma funcao

un (z,t,a) que minimiza simultaneamente os seguintes erros:
Problema 1. Operador Diferencial:
min |D(z,t,a)| sujeito a (z,t,a) € (£1,&) X (0,T) x (a1, as),

onde

D(x,t,a) := (un)t + i (un)e + (UN) gz
Problema 2. Condig¢ao Inicial (no tempo ¢ = 0):

min |un(z,0,a) — ug(x,a)| sujeito a t = 0.

Problema 3. Condicao de Contorno:

min [uy(x,t,a) —u(x,t,a)] sujeito a x € {&1, &}

A funcéo u(z,t,a) é aproximada por uma rede neural treinada para minimizar a fungdo de custo total

[3, 12, 35]:
EMQ = EMQp + EMQ, + EMQ,,
onde:
[ )
1 & )
EMQp = NT); 1D(x4, i, a0)|
onde (z;,t;,a;), @ = 1,...,Np, representa Np pontos de colocagdo escolhidos aleatoriamente em

(61,52) X (O,T) X (041,042).

° 1 N
EMQ, = & > lun(@i,0,a;) — uo(i, a;)|?,
05=1
onde (z;,a;), i =1,..., Ny, representa Ny pontos de colocac¢do em (£1,&2) x {0} X (a1, a2).
[ )
1
EMQ, = N, ; lun (2, t, a;) — ul@s, ti, )],
onde (z;,t;,a;), © = 1,..., Ny, representa N; pontos de colocagdo no conjunto cartesiano {&1,&2} X

(0, T) X (041, 042).
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Os parametros de configuracdo da rede neural estdo representados na Tabela 2.4. Foram treinadas duas

redes, uma para cada equagao do Modelo (2.4).

Tabela 2.4: Parametros utilizados nos exemplos

Parametro Valor
Camadas 5
Neuronios 60
Otimizador Adam
Taxa de aprendizado [1072,1077]
Funcao de ativacao tanh

Inicializador de pesos

Glorot Normal

Epocas 100000
Pontos de colocagao no interior (Np) 10000
Pontos de colocagdo na borda (Ny) 4000
Pontos de colocagao na condigdo inicial (Np) 4000
Epocas entre a reamostragem de pontos de colocacio interiores 1000
Dominio espacial [£1, &2] [—10, 10]
Dominio da amplitude do soliton [aq, as] [1,2]
Tempo final (T) 15

Inicialmente, utilizou-se uma taxa de aprendizado fixa de 1- 1072, mas observou-se que essa estratégia

gerava oscilagdoes e convergéncia lenta.

Para corrigir esse problema, adotou-se uma estratégia de ajuste

progressivo da taxa de aprendizado, conforme detalhado na Tabela 2.5. Essa abordagem resultou em maior

estabilidade durante o treinamento e maior precisao nos resultados.
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Tabela 2.5: Taxas de aprendizado utilizadas nos exemplos.

Epocas Taxa de Aprendizado

0 — 3000 1-1072
3001 — 6000 5-1073
6001 — 10000 1-1073
10001 — 15000 7-107%
15001 — 20000 5-107*
20001 — 25000 3-107%
25001 — 40000 1-1074
40001 — 55000 7-107°
55001 — 70000 5-107°
70001 — 85000 3-107°
85001 — 100000 1-107°

A selecao desses pontos de ajuste foi baseada na analise do comportamento durante o treinamento.
Observamos que a utilizagao de uma taxa de aprendizado fixa inicial resultou em padroes de erro instaveis,
indicando a necessidade de redugoes em momentos-chave do treinamento.

Com a implementacao desses ajustes progressivos, obtivemos um controle mais refinado do processo de
aprendizagem, permitindo ajustes mais precisos dos parametros e uma reducao significativa do erro residual.
Essa abordagem resultou em solugdes mais precisas e consistentes para as equagoes de Korteweg-de Vries

(KdV) e de Korteweg-de Vries modificada (mKdV), conforme ilustrado nas Figuras 2.3 e 2.4.
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Figura 2.3: EMQ ao longo das iteragoes para a equagao KdV.
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Figura 2.4: EMQ ao longo das iteragoes para a equagao mKdV.

Para avaliar a eficiéncia e precisdo do modelo de rede neural apresentado, realizamos uma comparacao
entre as solugoes exatas e aquelas computadas pela Rede Neural. Duas medi¢oes de erro foram realizadas
para cada caso exato.

A medicao do erro avalia a precisao das solugbes computadas pela rede neural para uma amplitude de
soliton escolhida a € [a1,a2] no instante de tempo ¢ € (0,7]. A partir de um conjunto de 200 pontos
igualmente espagados {x;} no eixo x, definimos um vetor U (t, a) tal que U(t, a)[i] = u(z;,t,a), onde u é uma
solugao de referéncia dada na Eq. (2.4), e um vetor Uy (¢, a) tal que Un (¢, a)[i] é a aproximagao para U (t, a)[i]

calculada pela rede neural. O erro de aproximagio relativo e(t, a) é medido usando a norma L2

U(ta) - Un(t,a)]
) = 0 o)l

Para ambas as equagdes, avaliamos o erro e(t,a) em cada ponto de uma grade retangular de 50 pontos

igualmente espagados no dominio da amplitude [1, 2] e 50 pontos igualmente espagados no dominio do tempo

[0, 15], incluindo os pontos extremos.

Erro Maximo | Erro médio
KdVv 7,50674-107% | 1,56590 - 1073
mKdV | 833273-107% | 2,47466-1073

Tabela 2.6: Erros Maximos e Médios avaliados na grade.
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Figura 2.5: Comparagdo das superficies de erro para KdV e mKdV.

2.3.1 Discussao de Resultados

Os resultados para o problema envolvendo as equagoes de Korteweg-de Vries (KdV) e Korteweg-de Vries
modificada (mKdV) foram avaliados com base nos erros de aproximagao relativos calculados ao longo de uma
grade retangular no dominio das amplitudes e tempos. Os valores de erro méximo e erro médio obtidos estao
apresentados na Tabela 2.6, onde observamos um erro relativo maximo na ordem de 1073,

A analise dos erros revela que a rede neural apresentou um desempenho satisfatorio em ambos os casos.
Para a equacio KdV, o erro maximo registrado foi de 7,506 74 - 1073, enquanto o erro médio foi de 1,565 90 -
1073, Ja para a equacao mKdV, os valores foram ligeiramente maiores, com um erro maximo de 8,332 73-10~3
e erro médio de 2,47466 - 1073, Esses resultados demonstram que o modelo conseguiu capturar com boa
acuracia a dindmica das solugoes de referéncia, mesmo considerando a amplitude variavel no intervalo [1,2].

Contudo, cabe destacar um problema especifico encontrado durante a reprodugao dos resultados para este
estudo. Acreditamos que o ambiente de desenvolvimento utilizado, o Google Colab, passou por alteragoes
que impactaram a execu¢ao do modelo. Essas alteragoes podem estar relacionadas a mudancas na GPU, nas
bibliotecas instaladas ou no comportamento padrao do ambiente, resultando em inconsisténcias na reprodugao
dos resultados previamente obtidos. Apesar de todos os esforgos para reproduzir os experimentos, incluindo
a fixagao de sementes aleatérias, a reconfiguracao do ambiente e a instalagao de versoes especificas das
bibliotecas, as métricas originais apresentaram variacoes significativas, inviabilizando a obten¢ao dos mesmos
valores de erro observados inicialmente.

Essa limitagao refor¢a a importancia de realizar implementagoes em ambientes controlados, o que pode
minimizar esses impactos e garantir maior reprodutibilidade dos experimentos.

Por fim, embora as inconsisténcias observadas representem uma limitagao técnica, os valores apresentados

na Tabela 2.6 ainda demonstram a capacidade das Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs) em resolver
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problemas envolvendo as equagoes KdV e mKdV com boa precisao em contextos de amplitude variavel.
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Capitulo 3

Comparacao entre as implementacoes:

Vantagens e Desvantagens

Neste capitulo, realizamos uma anélise comparativa entre duas abordagens distintas utilizadas ao longo
deste trabalho para a solugao de equagoes diferenciais parciais: a implementagao manual e a implementacao
automatizada utilizando a biblioteca DeepXDE. Cada abordagem possui caracteristicas tinicas que impactam
a eficiéncia, flexibilidade e acessibilidade das solu¢bes computacionais.

A implementagao manual destacou-se por oferecer um controle completo sobre o processo de solucao, desde
a formulagao do modelo matematico até a escolha de algoritmos de otimizacao. Essa abordagem permitiu
explorar detalhadamente como os diferentes componentes interagem, contribuindo para um aprendizado mais
profundo dos fundamentos teéricos. No entanto, tal flexibilidade vem acompanhada de desafios, como a maior
complexidade de desenvolvimento e o tempo necesséario para implementar e testar cada etapa. Além disso,
a suscetibilidade a erros foi um fator significativo, especialmente na codificacao de derivadas e na escolha
de pontos de colocacdo. A implementagao manual, embora poderosa, mostrou-se menos adaptéavel a novos
problemas, exigindo reconfiguragao substancial ao aplicar os métodos a outras equacgoes diferenciais parciais.

Por outro lado, a biblioteca DeepXDE proporcionou uma abordagem automatizada que simplifica o de-
senvolvimento de Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs). A definicdo direta de modelos diferenciais,
condigoes de contorno e fungoes de perda em uma interface padronizada reduziu significativamente o tempo
necessario para configurar os experimentos. A automagado de calculos complexos, como derivadas de alta
ordem e implementagao de pontos de colocagao, nao apenas minimizou os erros, mas também permitiu uma
adaptagao mais agil a diferentes problemas matematicos. Contudo, essa abordagem apresenta limitagoes em
termos de flexibilidade, dificultando personalizagoes avangadas que podem ser necessarias em certos contex-
tos. Além disso, a abstragao de etapas criticas pode afastar o pesquisador de uma compreensao mais profunda
dos fundamentos matematicos e tornar a implementagao dependente de ferramentas externas, sujeitas a mu-

dancgas ou desatualizagoes.
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Um exemplo especifico de desafios na utilizagdo de ferramentas automatizadas foi observado durante
a resolucao das equagoes KdV e mKdV. Embora os experimentos iniciais tenham demonstrado resultados
satisfatorios, acreditamos que o ambiente de desenvolvimento utilizado, o Google Colab, passou por alteragoes
que impactaram a execugao do modelo. Essas mudancas, possivelmente relacionadas a atualizagoes de GPU
ou bibliotecas, resultaram em inconsisténcias na reproducdo dos resultados previamente obtidos. Apesar
de esforgos para fixar sementes aleatérias, reinstalar bibliotecas especificas e reconfigurar o ambiente, as
métricas apresentaram variagoes significativas, inviabilizando a reproducgao exata dos experimentos originais.
Esse problema ressalta a importancia de realizar implementacoes em ambientes controlados, especialmente
ao trabalhar com ferramentas que abstraem etapas criticas do desenvolvimento.

A escolha entre uma abordagem manual ou automatizada depende fortemente dos objetivos do projeto.
Para estudos exploratérios ou que exigem alto nivel de personalizagao, a implementagao manual é mais indi-
cada, pois permite um controle detalhado e maior liberdade para adaptagoes. Por outro lado, para projetos
aplicados ou que demandam resultados rapidos e de facil adaptagao com diferentes equagoes, ferramentas
como DeepXDE oferecem maior eficiéncia e simplificagao.

Em suma, ambas as abordagens sdo valiosas e complementares. A implementacdo manual traz consigo
a oportunidade de aprofundar o entendimento tedrico, enquanto ferramentas automatizadas democratizam
0 acesso e a aplicacao de metodologias avangadas em equacOes diferenciais parciais. A decisdo por qual
abordagem seguir deve ser guiada pelas necessidades especificas do problema, considerando as vantagens e

limitagoes de cada método.
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Consideracoes finais

Neste trabalho, investigamos a aplicacao de Redes Neurais Guiadas pela Fisica (PINNs) como uma abor-
dagem moderna e eficiente para a soluc¢do de equagoes diferenciais parciais (EDPs), com foco em trés classes
importantes de problemas: a equagdo de Burgers, a equagdo de Korteweg-de Vries (KdV) e sua versao mo-
dificada, a mKdV. Apresentamos duas implementagoes distintas: uma manual, construida passo a passo
utilizando bibliotecas como TensorFlow e NumPy, e outra automatizada por meio da biblioteca DeepXDE.
Ambas as abordagens foram comparadas em termos de desempenho, facilidade de implementacao e precisao
dos resultados, fornecendo insights valiosos sobre as vantagens e limitacoes de cada uma.

Na implementagao manual, realizamos o desenvolvimento completo do modelo, desde a formulagao ma-
tematica das EDPs até a configuracao detalhada da rede neural e da funcdo de perda. Essa abordagem
permitiu um controle minucioso sobre cada etapa do treinamento, facilitando ajustes especificos e experimen-
tagao. Por outro lado, a implementacao automatizada, utilizando o DeepXDE, mostrou-se mais eficiente e
acessivel, reduzindo significativamente o tempo de desenvolvimento e permitindo a resolucao de problemas
mais complexos, como o caso paramétrico da mKdV, no qual a amplitude do soliton foi generalizada para
um intervalo de valores.

Os resultados obtidos confirmaram a eficacia das PINNs em capturar solugoes de EDPs com alta precisao,
apresentando erros relativos da ordem de 10™* para as equacdes de burgers e KdV e de 1072 para a equacio
de KdV e mKdV. Além disso, exploramos o impacto de parametros criticos como o nimero de camadas,
neuronios, pontos de colocagao e taxa de aprendizado, demonstrando a importancia de estratégias de ajuste
progressivo para otimizacao do processo de treinamento.

Contudo, enfrentamos desafios especificos, como a reprodutibilidade dos experimentos no ambiente Google
Colab, que pode ter passado por atualizagoes afetando a execugao do codigo e o desempenho das GPUs. Essa
limitagao ressalta a necessidade de ambientes controlados para experimentos mais robustos e reprodutiveis.

De forma mais ampla, este trabalho contribui significativamente para a disseminacao das PINNs, ofere-
cendo uma introdugao acessivel em lingua portuguesa para novos pesquisadores interessados na area. Além
disso, estabelecemos uma base sélida para estudos futuros que envolvam problemas mais complexos, como
EDPs multidimensionais, condigoes de contorno irregulares e sistemas acoplados.

Como proximos passos, sugerimos:

e Colisao de ondas solitarias na equacao de KdV: Explorar a interagdo entre multiplos solitons, um
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fenémeno caracteristico da KdV que exige precisao para capturar as propriedades de conservacao e a

dindmica nao linear.

e Problemas com condigoes de fronteira livre e movel: Investigar EDPs onde as fronteiras do dominio sao

uma incognita do problema e dependentes do tempo, como ocorre na dindmica de ondas aquaticas.

e EDPs em dimensdes maiores: Ampliar o uso das PINNs para problemas em dominios tridimensionais
e em aplicagoes multidimensionais, como dindmica de fluidos 3D e propagacdo de ondas em meios

complexos.

Esses problemas representam desafios adicionais tanto em termos computacionais quanto na complexidade
da formulagao, oferecendo um campo fértil para a evolugao das PINNs e a integracao de técnicas avancgadas,
como PINNs adaptativas e métodos hibridos que combinam aprendizado de maquina com métodos numeéricos
tradicionais.

Por fim, as Redes Neurais Guiadas pela Fisica representam um avango promissor no campo de simulagao
numérica e aprendizado profundo, oferecendo solugoes precisas e adaptéveis para problemas cientificos e de
engenharia que antes eram limitados pelos métodos tradicionais. Com o continuo avanco tecnoldgico e o
aprimoramento das ferramentas computacionais, espera-se que as PINNs desempenhem um papel cada vez
mais central na resolucao de problemas que envolvem equagoes diferenciais, modelagem fisica e descoberta

de novos fendémenos.
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