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RESUMO

O estudo das trajetorias de particulas abaixo de ondas aquaticas, periodicas e viajan-
tes é amplamente explorado na dindmica de fluidos. Um importante resultado dessa
adrea é que as trajetorias nao sao fechadas, resultando em um deslocamento residual
das particulas na direcao de propagacgao da onda, conhecido como Stokes Drift. Além
disso, a energia cinética total das particulas apresenta propriedades bem definidas para
ondas neste contexto. Enquanto ji existe uma literatura extensa para ondas aquéaticas,
pouco se fala sobre as trajetorias de particulas abaixo de ondas viajantes em escoamentos
eletrohidrodinamicos (EHD). Visando preencher esta lacuna, esta dissertacao investiga
numericamente o efeito da variacao de campos elétricos normais e horizontais na geome-
tria das trajetorias e nas propriedades da energia cinética total das particulas abaixo de
ondas viajantes, sejam periodicas ou solitarias. Através de experimentos numéricos que
utilizam de métodos pseudo-espectrais e mapeamento conforme calculamos as trajetorias
abaixo destas ondas, seus respectivos parametros geométricos e a energia cinética total
das particulas no referencial de laboratorio e no referencial movel, que se move com a
velocidade da onda. Nossos resultados indicam que, sob um campo elétrico normal, as
particulas desaceleram sem alterar a geometria de suas trajetorias. Ja para um campo
elétrico horizontal, ha aceleragao da onda e deformacao significativa nas trajetérias. Por
fim, verificamos que as propriedades da energia cinética total obtidas na teoria de ondas
aquaticas se mantém para ondas periddicas no contexto EHD, mas nao para ondas soli-

tarias ou em escoamentos com campo elétrico horizontal.

Palavras-chave: Eletrohidrodindmica; Trajetorias de Particulas; Energia Cinética;

Campo Elétrico Normal; Campo Elétrico Horizontal.



ABSTRACT

The study of particle trajectories beneath periodic and traveling water waves is widely
explored in fluid dynamics. An important result in this field is that trajectories are not
closed, leading to a residual displacement of particles in the wave propagation direction,
known as Stokes Drift. Moreover, the total kinetic energy of the particles presents well-
defined properties for waves in this context. While extensive research has been conducted
on water waves, its counterpart in electrohydrodynamic (EHD) flows ramais relatively
unexplored. To fill this gap, this work numerically investigates the effect of the variation
of normal and horizontal electric fields on the geometry of trajectories and the properties
of the total kinetic energy of particles beneath traveling waves, whether periodic or
solitary. Through numerical simulations utilizing pseudo-spectral methods and conformal
mapping, we compute the trajectories beneath these waves, their respective geometric
parameters, and the total kinetic energy of the trajectories in both the laboratorial frame
and the moving frame, which moves with the wave speed. Our results indicate that
under a normal electric field, particles slow down without while mantain the geometry
of their trajectories. However, under a horizontal electric field, particles acceleration
occurs alongside significant deformation of the trajectories. Finally, we find that the
total kinetic energy properties established in water wave theory hold for periodic waves

in the EHD context but not for solitary waves or flows with a horizontal electric field.

Keywords: Electrohydrodynamics; Particle Trajectories; Kinetic Energy; Normal Elec-

tric Field; Horizontal Eletric Field.
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INTRODUCAO

Imagine um mundo onde a escuridao da noite s6 pode ser afastada pelo fogo, onde méaquinas sao movidas
apenas pela for¢a dos musculos ou do vento. Agora, visualize o instante em que uma faisca atravessa o céu,
um relampago cortando as nuvens, e alguém se pergunta: e se pudéssemos dominar essa forca invisivel?

A eletricidade foi descoberta pela escola de Tales de Mileto, os milésios, por volta de 600 a.C. Eles
observaram que ao esfregar um ambar com um pedago de pano fazia com que materiais leves fossem atraidos
por ele. Originalmente, o termo “eletricidade” vem da palavra grega para ambar: fjAexTpor (elektron) [39].
Hoje, a eletricidade é uma prova que a curiosidade humana nao tem limites e, esta curiosidade gerou frutos
em diversas areas de estudo. Em especial, estamos interessados no acoplamento do movimento de um fluido
e da eletricidade.

Eletrohidrodindmica (EHD) é um campo de estudo que combina o escoamento de um fluido com a agao
de um campo elétrico. Existem diversas aplicagoes para escoamentos EHD em engenharia quimica, como em
processos de revestimento [31, 25], processos de resfriamento de equipamentos de alta poténcia [22], processo
de transferéncia de fons [45], etc. Um detalhamento maior pode ser visto em [30].

Neste trabalho, estamos interessados em estudar as propriedades das trajetorias e da energia cinética total
das particulas que estao se deslocando abaixo de ondas cujo escoamento ¢ EHD. Antes de aprofundarmos nas
hipéteses matematicas e nos objetivos deste trabalho, fazemos uma breve introdugao a histéria deste estudo

e ao estado da arte, que justificara a contribui¢ao desta dissertagao ao tema.

Trajetoras de particulas abaixo de ondas aquaticas: Uma revisao histérica e o

estado da arte.

A histoéria do estudo de trajetorias de particulas abaixo de ondas aquaticas remete ao ano de 1839 com
os trabalhos de George Green [24]. Ele provou que estas trajetorias abaixo de ondas lineares em canais de
dimensao infinita sdo circulares e fechadas. Logo em seguida, George B. Airy [2] deduziu que em canais de
dimensao finita, estas trajetorias sdo curvas elipticas fechadas.

Motivado por estes trabalhos, George G. Stokes [44] se aprofundou nos trabalhos de Green e conjecturou,

utilizando aproximacoes sucessivas, que as trajetorias das particulas abaixo de ondas aquaticas, sejam estas
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no regime de aguas rasas' ou profunda?, ndo sao fechadas, isto ¢, sofrem um deslocamento residual na direcao
de propagacao da onda. Este deslocamento ficou conhecido na literatura como Stokes Drift.

No século seguinte ao trabalho de Stokes, diversos trabalhos relacionados & sua conjectura foram produ-
zidos. Ursell [49] provou teoricamente que as particulas abaixo de ondas aquaticas rasas ou profundas com
profundidade uniforme sofrem um deslocamento na diregdo de propagacao da onda. Longuet-Higgins [34],
por sua vez, analisou experimentalmente a trajetéria de uma particula localizada inicialmente na superficie
da onda e observou que esta tinha o formato de um laco.

Conectando os estudos previamente descritos, Constantin [7] produziu uma prova rigorosa para o resultado
apontado por Stokes, avancou o trabalho tedrico de Ursell e mostrou que o experimento de Longuet-Higgins
estd matematicamente correto. Em outras palavras, Constantin provou que as trajetorias de particulas
abaixo de ondas, sem nenhuma hipotese sobre o regime de profundidade, nao sao fechadas, isto é, o Stokes
Drift esta presente na trajetéria. Mais ainda, Constantin mostrou que o formato das trajetorias é de laco,
independente da sua posicao inicial, exceto por particulas inicialmente localizadas no fundo do canal, estas
oscilam horizontalmente. Em parceria, Constantin e Villari [11] estudaram o caso linear do trabalho anterior
e obtiveram o mesmo resultado. Constantin e Strauss [10] estudaram o efeito de uma onda com correnteza
uniforme na trajetoria das particulas abaixo da mesma. Neste caso, os autores provaram que é possivel que
a trajetoria seja fechada.

Em estudos mais recentes, Carter et al. [6] utilizam principalmente as equagdes de Schrédinger nao
lineares para descrever a superficie da onda e estudar as trajetorias das particulas abaixo dessa onda, obtendo
resultados semelhantes aos de uma onda descrita pelas equagoes de Euler. Vanneste e Young [50] mostram
que o Stokes Drift pode ser decomposto em um componente solenoidal, o que simplifica a sua anélise.

Outros autores consideram ondas com vorticidade constante®, as quais sao adequadas para modelar situ-
acoes em que as ondas sao longas em comparacao com a profundidade ou curtas em comparagao com a escala
de comprimento da distribuigao de vorticidade [47]. Van den Bremer e Breivik [5] estudaram o Stokes Drift
por meio de estudos experimentais utilizando técnicas fotogréficas no laboratorio para comparar resultados
tedricos e experimentais. Abrashkin e Pelinovsky [1] analisaram o Stokes Drift sob dois tipos de ondas, ondas
de Stokes e ondas de Gerstner?, e mostraram que existe uma relacdo entre os dois tipos de onda e o Stokes
Drift.

Os trabalhos mencionados acima tém seu foco em ondas aquéticas periddicas e viajantes. Em alguns
contextos fisicos também é interessante considerar ondas solitarias. A definicdo de uma onda solitaria remete
a John S. Russel, no ano de 1845. Russel conta em seu relato que descobriu este tipo de onda quando viu
a formagao de uma elevagao solitaria a frente de um barco puxado por dois cavalos no Union Canal em
Edimburgo (Escocia) [42]. A este fenomeno, Russel deu o nome de Grande Onda de Translagao. Por mais

de cem anos as ondas solitarias foram discutidas por matematicos renomados, como Stokes [35] e Boussinesq

IRegime no qual a profundidade do canal é muito menor que o comprimento da onda.

2Regime no qual a profundidade do canal é muito maior que o comprimento da onda.

3Vorticidade constante é o mesmo que uma correnteza que varia linearmente com a profundidade do canal.
4Solucbes exatas das equacdes de Euler.
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[4], até que, em 1985, Diederik Korteweg e Gustav de Vries [32] deduziram um modelo reduzido que descreve
a dinAmica de uma onda solitaria. Tal modelo é conhecido como equagao de Korteweg-De Vries (KdV).

O estudo das trajetorias abaixo deste tipo de onda é iniciado por Constantin e Escher [9]. Neste trabalho,
os autores mostram que o formato das trajetorias abaixo de uma onda solitaria descrita pelas equagoes de
Euler, observada em um referencial fixo segue o padrao da superficie da onda. Em 2009, Constantin [8]
oferece uma abordagem diferente e simplificada para o mesmo problema, e obtém o mesmo resultado.

Mais recentemente, Borluk e Kalisch [3] utilizam o modelo de KdV para descrever a onda solitaria na
qual estudam numericamente a trajetoria das particulas abaixo destas e o fluxo de massa proveniente da
propagacao da onda. Os experimentos numéricos realizados neste artigo mostram que as trajetorias abaixo de
ondas solitarias nao sao fechadas e o fluxo de massa computado numericamente esta de acordo com a previsao
teorica. Guan [26] utiliza as equagoes de KdV para modelar ondas solitarias com vorticidade constante e
verifica a possibilidade das trajetorias serem fechadas neste contexto, isto é, a adicao da vorticidade na
modelagem do problema modifica o formato das trajetorias.

Estudos experimentais também foram realizados para estudar as trajetorias de particulas. Umeyama [48]
faz experimentos com ondas solitarias sem vorticidade, com vorticidade constante e provenientes da colisao
de duas ondas solitarias. Vale notar que em seus experimentos o tnico caso em que a trajetoria se fechou foi
com correnteza presente. Hsu, Chen e Hwung [28] faz experimentos com ondas solitarias variando sua altura
e profundidade. Aqui, os autores verificam as propriedades descritas por Constantin [7].

Além destes resultados sobre as trajetorias de particulas abaixo de ondas aquéaticas, estudos foram feitos
acerca da energia cinética total das particulas abaixo destas ondas. Constantin [12] mostra, sob a hipotese
de ondas periddicas, viajantes e com escoamento irrotacional que a energia cinética total das particulas, em
funcdo da profundidade, no referencial mével® é constante igual a metade do produto da velocidade com o
comprimento da onda, enquanto no referencial de laboratério é convexa e nao decrescente. Li e Yang [33]
produzem resultados anélogos para ondas em regime de ondas profundas.

A revisao histoérica e o estado da arte mencionados acima se referem especificamente & ondas periodicas e
solitarias aquaticas. Essa revisao bibliografica sobre trajetorias de particulas abaixo de ondas aquaticas serve

como introducao para o estudo do estado da arte deste tema no contexto de escoamentos EHD.

Eletrohidrodinamica

Os principais estudos pioneiros em EHD consideram uma interface entre dois fluidos. Taylor e McEwan
[46] mostraram em teoria e com experimentos praticos que a interface entre um fluido condutor e um dielétrico
pode ser desestabilizada com o efeito de um campo elétrico normal atuando perpendicularmente & interface
entre os fluidos. Melcher e Schwarz [37] consideram campos elétricos tangentes que sao paralelos a superficie
da onda nao perturbada. Neste trabalho, os autores mostram que ondas curtas podem ser regularizadas

devido a agao do campo elétrico no fluido.

5Referencial que se move com a velocidade da onda.
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Desde entao, muitos autores continuaram a investigagao sobre o papel dos campos elétricos na (des)estabilizagao
de varias configuracoes de interface de fluidos. No problema de campos elétricos verticais, o cenario mais
geral envolve dois fluidos imisciveis, com uma interface entre eles, sendo ambos dielétricos perfeitos com
coeficientes dielétricos diferentes [13]. Algumas suposigoes sao geralmente feitas para simplificar o problema.
Uma configuragao comum ¢é considerar que a camada superior seja uma regiao hidrodinamicamente passiva
e que a camada inferior seja um fluido condutor [40, 15, 38, 23, 27, 29, 51, 14]. Outra suposi¢do comum &
considerar que a camada superior seja um gés condutor, enquanto a camada inferior seja um fluido dielétrico,
o que reduz a configuragao fisica a um problema de uma tnica camada [20, 21, 17, 18]. Uma davida natural
que pode surgir para escoamentos neste contexto é como a variacao do campo elétrico atua na trajetoria das
particulas.

Estudos recentes sobre trajetorias de particulas abaixo de ondas viajantes periddicas [17] e solitarias
[18] consideram um campo elétrico normal agindo no escoamento do fluido. O trabalho [19] considera ondas
periodicas e viajantes que estao sob a acao de um campo elétrico paralelo (horizontal) a diregao de propagagao
da onda. Estes trabalhos foram feitos dando énfase na investigacdo de pontos de estagnacao® e linhas de
corrente.”

Até onde temos conhecimento, nao ha na literatura nenhum trabalho que estude o efeito de campos elé-
tricos normais e horizontais nos parametros geométricos das trajetorias (Stokes Drift e maximo comprimento
horizontal e vertical de uma trajetoria) e na energia cinética total das particulas abaixo de um perfil de onda
viajante, seja este periddico ou solitario. Para preencher esta lacuna na literatura, nesta dissertagao faremos

uma investigacao numeérica sobre este tema.

Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é realizar um estudo numérico acerca das trajetorias e da energia cinética
total das particulas em dois contextos EHD: (1) O efeito de um campo elétrico normal e (2) o efeito de um

campo elétrico horizontal. Para ambos os casos, definimos os seguintes objetivos especificos:

1. Estudar o efeito da mudanca da intensidade do campo elétrico na trajetoria das particulas abaixo de

ondas periddicas e solitarias;

2. Verificar se as propriedades da energia cinética total das particulas, conhecidas para ondas aquaticas,
continuam vélidas no contexto de escoamentos EHD para ambos os tipos de ondas (periodicas e solité-

rias).

Nossos resultados indicam que tanto para ondas periddicas, quanto para ondas solitarias, o aumento da
intensidade do campo elétrico normal faz com que a velocidade da onda caia, mas o perfil se mantenha.

Ao mesmo tempo, esta variagdo causa nas trajetorias das particulas uma desaceleracdo das mesmas, mas

SParticulas com velocidade zero no referencial movel
"Curvas que indicam a trajetéria de uma particula.
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mantém seu formato e pardmetros geométricos. Para a energia cinética, verificamos que as propriedades
oriundas da teoria de ondas aquéticas [12, 33| se mantém para um escoamento eletrohidrodindmico abaixo
de ondas periddicas. J& para ondas solitarias, estas propriedades nao sao mantidas por completo.

Considerando um campo elétrico horizontal, estudamos apenas o caso de ondas periddicas. Nossos resul-
tados indicam que, neste contexto, a intensificacdo do campo elétrico faz uma pequena alteracao no perfil da
onda e acelera a mesma. Por outro lado, as trajetorias nao sao mantidas e, ainda, sao aceleradas. Por fim, os
estudos acerca da energia cinética total das particulas indicam que as propriedades de ondas aquaticas nao
sao mantidas neste contexto.

Para a obtencao destes objetivos, nos resolvemos as equagoes governantes para encontrar o perfil da
onda via métodos pseudo-espectrais e mapeamento conforme, como em [16, 17]. Encontramos as trajetorias
via método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) e as integrais provenientes da energia cinética total
das particulas sao calculadas via método dos trapézios. Todos as simulagoes numéricas foram realizadas

utilizando o software Matlab R2023a disponibilizado para uso académico.

Estrutura do Trabalho

Esta dissertagao esta dividida da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos resultados preliminares sobre
ondas aquéaticas que serao de grande utilidade para a compreensao das aplicagoes em ambos os contextos EHD.
No capitulo 2 exploramos o efeito do campo elétrico normal. Nele, apresentamos a formulagao matemética do
problema, a teoria linear atrelada ao mesmo, os métodos numéricos utilizados e os experimentos numéricos
realizados. No capitulo 3 apresentamos o problema relacionado a um campo elétrico horizontal com a mesma
estrutura do capitulo anterior. As consideragoes finais estao dispostas nas conclusdes do trabalho. Por fim,
acrescentamos os Apéndices A, B e C visando apresentar um desenvolvimento algébrico mais detalhado e o
Apéndice D tem como objetivo mostrar experimentos numeéricos para ondas peridédicas cujo escoamento esta

sob o efeito de um campo elétrico normal em outros regimes de profundidade, isto é, 4guas rasas e profundas.
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Capitulo 1

Preliminares: Ondas Aquaticas

Este capitulo tem como objetivo apresentar resultados preliminares sobre ondas aquaticas que servirao
como motivacao para o estudo de escoamentos eletrohidrodinamicos (EHD).

A primeira segao deste capitulo é dedicada a introduzir a motivagao fisica do problema, as equagoes
governantes que o regem e a teoria linear necessiria para que possamos resolver o problema nao-linear.
Em seguida, na segunda secao, apresentamos a ferramenta crucial para o desenvolvimento do trabalho, o
mapeamento conforme. Na terceira secao, mostramos o sistema para calcular a trajetéria das particulas e
definimos seus pardmetros geométricos. Finalmente, a quarta secao é dedicada a expor resultados acerca da

energia cinética total das particulas.

1.1 Formulacao Matematica

Considere um fluido inviscido e incompressivel de densidade p. O fundo do fluido esta em y = —h ey =0
denota a superficie da onda nao perturbada, como podemos ver na Figura 1.1. A aceleragao da gravidade
e o coeficiente de tensdo superficial sdo denotados por g e T, respectivamente. Seja U= V¢ o campo de
velocidades do escoamento do fluido. Denotamos por y = n(z,t) a superficie livre do fluido, que se comporta
como uma onda periddica e viajante, A o comprimento da onda e ¢ a velocidade da onda. Note que, neste
referencial, a onda propaga na direcao x com velocidade ¢, o qual chamamos de referencial de laboratorio

(fixo). Com a seguinte mudanga de variaveis:
X=x—c Y=y,

eliminamos a dependéncia do tempo e, assim, a dindmica do fluido consiste em um fluxo na dire¢ao negativa de
X, e o perfil da onda se mantém estacionéario. Quando feita essa mudanca, dizemos que estamos considerando
a onda no referencial moével. Assim, podemos reescrever o perfil da onda como Y = n(X).

Seguindo uma abordagem semelhante & feita por [17] expressamos as equagoes de Euler na sua forma

adimensional, utilizando as formulacoes do potencial de velocidade como:
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Figura 1.1: Esquema Fisico do Problema.

Fluido y=—h

Fonte: Autoria Propria.

Ap=0em —1<Y <n(X), (1.1)
—cnx + ¢xnx = ¢y sobre Y =n(X), (1.2)
¢y =0 sobre Y = —1, (1.3)

onde escolhemos h e \/h/g como comprimento e tempo de referéncia, respectivamente. Note que, da escolha
do comprimento de referéncia h, fixamos o fundo do canal em Y = —1. Devido & continuidade da pressao na

superficie do fluido, podemos acoplar no sistema a condi¢ao dindmica:

1
—cox + (0% +03) +n—0— 22 =B sobre Y = 5(X), (1.4)

2 (1+mn2)=
onde B representa a constante de Bernoulli e o o pardmetro de capilaridade adimensional (ntimero de Bond),
dado por:

T
o= .
pgh?

Para encontrar a elevagdo da superficie livre 1 e estudar as trajetorias abaixo desta ondas precisamos
resolver a equagao de Laplace (1.1) acoplada com as condigoes de fronteira (1.2)-(1.4), ou seja, precisamos
tratar de um problema de fronteira livre, o que nao é trivial.

Uma estratégia muito utilizada para a resolugao de problemas desta natureza é o mapeamento conforme

[16, 17], e é a esta técnica que dedicamos a proxima segao.

1.2 Mapeamento Conforme

Nesta segao, estamos interessados em apresentar o método crucial para o desenvolvimento deste trabalho,

o mapeamento conforme. Esta estratégia de resolucao consiste em mapear o dominio original em um dominio
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Figura 1.2: Representacao do Mapeamento Conforme

Z(& Q) =(X(& Q), Y(& Q)

X llC
&

Fonte: Autoria Propria.

retangular, que é mais simples e adequado para as simulagoes numéricas. Uma ilustracao pode ser vista na
Figura 1.2.

Com isto em mente, definimos:
e Dominio Fisico (Original): T' = {(X,Y) € R?| = )/2< X < )\/2, -1 <Y <n(X)};
e Dominio Canénico (Retangular): T = {(£,¢) e R?| - L/2 < ¢ < L/2, —D < { < 0}.

Assim, precisamos encontrar uma transformacao Z : I' — I', dada por:

Z(£,¢) = (X(£,0),Y(£,9),

que assumiremos ser conforme. Em virtude do isomorfismo R? ~ C é possivel mostrar que uma transformacao
conforme é uma fungao complexa analitica, localmente invertivel e geometricamente, preserva adngulos. A
invertibilidade é essencial para este trabalho, j4 que vamos resolver as equacgoes no dominio canodnico e

expressar as solugdes no dominio fisico. Outras duas caracteristicas centrais desta transformacao sao:

e Invaridncia para a equacao de Laplace;

e A superficie livre e o fundo do canal sdo, respectivamente, imagens das curvas ( =0 e ( = —D, isto é,
Y(£,0) = n(X(£,0), (1.5)
Y(¢,-D) = —1. (1.6)

Desta forma, para encontrarmos uma expressao para esta transformagcao, precisamos resolver o seguinte

sistema:
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AY =0, em —D < (<0,

Y (£,0) =n(X(&,0)), (1.7)
Y(f? _D) == —1

Daqui em diante, por conveniéncia, denotaremos n(X(£,0)) = Y (£, ¢ = 0) e supomos que esta é uma
fungao previamente conhecida. Para resolver o sistema (1.7) faremos o uso da transformada de Fourier

periodica em relagao a variavel £, definida por:

. L/2 ,
Fl@)=fu) =7 [ e
FIFRNT = 16) =Y flhy)e™*,

JEZ

onde k; = (2r/L)j, j € Z. Para alivio da notacao, fagamos k; = k. Vamos aplicar a transformada de Fourier

periodica no sistema (1.7), mas antes relembramos que:

Assim, ao fazer o uso do operador F[-] nas equagoes do sistema (1.7), traduzimos o sistema de EDP’s em

um sistema de EDQO’s de segunda ordem homogéneo dado por:

—k2Y (k,C) + Yee(k,¢) =0, em —D < (<0,
Y (k,0) =Y (k),

~1, k=0,

Y(0,-D) =

0, k #0.

Note que, a notagao ?(k, () representa a transformada de Fourier periodica da fungao Y(f , ¢) na variavel
e, ?(kz) = F|Y (£, ¢ = 0)]. Dividimos a resolugao deste sistema em dois casos. Primeiro, considere k # 0.

Entao, note que:

Y (, Q) = Yee(k, Q) = YV (I, ) = €€,
onde a = +k. Desta forma, a solugao geral para essa EDO ¢é dada por:
Y (k,¢) = A(k)e*S + B(k)e <. (1.9)
onde A(k) e B(k) sao fungoes ainda desconhecidas. Fazendo ¢ = 0, temos:

Y (k, 0) = Y(k) = A(k) + B(k). (1.10)
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Por outro lado, tomando ( = —D, obtemos:

—B(k)erP

Y(k, D) = A(k)e ™ + B(k)e” = 0= A(k) = — 55

Substituindo na equagao (1.10):

~ —B(k)ekP
V(= 2R B,
—B(k)ekP + B(k)e=kP
o—kD ’
e—k:D _ ekD)

—kD

= B(k)( -
B B(k)<2 senh(kD))v

e—kD

= B(k) =Y<k>(2s§n_hk(1;cm>'

Aplicando ambos A(k) e B(k) na equagao (1.9), obtemos:

Y (k. Q) = M’“C + B(k)e ™,

kD —kD
0 gz )+ Y ey )
B Y(k) <6kDekC B ekDekC)
~ senh(kD) 2 2 ’
Y (k)

= “Senh(kD) senh(k(D + ()).

Agora, analisemos o caso k = 0. A primeira equacao do sistema (1.8) fica da forma:

Yec(0,¢) =0,
cuja solugao geral é da forma f/(O, ¢) =aC +b, a,b € R. Aplicada as condigdes de contorno:
¥(0,0) = Y/(0),
{Y/(o, -D)=—1.
Temos entao:

V(0,00 =b=Y(0) e,

% 5 Y(O0)+1
Y(Oa_D) =—-Da+b= —D(I+Y(O) =—1=a= L
Portanto, a solugao para o sistema (1.8) pode ser expressa por:
YO +1, «
A YO+ 30, k=0
Y =
BZN gm0 0
senh(kD) ’ ‘
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Retomando a definicao da transformada de Fourier periédica inversa ser um somatoério, temos uma das

formulas para o mapeamento conforme Z, expressa por:

7(6.0) = Fioky Y 20N ] YOI L4 30 (111)

Devido & analiticidade de Z, podemos fazer o uso das relagoes de Cauchy-Riemann para expressar a

componente X (£,¢) do mapeamento. Veja que,

cosh(k(D-FC))} YO0)+1 ¢

?c(f,o—f,;;o[kY(M sonh (D) 5 = Xel& 0. (1.12)

Onde integramos em & para obter:

5 1 [ nicosh(k(D +()) Y(0)+1
X(&0 = ~Fio {Y(k) senh(kD) } D

3 (1.13)

Assim, obtemos duas equagoes necessarias para compor o mapeamento Z : I' — T.
Note que, como estamos mapeando o dominio fisico em uma faixa retangular, precisamos fixar o tamanho
de uma das dimensoes do dominio candnico. A escolha feita neste trabalho é fazer L = ), isto é, os

comprimentos de ambos os dominios sao os mesmos. Desta forma, temos:
L)2

X(e=-L/)-X(E=1/)=L=h= | Xe(e)de,

onde X(€) = X(£,¢ = 0). Assim, utilizando a primeira definicio de transformada de Fourier periodica e

tomando seu modo zero, obtemos:

Por outro lado, ao tomarmos o modo zero da transformada de Fourier periodica descrita pela equagao (1.12),

obtemos: .
Y(0)+1

X (0) = =1=Y(0)+1=D. (1.14)

Portanto, fixamos a profundidade do dominio canénico como:

D=<Y > +1, (1.15)
onde
1 [L/2
<Y >=— (&)de.
—L)2

Além disso, podemos substituir a equagao (1.14) nas formulas (1.11) e (1.13) para finalizar o desenvolvi-

mento das equagoes do mapeamento conforme Z. Assim, obtemos:

X(6.0) =~ [W0) A
(1.16)
7(6.0) = 7ok Y0 =R 4 ¢ w0

Com as equagoes para o mapeamento conforme em maos, podemos transformar um ponto qualquer de I'

para I', mas isto nao basta para resolvermos o nosso problema, precisamos reescrever as equagoes governantes
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no referencial canonico, para que assim estas possam ser resolvidas numericamente. Desta forma, um passo-
a-passo analogo ao feito anteriormente pode ser repetido para encontrar uma férmula para o campo de
velocidades U = V¢ no sistema de coordenadas canonico. Assim, considere 1(X,Y") um conjugado harmonico

de ¢(X,Y). Reescrevemos ambas no referencial candnico da seguinte forma:

B(£,0) = ¢(X(£,0).Y(£.Q),
P(,¢) = (X (£,0),Y(£0)).

Para assegurar uma melhor fluidez na leitura, o processo de obtencao das formulas para ¢ e 1 serao

(1.17)

omitidas do texto, mas estao disponiveis no Apéndice A. Desta forma, apresentamos diretamente as formulas

para o mapeamento para o campo de velocidades no sistema de coordenadas candnico:

9(6.) = Fi {Ww)}
(1.18)
3(6.0 = 7ol | D] - < w4,

onde ®(&) = ¢(£,( =0), ®(&) = (&, ¢ =0) sao as fungdes tomadas na superficie.
Para que possamos cumprir o objetivo de expressar as equagoes governantes no referencial canonico,
precisamos encontrar relagoes entre os pares harmonicos X(€)-Y (£) e ®(£)-¥ (). Desta forma, definimos um

operador que seré de grande ajuda para encontrar estas relagoes, o Operador de Hilbert:

Definicao 1.1. Dada uma funcao f. Definimos como C|-| o operador de Hilbert em uma faiza, dado por:

CIF(©)] = Colf(€)] + lim i coth(kD) f (k).

onde Co = FHHF[]] e
icoth(kD), Kk #0,

0, k=0,

e f estd definida no espaco onde as operacoes anteriores fazem sentido.

Ainda que esta definicao pareca desconexa com o que foi feito anteriormente no trabalho, voltemos para

a equacio (1.16) onde derivamos X (¢, ¢) em relacio a variavel £ e tomamos seu valor na superficie:

Xe(6) =~ | Velb) o151

|
=— k_;éo [z coth (kD)Yg(k):| +1.
Utilizando a definicao do operador de Hilbert, temos portanto:

Xe(€) = ~Co[Ye(&)] + 1. (1.19)

Por outro lado, tomando a derivada de qNS(f , () em relacao a variavel ¢, fazendo uso da transformada de Fourier

em éc (£,¢) e aplicando na superficie, temos:

. (¢) = ktanh(kD)® (k)
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Da relagao ff(l{) =ik f(k), continuamos:

ktanh(kD)® (k) = ktanh(kp)(i)f(m =~ (k).

7

Isolando @ (k) na equagio acima, obtemos:

A

&, (k) = —icoth(kD)We(k).
Assim, com a utilizacao do operador de Hilbert, obtemos mais uma relacao entre os pares harmonicos:

P (£) = —Co[We(§)]- (1.20)

Outra relagdo importante advém da manipulagio algébrica da equagao (1.5):

que, ao utilizar a regra da cadeia, implica em:

Y
Y(§) =nxXe = nx = f& (1.21)
3

Além desta, vamos calcular a derivada de ¢(§, () em ambas suas variaveis utilizando a regra da cadeia e

depois, simplificando com as relagoes de Cauchy-Riemann.
Xg = YC e, XC = *)75.

Assim, obtemos o seguinte sistema:

Ge(£,0) = ox Xe + Py Ye, - Ge(€,0) = oxXe + ¢y Ye,

Gc(€,C) = dx X¢ + oy Ye. Gc(€,¢) = —px Ve + oy Xe.

Para resolvermos o sistema anterior nas variaveis ¢x, ¢y, precisamos inverté-lo. As manipulacoes feitas

(1.22)

para a inversao do sistema estao disponiveis no Apéndice B. Desta forma, obtemos:

1 ~ o~ ~ o~
Oy (X, Y) = (=Xt + Yede),
onde J = X 52 + Yg representa o Jacobiano da transformagao. Avaliando o sistema anterior na superficie,

temos o seguinte:

1

1 (1.24)
onde J = Xg + Yg representa o Jacobiano da transformacdo avaliado na superficie. Agora, com todas

as ferramentas necessarias, podemos atacar o problema principal, escrever as equagoes governantes e suas

condigoes de contorno no dominio canénico. Primeiro, vejamos a condigao de fronteira (1.2):

26



—nx + dxnx = Py,

Yg 1 Yg 1
et L (X e LY W) = (X W £ Y D
& 0X5+J( ePe+ Y 5)X£ 7 ("X + YePy),

& —cYe+ %(XsYé‘I’s +Yi0) = %(—Xg‘l’f + YeXePe),
& —cYe + %Q(Xg +YZ) =0,
< —cYe + %\Ilg.] =0,
& cYe = W,
=cY ="
Com isto, conseguimos uma relagao entre as fungoes Y (&) e ¥(&), que sera tutil adiante. Vejamos também

uma relagio entre X¢ (&) e ®¢(§):

e = —Co[Wel,
= —ColcYe],
= —c Co[Y¢l,
= —c(1 = Xe),
=cX¢ —c.
Agora, vejamos a aplicagdo das relagoes previamente vistas na condigdo dindmica (1.4) aplicadas na

superficie:

1
Byt (B 4B+ Y o XX _p
2 (1+n2)%

Por convéniencia, dividimos essa substituicao em 2 partes, onde:
P+ P, = B,

1
P =—c®x + i(q’?x +3)+Y,

Nxx

Po=c—————.
T (4n2)?
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Comegando por P, temos que:
1
P =—c®x + 5@’%( +®3)+Y,

1 1
= —o5(Xe®e + YeWe) + ﬁ((X§<1>§ +2X Y@ W, + YIU7) + (XFW7 — 2X Y B W + YI0F) + Y,

—c 1
= 5 (XePe + Y W) + ﬁ(Jq>§ +J¥7) +Y,
—c 1
= 5 (Xe®e + YeWe) + o5(®F + %) + Y,
—cC 1
= T(XE(CXE —c)+ cY?) + ﬁ(CQXE — 26X + 2 + CQY§> +Y,
—c? c2
= (XE =X+ Yg) + o7 (Xe = 2Xe + 14+ Y() + Y,
—02 62
=73 WT-X)+ 502X+ 1) +Y,
2 2
5 C c
=—+-+-=+Y
c+ 5 + 53 + X,
—c? c2
=—++—-+Y.
5 trogt

Agora, para encontrar uma expressao para Ps, utilizaremos a regra da Cadeia em n(X (&,¢)) juntamente

com a equagao (1.21). Veja que,

Ye =nxXe,
= Yee = nxx XeXe + nxXee,
Y
= nxxX; = Yee — —, Xee,
3 XS

XeYee — YeXee
X¢

= Nxx =

Por outro lado,

2 2\ 3/2
e o (KEEIEYE
iU T w

Logo,
Nxx
(1+n%)%?
3
_ XeYee — YeXee [ X
Xg J3/2 ’
_ XeYee — YeXeg
- J3/2 :

P =

Assim, conseguimos uma equagao que calcula a elevacao da superficie livre no dominio canonico em fungao
de Y(§), ¢, De B:

—c? 2 XY — Y. X
G(Y(é-)achvB):T—f—ﬁ—kY—o— 3 533/25 §§_

B=0. (1.25)

Uma vez calculada a solugao para a equagao (1.25), basta utilizarmos as equag¢oes do mapeamento con-

forme (1.16) e obtemos o perfil da onda no dominio fisico.
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1.3 Trajetoérias de Particulas

Nesta secao, estamos interessados em apresentar o sistema que resolve as trajetorias das particulas no
dominio fisico e sua formula¢ao no dominio canénico. Além disso, apresentaremos os parametros geométricos
da trajetoria, que serao foco do estudo nos problemas seguintes.

Como V¢(z,y,t) representa o campo de velocidades do escoamento, entao a trajetoria da particula inici-

almente localizada em (z, yo) pode ser encontrada resolvendo o seguinte sistema:

E = ¢x(xay>7
d
CTi = ¢y($>y)a (1.26)

Ou ainda, passando para o referencial movel:

dX  da ax

E—E—C» E_QSX_Q

v _ dy av _ 1.27
a — dt’ Y@ T (1.27)
(X(0), Y(0)) = (Xo, Yo). (X(0), Y(0)) = (Xo, Yo).

onde X = xg e Yy = yo. Note que, a trajetoria (X (t), Y(¢)), que é solucao do sistema (1.27) corresponde a
imagem da trajetoria (£(¢), ¢(t)) no dominio canonico através do mapeamento conforme Z. Mais especifica-
mente, temos:

(X(1), Y(1) = (X(£(2), (1)), Y(E(t),C1)),

Assim, ao utilizar a regra da cadeia na expressao acima, obtemos:

dX ~ d - d
= {i""Xﬁéa
dy ;e o d¢ |
da ~ Sdt " Cat

Invertendo o sistema acima em funcao de d¢/dt e d¢/dt. A manipulacdo necessaria para essa inversao esta
disponivel no Apéndice B temos que:

¢ 1,.dX - dY

g~ W tYeg)
d 1 -~ dX ~ dY

a7 ey

onde J = Xg + Yg. Substituindo o sistema (1.27) no anterior:

% _ %(XEWX —¢) + Ye(¢y)),
% _ %(_}75((;5)( — &) + Xe(oy))
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Utilizando as relagoes dadas pelo sistema (1.23):

d 1 1 -1 - -
ﬁ*j“ﬂ#&%+%w»f@+nge&w+n%m,
d 1 <~ ~ - -1 - - .
dfij]( el 7 (Xede + Yethe)) — o) + Xe(5(=Xethe + Yee)))-
d 1.1 -

- diffJ(J(X£¢§+XEY§7/’§*X§3@¢§+Y5¢5) Xec),
d 1.1
dé: 7 YeXeoe — Yive — X¢ihe + Ve Xede) + Yeo).
¢ 1,1 ~

@{ﬁng%>X@x
a¢c 1,1
= = 7(G(=Tve) + Yee)),
% = 2~ Xo)

a1 -
= e+ o),

Por fim, utilizando as relagoes de Cauchy-Riemmann tanto para o par X — Y, quanto para ¢ — 1, dadas por:

Ge = e e, pc = —1e,

obtemos: df )
il U cYe),
d
ﬁ=3m+&a (1.29)

Resolvendo o sistema (1.29) no dominio candnico e utilizando as equagoes do mapeamento conforme
(1.16) obtemos as trajetorias no dominio fisico, que sdo cruciais para o estudo dos pardmetros geométricos

das trajetorias.

1.3.1 Parametros Geométricos

Como conjecturado por Stokes [44] e rigorosamente provado por Constantin [7], a trajetoria de uma
particula abaixo de ondas aquéticas (periddicas e viajantes) nao é fechada e, geometricamente, possui o
formato de um lago, conforme imagem esquematica apresentada na Figura 1.3.

Assim, investigamos trés parametros distintos que descrevem as caracteristicas dimensionais da trajetoria
uma particula: O deslocamento residual da particula na diregao de propagagao da onda, ou Stokes Drift (dy),
o maximo deslocamento horizontal (d2) e o maximo deslocamento vertical (ds).

Fisicamente, o movimento que buscamos observar na particula acontece durante uma fase da onda, isto é,
se a particula esta inicialmente localizada abaixo de um cavado, sua trajetéria acontece até que esteja locali-
zada abaixo do cavado seguinte. Assim, para que possamos definir rigorosamente os parametros geométricos
acima citados, precisamos definir o tempo necessario para que a particula realize este movimento, denotado

por tempo de drift.
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Figura 1.3: Parametros Geométricos da Trajetoria

Fonte: Autoria Propria.

Definigao 1.2. Seja (X (t),Y(t)) uma solugao para o sistema de EDO’s (1.27) com condi¢ao inicial (Xo,Yo),
Yo € [-1,17(Xo)]. O tempo necessdrio para que esta solugao intercepte a linha X = Xo—\ € chamado Tempo

de Drift e é denotado por 7(Yy) ou apenas .
Observagao 1.3. Constantin [7] mostra as sequintes propriedades:
e O tempo de drift depende apenas da condi¢ao inicial Yo;

e A trajetoria da particula obedece a sequinte simetria:

X(r(¥0)) = X(0) = A ¢ Y(r(¥0)) = Y.

Assim, podemos definir o Stokes Drift de uma particula como:

Definigao 1.4. Seja (X (t),Y (t)) uma solugao para o sistema de EDO’s (1.27) com condigao inicial (Xo,Yp),
Yo € [-1,n(X0)] e tempo de drift 7. A distancia entre (x(0),y(0)) e (x(7),y(7)) € chamada de Stokes Drift

e denotamos por d;.

Note que, para calcular o Stokes Drift de uma particula, basta fazermos o seguinte:

(1.30)
= (X () — 7 = X(0))* = (Y(r) + Y (0))*.
Pela observagao 1.3, temos:
di = (X(7) —er — X(0))* = (Y(7) + Y(0))*,
= (et — \)?, (1.31)

:>d1:CT—)\.

Assim, o caso d; = 0, isto ¢, o caso que a trajetoria é fechada, acontece se, e somente se, 7 = A/c. Um

dos resultados de Constantin [7] é que dy > 0, o que implica que as trajetorias ndo sao fechadas.
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A desigualdade a seguir, provada em Li e Yang [33] para ondas em aguas profundas, atribui limites inferior

e superior para o tempo de drift:

A A2 dX
c<7§/?mc—¢AXnm»’ (1.32)

onde \/c é o periodo da onda.
Também investigamos as outras distancias pertencentes a trajetéria da particula, que sao definidas da

seguinte formas:

Definigao 1.5. Seja (X (t),Y (1)) uma solug¢ao para o sistema de EDO’s (1.27) com condi¢ao inicial (Xo, Yo),
Yo € [-1,1(Xo)] e tempo de drift T. Sejam ti,tz,t3,ts € [0,7] tais que x(t1) = mingepox(t), x(t2) =

maxeo,-] (1), y(ts) = mingepo, - y(t) € y(ta) = maxseo - y(t). Definimos:
1. dy € a distancia entre (z(t1),y(t1)) e (x(t2),y(t2));

2. ds € a distancia entre (x(t3),y(t3)) e (z(ts),y(ts)).

1.4 Energia Cinética Total das Particulas

Nesta segao, estamos interessados em apresentar propriedades para as fungoes que definem a energia
cinética total das particulas abaixo de ondas aquéticas.
A energia cinética total das particulas durante o tempo de drift é a norma do quadrado da velocidade da

particula, que no referencial movel, escrevemos:

1700 7ax\?  fdy\?
E(Xy,Yy) == — — 1.
cov = [ (%) (%) @ (13

onde (X (t), Y(t)) é solugao do sistema (1.27) com condigoes iniciais (Xg, Yy) e 7(Yp) representa o tempo de

Drift desta trajetoria. Ao fazer a mudanca de variaveis:

X
X(t):x(t)—c:%:%—i—c,

dy dY

Y(t) = ==

) =ylt) = - =—

é possivel obter uma féormula para a energia cinética total da particula localizada em (Xy, Yy) no referencial

de laboratoério. Esta é dada por:

1 700 rax > ordv\?

Com isto em mente, apresentamos duas propriedades ja apresentadas na literatura no contexto de ondas

aquéaticas periddicas e viajantes:

e F(Xy, Yp) é uma fungdo constante igual a c\/2;
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e &(Xop, Yy) é uma fungdo convexa e nao-decrescente que depende somente da condigao inicial Y.

Estas propriedades foram provadas por [33] para ondas no regime de dguas profundas e por [12] sem
nenhuma restrigao de profundidade.
Assim, finalizamos a apresentacao dos principais conceitos motivadores para os problemas que vém a

seguir.
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Capitulo 2

Campo Elétrico Normal

Este capitulo tem como objetivo investigar numericamente o efeito da variacdo da intensidade de um
campo elétrico normal, isto é, perpendicular & superficie livre em repouso, agindo no escoamento do fluido
na diregao de propagacgao da onda na trajetéria e na energia cinética total das particulas abaixo da mesma.
Este estudo sera feito para ondas periddicas e solitarias.

A primeira secao deste capitulo é dedicada a apresentar as equagbes governantes de ambos os tipos de
onda, ja que estes estao presentes no mesmo contexto de escoamentos EHD, a nao ser pela condi¢ao de onda
solitaria, expressa por:

[n(X)| — 0 quando, | X| — oc.

Também, exploramos como a equagao (1.25) é modificada ao acoplarmos o campo elétrico na modelagem
matematica do problema.

Na segunda se¢ao, estudamos a teoria linear que nos permite uma formulagao explicita para a velocidade
da onda linear, que seréd importante para o método numérico utilizado. A partir deste ponto, dividimos
em subsecoes, onde apresentaremos individualmente os métodos numéricos para estudar a trajetoria e a
energia cinética total das particulas para ambos os tipos de ondas. Por fim, apresentaremos os experimentos

realizados e os resultados numéricos obtidos.

2.1 Formulacao Matematica

Considere um fluido inviscido, incompressivel e dielétrico de densidade p e constante dielétrica e limitado
por eletrodos nas extremidades superior e inferior e envolto por um géas condutor. O fundo do canal esta em
y = h e a y = 0 representa a superficie do fluido nao perturbado, como podemos ver na Figura 2.1. Neste
contexto, consideramos os efeitos da aceleragao da gravidade g e da tensao superficial T agindo em conjunto
com o campo elétrico no escoamento do fluido. Quando energizados, esses eletrodos geram uma diferenga
de potencial Vj entre si, criando um campo elétrico com direcao normal a direcao de propagagao da onda,

que atua no escoamento do fluido. Denotamos o campo elétrico formado como E = VV. Essa diferenca
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de potencial é invariante na camada de gas, isto é, V é identicamente nula nesta camada. Denotamos por

U= V¢ o campo de velocidades do escoamento do fluido e y = n(z,t), A, ¢ representam, respectivamente, a

superficie livre, o comprimento e a velocidade da onda.

Figura 2.1: Esquema Fisico do Problema

Eletrodo V=0
y[ Gas Condutor
£r
_C' Y= 77(3:7 t)

NSNS NSNS NSNS 7=

Ad=0,AV =0

IE l g Fluido Dielétrico y=—h
|
Eletrodo V==V

Fonte: Autoria Propria.

As equagoes governantes deste problema sao as mesmas apresentadas na segao 1.1 com a adigao trés

equagoes que descrevem como o campo elétrico age no escoamento do fluido. Assim como anteriormente,

estas sdo apresentadas na sua forma adimensional:

Ap=0em —1<Y <n(X),
AV =0 em —1<Y <n(X),
—enx + dx7x = dy sobre Y = p(X),
¢y =0 sobre Y = —1,
V =0 sobre Y =n(X),

V =—1 sobreY = —1,

2.1

[\
[\

NN
- W

[\
(S

2

(
(
(
(
(
(2.6

)
)
)
)
)
)

onde escolhemos h, \/h/g e Vp como comprimento, tempo e potencial elétrico de referéncia, respectivamente.

Além destas, acoplamos a condigao dinamica:

L o 2 Nxx
- - —o— XX __ 4 M, =B,
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onde B e o representam, respectivamente, a constante de Bernoulli e o parametro de capilaridade adimensional

(ntumero de Bond), dado por:
T

c=—=
pgh?

Nesta condigao adicionamos o tensor de estresse de Maxwell (M,), que é dado por:

Ey

M,=——"
2(1+n%)

E
(1= %) (V= V&) — dnxVx V) = 2 |VV ],

e é nesta equagao que acoplamos o parametro de intensidade do campo elétrico adimensional, dado por:

B, = Ve
pgh?

Note que, ao adicionarmos o campo elétrico no problema, modificamos a condi¢ao dindmica e portanto,

esta mudanga tera efeito na equagao (1.25) de tal forma:

—c? c2 XeYee — Y X
G(Y(§).e.D,B) = —— + 15+ Y — 0 533/2 e

+ Pp, — B =0, (2.8)
onde Pp, simboliza uma expressao para:
E
SR
no dominio candnico. Para explicitar Pg,, precisamos resolver o sistema:
VV =0, em —D< (<0,
V(£.0) =0,
V(E,—D) = 1.

Fazendo o uso da transformada de Fourier periddica, obtemos:

—E*V(k, O+ V(k, Occ =0, em —D<(<0,
V(k,0) =0,
) 1, k=0
V(k,—D) =
0,k # 0.

Analisaremos primeiro o caso k = 0. Assim, a primeira equagao se resume a seguinte EDO:

V(k, Occ =0,
cuja solugao geral é da forma:
V(k,¢) = al + B.
Utilizando ambas as equagoes de contorno, obtemos que:
(k) = =. (2.9)
D
Agora, para k # 0. A solugao geral é dada por:

V(k, ¢) = A(k)e*S + B(k)e ¢,
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assim como vimos no desenvolvimento do mapeamento conforme de X —Y. Aplicando V(k, —D) = 0, temos

que:
B(k)ekP

V(k,—D) = A(k)e ™" + B(k)e"” =0 = A(k) = =

Além disso, note que:

V(k, 0) = A(k) + B(k) = 0,

B(k)ekP
——Z——+B(k)=0
= =KD + B(k) ,

kD
= Bk)1-——= | =0.
01 )
Como (1 — kP /e=kP) = 0 se, e somente se, kD = 0, temos um absurdo. Logo B(k) = —A(k) = 0. Assim, a

solugao geral deste sistema de EDO’s é dada por:
V(k.Q) = ¢
) - D .
Portanto, utilizando a transformada de Fourier inversa, temos:

~ 1
V(, () = —=C. 2.10
(6:0) = 5¢ (2.10)
Por outro lado, ao calcularmos |VV|? no sistema de coordenadas canonico, obtemos o seguinte:

IVV(X(£.Q), Y(E Q)P = (Vx Xe + W ¥e)® + (Vi X¢ + WY0)%,
= (VxXe + WYe)? + (—Vx Ye + Vy X¢)?,
= VE(XZ+Y3) + V(X2 +Y2),
= J|VV|~

Logo,
YV = }IWIZ-

Da formulagao expressa em (2.10), temos:

. 1
VVI* = 55

Desta forma,

Ly Ly

Assim, a equagao para encontrar a elevagao da superficie livre para ondas solitarias e peridédicas com
escoamento EHD de um campo elétrico normal pode ser expressa por uma equagao que depende de Y (§), ¢,

D e B, dada por:

—c? c? XeYee — Y X E
G(Y(f), c, D7 B)::i“ri‘f'Y_U Sl 13 ¢ €€+2DSJ_

5t 53 7 B=0. (2.11)

Note que G esta expressa em funcao de mais de uma variavel. Assim, para a resolu¢ao numérica da
elevacao da superficie livre, sera necessario acrescentar equagoes adicionais ao sistema, que serao apresentadas

na Secao 2.3.
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Observagao 2.1. A equacgao (2.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

1/1 2, Ep XeYee — YeXee _

Assim, para qualquer solugdo periddica com perfil Yi sendo Dy sua profundidade associada ao dominio
canonico e ci sua velocidade, quando na presenca de um campo elétrico de intensidade Fy este perfil deve

manter o formato classico (E, = 0) com velocidade ¢ onde:

Assim, aumentar a intensidade do campo elétrico deve desacelerar a onda enquanto mantém seu perfil.

2.2 Teoria Linear

Uma solugdo trivial para as equagoes governantes (2.1)-(2.6) acopladas com (2.7) é dada por:

UO(XaY) :07

¢O(X7Y) :07

VO(va) :Y7
—-F

BO - Tb

Consideramos uma solugao que é uma pequena perturbacao da solucao inicial, isto é,

770(X> Y) = Eﬁ(X)a
Bo(X,Y) = eh(X,Y),
Vo(X,Y) =Y +eV(X,Y),
By = ‘TEb +eB.

Tomamos 7(X,Y) = R{Ae?*X}, onde N denota a parte real de um nimero complexo. O que significa que

linearmente o perfil da onda é representado por um cosseno. Resolvendo as equagoes de Laplace (2.1)-(2.2)

com condigao de contorno (2.3)-(2.7), obtemos:

AX,Y) = R{4e™}
H(X,Y) = R{Pe™™ cosh (k(Y + 1))}, (2.12)
V(X,Y) = R{Qe*X senh(k(Y +1)).

Neste ponto, temos A, P e ) como constantes desconhecidas e k = 27/\ representa o numero da onda.

Linearizando a equagdo (2.3) e a condigdo dinamica (2.7), obtemos:

—cix = ¢y, (2.13)

—chx + 1) — oixx + EVy = 0. (2.14)
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Além disso, podemos manipular a seguinte equagao:
V=0 sobre Y =n(X),

da seguinte forma:

efj+eV =0 sobre Y =en(X),
=V =—f sobre Y =0.

Portanto, temos:

_CﬁX - $Y7
—cx + 1) — oixx + EVy = 0. (2.15)
V=i
Substituindo as equagoes de (2.12) no sistema (2.15), deixamos as constantes P e @ em fungao apenas de
A da seguinte forma:
_ iAc
~ senh(k)’
A
~ senh(k)’
Com as relagoes dadas pelos sistemas (2.12), (2.15) e (2.16), podemos manipular a equagao (2.14) da

(2.16)

seguinte formas:

—cox + 1) — ofixx + EyVy =0,
& —cR{ikPe™ cosh k} + R{Ae™™} — oR{—k?Ae™* ¥} + E,R{Qe™™ cosh k} = 0,

L tAe gx ikX 2 pikX —A kx
& — _ + R{Ae* — —k=Ae* + E — ¢ =
cR{ik ” (k)e coshk} + R{Ae™* } — oR{—Fk"Ae"™** } ph{ ” (k)e coshk} =0,
A Ak
2 A 24 oy R _
& —c sen(k) coshk +A+ock“A—Eb senh (k) coshk =0,

& —c?cothk + 1+ ok? — kEj, cothk = 0,

s 1+ ok? — kE) coth k
a coth k ’

& ¢ = tanh k + tanh kok? — kFy,

<~ C

& c? = tanh k(1 + ok?) — kE),

4ktanh k(1 + ok?) — 4k2E,
=4
— 5% .

= cC

(2.17)

Assim, obtemos uma férmula fechada para a velocidade da onda linear do problema. Daqui em diante

consideramos apenas o valor positivo de ¢, pois este indica a onda se movimentando para a direita.
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2.3 Ondas Periodicas

Nesta secao estamos interessados em investigar numericamente o efeito da variacdo da intensidade do
campo elétrico na trajetéria e na energia cinética total das particulas abaixo de uma onda peridédica cujo
escoamento esté sob o efeito de um campo elétrico normal. Para isso, primeiro apresentaremos na primeira

subse¢ao o método numeérico utilizado e na segunda, os resultados numeéricos obtidos.

2.3.1 Discretizagao e o Método Numérico

Antes de apresentarmos o método numérico, explicitamos o procedimento utilizado para os experimentos

numéricos:

1. Encontramos a elevacao da superficie livre solucionando a equagao (2.11) e utilizamos as formulas do

mapeamento conforme (1.16) para mapear a superficie livre no dominio fisico;

2. Resolvemos o sistema (1.29) e utilizamos novamente as formulas para o mapeamento conforme (1.16)

para encontrar a trajetéria das particulas abaixo desta onda;
3. Calculamos os parametros geométricos e a energia cinética total destas particulas.

Para calcular numericamente a elevagao da superficie livre precisamos primeiro discretizar o dominio
canoénico. Assim, definimos uma particao uniformemente espagada de £ em ¢ = 0, onde

A : A
& = _5(] - 1A, j=1,..,N, onde, A= N

O ntmero de pontos na grade é dado por N =27, p € N. Sejam Y, := Y (¢;) e X, := X(¢;). Da natureza
do problema, é razoével impor simetria sobre £ = 0 de modo que Y; = Yn_j42 para j = N/2+2,...,N.
Esta imposicao é interessante do ponto de vista computacional, ja que reduz pela metade o processamento
necessario.

Agora, temos N/2 + 1 equagdes, dadas por G;(Y1, ..., Ynjo41, ¢, D, B), j =1, .., N/2+1 para
resolver um sistema de N/2+ 4 incégnitas. Assim, precisamos introduzir trés equagoes adicionais, que serdo,

em sua formulagao continua:
e Largura da Faixa: D =<Y > +1;

e Altura da onda: Y({ =0) - Y(¢ = )\/2) = H;
0
e Meédia nula: YXed¢ = 0.
—)/2

Note que, a primeira condi¢ao ¢ imposta na equagao (1.15) gragas a escolha A\ = L. A segunda condigao
define a altura da onda (H) como a diferenca vertical entre a crista e o cavado. Além disso, essa condi¢do nos
garantird um método numérico do qual podemos gerar ondas com alturas diferentes a partir de um parametro
e = H/\. A terceira condi¢ao nos garante que o nivel de repouso ¢ Y = 0, ou ainda, fisicamente esta condi¢ao

assegura conservacao de massa.
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Ainda, precisamos discretizar essas trés condig¢oes para que sejam acopladas ao sistema que determina a
elevagao da superficie livre. A média <Y > sera discretizada utilizando a regra do trapézio composta:
N/2
2 (Yi+ YN
<Yon f(BEPe LY ).
j=2
Da mesma forma, a integral definida pela condi¢ao da média nula seré discretizada utilizando a regra dos

trapézios composta, o que fornece:

0 Y1 Xe, + Yo X A Nz
y YXde = 14 N/22+1 Evyaan AE + A¢ ZYjX&j'
_ =

Por fim, a altura da onda pode ser escrita como
Ynjor1 — Y1 =H.

Desta forma, condensamos as equagoes adicionais & forma discretizada de G(Y(§), ¢, D, B) para um
tinico sistema de equagdes quadrado e nao linear, expresso por G : RV/2+% 5 RN/2+4 cyjas incognitas sio

dadas por (Y1, ..., Yyj241, ¢, D, B) e suas componentes G; respeitam:

Gj(Yl, ceey YN/2+1; C, D, B) :0, ]: 1, ceey N/2+ ].,
Gnya+2(Y1, ooy Ynjoqp1, ¢, D, B)=Ynjop — Y1 — H=0,
N/2
Y1Xe, + Yo Xe Ag
Gnjats(Yi, vy Ynjoia, ¢, D, B) = ! /2 D2 4 AED XX, =0, (2.18)
j=2
N/2
2 Y1+ Yy
Gnjota(Yi, ooy Yyjoi1, ¢, D, B) = N(f + ;Yj) +1-D=0.

Vale notar que esta discretizacao substitui todas as derivadas e operadores nao lineares pelos simbolos de
Fourier discretos, como resultado, suas acoes sao computadas com eficicia espectral no espaco de Fourier.
Com o sistema G expresso em (2.18), buscamos resolvé-lo utilizando o método de Newton, como feito em
[17]. E conhecido na literatura que a convergéncia do método de Newton exige que fagamos uma escolha para
o chute inicial minimamente precisa. Com isto em mente, utilizamos os resultados da teoria linear exposta

na segao 2.2 para tal, isto é,

_ /4ktanh(k)(1 + ok?) — 4k2E,
= 5% .

Ainda precisamos fazer escolhas para a profundidade (D) e para a constante de Bernoulli (B). Note que,

Y =105 cos(kX), ¢

nossa escolha inicial para Y tem pequena amplitude, assim, uma escolha razoavel para o chute inicial da
profundidade ¢ D = 1. A escolha para a constante de Bernoulli é empirica e tomamos B = 0. Assim, o

método de Newton é utilizado com critério de parada:

N/2+4
TIGLL™
N/2+4 '
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e as matrizes Jacobianas sao calculadas via diferencgas finitas.

Agora, fagamos uma breve pausa para entender como obter solugoes fortemente nao lineares para o nosso
problema. Note que, o chute inicial para Y () tem pequena amplitude, assim, este nao é ideal para gerar uma
onda com altura (H) grande pelo método de Newton. Desta forma, definimos o parametro de declividade
e = H/\. Este parametro é comumente usado no estudo de ondas periddicas. Além disso, no nosso trabalho,
a profundidade do dominio fisico esta fixada em 1 e nas simulagdes o comprimento (\) também é fixo.
Portanto, o aumento de & corresponde ao aumento na nao linearidade do problema.

Desta forma, ao escolher o parametro de declividade ¢, definimos uma malha (g¢, €9 + Ae, ..., €), onde &g
é muito proximo de 0 e fazemos um processo iterativo no qual calculamos primeiro, via método de Newton,
a onda de declividade ¢ utilizando o chute inicial linear e, para as demais, utilizamos como chute inicial os
dados obtidos da iteragao anterior até que a onda cuja declividade € escolhida seja obtida. Este método é
conhecido como método da continuagao em e¢.

Uma vez obtida a superficie livre, resolvemos o sistema (1.29) utilizando o método de Runge-Kutta de
quarta ordem (RK4) para determinar a trajetoria e entdo mapeamos esta para o dominio fisico utilizando as
formulas do mapeamento conforme (1.16). As derivadas necessarias sao calculadas via métodos espectrais de
Fourier. Note que, as trajetorias obtidas com esta resolugao estao dispostas no referencial movel (X (¢), Y (¢)),

portanto, para estudar as trajetorias no referencial de laboratorio fazemos a mudanca de variaveis:
x(t) = X(t)+ect, y(t)=Y(¢).

As integrais que determinam a energia cinética total das particulas, expressas pelas equagoes (1.33) e

(1.34) sao calculadas numericamente via regra do trapézio.

2.3.2 Experimentos Numéricos

Os experimentos numéricos feitos para ondas periddicas e viajantes estao divididos e serao expostos em
trés partes. Na primeira vejamos resultados sobre a variagao da intensidade do campo elétrico no perfil e
na velocidade da onda. Logo apos, verificaremos as mudancas decorrentes da variacao de Ej, na trajetoria
das particulas e seus respectivos parametros geométricos. Por fim, estudaremos se resultados sobre a energia
cinética total das particulas, que sao previamente provados para ondas aquaticas se mantém no contexto
de escoamentos EHD. Experimentos adicionais acerca de ondas em regimes de profundidade distintos estao

disponiveis no Apéndice D.

Perfil da Onda

Para iniciar o tratamento numérico do problema, precisamos definir alguns pardmetros para calcular a
elevagao da superficie livre. Em todos os experimentos, fixamos o parametro de capilaridade (o) em 0 e o
comprimento de onda (A) em 27. Neste caso, o nimero da onda k = 2r/\ = 1. Desta forma, focamos em
estudar ondas em regime intermediario e controlamos a altura H do perfil da onda através do parametro de

declividade (). Os perfis de onda foram calculados utilizando 1024 pontos de grade (modos de Fourier).
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Note que, na se¢ao anterior introduzimos o método da continuagao em ¢ para que possamos estudar ondas
com altura (H) grande, isto é, ondas fortemente nao lineares. Empiricamente, nosso método numeérico obteve
convergéncia para ¢ < 0.09, o que nos da ondas cuja altura méaxima é H =~ 0.5655. Assim, a nao ser que seja
dito o contrario, nossos experimentos numeéricos estao associados a ondas com esta altura.

Por outro lado, a partir da formula (2.17) para a velocidade da onda linear , para garantir que ¢ € R, é

necessario impor uma restricao ao parametro Ej,. Desta forma,

E, < tanh(1) =~ 0.7615.

Figura 2.2: Variagao do perfil da onda para trés valores de Ej diferentes.
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— — —E,=03
Ep =0.7615

Fonte: Autoria Propria.

Assim, nosso primeiro experimento numeérico diz respeito & mudanca no perfil da onda com a variacao de
Ey, como mostra a Figura 2.2. Este experimento mostra trés perfis de onda gerados com trés valores diferentes
para a intensidade do campo elétrico, sendo estes E, = 0 (vermelho), E, = 0.3 (azul) e E, = 0.7615 (preto).
Concluimos a partir deste que os os perfis de onda se mantém os mesmos com a variagao de Ej,.

Com isto em mente, estudamos o efeito da variacao de Ej na velocidade da onda, como mostra a Figura
2.3. Para este experimento, geramos 100 valores para Ej aleatorios entre E, = 0 e E, = 0.7615 distribuidos
uniformemente. Com isto, observamos que o efeito do campo elétrico no escoamento é desacelerar a onda.

Note que, nas Figuras 2.2 e 2.3 vemos exatamente o que foi dito na Observagao 2.1. Esta verificacdo
numeérica serve como intuicao para os resultados sobre as trajetorias das particulas e o Stokes Drift, que

veremos na proxima subsegao.

Trajetoria das Particulas e Stokes Drift

Para verificar a variacao do campo elétrico na trajetoria das particulas, resolvemos o sistema (1.29) com

condicao inicial (&, (o) = (7, —D/2) e passo de tempo At = 0.001, o que é equivalente a resolver o sistema
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Figura 2.3: Velocidade da onda com a variacao de Ej.
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Fonte: Autoria Propria.

(1.27) com (Xy, Yy) = (7, —0.5627). Assim, na Figura 2.4, vemos quatro registros instantaneos da trajetoria
de trés particulas no referencial de laboratorio. O tempo t é expresso em termos de 7% ~ 6.7877, que
corresponde ao tempo de drift para a trajetéria cujo E, = 0. Cada uma destas particulas esta sob a acao de
um campo elétrico diferente, sendo estes E, = 0 (vermelho), Ey = 0.3 (azul) e Ep = 0.7615 (verde). Nesta
figura, observamos que a variagao do campo elétrico nao altera o formato das trajetorias. Ao mesmo tempo,
as particulas abaixo de ondas cujo Fj é maior sao desaceleradas.

Para uma melhor compreensao do efeito do campo elétrico na velocidade das particulas, fizemos um
experimento medindo o tempo de drift das particulas abaixo de ondas geradas com os mesmos 100 valores
de Ej aleatorios que foram utilizados no estudo da velocidade da onda e, como pode ser visto na Figura 2.5
observamos que o tempo de drift aumenta com o crescimento de Fj.

Por outro lado, também verificamos se a desigualdade (1.32) se mantém valida no contexto de escoamentos
EHD. Os experimentos expostos na Figura 2.6 mostram que essa desigualdade é mantida. Nesta figura vemos
a esquerda, um estudo com a variagao de Ej e Yy = —0.5627 fixado. E, a direita, vemos um experimento
com Fb = 0.7 fixo e Yy variando.

O estudo numérico da variacao do Stokes drift (d1) e dos outros parametros geométricos (dz2, ds) da orbita,
tomamos como referéncia a onda gerada com Ej, = 0 e seus respectivos (d}, d5, dj,) ~ (0.1652, 0.4952, 0.1903).
Para comparagao com ondas geradas por outros valores de Ej calculamos o erro relativo:
|dj — dj|

Er(dj) = Wa
J

j=1,23.

E, como vemos na Figura 2.7 os erros relativos estdo na ordem de 107'° para d; e 1076 para ds e ds, isto é,

os parametros geométricos sao mantidos com a variacao de FEj.
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Figura 2.4: Registros instantaneos das trajetorias. Posi¢ao inicial (preto), E, = 0 (vermelho), E, = 0.3

(azul), B, = 0.7615(verde).
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Fonte: Autoria Propria.

Figura 2.5: Tempo de drift com a variagao de Ej.
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Fonte: Autoria Propria.

Energia Cinética Total das Particulas

Em vista que a intensificacao do campo elétrico desacelera as particulas sem alterar o formato de sua

trajetoria. Faremos o estudo da energia cinética total das particulas com o objetivo de verificar a validade
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Figura 2.6: Limite inferior (L.B.) e superior (U.B.) para o tempo de drift. Esquerda: Variagao de Ej. Direita:

Variagao de Yj.
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Fonte: Autoria Propria.

Figura 2.7: Erros relativos dos parametros geométricos. Acima: Esquerda: E,.(dy). Direita: E,(d3). Abaixo:

Er(d3)
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Fonte: Autoria Propria.

das propriedades apresentadas por [12, 33| no contexto de escoamentos EHD.

A energia cinética total das particulas foi estudada numericamente a partir de dois experimentos distintos.
Primeiro, na auséncia de um campo elétrico variando o parametro de declividade (¢; = 0.001, 1 = 0.04, 3 =

0.09) da onda, neste estudo verificamos uma nogao que é intuitiva, isto é, para ondas com maior altura, a
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energia cinética é maior em ambos os referenciais. Estes resultados podem ser vistos na Figura 2.8. Note
que, a fungdo energia cinética £(Xy, Yp) para e = 0.001 tem uma variagdo muito menor que as duas outras
ondas, e para uma melhor observagao, se fez necessario uma imagem adicional como zoom para observarmos
este caso.

O segundo experimento verifica que as propriedades da energia cinética se mantém no contexto de es-
coamentos EHD. Para tal, computamos a energia cinética total de 100 trajetorias diferentes, cuja posigao
inicial é dada por Xy = 7 e Yy variando no intervalo [—1,7(Xp)]. A Figura 2.9 mostra que variando Ej
(Eb =0, 0.3, 0.7), as propriedades se mantém. Isto ¢, £(Xp, Yp) é uma funcao convexa nao-decrescente e
E(Xy, Yp) é constante igual a c\/2.

Em suma, os experimentos relacionados & velocidade da onda ¢ e ao tempo de drift 7 indicam que tanto
a superficie quanto as particulas sao desaceleradas & medida que E, aumenta. Ao combinar esses resultados
com os experimentos sobre a energia cinética total das particulas, percebe-se que essa energia é maior para
particulas localizadas sob ondas com um campo elétrico de menor intensidade, ou seja, particulas que possuem

maior velocidade.

Figura 2.8: Energia cinética com variacao de €. Acima: Referencial de laboratério. Direita: Zoom para o

caso € = 0.001. Abaixo: Referencial movel.
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Fonte: Autoria Propria.
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Figura 2.9: Energia cinética com variacdo de Fj. Direita: Referencial de laboratorio. Esquerda: Referencial

movel.
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Fonte: Autoria Propria.

2.4 Ondas Solitarias

Nesta se¢ao estamos interessados em investigar o efeito da variagdo da intensidade do campo elétrico
normal que age no escoamento de uma onda solitaria. As equagoes governantes que regem o problema para

este tipo de onda sao as mesmas do caso peridédico, a menos pela condigao:

n(X) — 0, quando |X| — oo, (2.19)

que assegura que o perfil seja solitario. Note que, as notagoes utilizadas sa@o as mesmas do caso anterior. 7, A
e c representam a superficie livre, o comprimento e a velocidade da onda, respectivamente. Também, fazemos
uso da mudanga de variaveis do referencial de laboratorio (x, y) para o referencial movel (X, Y) = (z—ct, y).

E conhecido na literatura que o parametro de capilaridade adimensional (o) interfere diretamente no
perfil de uma onda solitaria, isto é, fixando o < 1/3 e solucionando a equagao para a superficie livre obtemos
uma onda de elevagao e, caso o > 1/3, obtemos uma onda de depressao [36]. Nossos experimentos numéricos
estarao interessados em ambos os casos.

Note que, as definigbes para os pardmetros geométricos presentes no contexto de ondas peridédicas nao
podem ser as mesmas para o caso de ondas solitarias, ja que nao existe um periodo de onda. Desta forma,
na proxima subsegao, apresentaremos algumas definigoes que serao uteis tanto para o estudo dos paradmetros
geométricos, quando da energia cinética total das particulas. Em seguida, faremos a exposi¢ao dos métodos

numéricos utilizados e apresentaremos os resultados numéricos obtidos.

2.4.1 Parametros Geométricos para Ondas Solitarias

Intuitivamente, a propagacao de uma onda solitaria tem pouca influéncia no deslocamento das particulas

que estao longe de sua crista. Assim, uma maneira pratica de estudar as trajetorias das particulas abaixo de

48



ondas deste tipo é estabelecer uma regido efetiva na superficie da onda proxima & crista. Assim, propomos
uma compreensao mais clara dos efeitos locais na trajetoria das particulas. Note que, restringir a analise a

uma regiao efetiva da onda torna o tratamento computacional menos custoso. Assim, definimos:

Definigao 2.2. Seja I' : {(X,Y) € R? ; —)\/2 < X < )\/2, =1 <Y < n(X)} o dominio fisico abairo da
onda solitdria n(X). Para alguma tolerdancia § > 0, considere X5 = inf{X € [-X\/2,A/2] ; [n(X)| > 6} e
X7 =max{X € [-\/2,7\/2]; In(X)| > d0}. Assim, denotamos:

1. O comprimento efetivo da onda € dado por:
AT = [XT = Xg]
2. A regiao efetiva da onda é dada por:
I {(X,Y)eR?; -\ /2< X <\/2, -1 <Y <n(X)}
Com esta definigao, podemos trabalhar o nosso problema em uma regiao que melhor se encaixa no nosso

problema. A ndo ser que seja dito o contrario, neste trabalho consideramos a tolerancia § = 10~%. A Figura

2.10 mostra em vermelho a regiao efetiva da onda com esta tolerancia.

Figura 2.10: Onda Solitaria de Elevacao (Preto) e Regiao Efetiva da onda (Vermelho).
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Fonte: Autoria Propria.

Motivados pelas defini¢coes do contexto de ondas periddicas, podemos definir o tempo de drift para ondas
solitarias como o tempo necessario para que a particula percorra a regiao efetiva em sua trajetoria no refe-

rencial movel. Isto é,

Definigao 2.3. Seja (X(¢),Y (t)) uma solugao do sistema de EDO’s (1.27) com condigao inicial (X7,Yp).
O tempo necessdrio para que (X (t),Y (t)) intercepte a reta X = X§ € chamado de tempo de Drift e serd

denotado por 7(Yy) ou apenas, T.
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Além disso, podemos definir o deslocamento residual de uma trajetoria na dire¢ao de propagacao da onda

(d1) como a distancia entre o ponto inicial da particula e seu ponto no tempo de Drift, isto é:

di = /((2(0) + ()2 + (y(0) +y(7))?

Os parametros geométricos de maximo comprimento horizontal (dy) e vertical (d3) sdo definidos de forma
analoga ao caso periodico.

Note que, as propriedades descritas acerca da energia cinética das particulas na segao 1.4 sao validas
apenas para ondas aquaticas periddicas e viajantes. Isto posto, para realizar o estudo da energia cinética
total das particulas no contexto de ondas solitarias, precisamos primeiro adaptar as formulas (1.33) para o
referencial movel e (1.34) para o referencial de laboratorio. A adaptacio é feita pela escolha do tempo de
drift para calcular as integrais, neste caso utilizaremos aquele apresentado na Defini¢ao 2.3.

A partir disto, investigamos se as seguintes hipoteses para E(Xy, Yj) no referencial de laboratorio e

E(Xo, Yo) no referencial movel:
e E(Xy, Yp) = cA*/2, onde A* advém da defini¢ao 2.2;
e &(Xop, Yy) é convexa e nao decrescente,

sao validas para ondas solitarias no contexto de escoamentos EHD.
Na proxima subsegao discutiremos o método numérico utilizado para calcular a onda solitaria, seus para-

metros geométricos e a energia cinética total.

2.4.2 Meétodo Numeérico

Em suma, o procedimento utilizado para os experimentos numéricos com ondas solitarias ¢ o mesmo que
foi utilizado para ondas periddicas, isto é, também buscamos resolver a equagao da onda via método de
Newton. Vale notar que a condigao (2.19) é necesséria para a obtengdo de uma onda solitaria e esta, por sua
vez, pode ser discretizada impondo que Y; = 0.

Com isto em mente, discretizamos o dominio candnico de forma analoga ao contexto de ondas perio-
dicas e condensamos as equacbes ao sistema de equagdbes G : RN/2H4 5 RN/2+4 cyjas incognitas sao

(Y1, ..., Ynj241, ¢, D, B) e as componentes G; respeitam:

Gj(Yl, ceey YN/2+1a C, D7 B) = 0, j: 1, ceey N/2+1
Gnjoy2(Y1, ooy Ynjoq1, ¢, D, B) =Yy — Y1 —H=0

2 Yi+Yypn K (2.20)

GN/2+3(Y1, ceey YN/2+17 C, D, B) = N(f + ZYJ) + 1 — D = O
Jj=2

.GN/2+4(Y1, ceey YN/2+17 C, D, B) :Y1 :0

O sistema (2.20) é entdo resolvido via método de Newton com chutes iniciais dados por:
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4k tanh(k)(1 + ok?) — 4k%E,
B 2k ’

Y(€) = +£0.01 - sech?(kX), ¢

Para a convergéncia do método numeérico, utilizamos o método da continuagao em dois parémetros, a
altura da onda H e a intensidade do campo elétrico Ep. Em suma, escolhidos H e FEj, nosso método
numeérico primeiro resolve o sistema (2.20) via método de Newton com continuagdo em H e Ej, = 0. Quando
esta onda é obtida, utilizamos este dado como inicial para a continuacao em FEj.

O sistema (1.29) foi resolvido via RK4 e as integrais (1.33) e (1.34) da energia cinética total foram

resolvidas via método dos trapézios, de forma totalmente analoga ao caso periddico.

2.4.3 Experimentos Numeéricos

Os experimentos numéricos feitos para ondas solitarias estdo divididos da seguinte forma: Primeiro,
verificaremos a mudancga no perfil da onda com a variacao do pardmetro de intensidade do campo elétrico Fj
em ambos perfis de elevacao e depressao. Logo apoés, estudaremos o efeito da variagao do campo elétrico na
trajetoria das particulas e seus respectivos parametros geométricos. Por fim, verificaremos se as propriedades

da energia cinética total das particulas se mantém neste contexto.

Perfil da Onda

Para iniciar o tratamento numérico do problema, fixamos o comprimento do dominio computacional
A = 500 e, a nao ser que seja dito o contrario, escolhemos a altura da onda como H = 0.2. Os perfis de
onda foram gerados com 1024 modos de Fourier. Para ondas de elevagao, fixamos ¢ = 0 e com isto, nosso
método numeérico convergiu para valores de E, < 1. No caso de ondas de depressao, obtivemos convergéncia
para E, < 0.6. A Figura 2.11 mostra a comparagao do perfil de ondas solitarias de elevagao (Esquerda) e
depressao (Direita) com valores de Ej, diferentes. Para facilitar a visualizagao, limitamos o comprimento do
eixo X para 100.

Novamente, observamos que a variagao da intensidade do campo elétrico nao esta relacionada a uma
mudanca no perfil da onda. Assim, verificamos se essa variacao interfere na velocidade da onda. De fato, o
aumento do pardmetro Fj implica no decaimento de ¢, como vemos na Figura 2.12. Para esta comparacao,
utilizamos os valores de ¢ relacionados a grade de Ej, do método de continuagao. Este resultado é esperado,

visto o que a Observagao 2.1 nos mostra analiticamente este efeito.

Trajetoria das Particulas

Para a verificagao da varia¢ao do campo elétrico na trajetoria das particulas, resolvemos o sistema (1.29)
com condicio inicial (£, Co) = (£, —D/2) e passo de tempo At = 0.001, onde X} = X (&9, —D/2) e X} é o
mesmo da Defini¢ao 2.2. Resolver este sistema no dominio candnico é o mesmo que resolver o sistema (1.27)
com condicoes iniciais (X7, Yp) onde Yy = Y (€9, —D/2). Para ondas de elevagao a condicdo incial ¢ dada

por (Xo, Yo) = (20.4231, —0.5) e, para ondas de depressao (X, Yp) = (6.1731, —0.5001).
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Figura 2.11: Perfis de ondas solitarias com a variagao de Fj. Esquerda: Onda de elevagao. Direita: Onda de

depressao.
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Fonte: Autoria Propria.

Figura 2.12: Velocidade da onda com a variacao de Ej. Esquerda: Ondas de elevaca. Direita: Ondas de

depressao.
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Fonte: Autoria Propria.

Na Figura 2.13, vemos um registro instantaneo da trajetoria de trés particulas no referencial de laboratorio
no instante ¢t que corresponde ao tempo de drift da trajetoria cujo E, = 0, sendo & esquerda para ondas de
elevagao e a direita para ondas de depressao. Os valores de Ej, e suas respectivas cores estao dispostos em
ambas as figuras.

Assim, visualizamos que para ambos os tipos de ondas, a trajetéria permanece a mesma, mudando apenas
a velocidade na qual a particula se movimenta. Para uma melhor compreensao deste efeito, fizemos experi-
mentos analogos aos realizados para ondas periodicas com o tempo de drift T e os parametros geométricos
(d1, do, d3). A figura 2.14 mostra a esquerda o experimento relativo a onda de elevagao e a direita, relativo

a onda de depressao. Em ambas, podemos observar o tempo de drift (7) crescendo junto do crescimento de
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Figura 2.13: Registros Instantaneos da Trajetéria. Esquerda: Onda de Elevac¢do. Ponto Inicial (preto),
E, = 0 (vermelho), Ej, = 0.4 (azul), E, = 0.9 (verde). Direita: Onda de Depressdo. Ponto Inicial (preto),
Ey = 0 (vermelho), E, = 0.3 (azul), E, = 0.6 (verde).
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Fonte: Autoria Propria.

E.

Figura 2.14: Tempo de Drift com a variagdo de Ep. Ondas de Elevagao (direita), Ondas de Depressao

(esquerda).
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Fonte: Autoria Propria.

Na Figura 2.13 observamos que a particula que estd sob o efeito de um campo elétrico intermediario
(Ep = 0.4 para ondas de elevagao e, E, = 0.3 para ondas de depressao) nao apresentam uma reducao na
velocidade tao significativa quanto as ondas com Ej maximo. Isto pode ser observado na Figura 2.14. Nesta
figura também observamos uma diferenca de escala entre os tipos de onda, o que sugere que particulas abaixo
de ondas de depressao sao mais afetadas pela desaceleracao do que no caso de ondas de elevagao.

O erro relativo aos parametros geométricos é calculado com a mesma féormula do caso periédico, onde

(dy, ds, d3,) sao os parametros de referéncia calculados na onda cujo Ejp = 0. Este experimento foi realizado
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particionando o intervalo de FEj uniformemente com passo AE, = 0.025 resultando em uma malha de 39
pontos para ondas de elevagdo e 24 pontos para ondas de depressdao. Os resultados estao dispostos nas
Figuras 2.15 e 2.16. Com este experimento, podemos concluir que numericamente, as trajetorias sao as

mesmas.

Figura 2.15: Erros relativos dos parametros geométricos em ondas de elevagdo. Acima: Esquerda: E,.(d).

Direita: E,(ds). Abaixo: E,(d3)
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Fonte: Autoria Propria.

Energia Cinética Total das Particulas

Gostariamos de verificar se as propriedades provenientes da energia cinética total das particulas abaixo de
ondas aquéaticas, periddicas e viajantes se mantém vélidas para ondas solitarias e viajantes em escoamentos
EHD. Desta forma, calculamos a energia cinética total das particulas abaixo de ondas de elevacao e depressao
com trés valores distintos de Ej},. Nas figuras 2.17 e 2.18 observamos que a funcao £(Xy, Yp) é convexa e nao
decrescente. Além disso, E(Xy, Yp) é constante, porém essa constante nao é cA*/2 onde A* é o comprimento
relativo, como definido em 2.2. Nossos experimentos numéricos nao indicaram um padrao para essa constante.

De maneira geral, os experimentos sobre a velocidade da onda ¢ e o tempo de drift 7 mostram que tanto a
superficie, quanto as particulas se movimentam lentamente com o crescimento de Ep. Aliando estes resultados
com os experimentos realizados, temos um resultado analogo ao caso de ondas periddicas, isto é, a energia

cinética total é maior para particulas que estao abaixo de ondas cuja intensidade do campo elétrico é menor.
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Figura 2.16: Erros relativos dos parametros geométricos em ondas de depressao. Acima: Esquerda: E,.(dy).

Direita: E,(dz). Abaixo: E,(d3)
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Fonte: Autoria Propria.
Figura 2.17: Energia cinética total das particulas abaixo de uma onda de elevagao. Esquerda: Referencial de
laboratorio. Direita: Referencial moével.
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Fonte: Autoria Propria.
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Figura 2.18: Energia cinética total das particulas abaixo de uma onda de depressao nos referenciais. Esquerda:

Referencial de laboratorio. Direita: Referencial movel.
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Capitulo 3

Campo Elétrico Horizontal

Neste capitulo estamos interessados em investigar numericamente o efeito da variacao da intensidade
de um campo elétrico horizontal na trajetoria e na energia cinética total das particulas abaixo de ondas
periodicas em escoamento EHD.

O problema que buscamos resolver envolve a modelagem matematica de um campo elétrico forte o su-
ficiente para que os efeitos da gravidade e da tensao superficial possam ser desconsiderados do problema.
Embora nosso interesse seja estudar fluxos irrotacionais, apresentaremos o caso com vorticidade constante,
que seré de utilidade quando discutirmos acerca do método numérico. Para isso, utilizamos como referéncia
o trabalho de Flamarion, et al. [19].

A primeira segao serda dedicada a apresentar a motivacao fisica e as equagoes governantes que regem o
problema, além das modificagoes que a adigao do campo elétrico horizontal traz para as equagoes governantes
no sistema de coordenadas candnico e faremos uma breve discussao acerca da velocidade da onda linear. Na
segunda secao, apresentaremos os métodos numeéricos utilizados para calcular tanto o perfil da onda, quanto
as trajetorias e a energia cinética total das particulas. Por fim, na terceira se¢ao, discutiremos os experimentos

e resultados numeéricos.

3.1 Formulacao Mateméatica

Considere um fluido inviscido, incompressivel e dielétrico de densidade p e constante dielétrica e > 1
limitado por eletrodos nas extremidades esquerda e direita, envolto por um gas condutor e sob o efeito de
uma vorticidade constante . O fundo do canal estda em y = —h e y = 0 representa a superficie do fluido nao
perturbado, como podemos ver na Figura 3.1. Os eletrodos, por sua vez, geram uma diferenga de potencial
Vo entre si e criam um campo elétrico E=-VV de magnitude Fy = Vj/ Ao, onde \g representa a distancia
entre os eletrodos. Neste caso, o campo elétrico gerado é horizontal.

O campo de velocidades U & dado por uma perturbagao rotacional de um fluxo cisalhante, isto é:

U=14+Vo,
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Figura 3.1: Esquema Fisico do Problema
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Fonte: Autoria Propria.

onde 7 é a constante que representa a vorticidade e @ = (—v(y + h), 0).

Além disso, y = n(x,t), A, c representam, respectivamente, a superficie livre, o comprimento e a velocidade

da onda. Considerando o comprimento da onda muito menor que a distancia entre os eletrodos, i.e, A < Ag

podemos introduzir a mudanca de variaveis do referencial de laboratorio (z, y) para o referencial movel

(X, Y) da mesma forma que feito anteriormente: X = x — ¢t, Y = y. As equagdes governantes, em sua

forma adimensional sdo dadas por [19]:

Ap=0, em —1<Y <n(X);

AV =0, em —1<Y <n(X);

—enx + (px —v(n+1)) nx = ¢y, sobre Y =n(X);
oy =0, sobre Y =—

oV/on =0, sobre Y =n(X);

Vy =0, sobre Y =—1;

V' =0, sobre X =—X\y/2;

V =-Vy, sobre X = \o/2.
Além destas, acoplamos ao sistema a condigao dindmica

E
—epx + 5(S + ) — 9+ 1) ox %~ VY] =

onde 9, B e E} representam, respectivamente, um conjugado harmonico de ¢, a constante de Bernoulli e o
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parametro de intensidade do campo elétrico adimensional, dado por
5=
pgh
Além disso, escolhemos para a adimensionalizacao h, \/% e V como comprimento, tempo e potencial
elétrico de referéncia.
Procedendo de maneira andloga a se¢do 2.2, linearizamos o sistema (3.1)-(3.9) e encontramos a velocidade

da onda linear com vorticidade constante denotada por c:

ey =—7+ % {7 tanh(k) £ \/72 tanh? (k) + 4k2E, |. (3.10)

Para garantir uma melhor fluidez no texto, omitimos as manipulagoes algébricas necessérias, mas estas estao
disponiveis no Apéndice C.
Para o caso de um fluxo irrotacional, tomamos v = 0 e portanto, a velocidade da onda linear é dada por:

VAK2E
e =

Resolvendo as equagoes (3.1)-(3.8) acopladas da condigao dindmica (3.9) no dominio canoénico, conden-
samos as equagoes governantes e suas condigoes de fronteira para a uma tnica equagao dependente de Y(&),

¢, D e B que resolve a elevagao da superficie livre, dada por:

COY(E). e. D, B = _ & 4 pUY+UYP — (Y +DYe | oy (32( . b)

2 2J 2J (3.11)
(c+ 7Y + 1Y) (e + (Y +1)(1 = C[Ye])) Ey
+ —vc——=—-B=0,
J 2J
2 2
onde J = Xi + Y.
Para o caso v = 0, obtemos a seguinte equagao dependente de Y (§), ¢, D e B:
—c? c? Ey
Y D.B)=—— 4+ _2_p_ 3.12
GY(©), ¢ D, B)i= ——+ 52— 52 =B =0, (312

Note que a equagao (3.12) tem solugao exata para para qualquer perfil de onda Y, basta tomarmos ¢ = v/ Ej,

e B= —Eb/2.

3.2 Método Numérico

Antes de apresentarmos o método numérico utilizado para resolver este problema, facamos uma breve
observacao. Desconsiderar o efeito da gravidade e da tensao superficial no fluido dificulta a convergéncia
do método de Newton. Desta forma, precisamos fazer uma continuacao em - para a resolu¢ao numeérica da
equagao (3.12), isto é, primeiro resolvemos numericamente a equacao (3.11) considerando uma vorticidade -
préxima de 0.

A discretizagao e o método numérico sao os mesmos apresentados na segao 2.3.1 para o caso de ondas
periodicas com campo elétrico normal. Para completar o sistema de N/2+4 incognitas, utilizamos as seguintes

equagoes:
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e Largura da Faixa: D =<Y > +1
e Altura da Onda: Y(6=0)-Y({ =—-)\/2) = H;
o Média Nula: [7, , Y Xed¢ = 0.

Assim, de maneira analoga ao caso de um campo elétrico normal, resolvemos o sistema quadrado G :
RN/2+4 _y RN/2+4 cyjas incognitas sao dadas por (Y1, ..., Yysoi1, ¢,D,B) e suas componentes G

respeitam:

Gj(Yl, ) YN/2+17 C,D,B) = 0, j: 1, ceey N/2+ 1,
Gny2v2(Y1, ooy Ynyoi1, ¢, D,B) =Yy — Y1 — H =0,
Y. Xe, + Yo X Ag N2
GN/2+3(Y1, ceaey YN/2+17 C,D,B) == i N/22+1 5<N/2+1) +A€ZYJX€] == 07 (313)
j=2
N/2
2 Y1+ Yy
GN/2+4(Y1a ceeny YN/2+17 CaDaB) = N(f + jz:;Y]) +1-D= 0)

via método de Newton com condig¢oes iniciais:
Y =10"°cos(kX), c¢=¢,, D=1, B=0.

E critério de parada para o método dado por:

TG e
N/2+4 '
Fazemos uma continuagao no paradmetro de declividade ¢ visando a convergéncia do método para on-
das com altura H grande. Com a convergéncia deste método para o ¢ desejado, utilizamos os dados
(Y1, ..., Yysoq1, ¢, D, B) obtidos como condigao inicial para a resolugao numérica da equagao (3.12)
também via método de Newton. Note que, para esta resolugao utilizamos as mesmas equacoes para comple-
tar o sistema quadrado G : RN/2+4 — RN/2+4 de incognitas (Y1, ..., Ynjoy1, ¢, D, B).

Assim, para uma melhor compreensao dos passos realizados neste método, expomos o procedimento

utilizado em forma de algoritmo:
1. Fixamos a intensidade do campo elétrico Fj e o parametro de declividade ¢;
2. Escolhemos um valor para v* € {s- 107! ;1 <6, s =1,—1};

3. Encontramos a elevagao da superficie livre da onda cujo v = v* utilizando o método de Newton com

continuacao em ¢;
4. Caso nao haja convergéncia, retornamos ao passo (2) e escolhemos outro ~y*.

5. Utilizamos a onda gerada pelo passo 3 como dado inicial no método de Newton com continuagao em -y

para encontrar a onda cujo v = 0.
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Uma vez que obtemos numericamente Y (£), para calcular as trajetorias das particulas abaixo desta
onda, resolvemos o sistema (1.29) via Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) no dominio canodnico e entao
utilizamos as formulas do mapeamento conforme (1.16) para obter as trajetérias no dominio fisico. As
integrais provenientes da energia cinética total das particulas, expressas pelas equagoes (1.33) e (1.34), sao

calculadas via método dos trapézios.

3.3 Experimentos Numéricos

Nesta se¢ao estamos interessados em apresentar os experimentos numéricos realizados para ondas perio-
dicas sob a acao de um campo elétrico horizontal. Primeiro, verificaremos a mudanga no perfil da onda
de acordo com a variacao da intensidade do campo elétrico. Logo apds, resultados acerca das trajetorias
das particulas e seus respectivos pardmetros geométricos. Por fim, estudaremos a energia cinética total das

particulas.

Perfil da Onda

Para iniciar o tratamento numérico do problema, fixamos o comprimento do dominio computacional em
A = 27 e o parametro de declividade € = 0.1, o que nos garante ondas com altura H = 0.6283. Esta escolha
é feita para garantir que estamos no caso de ondas fortemente nao lineares. Os perfis de onda foram gerados
com 1024 modos de Fourier. Note que, escolher E;, = 0 nao faz sentido fisico para o problema, desta forma,
para uma comparacao entre os perfis de onda gerados por campos elétricos diferentes escolhemos trés valores
para a intensidade do campo elétrico, sendo estes E;, = 0.01 para um campo elétrico fraco, £, = 1.5 para um

campo elétrico intermediario e Fj, = 4.7 para um campo elétrico forte.

Figura 3.2: Perfil da Onda

0.3 T

Fonte: Autoria Propria.
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A Figura 3.2 mostra que a variagdo do pardmetro Fj altera o perfil da onda. Para verificar qual a
magnitude desta variagdo tomamos como referéncia n* a superficie gerada com FEj, = 0.01 e calculamos o erro
relativo entre cada valor de Y no vetor 7. Nossos resultados indicaram um erro relativo na ordem de 1073.

Para o experimento onde verificamos a variagao da velocidade da onda, tomamos 85 valores distintos de
E, divididos no intervalo [0.05,6.5] e conseguimos a convergéncia de 82 destes. A figura 3.3 mostra que a

velocidade aumenta conforme o crescimento de Ej.

Figura 3.3: Velocidade da Onda com a Variacao da Intensidade do Campo Elétrico

Fonte: Autoria Propria.

Trajetorias das Particulas e Stokes Drift

Os estudo numérico das trajetorias das particulas abaixo destas ondas e seus parémetros geométricos
aconteceu resolvendo o sistema (1.29) com condi¢ao inicial (&, (o) = (7, —D/2) e passo de tempo At =
0.001. O que é equivalente a resolver o sistema (1.27) com condicdo inicial (Xo, Yy) = (w, Yp), onde
Yo = f’(w, —D/2). Como vimos na Figura 3.2, as superficies ndo sao mantidas com a variagao de Ej, como
no caso de ondas sob o efeito de um campo elétrico normal, por isso, ndo hé motivo para que a posigao inicial
das trajetorias seja a mesma. Vemos na Figura 3.4 trés trajetorias referentes & ondas com Ej, diferentes e com
condicao inicial (7w, —D/2). Neste experimento observamos que neste contexto, os parimetros geométricos
da trajetoria sao diferentes. Com isto em mente, nao repetimos o experimento do erro relativo, como feito
para ondas sob o efeito de um campo elétrico normal para este contexto.

Verificamos também a variacao do tempo de drift 7 com a intensificagao do campo elétrico e concluimos
que o tempo de drift decresce conforme o crescimento de Fj. Como podemos ver na Figura 3.5. A conclusao

deste experimento é contraria ao caso de ondas com campo elétrico normal. Veja que, neste contexto o campo

elétrico acelera a superficie e as particulas, enquanto no caso anterior, desacelera.
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Figura 3.4: Registo da Trajetorias de Particulas. Ej, = 0.01 (preto), Ep = 1.5 (vermelho), Ey = 4.7 (azul).
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Fonte: Autoria Propria.

Figura 3.5: Tempo de drift com a variagao de Ej.
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Fonte: Autoria Propria.

Energia Cinética Total das Particulas

Para os experimentos acerca da energia cinética, resolvemos o sistema (1.29) escolhendo como condigao
inicial (&0, Co) = (m, (o) onde (p varia no intervalo [—D,0] em 101 valores diferentes. Realizamos este
experimento para os trés valores de Ej que vém sendo trabalhados nesta segao.

Na Figura 3.6 observamos a esquerda a energia cinética total no referencial de laboratério. Sua propriedade

para ondas aquéaticas nos diz que a fungao £(Xy, Yy) deveria ser convexa e nao-decrescente, mas isto nao
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acontece neste caso. A direita, observamos a energia cinética total das particulas no referencial de laboratério,
que também nao cumpre a propriedade de ser constante igual a ¢c\/2. Pode-se notar que os graficos das fungoes
E(Xy, Yy) e E(Xp, Yo) cumprem as propriedades até um certo valor de Yj, mas nossos experimentos nao
indicaram um padrao sobre esse limiar. Para garantir que este resultado nao esta sendo afetado por erros
numéricos, refizemos o experimento calculando a elevagao da superficie livre com 4096 modos de Fourier e

resolvendo o sistema (1.29) com At = 10~ e obtimos resultados andlogos.

Figura 3.6: Energia cinética total das particulas. Esquerda: Referencial de laboratério. Direita: Referencial

movel.
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Fonte: Autoria Propria.

Vale notar que, ainda que estas propriedades nao sejam cumpridas, ainda temos que a energia cinética
total em ambos os referenciais é maior para trajetorias que estao sob o efeito de um campo elétrico mais forte.
Ao acoplar este resultado com os experimentos da velocidade da onda ¢ e o tempo de drift T, observamos que
particulas que se movem mais rapidamente, i.e, estao sob o efeito de um campo elétrico mais forte possuem
a energia cinética total maior. Portanto, obtemos um resultado anélogo ao caso de ondas sob o efeito de um

campo elétrico normal.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, investigamos o efeito da variacao da intensidade de campos elétricos normais e horizontais
nos parametros geométricos da trajetéria e na energia cinética total das particulas.

No que se refere a campo elétrico normal, a investigacao numérica das trajetérias das particulas abaixo
de ondas periodicas revelou que o tempo de drift das mesmas é maior para ondas cujo campo elétrico é
mais intenso. Por outro lado, os parametros geométricos sao mantidos, isto é, as particulas estao sendo
apenas desaceleradas pelo campo elétrico, mantendo seu formato. Além disso, investigamos numericamente
uma desigualdade que limita inferior e superiormente o tempo de drift das particulas conhecida para ondas
aquaticas e verificamos que esta se mantém no contexto de escoamentos EHD. Acerca da energia cinética total
das particulas, nossos experimentos mostraram que no referencial de laboratorio, a funcao que representa a
energia cinética é convexa e nao decrescente, enquanto no referencial movel, esta funcao é constante igual
a metade do produto da velocidade pelo comprimento da onda. Ou seja, verificamos que no contexto de
um escoamento EHD, as propriedades acerca da energia cinética total das particulas que dizem respeito a
ondas aquéaticas sdo mantidas. Para ondas solitarias, definimos uma regiao proxima & crista da onda, onde a
mesma tem maior influéncia no deslocamento das particulas abaixo da onda e investigamos numericamente o
efeito da variagao do campo elétrico na trajetoria e na energia cinética total das particulas abaixo de ondas
solitarias de elevagao e depressao. Nossos resultados foram semelhantes ao caso periodico, a nao ser pela
constante atrelada a energia cinética total das particulas no referencial movel, esta por sua vez, nao é igual
a metade do produto da velocidade da onda pelo comprimento efetivo desta regiao.

Acerca de ondas cujo escoamento esta sob o efeito de um campo elétrico horizontal, investigamos apenas
o caso de ondas peridédicas. Nossos experimentos revelaram uma discrepancia com o caso anterior, isto é,
o tempo de drift das particulas sofre uma diminuicao com a intensificacdo do campo elétrico porque as
particulas estdo sendo aceleradas pelo campo elétrico. Além disso, as trajetorias ndo sdo mantidas. Sobre
a energia cinética total das particulas, obtivemos que em ambos os referenciais, as fungoes nao cumprem as
propriedades oriundas de ondas aquaticas.

Para ambos os tipos de campo elétrico (normal e horizontal), resolvemos a equacao governante da onda
no sistema de coordenadas canénico via métodos pseudo-espectrais e utilizamos as férmulas do mapeamento
conforme para mapeé-la para o dominio fisico. Calculamos as trajetorias no dominio candnico via método de

Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) e, novamente, utilizamos o mapeamento conforme para determina-las
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no dominio fisico. Por fim, computamos a energia cinética total das particulas via método dos trapézios.
Desta forma, os resultados expostos nesta dissertagao se fazem relevantes completando lacunas existentes
na literatura. Estes resultados podem ser utilizados para motivar estudos teéricos. Algumas duvidas podem

surgir, que motivam a continuagao deste trabalho:

1. Existe uma formulagao para a constante da energia cinética E(X(, Yp) no caso de ondas solitarias sob

a acao de um campo elétrico normal?

2. Qual o efeito da variagao do campo elétrico nas trajetoria de particulas abaixo de uma onda solitaria

sob o efeito de um campo elétrico horizontal?

3. Por que a energia cinética total das particulas abaixo de uma onda periodica sob o efeito de um campo

elétrico horizontal tem uma instabilidade ?
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Apéndice A

Resolucao das equacoes para ¢ e ¢

Este apéndice busca mostrar a resolucao das equacgoes para ¢ e sua conjugada harmonica 1 no sistema
de coordenadas canonico. A resolugao de ambas é semelhante ao desenvolvimento das féormulas para as
componentes X-Y do mapeamento conforme, explicito na segao 1.2. Resolveremos separadamente cada um
dos sistemas. Primeiro, vamos deduzir as condic¢oes de fronteira no fundo do canal necessérias para a resolugao
deste problema.

Ao aplicar a regra da cadeia em ¢(&,¢) = (X (€,¢), Y (£,¢)) para calcular sua derivada em relacio a

variavel ¢, obtemos:

b = pxXc + oy Ye,

para todo (§,(). A condigao (1.6):

Y(ga _D) = _17

nos garante que Yy = X¢ = 0 sobre ( = —D. Além disso, retomamos a condi¢do de impermeabilidade do

fundo (1.3), dada por:

dy (X, 1) = 0= ¢¢(¢,—D) =0.

Assim, o sistema que estamos interessados em resolver para ¢ é o seguinte:

Ap=0, em —D<(<-0,
9(£,0) = 2(), (A1)
¢C(£a _D) :07

onde ® é uma funcao dada a priori.
Para deduzir a condicao de fronteira no fundo do canal da componente v, basta notar que o par ¢ — ¢ é

harmoénico conjugado, isto é, respeita as condigoes de Cauchy-Riemann. Isto implica que ¢¢ = —1)¢ = 0 em
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¢ =—D. Logo, ¥(§,—D) = A, A € R. Assim, o sistema relacionado & componente ¢ ¢ dado por:

AYp=0, em —D < (<-0,
¥(£,0) =¥ (E), (A.2)
Y —D) = A,

onde ¥ é uma fungao dada a priori e A uma constante desconhecida.

Isto posto, podemos prosseguir & resolugao das componentes ¢ e i separadamente.

Componente ¢

Para a componente ¢, comegamos utilizando a transformada de Fourier F[-] no sistema (A.1) em relagao

a variavel &, assim obtendo:

—k2p(k, ) + pec(k, () =0em, —D < (<0,
6(k,0) = ®(k),
¢k, —D) = 0.
Primeiro, supomos k = 0, temos que a solu¢ao geral da EDO égg(O, ¢) = 0 é dada por:

¢(0,¢) =a(+b, o,BER,
e as condigoes de fronteira sao as seguintes:

$(0,0) = #(0),
¢c(0,—D) = 0.
Assim, b= ®(0) e,

(]54(0, —D) =qa = O,
0 que nos garante que neste caso a solucio é dada por: ¢(0,¢) = ®(0).
Agora, supomos k # 0. A solucao geral da EDO ka(,zAﬁ(k, ¢)+ égg = 0 é dada por:
Sk, Q) = A(k)e™ + B(k)e ™, (A.3)

e as condigoes de fronteira sao as seguintes:

dc(k,~D) =0. A(R)e P — B(k)etP = 0.
Veja que, com as relagoes anteriores, obtemos o seguinte:

A(k)e kP

B(k) = kD

e, A(k)=®(k)— B(k).
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Logo,

500 _ —kD
ity = BO=BE)?
okD | o—kD . kD
=250 (i ) = #0 Sr
. o—kD
=B(k) = i’(k)2cosh(kD) (A4)
Por outro lado,
A(k) = ®(k) — B(k),
. . e—kD
=A(k) = ®(k) — ‘I’(k)m7
. e—kD
=A(k) = ®(k) (1 - 2cosh(kD)) (A.5)

Aplicando ambas as equagdes (A.4) e (A.5) na solugdo geral (A.3), obtemos:

o(k, ) = A(k)eFS + B(k)er

= 80 (1 - gesp) ) * V3o
2 cosh(kD) 2cosh(kD)’
kD k(+e FDe—KC\ (k)
- ( >cosh(kD)’
_ (i)(k)COSh( (D + C))

cosh(kD)

Unindo ambos os casos k = 0 e k # 0, temos que a componente ¢ no sistema de coordenadas candnico

pode ser expressa por:

—1[cosh(k(D + ¢))

cosh(kD) (K-

B(&,¢) =

Componente v

Para a componente 1, utilizamos também a transformada de Fourier F[-] no sistema (A.2) em relacao a

variavel ¢ | assim obtendo:

—~k2(k,¢) + thec(k, () =0 em, —D < (<0,
D(k,0) = T(k),
0, k#0,

1[)(]67 _D) =
A k=0.

Note que o caso k # 0 é anélogo ao realizado na componente Y na secao 1.2, logo a solucao para este

caso ¢ dada por:
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senh(k(D + ())

senh(kD) (k).

vk, Q) =
Para o caso k = 0, obtemos o seguinte:
Uec(0,¢) =0em, —D < (<0,
¥(0,0) = ¥(0),
(0, —D) = A.
A solugao geral da EDO ¢CC (0,¢) =0 é dada por:

$(0,¢) = aC +b,

e suas condic¢oes de fronteira implicam:

1&(070) =b=¥(0),

$(0,-D) = ~Da+ #(0) = A= o = 22O
Logo, A
$(0,0) = _A+T‘P(O)C+\i'(0).

E, portanto, obtemos uma formulacao para a componente ¥ no sistema de coordenadas candnico

3.0 = il | SR D] - 220

No caso de ondas periodicas, a constante A pode ser fixada fazendo:
/2 A/2

= B(0/2 1) — B2, 1) = / ox(X, 1) dX = [ gy (X,—1)dX (A7)

—\/2 —A/2

¢+ ¥(0). (A.6)

Por outro lado, observamos a formulacao para 1 no referencial candnico:

$(€,¢) = »(X(£0), Y (£,0).
Pela regra da cadeia, temos:
Yo = OxXc + Yy Y,
= —Px Ve + Py Xe,
aplicando em ¢ = —D:
b€, —D) = —x (X (£ = D), =1)Ye(§, =D) + ¢y (X (§ = D), =1)X¢ (€, —D), (A.8)
= ¢y (X (€ = D), ~1)X¢(&, ~D).

Logo, R
& l/Jg (ga _D)
vy (X(€—-D),—1) = =—>—~.
Xf (57 _D>
Por fim, fazendo a mudanca de varidveis X = X (£, —D) na equacao (A.7) obtemos:

A2 A/2 1/) (€,-D) A/2
0= ,—1)dX = 2 Ty (6. —D) dE = _D)d
[ X L. Semp e mie= [ veiep)a

isto é, < ¥(¢,—D) >= 0. Aplicando na equagao (A.6), obtemos que A =< ¥ >.
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Apéndice B

Inversao dos Sistemas

Este apéndice é dedicado a mostrar detalhadamente como é feita a inversao dos sistemas de equacoes
(1.22) e (1.28), que se referem & mudanga para o referencial fisico do campo de velocidades e & mudanga para

o referencial candnico das trajetorias das particulas, respectivamente.

Campo de velocidades

Queremos solucionar o sistema:

~ R (B.1)
nas varidveis ¢ x e ¢y. Para tal, primeiro escrevemos o sistema em sua forma matricial:
ox| | Xe Yel| |oe
by Yo Xe| |oc
Assim, basta invertemos a matriz de coeficientes da seguinte forma:
~ ~ 71 ~ ~ ~ ~
Xe Ye| 1 Xe —Ye| 1 |Xe Y
~Ye Xe XE+YE | Ve Xe| Ve Xe
Desta forma, obtemos:
de| 1 |Xe —Ye| |ox
P¢ T Ve Xe| |ov
Ou ainda, escrevendo como um sistema de equacoes:
1 ~ - -~
¢x(X,Y) = 5 (Xeoe + Yevbe),
(B.2)

by (X,Y) = (- Xede + Vedo).
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Trajetoria de particulas

Buscamos resolver o sistema:

X - de . dC
X, X2
dt Sat T
Y - d¢ - dC
Bla ¥t SR V-
dt Sa T

nas variaveis d¢/dt e d¢/dt. Em primeiro lugar, escrevemos na sua forma matricial:

ax _o %]
dt | _ | Xe X¢| |dt
ay Ye Y| |K
dt dt |

Utilizando a regra da cadeia na matriz de coeficientes, obtemos:

Xe Xe| [Xe -V

Yo Yo [Ye Xe

Assim, podemos inverter essa matriz da seguinte forma:
% v 1 % %] i[% %
Ve Xe| XeHY?|-ve X J|-ve X
Logo,

d€ ~ ~ dX

dt 1] Xe Ye dt

€| T v x| v

dt dt
ou ainda, escrevendo em forma de sistema de equagoes:

d  1(-dX - dY
=S o Xyt

dt J(Edt+§dt>’
¢ 1 _dX . dY
dt—J("@cwadt)'
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Apéndice C

Velocidade da onda linear Cy

Neste apéndice, buscamos apresentar a resolucao da férmula fechada para a velocidade da onda linear
para ondas periodicas no contexto de um escoamento com vorticidade constante e sob efeito de um campo
elétrico horizontal (c,).

Para tal, note que

¢0(X7Y) = 07 VO(va) = X7 770(X) =0

¢ uma solugao trivial para as equagoes governantes (3.1)-(3.8). Assim, consideramos uma perturbagao da
solucgao trivial dada por:

$0(X,Y) = ¢, Vo(X,Y) = X +eV, no(X) = en,

onde € é um pardmetro proximo de zero que mensura a amplitude da onda linear. Dada a conjugagao
harmonica de ¢ e v, é natural impormos que ¥(X,Y) = evfz onde g5 e 1& também sao conjugados harmoénicos.
Tomamos 7(X) = R{Ae™ X}, com A uma constante ainda nao conhecida.

Resolvemos as equagoes de Laplace (3.1)-(3.2) com condigao de fronteira (3.4) e (3.6) e obtemos:

(X)) = R{Ae™ 3,
(X, Y) = R{Me™*X cosh k(Y +1)},

O(X,Y) = R{iMe™ X senh k(Y + 1)},

V(X,Y) = R{Ne* cosh k(Y + 1)},
onde M e N sao constantes desconhecidas e k = 27/L é o nimero da onda. Para os leitores interessados,

uma resolucao similar pode ser vista em [43]. Linearizamos a condicao (3.3) da seguinte forma:

—enx + (¢6x —v(n+1)) nx = ¢y, em, ¥ =n(X)
= —celx + (epx —y(en+1)) elx = edy, em, Y =eip(X),
& —cenx + 2hx (dx — i) —veiix = edy, em, Y =ei(X),
)

& —(c+7)ix = ¢y, em Y =ep(X). (C2)
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e, para a condigao (3.9), fazemos a seguinte linearizacao na superficie Y = en(X):

1 E
—eox + 5 (0% + %) — v+ 1) éx +v — FIVVE =B,

= —cedx + %(s%?x +e20%) — y(en + 1) edx +yerh — %((sffyf +(1+eVx)?) =0,

& —(e+M)x + 7 — (14 26Vx) =0
& —(c+7)dx +vb — EyVx = 0. (C.3)

Além disso, da condicao (3.5) obtemos:

0%

%207 en Y:W(X)7
& VV - (—nx,1)=0, em Y =n(X),
&S —Vxnx +Vy =0 em Y =n(X),

= (X +eV)x -eix+(eV)y =0, em Y =en(X),
4 —EﬁX — SQVXﬁX = —€Vy, em Y = en
& —enx = —sVy, em Y =¢n

ix =Vy, em Y =ei(X). (C.4)

Para encontrar a constante M, utilizamos as formulagdes dadas no sistema (C.1) na equagao (C.2) da

seguinte maneira:

—(c+7)ix = oy,
& —(c+ 7)R{ikAe* X} = R{EMe™* X senh(k)},
& —(c+7)iA = M senh(k),

—iA(c+ ’y)'

&M= senh(k)

Analogamente, para resolver a constante N, substituimos as formulagoes dadas pelo sistema (C.1) na

equagao (C.4). Assim, obtemos:

VY - ﬁXv
& R{kNe*X senh(k)} = R{ikAe™ X}
< N senh(k) =iA
1A
eN= senh(k)

Assim, temos o que é preciso para resolver a formula para a velocidade linear da onda c. Para tal,

substituimos as equagoes do sistema (C.1) na equagao (C.3):
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—(c+7)ox +79 — EyVx =0,
& —(c+7)R{ikBe™ cosh k(Y 4+ 1)} + v R{iMe™*™ senhk(Y + 1)} — EyR{ikNe™ cosh k(Y +1)} =0,

—iA(c+7) —iA(c+ )
senh(k) senh(k)

‘ 1A
Ebé}%{lkN {senh(kj)

& —(c+7)%kAcoth(k) + vA(c+~) + k A Eycoth(k) = 0,

<:—@+Wﬁﬁ%{ }a“bmhMY+1n+7%ﬁ[ }a“&amMY+1n—

]eikx coshk(Y +1)} =0,

& —(c+7)?kcoth(k) + v(c+7) + k Ejcoth(k) = 0,

& —(c+7)%k + y(c+v) tanh(k) + k E, = 0.
Note que, se tomarmos ¢ = ¢ + 7, obtemos uma equagao do segundo grau:
k c? —~vtanh(k) ¢y — k Ep =0,

cuja solugao é dada por:

v tanh(k) + \/'y2 tanh®(k) + 4k2E),
- 2k '

Ct

Voltando para ¢, finalmente obtemos a formulagao desejada para a velocidade linear da onda (¢ ):

~tanh(k) £ \/72 tanh?(k) 4 4k2E,

Gr=e=T 2k
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Apéndice D

Experimentos Numeéricos para Regimes

de Profundidade distintos

Neste apéndice, buscamos apresentar os experimentos numéricos realizados para ondas peridédicas cujo
escoamento estd sob o efeito de um campo elétrico normal em dois regimes de profundidade distintos: Aguas
rasas e aguas profundas. Numericamente, a escolha do regime esta associada ao comprimento da onda \. Para
ondas no regime de dguas intermediérias, apresentado no Capitulo 2, utilizamos A = 27. Aqui, consideramos
Ar = 107 e A\p = 0.5 para ondas no regime de adguas rasas e aguas profundas, respectivamente.

O método numérico utilizado foi o mesmo para o caso apresentado no corpo do texto. Nossos experimentos
numéricos obtiveram resultados anélogos ao caso de ondas em regime de aguas intermediarias. O tempo de
drift (1) em fungao da intensidade do campo elétrico (E}) é crescente e os gréaficos podem ser observados na
Figura D.1. Nesta figura, a esquerda temos o experimento para o regime de aguas rasas e a direita, aguas
profundas. Vale notar para ondas no regime de dguas rasas, o tempo de drift é maior, em relagao ao outro
regime.

Investigamos também a variagdo dos parametros geométricos (di, ds, ds) e os resultados estao dispostos
na Tabela D.1. Assim, verificamos que a ordem do erro relativo F,(d;), ¢ = 1,2, 3. é pequena, o que indica
que as trajetérias mantém seu formato. Para ambos os regimes de dguas rasas e profundas, tomamos os
mesmos 100 valores de E}, utilizados para o experimento no caso ondas no regime de 4guas intermediérias e
introduzimos a ordem do seu erro relativo na tabela como comparagao.

Por fim, investigamos a variacao da energia cinética total das particulas em funcao da intensidade do
campo elétrico. Nossos resultados estao expostos na Figura D.3. Nesta figura, vemos que a energia cinética
total das particulas no referencial de laboratorio £(Xy, Yp) é convexa e nao-decrescente, enquanto no refe-
rencial movel F(Xy, Yp) é constante igual a ¢\/2. Além disso, em ambos os regimes e referenciais, a energia

cinética total das particulas é menor para campos elétricos mais fortes.
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Figura D.1: Tempo de drift em funcao de E,. Esquerda: Regime de dguas rasas. Direita: Regime de aguas

profundas.

%1073

10 T T " 2.8

2.6F

& 241

2.2f

0 0.175 0.35 0.525 0.7 20 0.61 0.62 0.63 0.64 0.65 0.66 0.67

E, I,

Fonte: Autoria Propria.

Tabela D.1: Ordem do erro relativo em trés regimes de profundidade distintos.

E.(dv) | Er(d2) | Er(d3)
Aguas rasas 1076 10710 1078
Aguas intermediarias | 1071 | 1076 1076
Aguas profundas 1076 10710 | 10710

Fonte: Autoria Propria.
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Figura D.2: Energia Cinética total das particulas em fungdo da profundidade inicial (Y) para diferentes
valores de E},. Acima: Regime de 4dguas rasas. Abaixo: Regime de aguas profundas. Esquerda: Referencial

de laboratorio. Direita: Referencial moével
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