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RESUMO

Nosso objetivo nessa monografia € demonstrar a existéncia de um conjunto enu-
meravel de fungdes em H; que solucionam o problema do autovalor para operadores
elipticos, e além disso, mostrar que esse conjunto define uma base ortonormal enu-
meravel do espaco de Lebesgue L?, todos os autovalores sdo nimeros reais positivos
e o autovalor principal é simples, onde esse Ultimo resultado sera obtido pelo Principio
Variacional para o autovalor principal. Tendo como ponto de partida o Espaco de
Sobolev sobre um aberto U de R"™, mostraremos que as fungdes nesse espaco po-
dem sem aproximadas, inclusive na fronteira, por fungdes suaves, estendidas para
além do dominio U, e entre outras propriedades do Espaco de Sobolev, mostrare-
mos também o Teorema da Compacidade de Rellich-Kondrachov, no qual mostra que
espacos de Sobolev estao imersos em outros espacos de fungdes. O uso dessas pro-
priedades, juntamente com resultados de Analise Funcional, permitirdo mostrar sob
quais hipoteses as equacdes elipticas de segunda ordem admitem solugdes fracas,
bem como a regularidade dessas solugoes. Por fim, adicionando os Principios do
Maximo obteremos os resultados necessarios para demonstrar o problema proposto.

Palavras-chave: problema do autovalor; operadores elipticos; equagoes diferenciais
parciais elipticas; Espaco de Sobolev.



ABSTRACT

Our objective in this undergraduate thesis is to proof the existence of an enumerable
set of functions in H}(U) that solve the eigenvalue problem for elliptical operators, and
furthermore, show that this set provide a countable orthonormal basis of the Lebesgue
space L?, all eigenvalues are positive real numbers and the principal eigenvalue is
simple, where this last asserion will be obtained by the Variational Principle for the
principal eigenvalue. Taking the Sobolev space as a atarting point over an open U of
R"™, we will show that the functions in this space can be approximated, including at the
boundary, by smooth functions, extended beyond the U, and among other properties of
the Sobolev space, we will also show the Rellich-Kondrachov Compactness Theorem,
which shows that Sobolev spaces are embedded in other functions spaces. The use of
these properties, together with Functional Analysis, will show under which hypotheses
the second-order elliptic equations admit weak solutions, as well as the regularity of
these solutions Finally, adding the Maximal Principles we will obtain the necessary
results to proof the proposed problem.

Keywords: eigenvalue problem; elliptical operators; elliptic partial differential equations;
Sobolev space.
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1 Introducao

As equacles diferenciais podem ter aplicagcdes das mais variadas possiveis,
como por exemplo na Segunda Lei de Newton, que no caso unidimensional para ob-
jetos de massa constante é escrita matematicamente por ' = ma, onde F denota
a forgca resultante sobre o objeto, m € a massa do objeto e a € a aceleracado desse
objeto. A Segunda Lei é uma equacgao dif2erencial pois, sendo r a posi¢cao do objeto
em fungao do tempo, temos que a(t) = flt;ﬂ(t), obtendo entao a equacgéao diferencial

2
T(t) = F(t). A equagao do calor unidimensional, dada por u; = au,, para a > 0, €

.
urrﬁgzequagéo diferencial que modela a difusao do calor em uma barra cilindrica de raio
suficientemente pequeno, desde que essa barra respeite determinadas condicoes.

Levando-se em conta que as equacoes diferenciais podem ser aplicadas para
modelar problemas pertinentes a outras areas do conhecimento, nota-se entdo a ne-
cessidade de saber responder a seguinte pergunta: sob quais hipéteses uma equacao
diferencial possui, ou nao, solucao, e caso haja solugao, quais sao as suas proprieda-
des? A fim de responder essa pergunta, as equacgoes diferenciais foram separadas em
diversas classes, e nesta monografia nos ateremos as equacoes classificadas como
equacoes diferenciais parciais elipticas, para entao resolver um problema especifico:
o problema do autovalor para operadores elipticos.

A teoria que sera utilizada nessa monografia tera como base o espaco de
Sobolev, sendo o0 espaco de Sobolev um subespaco fechado do espaco de Lebesgue
com uma norma apropriada, o espaco de Lebesgue sera um pré-requisito para a teoria
a seguir. Os espacos de Lebesgue L? para 1 < p < oo, que sao construidos via teoria
da medida, sao espacos de classes de fungdes que sao completos sobre as normas
L?, isso é, toda sequéncia de Cauchy em L? converge em L?; portanto, os espacos de
Lebesgue e de Sobolev sao espagos de Banach. Da Desigualdade de Holder temos
que o espaco L? é também um espago com produto interno cuja norma induzida é a
norma L2. Logo, L? é um espaco de Hilbert, sendo essa uma propriedade de grande
utilidade para a teoria a seguir.

Em relacdo a organizagdo dos assuntos tratados nessa monografia, no se-
gundo capitulo, intitulado Espacos de Sobolev, encontram-se algumas propriedades
sobre esses espacos. Dentre as propriedades destacam-se: os teoremas do aproxima-
cao, que fazem uso das sequéncias regularizantes para mostrar que toda funcao no
espaco de Sobolev pode ser aproximada por fungdes suaves, inclusive por funcdes
suaves definidas na fronteira do dominio; o teorema da extensao, que garante que
o dominio das fungdes pode ser expandido; os teoremas do trago, que mostram a
existéncia do operador T : W'*(U) — L?(dU) que satisfaz “u € W, (U) se, e somente
se, Tu = 0 em 9U”; e por fim, o Teorema de Rellich-Kondrachov, no qual é obtida a
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imersao compacta dos espacos de Sobolev em Espacos de Lebesgue.

Ja o capitulo 3 é destinado para o estudo das equagdes elipticas. Estando
definidas a versao fraca e a solucao fraca de um problema eliptico, verifica-se inicial-
mente a existéncia de solucdes fracas para operadores elipticos com funcoes coefi-
cientes em L>. Apés, impondo condi¢des de diferenciabilidade sobre as coeficientes
verifica-se a regularidade das solugoes fracas, tanto no interior do dominio quanto
em sua fronteira. Por fim, verifica-se também os Principios do Maximo e a desigual-
dade de Harnack, que ditam sobre 0 maximo (ou minimo) de uma fungao por meio do
operador eliptico.

O capitulo 4 é destinado exclusivamente para o problema do autovalor, no qual
sera mostrado que, em um operador eliptico, os autovalores sdo numeros reais posi-
tivos, a sequéncia formada por autovalores, respeitando a sua multiplicidade, € nao
decrescente, onde o primeiro autovalor tem multiplicidade 1 e é obtido pelo Principio
Variacional, existe base ortonormal formada por autofungdes em L? associadas aos
autovalores, e as fungdes que solucionam o problema do autovalor para o primeiro
autovalor sdo multiplas de uma fungcao nao negativa que também o solucionam. Por
fim, os trés anexos dispdem de resultados que fogem do idealizado nesse trabalho
sendo, no entanto, necessario em alguns pontos para o seu desenvolvimento.
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2 Espacos de Sobolev

O ponto de partida nesta monografia é o Espago de Sobolev W#?(U) — onde
U é aberto — que € o conjunto das fungbes u no Espaco de Lebesgue L*(U) que
possuem todas as suas derivadas fracas de ordem no maximo k em LP(U). Por sua
vez, dado um multi-indice «, uma fungdo v € L*(U) é uma a-ésima derivada fraca de
u € L} (U), e é denotada por v = D®u, se para todas as fungoes teste p € C°(U)

tivermos
/uD"‘gpdm— (—1)|a|/vg0dx.
U U

Nesse caso, |«| é a ordem da derivada.

Vale lembrar que dizer que uma fungéo u pertence ao espago W*?(U) é um
abuso de linguagem. Na realidade, os elementos que constituem W*?(U) (e mais
geralmente, L?(U)) sdo classes de equivaléncia, na qual duas fungdes u e v pertencem
a uma mesma classe se u e v sao idénticas no sentido quase todo ponto (q.t.p.), ou
seja, que o conjunto dos = € U tais que u(z) # v(x) tem medida nula. A titulo de
exemplo, a fungao identicamente nula e a fungao

f(x):{x sercQ

0 sezeR\Q

sdo idénticas q.t.p., pois elas diferem apenas no conjunto Q\{0}, que por ser enu-
meravel tem medida nula. Logo, elas pertencem a uma mesma classe de equivaléncia.
Por simplicidade, os elementos de W*?(U) serdo tratados como fungdes, isso €, a
notagdo u € W*?(U) (ou v € LP(U)) indica que u € uma fungao representante de sua
classe de equivaléncia.

As derivadas fracas no Espaco de Sobolev possuem algumas propriedades
gue serao Uteis no decorrer do trabalho. No teorema abaixo estao algumas delas, que
serao aceitas sem demonstragao.

Teorema 2.0.1 (Propriedades das derivadas fracas). Sejamu,v € W5?(U) e um multi-
indice o com |a| < k. Entao,

(i) D € Wkr-lel»(U) e D?(D*u) = D°Pu para todos multi-indices o, 3 com
af + 8] < k;

(i) Paratodos \, u € R, temos \u + uv € W*P(U) € DY(\u + pv) = AD%u + puD%u;
(i) SeV c U onde V' é aberto, entdou € Wkr(V); e
(iv) Se ( € C>=(U) entdo (u € W*P(U) e

D*(Cu) = (g) DP¢D* Py (Férmula de Leibniz).
p<a
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Exemplo 1. A fungéo f : (—1,1) — R dada por f(z) = |z| + ¢, onde ¢ € R, ndo possui
derivada pois nao € derivavel em z = 0. No entanto, a fungao

{—1 se —1<x<0;
v(z) =

1 sel0<z<1,

€ a derivada fraca de f. De fato, dada ¢ € C°(—1, 1), temos:

/_11 foldr = /_01 fgo’d:r:+/01 f¢'dx
= /j(—x + ) dx + /Ol(x + ¢)p'dz
e e B L e ]

0

— 10 -0+ 0 - o0 - | [ (-0ppar+ [ 1]

—1
1

= —/ vpdx.
1

O célculo acima evidencia que se f € C*(a,b), entdo a derivada fraca de f é a sua
derivada (no sentido usual). O mesmo vale para fungdes em C*(U), onde U C R".

No exemplo acima poderia-se ter usado no lugar da funcdo f a funcao
g:(—1,1) - R dada por

lz|+c¢ sex e (—1,1)NR\Q;
g(x) =
0 sexe(-1,1)NQ,

pois v € também derivada fraca de ¢. Isso se da pois f e g sdo idénticas no sentido
q.t.p..

Exemplo 2. Considere a fungdo h : (—1,1) — R onde h(z) = —1 paraz € (—1,0) e
h(z) = x para z € [0,1). Esta funcdo ndo admite derivada fraca, pois se admitisse
derivada fraca v, para toda ¢ € C°(—1, 1), teriamos

1 1
—/ vpdr = / he'dx
—1 -1
0 1
= / hgp’dm+/ hy'dx
—1 0
0 1
= —/ gp’daz+/ r¢'dr
-1 0
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1
— (o)~ (1) (el - [ s
0
1
= —¢(0) - / pdz,
0
e tomando uma sequéncia de fungdes suaves {y,,}>°_, em C°(—1, 1) que satisfaz

0< pm(@) <1, wu(0)=1 € @u(z) — 0paratodo z # 0,

obtém-se ao substituir © por ¢, que

1 1

uma contradicao.

Os exemplos acima mostram que a nao continuidade de uma fungao nao é
condicao suficiente para que ela nao tenha derivada fraca, uma vez que ambas as
fungbes g e h sao descontinuas, mas g possui derivada fraca, enquanto que h nao
pOSsui.

O espago W"»(U) é também munido da norma || - ||y que é dada por:

[ 1/p
Ylaj<k |1 DUl Ly S€ P = 00,

e que conforme visto acima, essa norma depende da norma em L?(U), que é dada por
|w|l ey = (fU |uypdu)1/p para 1l < p < oo, € |lul|L~) € o infimo das cotas superiores
essenciais de u, onde M € R é uma cota superior essencial de u se |f(z)| < M q.t.p.
x € U. Com essa norma, desde que L?(U) é um Espago de Banach e W*?(U) é um
subconjunto fechado de LP(U), segue que o espago W*?(U) é também um espago de
Banach, isso &, toda sequéncia de Cauchy {u; }ren €m WH?(U) converge para alguma
fungdo « em W*?(U) na norma || - |ly=sq). Além disso, essa sequéncia de Cauchy
em WkP(U) possui uma subsequéncia {uy ;}jen que converge q.t.p. para u, isso é,
as sequéncias numéricas {uy, ()} en cONnvergem para o nimero u(z) para quase todo
ponto = de U.

2.1 Aproximacao por funcoes suaves

Uma fungdo u que pertenga a W*?(U) ndo necessariamente possui boas pro-
priedades, como por exemplo a diferenciabilidade no sentido usual. No entanto, os re-
sultados a seguir mostram que € possivel aproximar a fungao « por uma sequéncia de
funcoes suaves. No primeiro resultado sera mostrado a existéncia de uma aproximacao
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a u em subconjuntos compactos de U, isso €, uma aproximacao local. Mas antes é
necessario definir alguns objetos.
Definicao: Dado U C R™ um aberto e € > 0, define-se o conjunto U. por

U. ={z € U;dist(z,0U) > e}.

Ou seja, U, é formado pelos elementos U que distam mais do que ¢ da fronteira de U.
Considere a fungao p € C*(R") definida por

1
0 se|z| > 1,

p(x) =

onde a constante C' > 0 é tal que [, pdz = 1. Defina agora as fungoes p,, por

pm(x) = m"p(mz),

e note que p,, € C°(R"), [p. pmdz =1 € supp(pm) C B(0,1/m).
Definicao: Dada f € W*?(U), defina as fungbes regularizantes por

fm:pm*f7

onde p,, x f é a convolugdo dada por
pm*fz/pm(x—y)f(y) dy:/ pm(Y) f(z —y) dy.
U B(0,1/m)

Algumas propriedades uteis das func¢oes regularizantes podem ser encontra-
das no Anexo A.

Teorema 2.1.1 (Aproximacao local por fungdes suaves). Segja v € WHP(U) com
1 <p< o edefina
Up = pp*u €m Uy,

Entao,

(i) u, € C*(Uyn) paratodon € N; e

(ii) w, — u em WP

ocC

(U) quando n — oc.
Demonstracao:

(i) segue do Teorema 1 do Anexo A;
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(i) Mostremos que para |o| < k
Daun = pPp * D% em Ul/m (1)

isso €, que a a-ésima derivada parcial de u,, € a convolugao da fungao p,, com a
a-ésima derivada fraca da fungéo u. De fato, para x € Uy,

D%y, (x) = Da/[]pn(x—y)u(y)dy
_ / D2 pule — ) - uly)dy
U

= (—1)'a'/UD§fpn(w—y)‘u(y)dy,

e desde que p,(z — y) € C*(U) para x fixado, temos pela derivada fraca de u
que

/UDSpn(w —y) - uly)dy = (=) /Upn(fv —y) - Dyu(y)dy,

ou seja,

Doy () = (1) / pul — ) - D*u(y)dy = (pu % Du)(2),

U
0 que prova (1).
Seja V. cc U um aberto. Por (1) e pelo Teorema 1 do Anexo A, temos que
D%u,, — D*u em LP(V') para cada |a| < k, pois

lim D%, = lim p, * D% = D% em LP(V).

n—oo

Entao,

lun = ullfyeniy = Do 1D%un — D%ul[f50r) = 0
jal<k

quando n — 0. ¢q.a.
Agora que foi obtido uma aproximagao suave a uma fungdo v em W+?(U) de

maneira localizada, pode-se usar esse resultado para obter uma aproximacgao suave
a u em todo o dominio U, isso €, uma aproximacao global.

Teorema 2.1.2 (Aproximacao global por fungées suaves). Seja U um conjunto limitado
e suponha que v € W*?(U) com 1 < p < co. Entdo, existe uma sequéncia de fungdes
{tm ymen C C(U) N WEP(U) tal que

U — u em WHEP(U).
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Demonstracao: Note que U = U2, Uy, = U2 {x € U;dist(x,0U) > 1/i}. Defina

Vi=U.1 —U. .

143 i+1

Escolha V, cc U tal que U = U2, Vi. Seja {¢;}°, uma particdo da unidade subordi-
nada aos conjuntos abertos {V;}°,, isso €,

(@)

0<G <1, ¢elxV)
YogG=1 em U.

Sejau € WkP(U). Pelo Teorema 2.0.1, item (iv), temos que ¢;u € W*P(U) e supp(Gu) C
C V;. Fixe 0 > 0. Escolha n; € N suficientemente grande tal que u; := p,, * (Gu)
satisfaca

0 .
|u; — Cz‘u||Wk~,p(U) < i1 1=0,1,... @)
supp(u;) C Wi, i=1,..

com W; := Uﬁ — U% D V; parai = 1,... (note que a primeira condicao segue do
teorema anterior).

Defina v := >7°,u;. Entéo, v € C*>(U), pois u; € C*(V;) (note que para cada = € U
existe N € N tal que = ¢ W, se n > N, ou seja, pontualmente, v € a soma finita de
funcbes C) e para cada aberto V' CcC U existe apenas um numero finito de termos
nao nulos na soma. Desde que, por (2), u = >, (;u, temos que paracada V ccC U,

v —ullwrooy < |lv—ullwrsw)

=0 1=0 Wk.p(U)
<D (u = Gu)
=0 Wk (U)

o0
< > llui = Gullwrsw
=0

1
< 5;} 9i+1

J.

IN

Desde que vale para todo V' cC U, tomando o supremo sobre os conjuntos V' CC U,
concluimos que [|v — ullwrr @) < 0. c.q.a.

Obs.: Note que a sequéncia u,, dada no enunciado é u,, = >1" u;.

Vale notar que no teorema anterior foi obtido uma aproximagao suave a u em
todo o dominio U, mas no entanto, nao foi possivel saber se as fungoes u,, podem ser
definidas na fronteira. Agora, se forem impostas condi¢des sobre a fronteira de U, as
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funcdes u,, poderdo ser definidas na fronteira, isso €&, u,, € C*>(U).

Definicao: Seja U ¢ R™ um aberto e k£ € N. A fronteira U é dita de classe C* se para
cada ponto z, € OU existe r > 0 e uma fungéo v : R"! — R de classe C* tal que,
fazendo uma mudanca de variaveis se necessario, temos

U N Blzo,r| = {z € Blzo, r];xn > v(z1, ..., Tno1) }.

oU é de classe C* se é de classe C* para todo k € N e é analitica se v é analitica.

Teorema 2.1.3 (Aproximacao Global por Funcoes Suaves sobre a Fronteira). Seja U
limitado com fronteira de classe C*. Suponha que u € W*?(U) para algum 1 < p < oo.

Entao, existem fungées u,, € C*(U) tais que
Uy, — u €m WHP(U).

Demonstracao: Fixe z, € 9U. Como U é de classe C*, existe um raio r > 0 e uma
funcdo v : R"! — R de classe C! tal que, fazendo uma mudanca de variaveis se
necessario, temos

U N Blxg,r] = {x € Blxg,r|;z, > y(x1, ..oy Tn_1)}
Definamos V' = U N Blzy, /2] e as transla¢des
tm(z) =2+ )\e (xeV)
m\T) = —Cn, )
m

e note que para A > 0 suficientemente grande fixado, a bola B(¢,,(z), 1/m) esta contida
em U N Blxy,r] para todos = € V e m € N com m suficientemente grande. Defina
U () = u(t,(r)) parax € V e defina u,, ; = p; * t,,(u) e note que u,, ; € C=(V) (pois
o conjunto V + :;en C U e pelo Teorema 2.0.1 v € W*?(w) para todo w C U. Logo,
pelo Teorema 1 do Anexo A, u,,; € C=(V).

Conforme a demonstragao do Teorema 2.1.1, temos que D%u,, ; = p; * D%uy,.
Pelo Teorema 1 do Anexo A tem-se que, para cada m fixado, a sequéncia { D%u,, ; }32,
converge para D%u,, para todo |«| < k. Defina entdo a sequéncia {v,,}°>5_, por

U, = Uy COM|[D%Upp — DU || 1oy < V|a| < k para algum [ € N fixo.

1
(k+1)m

Provemos que
Uy — u em WHP(V),
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Seja |a| < k. Entao, pela Desigualdade de Minkowski,

19
E+1’

D0y — DUl Loy < || D0 — D[ 1wy + | D% — Dul| oy < (4)
onde a desigualdade < sera mostrada verdadeira. Temos pela definicao de {v,,}>_,
que || D*v,,, — D, || 1o (vy pode ser majorado. Mostremos que || D*u,,, — D*ul| .»(v/) pode
ser majorado. Seja ¢ > 0. Afirmamos, sem demonstrar, que para todo ¢ > 0 e todo
F CV,existe § > 0talque,se m(V—F) < dentao [, .|D%u,,—DulPdu < (¢/2)P. Por
outro lado, pelo Teorema de Lusin, para todo § > 0, existe F' C V fechado tal que D“u
é continuaem F e m(V — F) < 4. Segue pela Propriedade 1 em Fung¢des Continuas
do Anexo C que D“u,, converge uniformemente para D*u em F. Seja entdo mg € N

tal que | D%u,, — D%u| < 5 c em F' para todo m > m,. Entao,
m

(F)(/»)

||Do‘um — DQUHLp(V) < HDaum — DaUHLp(V_F) + ||Do‘um - Dau”Lp(F)

1/p 1/p
- (/ |Daum—D°‘u|pdu> —l—(/ |D°‘um—Dau|pd,u>
V-F F
St / £ 4 l/p
2 "\ Jp 22m(p)™
< €.

Portanto a desigualdade (4) é verdadeira. Logo,

k
| Vm — UHW’W(V) = Z% | DV, — DQUHLP(V) <E&.
=
Seja 6 > 0. Como QU € compacta, podemos encontrar um numero finito de
pontos x}, € U e de raios r; > 0, obtendo entdo um ndmero finito de conjuntos V; =
= U N B(z},r;/2) e de fungdes v; € C=(V;), i = 1,..., N tais que U C UY, B(z}, r;/2)
e
[vi = ullwraqy < 0. (5)

Sejam V, cc U tal que U c UY,V; e, usando o Teorema 2.1.1, uma fungéo v, €
C*(V}) satisfazendo
lvo — wllwrr(y) < 6. (6)

Seja {¢;}¥,, uma partigio da unidade em U subordinada aos conjuntos abertos
{Vo, B(zd,71/2), ..., B(x} ,rx/2)}. Defina v := SN ¢v; (note que v € C(U) por ser
pontualmente uma soma finita de fungdes C*). Desde que u = >V, (;u, temos pelo
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Teorema 2.0.1 e por (5) e (6) que, para todo a < k,

N N
1D = D*ull oy = | D° (Z <) - D (Z <>

i=0 Lr(U)
N
S SLEEHES WA
i=0 Lr(U)
N
— S (po(Gn) - Do)
i=0 Lp(U)
N
= |3 D [G(v; — )]
i=0 Lr(U)
N
< S ID(G s — )]y
=0
N
= Y ID[G (0 — w)lloovy
=0
N
-y Z( )D%Da Yo =)
i=0 || B<a B Lr(V;)
< Z(ZHDaﬁ i — w)lloe; )
B<a
< ClZHUZ ’U,Hwkp Vi)
< (N+1)Ch,

logo, [[v — ullwrrep < (N +1)C6. cqa.

Obs.: A sequéncia {u,,} do enunciado pode ser definida pelas fungées u,, = v da
demonstragao tal que [|v — u|yr.e@y < 1/m.

2.2 Estendendo o dominio

Sera feito agora a extensao de uma fungdo em W'»(U) para uma fungao em
Whr(R™). Se o dominio U de uma fungao u € W*?(U) for estendido para R™ anulando-
a em R" — U, pode-se gerar descontinuidades na fronteira de forma que a fungao
estendida nao tenha derivada fraca.

Exemplo 3. Note que para a fungao f : (0,1) — R com f(x) = x, ao tomar F' como
sendo a extensdo de f para todo o conjunto R anulando F' fora do intervalo (0, 1), isso
é fazendo F(z) = f(x) = zsexz € (0,1) e F(z) = 0 se x € R\(0,1), entdo F ndo
possuira derivada fraca em R. De fato, se existisse derivada fraca v de F', entdo para
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toda ¢ € C°(—1,2), tem-se

1
= w!é—/ pdx
0

1
= (1) - / pdz,
0
e repetindo o argumento utilizado no Exemplo 2 com a modificagéo ¢,,(1) = 1, obtém-
se a contradicao pretendida.
No teorema a seguir sera mostrado que é possivel fazer a extensao do dominio

sem gerar descontinuidades na fronteira.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Extensao). Considere o conjunto limitado U com fronteira
oU de classe C*'. Seja V' um conjunto aberto limitado tal que U cc V. Entao, existe
um operador linear limitado

E:Wh(U) — WHP(R™)
tal que para todav € W'»(U):
() Fu=wuq.t.p.emU;
(i) EFu tem suporteemV ;e

(iii) || Eullwrr@mny < C|lullwrr@), onde a constante C depende apenas dep, U e V.

Definicao: Fu é chamada de extensao de v em R™.
Demonstracao: Fixe xy, € OU e suponha que

oU é plana proximo de z,, pertencente ao plano {z,, = 0}.
Entao existe uma bola aberta B de centro x, e raio r tal que

Bt=Bn{z, >0 CcU
B~ =Bn{z, <0} CR"-U.

Seja u € C>(U). Defina a fungao u por

u(z) =

u(x) sex € Bt
—3u(xy, ey Ty, =) + du(T1, ooy Ty, —x,/2) S€ T € B™.
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9, ,
Provemos que u € C*(B). Claramente, a—;(a:) existe se © = (zy,...,x,) € B
. o ) : . .
# 0 pois temos —@(m) . (x). Mostremos que existe a derivada em z =

ax, 8$Z

= (x1,...,x,) € B com z, = 0. Verifiquemos que os limites laterais coincidem (note
que basta verificar a derivada parcial em relagao a variavel x,,):

ou (@, e, g, Ax) — u(wy, e, Ty, 0)
6—%(1:1,...,1;”_1,0 ) —Aili%i N
— im w(zy,y .oy 1, —Azx) — (1, ..., Ty_1,0)
Az—0+ —Ax
. =3u(xy, e, Ty, Ax) + du(xy, o Ty, Az /2) — u()
= — lim
Az—0+ Ax
. —3u(xy, ..o, 1, Ax) + 3u(x)  du(xq, ..., 251, Ax/2) — 4u(x)
= —| lim +
Az—0+ Ax Ax
— 3 lim w(z1, s T, Ax) —u(x) 4 lim W(xyy oy Ty, Az /2) — u(z)
Az—0+ Ax Az—0+ Ax
~,ou N . u(xy, e, T, Az /2) — u(x)
= Sa—%(acl,...,xn_l,() )—2A£1£>r%)+ Av2
ou ou
= 387%(331, ey Tp—1, 0+) — 28:[;” (I’l, ey Tp—1, O+)
ou
frg @xn(xl,...,xn_1,0+)7

como gostariamos.

De fato,

Mostremos que existe C' constante (que independe de ) tal que

||u_1||W1vP(B) < CHUHWLP(B*)'

_ _ "l Ou
lallwiomy = Nl + 2| 5=
i=1 illLe(B)
- _ "l Ou " || Ou
< allzo-y + @l oy + D . +> O,
=1 19 |lp(g—)y =1 1 9%illpp(B+)
- " || Ow ~ " || Ju
= Hu|’L;D(B+)+Z Oz —i—HUHLp(B—)—i-Z Oz
i=1 11 9% || Lo (B+) i=1 1| 9% || Lp(B-)
- _ " Ou
= Nl + il + 3| 0r|
i=1 illLe(B-)
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e como
lullera—y = || = 3u(@r, ooy T, =) + (@1, oy Tty =20 /2) || o (8-
< Bllu(@r, oo Tpe1, —20) || 2o + Aw(@1, s T, =20 /2) || o (5
= 3llullro+) + Alu(zr, .o a1, T /2) || Lo (5+)
< 3Bllullzesry) + Az, s o1, T0) || o8
< Tlullzes),

e a norma das derivadas parciais

ou ou ou
’ 3 — H—?)a(xl,...,xn_l,—xn)—l—éla(xl,...,xn_l,—:vn/Z)
Tilloe(s-) i i Lp(B-)
ou ou
S 3 ai(‘rh"'?xnfh_xn) +4|'a (xlw"uxnfl;_xn/Q)
i L¥(B) i L (B)
ou ou
= 3 5 +4Ha (X1, ey Tpe1, T /2)
X Lp(B-‘r) € LP(B+)
< 3 ou L ‘ ou
Oill o) il o )
< 7 ou |
0| o)
e
ou ou ou
’ 5 = H?)a (xl,...,xn_l,—xn)—Qa (X1, ey Tpo1y, — T [2)
Tnlle(B-) Tn In LP(BY)
ou ou
S 3 67(1'1,...,1'”_1,—1‘”) +2||a($1,...,2§'n_1,—$n/2)
n Ly (B-) n Ly (B-)
ou ou
= 3 5 —i-QHa (X1, ooy Tpo1, T /2)
OnllLr(s) n LP(B7)
< 3 ou i ‘ ou
e O%nlo(s+)
< 5 ou
Ol ()
< 7 ou ’
Onl o)
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temos,
_ _ _ "1l ou
lurllwirsy < llallwiesey + lllee-) + 0 O
i=1 | 9%l Lo ()
_ , "l ou
< Nlhwrnio + Tl + 732 | o
i=1 illLr(B+)

= 8|[ullwro(s).

Se 90U nao for plana proximo de z,, podemos encontrar um mapeamento &
de classe C' com inversa ¥ tal que a fronteira 90®(U) seja plana proxima de ®(zo).
Escrevendo y = ®(z), x = ¥(y) e v/(y) = u(¥(y)), podemos tomar uma bola B tal que,
procedendo de maneira aos passos anteriores, estenderemos u’, que esta definida
em BT, para uma funcdo u’ definida em toda a bola B no qual @’ é de classe C* com
estimativas

@ [lwsy < Cllu llwras)-

Tomando W = ¥(B), obtemos uma extensdo u de v em W com

HUHWLP(W) < CHUHWLP(U).

Como U é compacto, existe uma quantidade finita de pontos =}, ..., 2} € oU,
de conjuntos abertos W; e de extensodes wu; de « em W, tais que oU C UY., W;. Defina
o conjunto W, cC U tal que U C UY, W;. Defina a fungéo « por

N
u="Y i
i=0

onde uy = u e {(;} € uma particao da unidade subordinada aos conjuntos W;. Entéo
por (7) temos
|| wrr@ny < Cllullwirw) (8)

para algum C' que nao depende de u. Mais ainda, podemos tomar r; suficientemente
pequeno tal que o suporte de u esteja contido em V' (lembre que U CcC V).

Defina Fu := u e note que Fu é linear.

Sejam 1 < p < oo, u € WHP(U), e seja {u,,}°_, C C*(U) uma sequéncia
que converge para . em W'?(U) (essa sequéncia existe pelo Teorema 2.1.3). Pela
desigualdade (8) e pela linearidade de E, temos

||Eum — Eulnwl,p(Rn) = ||E(Um — ul)HWLP(R”) S CHUm — UlHWl,p(U).

Entédo, {Fu,,}>°_, € uma sequéncia de Cauchy que converge para a fungéo u := Eu
em WhP(R™).
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Seja u € WH>=(U). Desde que U tem medida finita, temos que u € W'?(U)

para todo 1 < p < oo, e entdo existe uma sequéncia {u,,}>_, C C*(U) que converge
para v em Whr(U). Entéo,

||Eum — EU[HWLP(Rn) S CHUm - UZHWLP(U)-

Desde que u,, € L>*(U) para todo m € N, segue pela Propriedade 3 em Espaco L* do
Anexo C que
| Bt — Eug|lwiee@ny < Oty — wllwieewy,
ou seja, {Fu,,}>°_, converge para a fungdo u := Fu em W1P(R").
Sejam 1 < p < 0o € {u, 1, {vm )}, € C®(U) sequéncias que convergem
parauem Wi (U) e u = dim Eu, ev = lim Euvy,. Seja k; € Ntal que

1 — B lwoen < = € |5 — Evjllwisge <

Wl M
Wl ™

para todos m,j > ki. Seja k;, € N tal que [[u — un||wir@y, [[u — vj|lwirw) < €/6C €
m,j > ky. Entao,

[wm = vllwiowy = | (um = w) = (v = w)lwir@w) <

< [[(wm = w)llwrew) + [ (v; = w)llwrow) <e/3C

Entdo para k = max{ky, k2}, € m, j > k, segue pelas desigualdades anteriores que

||ﬂ — {]”Wl,p(Rn) ||(1l — Eum) — (17 - EUj) + (Eum — EUj)HWl,P(Rn)

S ||7jb — Eum”wl,p(Rn) —+ H?j — EUjHWl,p(Rn) + ||Eum — EUjHWl,p(Rn)
2e

< 3 +Cllum = vjllwirw)

< e,

ou seja, u = v q.t.p., ISSO &, 0 limite liLn Eu,, independe da sequéncia {u,, }5°_;. c.q.d.
m o0

Exemplo 4. Os passos da demonstracao anterior serao agora usados para fazer a
extensdo da funcdo f(z) = x do exemplo anterior de forma que a extensao tenha
suporte no intervalo (—3/2,5/2). Primeiramente, pelos resultados de aproximagao
pode-se tomar f definida no intervalo [0,1] onde f(z) = x. Logo, o conjunto U é o
intervalo (0,1), donde U = [0,1]. Para ) = 1, os conjuntos B* e B~ podem ser
tomados pelos intervalos

B+ = (3/5,1]
B~ = (1,7/5),
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e a funcéo f; sera

f(x) sex € (3/5,1]

fi(x) = { —3f(1—(z—1))+4f(1—(x—1)/2) sex € (1,7/5)

isso é, fi(z) = z parax € Wy = (3/5,7/5). Para 22 = 0, mostra-se analogamente que
fo(x) = x para z € Wy = (—2/5,2/5). Para W, = (1/5,4/5), defina fy(z) = z em W, e
a extensao Ef de f por

2 —
Ef =3 Gfi
=0
onde {¢}2_, é uma particdo da unidade tal que

G € O (W)
Y2,G=1emU=(01).

154

054

054

Figura 1: Extensao da fungao f com suporte no intervalo (—3/2,5/2).
Fonte: O autor.

Mostremos como definir as fung¢des ¢; acima. Tomando a fungao g : R — R por

exp(—1/z) sex >0
g(x) =
0 sexr <0,

considerando os numeros a; = —27/20, a; = —3/10, ag = 1/4, ay = 3/10, a5 = 7/20
ag = 13/20, a; = 7/10, ag = 3/4, a9 = 13/10 € a;y = 47/20, e tomando as fungdes
90, 91, g2 : R — R por

g(x — a3) ‘ glag — )
g(x —a3) +glas — ) glag —x) + g(x — az)’

go(x) =

9(z — ag) . g(ay — x)
9(z = ag) + glar — ) glaro — ) + g(x — ay)’

gi1(x) =
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g(x —a1) ) g(as — x)
9(x —a1) + glaz — ) glas — ) + g(v — as)’
defina (o = g0, (G = (1 —go)g1 € & = (1 — go)(1 — g1)g2- As fungdes ¢; assim definidas
satisfazem as propriedades requeridas.

92(x) =

2.3 Teorema do Traco e funcoes Traco-zero

Em vista dos resultados de aproximacao, sendo que o ultimo diz que uma
fungdo em W*?(U) pode ser aproximada por fungdes em C>=(U), torna-se possivel
descobrir quais propriedades u possui na fronteira. O primeiro teorema a ser mostrado,
o Teorema do Trago, mostra a existéncia de um operador linear limitado de W'?(U)
em LP(oU).

Teorema 2.3.1 (Teorema do trago). Seja U um conjunto aberto e limitado com fronteira
de classe C' e 1 < p < co. Entao existe um operador linear limitado

T WY (U) = LP(9U)

tal que

(i) Tu = ulpgy seuc WH(U)NC(U); e
(i) 1|1 Tu| trovy < Cllullwrew) para cada v € W'?(a,b), e C uma constante depen-
dendo somente dep e U.

Definicao: Tu é dito tragco de u em OU.

Demonstragdo: Seja « € C'(U). Analogamente & prova do teorema anterior, seja

zo € OU e suponha que U é plana préxima de x,, pertencente ao plano {z, = 0}.

Seja B a bola escolhida no teorema anterior e seja B a bola concéntrica de raio /2.
Considere ¢ € C>*(U) com ¢ > 0em Be ¢ = 1 em B. Denote por I' o conjunto

oU N B. Seja 2/ = (x1.,,, .#n_1) € R*! = {z, = 0}. Definindo o campo vetorial

F(zy,...,z,) = (0,...,0,C|ul?), temos que

p p
00 90 ocul _ cul

= = (Clul?),, -

dl’U(F) = 871‘1 axn_l axn axn
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Entao, pelo Teorema do Divergente, temos que

/(C|u|p)xndx = / div(F)dx
Bt Bt
= / F -7dS
oB+

— / (0,0, 0,Clul?) - i7dS
OB+

= —/ ClulPda’,
{zn=0}

pois desde que para (zy,...,z,) € BT com x, # 0 a fungdo ¢ é nula, temos que
(0, ...,0,Clul?) - 7 = 0, e por outro lado, para (z1, ..., z,) € 9B com z,, = 0 temos que
7= (0,...,0,—1) pois 9B é a uniao entre a por¢ao da casca esférica de centro z, e
raio » com Ultima coordenada n&o negativa e a circunferéncia no hiperplano {z,, = 0}
com centro x, € raio r. Logo,

/ lu|Pdx’ < / ClulPda’
r {zn=0}

S O
Bt

- / P, + plulP sgn(u)us, (e
B+

IN

“ / ul? + JuP~ sgn(u)u,, dz
B+
<O [l Y, i
B+
Des. Young |u|p |Ua:n |p

N e
B+ p

p
< C’/ |ul? 4+ | Du|Pdz
Bt

Se zy € OU mas oU nao é plana préximo a xz(, podemos fazer uma substituicao
de variaveis de forma que a fronteira 0®(U) seja plana proxima de ®(x), e usando a
estimativa acima e retornando as variaveis encontramos

/!u\pdS < c/ ul? + |DulPde,
Iy U

onde I" é um subconjunto aberto de OU que contém .
Como U é compacto, existe uma quantidade finita de pontos =, € 90U e de
subconjuntos abertos I'; C oU, i = 1, ..., N, tais que oU = UZ.N:1 I'; e

HUHLP(Fi) S C'||u||W1,p(U), ’L = ]_, ceey N
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Defina Tw := u|sy. Entao,
| Tu]| o or) < Cllullwre) (9)

para alguma constante C' que nao depende de .
Seja u € W»(U). Entao existe uma sequéncia {u,,}>°_, ¢ C=(U) que con-
verge para u em W1P(U). Entao, pela desigualdade (9) temos

| T — Tw| e ov) < Clltim — wil|wre @y,

ou seja, {Tu,, }°_, € sequéncia de Cauchy, e portanto converge para Tu := lim,, o0 T,
Note que, analogamente ao feito no teorema anterior, Tu independe da sequéncia to-
mada.

Seja u € W' (U) N C(U). A sequéncia {u,,}>°_, ¢ C>=(U) construidas na
demonstragdo do Teorema 2.1.3 convergem uniformemente para u em U. Portanto,

Tu = u|8U- c.q.d.

Exemplo 5. Considere U = (0,1) e f: (0,1) —» Ronde f(z) =0sexz € (0,1)NQe
flx)=2*>-3x+3sex e (0,1)N(R—Q). Note que f = 2? — 3z + 3 q.t.p. no intervalo
(0,1). Logo, a sequéncia {f,,}men onde f,,(z) = 2> — 3z + 3 para todo = € [0,1] é
uma aproximagao suave para a funcao f. Entao, como T'f = nlf_{noo TfmneTfn0)=3
e Tfn(1) = 1, tem-se que o trago da fungdo f é a fungao 7'f : {0,1} — R onde
Tf(0)=3eTf(1) =1. Aqui é interessante notar que a lei de formagao da fungao f
induz a pensar que o traco da f sera uma fungéo g : {0,1} — R onde ¢(0) = g(1) = 0.
No entanto, ndo € isso que ocorre, pois f ndao & continua e se anula, préximo dos
extremos, apenas em um conjunto de medida finita.

Exemplo 6. A fungcédo f : (—1,2) — R dada por f(x) = |z — 1| pertence ao conjunto
Wwtr(—1,2)NC([-1,2]). Logo,otragode féafungdo T'f : {—1,2} —» RondeTf(2) =1
eTf(—1)=2.

Estando o funcional T' bem definido, pode-se entao estudar as funcoes que
estdo no espago W, (U), onde W,*(U) denota o fecho de C>*(U) em W'»(U).

Teorema 2.3.2 (Funcoes Trago-zero em W»). Sejam U limitado com dU de classe C*
eu € W»(U). Entao

uwe WyP(U) se, e somente se, Tu=0 em OU.

Demonstracdo: Seja v € W,”(U). Entdo, por definicio, existe uma sequéncia de
fungdes {u,, }oo_, C C*(U) tal que

Uy — u €m WEP(U).
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Entao, Tu,, = 0 em 9U para todo m, e portanto, Tu = 0 em oU.
Reciprocamente, seja u € W'?(U) e suponha que

Tu=0 em oU.

Procedendo da forma como ja haviamos feito, isso é, usando as particdes da unidade
e supondo que dU é plana, podemos assumir que

u € WP(R"), u com suporte compacto em R,
Tu=0emJR} =R""

Entao, pelo teorema anterior, existe uma sequéncia de fungdes {u,,}>_; ¢ C'(R7)
que converge para u em W'?(R"), e desde que Tu = 0 temos T'u,, = Uy, |gn—1 — 0 €m
LP(R™ 1),

Tomando 2/ € R*! e z,, > 0, temos pelo Teorema Fundamental do Calculo
que

(@, )] < [t (’, 0)] + / e, (2 1) .
0

Entao, para ¢ sendo o conjugado de p,
Ty p
ot = €l 0+ ([ i @0l )
0
Holder Tn 1/p\ P
< O | |um(2,0)P 4 | x4 </ |um7xn($',t)|pdt>
0
< 0 (lun 0+t [ 0
0
< (w0 art [T 0w opa)
0
e integrando ambos os membros,

/ [t (2, ) |Pd’ < C(/ um (2, 0)|Pda’ + 2271 / \Dum(x’,t)]pdtdx’>
Rn—1 Rn—1 Rrn—=1 J0

< C (/ U (2, 0)|Pd’ +$ﬁ1/ / |Dum(az’,t)]pda:’dt> :
Rn—1 0 Rn—1

e como u,, — v em W'?(R") e Tu,, — 0 em LP(R"" '), fazendo m — oo, obtemos

/R e )P’ < Catt /0 /R D, 1)t (10)

para quase todo x,, > 0.
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Seja ( € C*(R) satisfazendo0 < (< 1le

_JC@)=1 selz| <1
<<m>_{ ((x)=0 selz|>2.

Escreva
{ Cm(x) = ((mx,), xR}
win(2) == u(z)(1 = Cu(2)),
Dessa forma,
{ Wi,z () = Us, (2)(1 = G (@) — mu(@)(' (man),
Dyw,,(2) = Dyu(z)(1 — ().

Note que

1/2
| Dun(x) — Du(a)| (Z<umi<x><m<x>>2 (o, (&) >+mu<x></<mxn>>2)

=1

IN

n 1/2
e, (Z<um<x><m<x>>2 " m2u2<x><<'<mxn>>2)

i=1

Ca(|Gml | Dul + mlul|¢ (may)])

IN

IN U

| Dwy,(x) = Du(z)[” C(ICml"|Dul” + m”|ul?)

e entao, integrando ambos 0s membros da desigualdade,

|Dwy,(xz) — Du(z)Pde < C |G |P| DulPdz +
R’ R™

mPC' |ulPdz
Rn

IN

|C |P| Du|Pdx +
2/m
mpC'/ / |u[Pda’ dt
Rn—1
= A, + B,

Mostremos que A,, — 0 quando m — oo. De fato, note que ¢,,, tem suporte no
conjunto C,,, = R"! x [-2/m, 2/m]. Entao,

|G (@) [P Du()[?] "= 0 q.t.p..

Desde que [(,(z)| < 1 para todo z, temos que (,,(z)|?|Du(x)|P| < |Du(x)|P em U.
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Segue entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
A, = C’/ |G (2) || Du(z) [Pda "= 0.
:'L_

Para majorar B,,, nés utilizaremos a desigualdade (10), obtendo

2/m t
B, < mpC'/ tp_I// | Du(2', t)|Pda’ dedt
Rn—1
2/m
< mpC'/ / / |Du(z', t)|Pda’ dedt
Rn—1
2/m
< m’C (/ P 1dt>/ / | Du(2', t)|Pda’ dt
0 Rn—1

2/m
< mpC’/ / |Du(2’,t)|Pdx’dt — 0 quando m — oo.
0 Rn—1

Logo, Dw,,(z) — Du(x) em LP(R%). Repetindo o argumento do caso A,
mostra-se que w,,(z) — u(x) em LP(a,b), uma vez que |w,,(z) — u(z)| = |u(z) n(z)]-
Portanto

Wy (z) = u(z) em WWP(RY).

Note que w,,, = 0 em Cy,,. Defina a sequéncia {wy, ; }; -, por
W,j = Pj * W

Temos entdo que w,,; € C>*(R"}) para todos m e j. Desde que w,, tem suporte no
conjunto supp(u) N (R} — Cs,y,), SEQUE qUe

supp(wm ;) C B[0,1/j] + supp(u) N (R} — Cop) := Crnyj.

Conforme a demonstragdo do Teorema 2.1.1, temos que D“w,,; = p; * D*w,,. Pe-
las propriedades de convergéncia da convolugao tem-se que, para cada m fixado, as
sequéncias {wy, ;}32, € { D*wy, ;}32, convergem respectivamente para w,, € D*w,, em
L*(R?). Defina ento a sequéncia {u,, }5>_, por

1
eom = mllerey) < ey
]_ .
Upy, = Wy, COM D®w,, . — D, || Loany < para algum k € N fixo.
[ D¥W W[ 1 R) m(n+ 1)
CmJg C RT_:_

Logo, a sequéncia {u,,}°_, pertence a C>°(R").
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Seja ¢ > 0. Desde que w,,(z) — u(z) em W'?(R"), existe j; tal que
£ .
|lu = win|[wre@n) < 5 Ppara todo m > j;.
Conforme a definigdo da sequéncia {u,, }3,, existe j, tal que
g .
[t — Wi |l w1 @) < 5 Para todo m > js.
Entdo, tomando j, = max{ji, j»}, temos que para todo m > j, vale

lu = umllwir@y) = |l(u—=wn) = (um — wn)llwiren)
< lu— wm”Wl!P(Ri) + llum — wm”WLP(Ri)

< e,

ou seja, u,, — uem W?(R"). Portanto, u € W, *(R") por ser o limite (em W' (R™))
de uma sequéncia em C°(R?%). c.q.d.

Exemplo 7. Afuncdo f:(—1,1) > Rdadapor f(z) =1—|z|sex € (—-1,1)N(R—-Q)
e f(z) =tg (?) se r € (—1,1) N Q pertence ao espaco W,”(—1,1), mesmo sendo
nao limitada proximo de x = —1 e x = 1. Note que o traco da fungao f é a funcao
Tf:{-1,1} - RdadaporTf(—1)=Tf(1) =0,pois f =gq.t.p,ondeg:(—1,1) - R
€ dada por g(x) = 1 — |z|, que € continua no intervalo [—1, 1].

2.4 As Desigualdades de Sobolev e Compacidade de Rellich-
Kondrachov

Nos resultador a seguir serdao usadas as Desigualdades de Sobolev para mos-
trar as imersdes dos Espacos de Sobolev em outros. Uma vez que as Desigualdades
de Sobolev séo vélidas para fungdes em C!(R"), usaremos esse fato juntamente com
os teoremas de extensao e aproximacao para obter as desigualdades para as fungoes
no espaco de Sobolev.

Por um lado, se U tem medida finita, & sabido que para 1 < p; < p, < oo vale
Wke2([7) ¢ Wk»1(U). As desigualdades a seguir mostram que se u € W?(U), entdo
u pertence a outros espacos, no qual depende da relacao entre p e n, sendo elas:

(1) 1<p<mn;
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Por ora considere 1 < p < n. Suponha que a desigualdade
[ull za@ny < Cf|Dul|zo@n) (11)

é valida para toda u € C°(R™), onde as constantes C' > 0 e 1 < ¢ < co ndo dependem
de u. Dados u € C°(R™) com u # 0, e A > 0, defina

uy(xz) =u(Ar) (z € R").
Aplicando (11) em u), obtém-se

[urllLa@ny < C||Dux]| ey

Mas .
e = [ u(a)tde = = [ juty)ioay,
R™ R™ Rn
AP
| Duy|Pdx = | Du(A\x)|Pdx = ™ | Du(y)[Pdy,
R™ Rn R™

e portanto pela desigualdade anterior tem-se

1

A
7)\’”/‘1 HuHLq(Rn) S CWHDUHLP(R"%

iSso &,
lull Laguny < CAY 54 || Dul| o eny,
ou seja, 1 — LT pois caso contrario, fazendo A tender a zero (ou ao infinito)
p q

np

obtém-se ||u| L«®n) = 0, uma contradi¢cdo. Portanto, ¢ = :
n—p

Definicao: Se 1 < p < n, 0 conjugado de Sobolev é

Note que de i* = s 711 segue que p* > p.

Os repsultagos a seguir mostram que a desigualdade (11) é verdadeira para o
conjugado de Sobolev. O primeiro resultado, que ndo serd demonstrado, trata do caso
particular para u € C!(R™). Apbs, os resultados serdo generalizados para as fungoes
em WhP(U).

Teorema 2.4.1 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Seja1 < p < n.
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Entao existe uma constante C, dependendo somente de p e n, tal que
||U”Lp*(1Rn) < O||Du||LP(R”)7

para toda u € C}(R").

Note que a desigualdade é falsa se u nao tem suporte compacto, como por
exemplo se u(z) = 1 para todo = € R™.

Em vista dos teoremas de aproximacao e extensao, o teorema anterior sera
usado para obter estimativas para fungdes em W' (U) e W, ?(U).

Teorema 2.4.2 (Estimativas para W'?(U), 1 < p < n). Sgjam U C R™ um aberto
limitado com OU de classe C', 1 <p<neue W' (U). Entdou € L (U) e

[ull o @y < Cllullwrew,
onde a constante C depende somente de p, n e U.
Demonstracao: Desde que dU é de classe C*, segue pelo Teorema da Extensdo que

existe Fu = u € W?(R™) com

{ @ =u em U, u tem suporte compacto, e (12)

]| wre@ey < Cllullwirw).

Como u tem suporte compacto, segue pelo Teorema 2.1.1 que existe uma sequéncia
de fungdes {u,,}>_, C C*(R™) tal que

Uy — 4 em WHP(R™).

Pelo Teorema 2.4.1 temos que |[[u,, — wl e gny < Cl[Duy — Dugl|pr@n) para todos
[,m > 1, e portanto
Uy, — 4 em LF(R™).

Novamente pelo Teorema 2.4.1 temos que ||uy, || ®ny < C|Dup| rrr-) para todo

m > 1. Logo,
HEHLP*(R") < CHDa”Lp(Rn).

Portanto, pela ultima desigualdade e por (12),

ull o 0y < Nl por (mny < CllDU||Lo@ny < Cllallwrrgny < Cllullwirwy- cqa.
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Teorema 2.4.3 (Estimativas para W,”, 1 < p < n). Seja U um aberto limitado de R".
Suponha u € W, ?(U) e 1 < p < n. Entéo,

[ullaw) < CllDullow)

para todo q € [1,p*], onde a constante C depende somente de p, q, n e U. Em
particular, para todo 1 < p < o,

ullze@y < CllDullpew).

Demonstracdo: Como v € W,*(U), existe uma sequéncia de fungdes {u,}>_, C
C C>(U) que convergem para u em WhP(U). Entdo, estendendo cada fungao u,,
em R” de forma que u,, = 0 em R" — U, podemos aplicar o Teorema 2.4.1 obtendo
[tmll o 1y < Cl|Dtun| 2o (1), € tomando o limite com m — oo, obtemos

[ell v vy < CllDull o w)-

Desde que U tem medida finita por ser limitado, temos pela Des. de Hélder que
[ttm | Loy < C|| Dt || oy paratodo 1 < g < p*. ¢.q.a.
Desde que p* > p, para o caso particular ¢ = p, segue pelo teorema acima
que
[ullo@) < CllDull o),

e essa desigualdade é chamada de Desigualdade de Poincaré. Essa desigualdade é
também valida para n = 1.
Obs.: Pelo Teorema 2.4.3 e por p* = nn—_p — oo quando p — n, espera-se que

uw € L>®(U) se u € W'(U). No entanto, isso é falso para n > 1, pois tomando
U= B(0,1)eu=log (log (1 + wﬁ)) tem-se que v € W™ (U) mas u ¢ L>*(U), mos-
trando entao que o caso p = n deve ser tratado de forma diferente.

Assuma agora n < p < oo. Para o que vem a seguir se faz necessario definir
o Espaco de Hélder.
Definigcao: O Espaco de Holder C*7 é definido pelas fungbes u € C*(U) para os quais
a norma

[l oy = Z sup{|D%u(z)|; z € U} + Z sup

<k <k TYeU
jal< ja <k ©¥E

| D*u(x) — D*u(y)
{ }

|z —y|

é finita.

Teorema 2.4.4 (Desigualdade de Morrey). Sejan < p < oco. Entao existe uma cons-
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tante C', dependendo somente de p e n, tal que

”“HCO”(R") < C““HWW(Rn)

para toda v € C*(R™) N W1?(R"), onde

v=1-=n/p.

Definicao: Diremos que «* € uma versao de uma fungao u se
u=u" q.t.p..

Visto que o teorema anterior vale para fungdes em C*(R™) N !*(R™), pode-se
usar novamente os resultados de aproximagao e extensao para obter estimativas para
fungoes em WhHP(U).

Teorema 2.4.5 (Estimativas para W'? com n < p < o). Seja U um aberto limitado
de R™ com fronteira de classe C'. Suponha quen < p < co euw € WHP(U). Entdo u
possui uma versdo u* € C*(U) ondey =1 — "' com estimativa

p

[u o @y < Cllullwrew,
sendo C' uma constante que depende apenas de p, n e U.

Para o proximo resultado sera retornado ao caso 1 < p < n.

Teorema 2.4.6 (Desigualdades Gerais de Sobolev). Sejam U um aberto limitado de
R™ com fonteira de classe C', w € W*?(U) e1 < p < n.

(i) Se
k< —,
p
entdou € L(U), onde
T_1_k
¢ p n

e vale a estimativa

ullawy < Cllullwrr@),
onde a constante C depende somente del, p, n e U.

(i) Se
k>

SRR
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entdou € C*~»171(U), onde

5] +1—2, se” ndo é um inteiro
qualquer numero positivo < 1 se - é um inteiro.

Vale também a estimativa

HUHC«’V*l%J*LWU < CH”HW"p(U),

onde a constante C depende somente del, p, n, v eU.

Demonstracao: Suponha que k < Z. Como D*u € LP(U) para todo |a| < k, temos
pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev que

HDBUHLP*(U) < Cllullwrsw) se |8l < k-1,

~ . 1 1 1 -
e entdo u € W* 1" (U), onde — = - — —. Analogamente, temos que v € W 27" (1)),
pr p n

1 1 1 1 2 . .
onde — = — — — = — — —. Procedendo indutivamente obtemos que u € W*4(U) =
P g 1 ! 1 pk: !
= L9(U) onde — = — — —, mostrando entao a desigualdade.
qg p N
Suponha agora que k > Tel ¢ 7. Entao, pelo caso acima,
p p
u € WHE(U),
onde
o117
ro P n
coml <" Tomel= VJ isso &
p p
1< < [+ 1.
p
Entao, » = pn ; > n. Segue entao pela Desigualdade de Morrey que D“u €
n—p
CO1-% (1) paratodo |a| <k —I1— 1. Notequel — — =1— " +1= VJ +1— " Entao,
r P P P

u e C*BITHEIT5 (). A desigualdade é demonstrada aplicando a desigualdade de
Morrey de forma recursiva (isso €, aplicando a desigualdade nas fungoées D*u onde
a<k-— {%J —1).
. . n . . . n n -
Por fim, seja — um inteiro. Defina | = {J —1 = — — 1. Entao, pelo caso
D P D
o ;=1 Entao, pela Des. de Gagliardo-
n—p

acima, temos que u € W*='"(U) onde r =
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Nirenberg-Sobolev, temos que D*u € L(U) para todo n < ¢ < oo e todo |o| <

<k—-l-1=k-— VJ Portanto, pela Des. de Morrey, temos que D*u € C*'~»(U)
p

para todon < ¢ < co e todo |a| < k — {ZJ — 1. Logo, u € C’“*L%J*“(U) para todo

0 < v < 1, obtendo consequentemente a desigualdade desejada. . q.q.
Definicao: Sejam X e Y Espacgos de Banach com X C Y. Diremos que X é compac-
tamente imerso em Y, e escreveremos

X CCY,

se
i) ||ully < Clullx (v € X) para alguma constante C; e
i) Toda sequéncia limitada em X € pré-compactaem Y.
A condico ii) diz que se {u;}2, € uma sequéncia em X com sup,, ||ux||x < oo, entdo
alguma subsequéncia {u;, }32, converge em Y com limite v, isso €,
lim [lug, —ully = 0.
]%OO
Tendo em mente a definicao de espagos compactamente imersos, sera agora

mostrado que o espago W'? é compactamente imerso em L¢(U) onde ¢ < p*.

Teorema 2.4.7 (Compacidade de Rellich-Kondrachov). Seja U ¢ R™ um aberto limi-
tado com fronteira de classe C*. Suponha que 1 < p < n. Entéo,

Whe(U) cc LY(U)

paratodo1 < g < p*.

Demonstracao: Fixe 1 < ¢ < p* e note que como U é limitado, entdo pelo Teorema
2.4.2 temos que
W (U) € LYU), llullzsw) < Cllullwrsw).-

Resta mostrar que se {u,,}>°_, € Wh*(U) é uma sequéncia limitada, entdo existe uma
subsequéncia {u., }32, que converge em Li(U).

Pelo Teorema da Extensao, podemos supor que U = R™ e que as fungoes u,,
tém suporte compacto em um aberto limitado V' ¢ R™. Também podemos assumir que

SUP ||t || w10 vy < 00. (13)



40

Defina as fungdes suaves u,, ; onde
Uk = P ¥ Uy
Mostremos que
um . CONverge para u,, em L%(V'), uniformemente em m. (14)

De fato, como u,, € uma fungao suave para todo m,

U k(X)) — U () = K" n(z — 2))(um(2) — uy,(x))dz
() — t(2) /[M/n]”“ ) (tn(2) — tn(2))
- / POl /)~ @)y
L a
= [P [ ety

1 1
= -7 / p(y) / Duy,(z — ty/k) - ydtdy.
B[0,1] 0

Entao,

1
/\um,k<x)—um(m)|da: < / p(y / /IDumx—ty/k)]dwdtdy
\% B[0,1]

/ | Dt (2)|dz.

”um,k _um”Ll(V > kHDum”L1 v) < C“DumHLp(V

IN

Logo,

onde a Ultima desigualdade vale pois V' é limitado. Logo, por (13), temos que
u,, ), CONverge para u,, em L'(V), uniformemente em m. (15)

Como 1 < ¢ < p*, podemos usar a desigualdade de interpolagao para normas L?

[t e — um”Lq(V) < Jwmr — Um”%l(\/)Hum,k - UmHlL;*e(v)v

1
onde 1 =0+ —6 0 < 0 < 1. Entao, pela Des. de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e

por (13) temos

[t e = Ul La(vy < Cllttm — um”%l(\/y

e portanto (14) segue de (15).
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Afirmamos que

para cada k fixado, a sequéncia {u,, ;}5o_;
é uniformemente limitada e equicontinua.

De fato, se z € R", entao

IN

()] / ol — )t (y)dy
Blz,1/n]

1ok || oo e ([t 21 vy < CE™ < 00

IN

param = 1,2, 3, .... Analogamente,

Dus(e)] < / Dpi(e — y)lum(y)dy
Blz,1/n]

< Dpillze @l < CR™ < oo

param =1,2,3,.... Logo, a afirmacao é verdadeira.
Fixe 0 > 0. Mostremos que existe uma subsequéncia {u,, }7>, C {un}oo_, tal
que
lim sup||ty; — Uy |[La(vy < 9. (17)

J,k—00

De fato, por (14), escolha k suficientemente grande tal que

N

(18)

[tUm ke — Ul Loy <

param = 1,2,3,.... Note que as fungdes {u,,}>°_; € {umi}>_, tém suporte compacto
no conjunto V' C R". Entao, por (16) e pelo Critério de Compacidade de Arzela-Ascoli,
obtemos uma subsequéncia {um; x}32; C {Um}m=1 que converge uniformemente em
V. Em particular,

lim sup ||t & — Uy kl|Laqry = 0, (19)
J,l—o00

e por (18) e (19) temos

W Sup| |, — Umy||£avy = 6,
Jl—o0

mostrando (17).
11 .
Usando (17) e (18) com § = 1, 35 e usando o argumento da diagonal de
Cantor, conseguimos obter uma subsequéncia {u,,, };°; C {un,}_, que satisfaz

lim sup ||y, — U, ||La(v) = 0. c.q.a.
Jyl—o0
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Obs.: Como p* > p e p* — oo quando p — n, segue que
Wt (U) cc LP(U)

paratodo 1 < p < oo. O cason < p < oo segue pela Des. de Morrey e pelo Critério
de Compacidade de Arzela-Ascoli, pois dada uma sequéncia limitada de funcdes
continuas {u,, }5°_,, tem-se pela Des. de Morrey que essa sequéncia € uniformemente
equicontinua, e entao pelo Critério de Compacidade de Arzela-Ascoli tem-se que essa
sequéncia converge uniformemente em compactos de R" para alguma funcdo u, € em
particular, pode-se considerar o compacto U. A convergéncia em L?(U) segue pois as
fungbes convergem uniformemente.

Obs.: Note que W'r(U) cc LP(U) mesmo se dU nao for C*.
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3 Equacoes Elipticas

Considere o problema de valor de fronteira

{Lu:f em U 20)

u =0 sobre 9U,

onde U é um aberto limitado de R", u : U — R é desconhecida, f : U — R é uma
funcao dada, e L denota o operador diferencial parcial de segunda ordem, que pode
ser da forma divergente:

n

Lu:—Z(a”xuz> —i-z:bZ x)uy, + c(z)u; (21)

ij=1
ou nao-divergente:

n

Lu=— Y a”(2)ugzq, + Z V' (2)uy, + c(x)u, (22)
ij=1
onde o, b' e c,comi,j = 1,...,n, sdo as fungdes coeficientes dadas. A condi¢cdo u = 0
em 90U em (20) é chamada de condicdo de fronteira de Dirichlet.
Obs.: Se os coeficientes '/ sdo de classe C!, entdo o operador dado na forma diver-
gente pode ser reescrito na forma nao-divergente, e vice versa. De fato, como

n n

_ 'Z_:l (aij(fﬂ)uxi)xj = - z_: (agj( )uxz +CLU( )uxzx])

= = > d (@) up, — Y a ()uy,

ij=1 ij=1

= —zn:aij(ac umm]—z<2a” )u$

i,j=1 i=1

e substituindo o calculo acima na forma divergente obtém-se

n

Lu=— Y a”(x)ug,q, —i—Zb’ T) Uy, + c(x)u,
i,j=1

onde b = b — i a;l, obtendo entao a forma nao-divergente.

Existem vantagens em considerar essas duas representacdes do operador
L. A forma divergente de L € mais natural para os métodos da energia, que sao
baseados pela integracao por partes, e a forma nao-divergente é mais apropriada
para as técnicas de principio do maximo.

Para o que sera estudado nesse trabalho sera suficiente assumir a condigao
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de simetria

a’ =d", i,5=1,..,n.

Definicao: Um operador diferencial L é dito (uniformemente) eliptico se existe uma
constante 6 > 0 tal que

n

> a” (z)&&; > 0¢)? (23)

i,j=1

para quase todo x € U e todo ¢ € R™.

Obs.: Note que Y_7',_, a(2)&&; = 'A(x)E, onde § = (&1,....&) e A(z) = (aY(x))y;.
Logo, um operador diferencial € eliptico se para cada = € U, a matriz simétrican x n
A(z) = (a”(z));; é positiva definida e tem o seu menor autovalor maior ou igual a 6.

2

i=1 73
ox;
é obtido quando a¥ = 4,5, b* = 0 e ¢ = 0, € um exemplo de operador eliptico.

Exemplo 8. (i) O operador —A = - onde A é o operador laplaciano, que

(i) Se L é um operador diferencial onde «“ : R® — R sdo fungdes tais que
a“(x) > C, onde C' é uma constante positiva, e a”(z) = 0 se i # j, entdo o
operador L é eliptico, pois

n

> a(@)ig; 2 Y- 08 = Clef.
=1

ij=1

(iii) Se L é um operador diferencial onde a''(z) = 2, a*(x) = a*!(z) = 1 € a**(x) = 3,
entdo L é operador eliptico, pois

2 *
3 a ()€€ = 267 + 2616 + 3€3 > 21 + 2616 > 216 — [€]? = ¢,
i,j=1

onde a desigualdade § € obtida aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
nos vetores & = (£1,&) e & = (&,&1)-

A partir desse ponto assuma que a”,b',c € L>°(U) para todos i,j = 1,...,n.
O problema de valor de fronteira (20) sera estudado primeiramente quando L tem a
forma divergente dada em (21).

Suponha que u € uma solugao suave de (21). Multiplicando ambos os mem-
bros de Lu = f pela funcdo teste v € C°(U) e integrando, obtém-se

/U (_ zn: (aij(x)uzi)xj v+ lz:bl(ac)uxzv + c(m)uv) dr = /vadx,

ij=1
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mas integrando — 37, (a” (2)us,),, v por partes,

/U (—Z (@), ) v = — / (—zmu) dz

n
= > a (x)ug,v,,da,

Ui j=1

obtendo entao

/U (i a” (2)ug, vy, + ;:;bi(l’)uxﬂ + C(x)uv) dr — /vadx.

i,j=1
O processo acima motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao: A forma bilinear B[, ], associada a forma divergente do operador eliptico
L definida em (21) é dada por

Blu,v] = /U (ﬁ: a” (2)ug, vy, + zn:lbz(x)uzv + c(x)uv) dx

1,j=1

para u,v € H}(U).
Definicao: Uma funcdo v € H}(U) é dita solugdo fraca do problema de valor de
fronteira (20), ou formulacio variacional de (20), se

Blu,v] = (f,v) (24)

para todo v € H}(U), onde ( , ) denota o produto interno em L?(U).

Exemplo 9. Paraocason = 1, U = (—1,1), a’'(z) = 1, b'(z) = 0 e c(z) = 1, a
forma bilinear do operador eliptico Lu = —u" +u é f_ll(u’v’ + uv) dz. Entao, desde que
(f,v) = ffl fvdx, tem-se que ug sera solucao fraca do problema de valor de fronteira

{ —u"+u=f
u(—1)=u(1)=0

se [1 (upv! + ugv) da = [, fvdx paratoda v € C°(—1,1).
De maneira mais geral, considere o problema de valor de fronteira

(25)

Lu=f'=%r, fi, emU
u=0 sobre U,

onde L ¢ definida por (22) e f* € L*(U) (f° — X1, fi € H-Y(V))
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Definicao: Uma fungdo « € H}(U) é dita uma solugdo fraca para o problema (25) se

Blu,v] = (f,v)

para todo v € Hj(U), onde (f,v) = [, fov+>i, f'v,, dze (, ) é o pareamento entre
H-Y(U) e H;(U).

E possivel também trabalhar com outras condigdes de fronteira. Suponha que
U é de classe C' e u € H'(U) € uma solugéo fraca de

Lu=f emU
u=g¢g sobredU,

Entdo, u = g em OU no sentido do tragco e a forma bilinear (24) vale para toda
v € H}(U). Logo, g tem tragco em alguma fungéo w € H'. Entdo, @ = u —w € H}(U) e
€ solucao fraca do problema de valor de fronteira

onde f = f — Lw € H Y(U).

3.1 Existéncia de Solucoes Fracas

Teorema 3.1.1 (Teorema de Lax-Milgram). Seja
B:HxH-—>R

um mapeamento bilinear para o qual existem constantes «, 5 > 0 tais que
() |Blu,v]| < allul [vl], wveH,e
(i) Bl|ull* < Blu,u], we€ H.

Seja também f : H — R um funcional linear limitado em H. Entdo, existe um unico
u € H tal que
Blu,v] = (f,v) (26)

para todov € H.

Demonstracao: Note que para cada u € H fixo, o0 mapeamento v — Blu,v] € um
funcional linear limitado em H. Logo, pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe
um unico w € H tal que

Blu,v] = (w,v), ve H.
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Denotando w = Au, reescreveremos a identidade acima por
Blu,v] = (Au,v), u,v € H. (27)
Mostremos que A : H — H é um operador linear limitado. De fato, tomando
A, 2 € Rewuy,us € H, para cada v € H vale
(27
(A()\lul + )\2u2), U) = B[)\lul + )\QUQ, ’U]

= )\IB[Ul,U] + )\QB{UQ,/U]

(2—_7) )\1 (Aul, ’U) + )\Q(AUQ, U)

= ()\1AU1 + )\QAUQ, U).
Como a igualdade acima vale para todo v € H, temos que A é linear. Note que
| Aul|* = (Au, Au) = Blu, Au] < aju| || Aul,

ou seja, ||Aul| < o|u|| para todo u € H, e portanto A € limitado.

Mostremos que A € bijetor e Im(A) é fechado em H. De fato, como H é
fechado (pois € Banach) e A é um operador continuo (pois € linear e limitado), segue
que Im(A) é fechado. Como

9 Holder
Bllull® < Blu,u] = (Au,v) < [|Aul| |[u]],
concluimos que g||u|| < ||Aul|. Sejam u,v € H tais que Au = Av. Entéo,
0=10|| = ||[Au — Av|| > Bljlu — v|| = v =v q.t.p..
Logo, A € injetor. Suponha que Im(A) # H. Entao, como I'm(A) é fechado, existe
w € Im(A)* ndo nulo. Logo, Bl|w|? < Blw,w] = (Aw,w) = 0 = ||w|| = 0, uma
contradi¢ao. Portanto, Im(A) = H.
Pelo Teorema da Representacao de Riesz temos que existe w € H tal que
(f,v) = (w,v) paratodowv e H.
Pela bijetividade de A, existe u € H tal que Au = w. Entao
Blu,v] = (Au,v) = (w,v) = (f,v), veH
mostrando a existéncia em (26). Para mostrar a unicidade, suponha que existe & € H

com Blu,v] = (f,v) e Blu,v] = (f,v). Entdo, B[u — @,v] = 0 para todo v € H. Em
particular para v = u — @ encontraremos S|lu — a|* < Blu — @,u — @] = 0, ou Seja,
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u=1udq.t.p.. cqa.

3.1.1 Estimativas de Energia

Teorema 3.1.2 (Estimativas de Energia). Existem constantes o, 8 > 0 ey > 0 tais que
(i) |Blu,v]| < allul| gy vl m @) €
(i) Bl ) < Bl ul +ylulFaqp)

para todos u,v € H;(U).

n

Demonstracao: Note que
> a? (z)ug, vy,

[Blu,v]| < /wa
+/U Xn:bi(x)umv

i=1

3 ||aij||Loo(U)/U|Du| Doldz +

ij=1
3 Wl | |Dullolds + lelmw [ Jullolda
i=1 U U
Holder

< Y @ peeon |1 Dul| 2 | Dol 2y +
ij=1

dr +

da:+/ le(x)uv|dx
U

IN

+ 218 ey | Dull 2 ol 2wy + lell e lull 2 vl 22w

< alullgy oy lvllmw)

para alguma constante a.
Pela condig&o de elipticidade (23), que é >7;_, a”(z)&¢; > 6|¢[*, temos

9/ |Dul?dr < > augu,de
U

Uij=1

= Blu,u] — Zb’uzu—i-cu dx
Uz 1

Blusu] + 3 5 1 U)/ Dul [uldz + ¢] 1~ U>/ dr

=1

IN

Como ab = [(2¢)'/2d] para todo ¢ > 0, segue da Des. de Young que

b
(26)1/2

b2
ab < ea® + —.
4e
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Entao,

1
/]Du| |u|dx S&t/ ]Du|2dx—i—/ u?dx
U U de Ju

Da desigualdade acima e tomando ¢ suficientemente pequeno de forma que

l\D\%

€leb [z )

obtemos

9/ |Dul?dz < B[u,v}+2||bi|]Loo(U)/ | Dul |u|d:1:+HcHLoc(U)/u2d:z:
U U U

=1

< Blu,u]+ 9/|Du| dm+C/ 2dx
2 U

=

6

/\Du|2d3: < B[u,u]—{—C/qua:

2 Ju U

v b e
ondeC:Z“1 [l +HCHL°° com ¢ fixo.

Desde que u € H}, pela deS|guaIdade de Poincaré,
[ullz2@y < CillDul| 2wy,

segue que

0 0 0
4012/Uu2dx+ 4/U|Du\2d:z: < 2/U]Du|2d:c < Blu, u] +CHU‘|%2(U)

ou seja,
Bllultwy < Blu,u] +y|lullzz,

onde 5 >0evy >0.cqa.

Exemplo 9 (cont.). Considerando o operador eliptico do Exemplo 9 (pagina 45),
segue que ele satisfaz as hipéteses das Estimativas de Energia. De fato, tomando
u,v € H}(—1,1) e denotando simplificadamente L?(—1,1) e Hj(—1,1) por L? e H{,
tem-se

|Blu,v]| = ‘/ u'v' +uwv)d
[l 21Vl 22 + llull z2llv]l 2

1/2
2 [(lullZ + 1 132)(loll32 + [1132)]

2[ullmgllvll g

IN A
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isso é, (i) vale paraa =2, e

1
Juliy = [ (@) +) do = Bluv) < Blu) +0- ul
-1

tendo entdo que (i) vale para 5 =1e v = 0.

Teorema 3.1.3 (Primeiro Teorema de Existéncia de solucoes fracas). Existe um nimero
~v > 0 tal que para cada

=

e para cada fungcao

feL*(U),

existe uma unica solugdo v € H;(U) para o problema de valor de fronteira

(28)

Lu+pu=f emU
uw=0 sobredU.

Demonstracao: Tome ~ como no teorema anterior, seja ;1 > ~ e defina a forma
bilinear
By[u,v] := Blu,v] + p(u,v) u,v € Hy(U),

que corresponde ao operador L,u := Lu + pu. Entdo, B,[, | satisfaz as hipdtese do
Teorema de Lax-Milgram, pois pelo Teorema 3.1.2,

() [Bpulu, v]| < [Blu, vl| + p|(u, v)| < allulllvll + pllulllv]l < (a+wlulv], e
(i) Bllull® < Blu, o] + yllull® < Bu[u, v].

Fixe f € L*(U) e defina (f,v) := (f,v)r2qn. Entao (f,v) & um funcional linear
limitado em L?(U) e também em H} (U).

Aplicando o Teorema de Lax-Milgram, encontramos uma unica fungao
u € H}(U) satisfazendo

Bplu,v] = (f,v)
para toda v € H(U), ou seja, u é a Unica solugdo fraca do problema (28). . q.a.

Exemplo 9 (cont.). Em relagédo o operador Lu = —u” + u definido sobre U = (-1, 1),
foi mostrado anteriormente que v = 0. Logo, desde que Lu + pu = —u” + (u + 1)u,
segue pelo Primeiro Teorema de Existéncia de solugdes fracas que o problema de

valor de fronteira
—u"+ (p+1u=f em(—1,1)
u=0 sobre{-1,1}

possui solugao fraca u € Hj(—1,1) para toda fungdo f € L?(—1,1) e todo x > 0.



51

Exemplo 10. No caso Lu = —Au, tem-se Blu,v] = [, Du - Dvdz. Logo, pela Desi-
gualdade de Hdlder, temos

Blu,ol| < |Dull iz Dol < lallgon ol s o

Agora, pela Desigualdade de Poincare,

1
Sl < IDulla) = [ 1D do = Bl + 0 ullse

mostrando que as hipéteses do Teorema 3.1.2 vale para v = 0. Logo, o problema de
valor de fronteira

—Au+pu=f emU
u=0 sobre U

possui solucéo fraca v € Hj(U) para toda f € L*(U) e todo u > 0.

Mapeamento H} para H': De forma similar mostra-se que para todos
flel*(U) i=0,..,n,
existe uma unica solucgao fraca u da EDP

Lu+pu=[f'=Y7, fi, emU
u=20 em oU.

Isso segue pois (f,v) = [, fov + X7, fivs,dz € um funcional linear limitado.
Em particular, 0 mapeamento

L,:=L+pul:HyU)— HYU) p>vy

€ um isomorfismo.

3.1.2 Alternativa de Fredholm
Definicoes:

(i) O operador L*, chamado de adjunto formal de L, é

n

L*v = — Z (aijvacj)wi - Zbivri + (C - Z bii)v’
i=1

i,j=1 i=1

onde v' € C'(U) paratodoi =1, ..., n.
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(i) A forma bilinear adjunta
B*:= Hy(U) x Hy(U) = R
€ definida por
B*[v,u] := Blu,v]
para todos u,v € Hy(U).

(i) Uma fungéo v € H;(U) é dita uma solugao fraca do problema adjunto

L'v=f emU
v=20 em oU,

se
B*[U7U] = (fa u)

para todo u € H}(U).
Teorema 3.1.4 (Segundo Teorema de Existéncia de Solugdes Fracas).

(i) Exatamente uma das afirmativas é verdadeira:

(a) Paracada f € L*(U) existe uma Unica solugdo fraca u do problema de valor
de fronteira

L pu
u=f emU (29)
u=0 emoU

ou
(b) Existe uma solucao fraca u # 0 do problema homogéneo

Lu=0 U
u em (30)
u=0 emoU

(i) Mais ainda, se a afirmagdo (b) vale, entao a dimensao do subespago N C H}(U)
da solugées fracas de (30) é finito e igual a dimensdo do subespago N* C H}(U)
das solugoes fracas de

(31)

L*v=0 emU
v=0 emoU

(iii) O problema de valor de fronteira (29) possui uma solugao fraca se e somente se

(f,u)=0 paratodov € N*

A dicotomia (a), (b) € chamada de Alternativa de Fredholm.
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Demonstracao: Escolha ;. = v como no teorema anterior e defina a forma bilinear
B’Y[uu U] = B[U, U] + 7(“7 U)a

que corresponde ao operador L. u := Lu + yu. Entdo para cada g € L*(U) existe uma
Unica fungdo u € H}(U) tal que

B, u,v] = (g,v) paratodo v € Hy(U). (32)

Escreveremos
w=L" g (33)

Y

quando (32) valer.
Note que u € H}(U) é uma solugéo fraca de (29) se e somente se

B,[u,v] = (yu+ f,v) paratodo v € Hy(U), (34)

iSSO é, se e somente se
-1
u=L] (vu + f).

Reescreva essa equagao da seguinte maneira:

u— Ku=h,
onde
Ku := ’yL;lu (39)
e
h=Lf. (36)

Mostremos que K : L?(U) — L*(U) é um operador linear limitado compacto.
A linearidade segue de (32) e (33). Da escolha para ~ e das Estimativas de energia e
supondo que (32) vale, temos

Blulliw) < Bolusv] = (9,0) < llglzalullizw) < lglae lullmye.
e entdo de (33) e (35) temos u = L;'g = "' Ky, ou seja,
IKgllm @) < Cllgllzw) g € LA(U)

para alguma constante C. Mas como pelo Teorema de compacidade de Rellich-
Kondrachov H}(U) cc L*(U), temos que K € um operador compacto.
Aplicando os resultados da Alternativa de Fredholm do Anexo B, temos que
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ou
Para cada h € L*(U) a equagao
u—Ku=h (37)
tem uma Unica solugéo u € L*(U)

ou
A equacao
u—Ku=20 (38)

tem solugdes nédo nulas em L(U),

mostrando entao (7). Se a afirmagao (37) vale, entdo de acordo com as equagdes
(34)—(36) existe uma unica solugao fraca para o problema (29). Se a afirmacao (38)
vale, entdo v # 0 (pois v advém de |lul/.~@) # 0) € novamente pela Alternativa de
Fredholm do Anexo B temos que a dimensao do espaco N das solugdes de (38) &
finito e igual a dimensao do espaco N* das solugdes de

v— K*v =0, (39)

mostrando entéo (i7). Note entdo que (38) vale se e somente se « € uma solugéo fraca
de (30) e que (39) vale se e somente se v € uma solucao fraca de (31).
Como (37) tem uma solugéao se e somente se

(h,v) =0

para toda v que seja solucao de (39). De (35) e (36) temos que K f = lh, e entao por
(39), !
(hv) = (K f.0) = ~(f.K"0) = = (f.0)
g v Y
Logo, o problema de valor de fronteira (29) tem solugao se e somente se (f,v) = 0
para toda solucao fraca v de (31). ¢ q.a.

Teorema 3.1.5 (Terceiro Teorema de Existéncia de Solugdes Fracas).

(i) Existe um conjunto enumeravel ou finito > C R tal que, o problema de valor de
fronteira

(40)

Lu=Xu+f emU
u=0 emoU

possui uma tnica solugdo fraca para cada f € L*(U) se e somente se \ ¢ Y.

(i) Se X é infinito, entao ¥ = {\;}32,, onde tal sequéncia é ndo-decrescente com

/\k—>OO.

Definicao: X é chamado de espectro (real) do operador L.



55

Note que, pelo item (i), o problema de valor de fronteira

Lu=Mu emU
u=0 emoU

possui uma solucao nao trivial w # 0 se e somente se A € ¥. Nesse caso, \ é dito
autovalor de L, correspondente a autofungao w. A EDP Lu = M\upara L = —A é
chamada de Equacgéo de Helmholtz.

Demonstracao: Seja v a constante do Teorema 3.1.2 e seja
A > —. (41)

Suponha, sem perda de generalidade, que v > 0.

Pela Alternativa de Fredholm, o problema de valor de fronteira (40) possui uma
Unica solugao fraca para cada f € L?(U) se e somente se u = 0 é a Unica solugao
fraca do problema homogéneo

Lu=MXu emU
u=0 emoU.

Mas isso vale se e somente se u = 0 € a Unica solucao fraca de

L =
utyu=A+~yu emU (42)
u=0 emoU.
Temos entao, por (33), que (42) vale quando
-1 A+ Y
u=L (A +7)u= TKU, (43)

onde Ku = vL;'u. Conforme mostrado anteriormente, K : L*(U) — L*(U) é um
operador linear limitado compacto.
Note que se u = 0 é a Unica solugao de (43), entao

Y
A+

nao é um autovalor de K. (44)

Entdo o problema (40) possui uma Unica solugdo fraca para cada f € L*(U)
se e somente se (44) vale.

Pelo Teorema 4 do Anexo B, o conjunto de todos os autovalores de K é finito
ou € uma sequéncia que converge para zero. No caso (i), por (41) e por (43) temos
que a EDP (40) possui solugdo uma Unica solugéo fraca para todo f € L*(U) exceto
para uma sequéncia A\ — 00. c.q.d.
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Exemplo 11. Considere o operador Lu = —u” e o problema de valor de fronteira

—u"(z) = Au(x) nointervalo (—m,)
u=0 sobre{—m,7}.

Usando os resultados sobre Equacdes Diferenciais Ordinarias, segue que o problema
de valor de fronteira acima admite solu¢cdao nao nula se, e somente se, A € ¥ onde
L={k*eR; ke N}U{(k—1/2)? € R; k € N}, sendo solugdes as fungdes da forma
u(z) = asin(kz) e u(x) = acos([k — 1/2]x) com a € R. Verificando,

—u"(x) = —(asin(kz))” = Kasin(kr) = k*(asin(kz)) = k*u(z),

u(—m) = asin(—kw) = 0 e u(m) = asin(kw) = 0, e verifica-se de maneira analoga para
as fungées u(x) = acos([k — 1/2]x). Entdo, se A ¢ X tem-se que u(z) = 0 é a Unica
solucao do problema (e portanto é também a Unica solugao fraca do problema), e se
A € ¥ tem-se que as fungdes da forma u(z) = asin(kz) € u(x) = acos([k — 1/2]x) séo
solucdes do problema (e portanto a solucao fraca do problema nao € unica).

Exemplo 11 (cont.): Considere agora o problema de valor de fronteira abaixo:

—u"(x) = Au(x) + ax no intervalo (—m, )
u=0 sobre{—m,r},

onde « # 0, e considere também o conjunto X definido anteriormente. As solugdes (e
portanto, as solugoes fracas) sao dadas pelos seguintes casos:

ameV "

o} . -
_ —x, € € aUnica solucao.
(VT — 1)\ ¢

* Se A <0entdo u(x) = )

(e\/jr _ e*ﬂﬂﬁ) _

~ (07 CY7T2 ., . ~
« Se A =0entdo u(z) = —gq;?’ + ?x, e é a unica solugao.

+Sel>0e )¢, entdou(zr) = sin(v/\z) — ;v e é a Unica solugao.

3111(\/_7T)

» Se A = (k—1/2)? com k € N entdo u(x) = acos(v/A\z)+ bln(\/_l‘)

A Sln(\/Xﬂ')

e sao multiplas solugoes (pois a pode ser qualquer).

+ Se \ = k% entdo ndo ha solucdes (desde que o # 0). De fato, como o operador L
e seu adjunto L* tém mesma forma (pois Lu = —u”"—Au e L*v = —v”" —\v), segue
que as solugoes de L*v = —v” — k*v = 0 em (—=, ) com v nula na fronteira é
vk(z) = asin(kx), mas

(ax,asin(kzx)) = a/ zsin(kx)dx =

—Tr

2T

k (_1)143—1-1#0.
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Logo, segue pelo item (ii7) do Teorema 3.1.4 que Lu = —u” — k*u = ax em
(—m, ) com u nula na fronteira nao possui solugao fraca.

Teorema 3.1.6 (Limite da inversa). Se \ ¢ 3, entao existe uma constante C tal que

lull 2@y < Cllf 22w
sempre que f € L*(U) eu € H}(U) é a unica solugao fraca de

Lu=XMu+f emU
u=0 emoU.

A constante C' depende somente de \, U e dos coeficientes de L.

Obs.: A constante C cresce indefinidamente quando A se aproxima de um autovalor.

Demonstracao: Por redugdo ao absurdo, existem sequéncias {f.}22, C L*(U) e
{up}2, € HY(U) tais que

Luy = ug + fr, emU
up, =0 em oU.

no sentido fraco, mas

HukHLz(U) > kakHLZ(U)a k= 1,
Podemos supor sem perda de generalidade que ||uy|/;2@y = 1. Entdo, f, — 0 em
L*(U). Pelas Estimativas de energia, temos que a sequéncia {u;}7>, é limitada em

H;(U). Ento, pelo Teorema 2 do Anexo B, existe uma subsequéncia {u,}52, C tal
que

{ ug, — u fracamente em H{ (U), (45)

u, —u em L*(U).

Entao, tomando o limite, © € uma solucao fraca de

Lu=Xu emU
u=0 emoU.

Como X\ ¢ X, temos que uv = 0. No entanto, temos por (45) que |jul| = 1, um
absurdo. ¢ y.q.

3.2 A Regularidade das solucoes fracas no interior e na fronteira

Obtidas as condicoes para a existéncia de solugdes fracas, o objetivo agora é
saber qual € a regularidade dessa solucao, isso é, saber se uma solugao fraca v da
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EDP
Lu=f emU

¢ uma funcgao suave ou de classe C*.
Motivacao: derivada formal das estimativas. Seja u € H;(U) e considere o pro-
blema

—Au=f emR"

Supondo que u é suave e com suporte finito, tem-se

frdr = /H(Au)Qda:

]Rn

n
= Z Ugz; Uz ; dx

ij=1JR"

n
= - Z uzixixjuxjdx

ij=1JR"

n
= Z uxiz]-uxiz]- dx

ij=1J/R"

= / | D?u|?*dx.

Entdo, a norma L? da segunda derivada da « pode ser estimada a partir da norma L?
da f. Fazendo um processo analogo ao feito na EDP

_Aa:fu

onde i = uy,, € f = fz., CONSegue-se estimar a norma em L? da terceira derivada da
u a partir da norma em L? da primeira derivada da f. Procedendo dessa maneira, a
norma da m + 2-ésima derivada da u é estimada pela m-ésima derivada da f.

Esses calculos sugerem que para a equacgao de Poisson (—Au = f), espera-
se que a solugao fraca u € H; pertenga a H™ "2 sempre que o termo nao homogéneo
f pertenca a H™. Particularmente, se uw € H™ para todo m, entao u € C*°.

Note que os calculos acima nao garantem uma prova, uma vez que havia sido
assumido que u era suave. Primeiramente sera estudado a regularidade no interior.
Assuma que U C R™ é um aberto limitado. Suponha que v € H}(U) € uma solugéo da
EDP Lu = f em U, onde L esta na forma divergente

n n

Lu=— Y (a7 (2)us,)e, + Y_ 0 (2)ug, + c(z)u.

ij=1 i=1
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Assuma também as condicoes de elipticidade, isso €, existe uma constante 6 tal que

3 a(x)&g; > 0)¢)?
i,j=1

para quase todo = € U e todo £ € R”™.

Teorema 3.2.1 (Regularidade no Interior em H?). Suponha que

a? € CYU), b',ce L®°U) i,j=1,..,n (46)

fe L*U).

Suponha também que v € H'(U) é uma solugao fraca da EDP eliptica
Lu=f emU.

Entao,
u E H120C(U)7

e para cada subconjunto abertoVCC U vale
lull =y < C (112w + lell2w)) (47)

onde a constante C' depende apenas de V', U e dos coeficientes de L.

Obs. 1: Note que nédo é necessario que u € Hj(U), ou seja, ndo é necessario que
u = 0 sobre 9U no sentido do traco.
Obs. 2: Desde que u € H2_(U), tem-se que

Lu=f qtp.emU.

Logo, u resolve a EDP para os pontos em U. De fato, para toda v € C°(U) vale
Blu,v] = (f,v).

Como u € H2.(U), pode-se fazer a integral por partes de B|u,v], donde segue que
Blu,v] = [, (Lu-v), ou seja,
Blu,v] = (Lu,v).

Entao, (Lu — f,v) = 0 paratodo v € C*(U), e entdo Lu = f q.t.p..

Demonstracao: Seja V cc U fixo, e tome W talque V cc W cc U. Seja ( uma
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funcao suave que satisfaz

(=lemV, (=0emR" - W,
0<¢<L

¢ é dita fungao de corte. Essa funcao restringe os calculos para o subconjunto W, que
esta a uma distancia positiva de oU.

Como u € uma solugéo fraca de Lu = f, temos que Blu,v| = (f,v) para toda
v € H}(U). Entao,

Z a umzv% dr = / fudz, (48)
4,7=1
onde .
-> b'u,, — cu. (49)
i=1

Seja |h| > 0 suficientemente pequeno, tome k € {1, ...,n}, e substitua
v=—D;"(¢*Diu) (50)

m (48), onde D!u denota o quociente

u(x + hey) — u(x)

Dju =
EU h

heR, h#0.

Escreva
A= Z a uxlvxj dz (51)

3,7=1

_ /U Fudz. (52)

Calculemos as estimativas para A e B. Para A temos

A = — Z aju%. [D,;h(@DZu)] dx

x
4,j=1 J

_ zn: /Uaijuxka_h({CQDZu} )dx

x
ijl 7

= Z Dh (aijuxJ (CQDZU)J:, dx

’le J

_ ¥ Uth (us,) (CPDfu)  +

i,7=1 i

(Dh ”) (. (CQDZu)z_ dz, (53)
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e aqui usamos as formulas

/kahdeE— —/ wDvdx
U U

D} (vw) = v"Dw 4 wDiw,
para v"(x) = v(x + hey). Entdo, em (53), temos
A= > aij’hDZuriDZuij2dx +
ij=1JU

+ > | [a¥"Djug, Dt - 20G,, + Dia¥uy, Dy, & +
ij=1JU

+ DiaYu,, D - 2((%} dz
= A+ A, (54)

Note que pela condicao de elipticidade uniforme temos que
A >0 /U C?| Dl Du*dx (55)
para algum 6 > 0. Note que por (46) e pelo fato de ( = 0 em R™ — W temos que
42/ < C' [ (IDLDul Dl +<[DEDu| Dl + CIDjul | Dulde,

para alguma constante C. Pela Desigualdade de Cauchy com ¢, que é obtida aplicando
a Des. de Young para p = 2 nos nimeros (av/2¢)(b/+/2¢), temos

|Ay| < g/ g2yD’,;Du\2dx+C/ |DIM? 4 | Dul*d.
U € Jw

Escolhendo ¢ = Z e pelo item (i) do Teorema 7 do Anexo C temos a estimativa

/ DI 2dz < c/ | Dul?dz,
w U

0
|Ay| < / CQIDZDu\de—i-C/ | Du|?dx.
2 Ju U

e entao,

Desta ultima estimativa e de (54) e (55) obtemos

A> 0/ §2]D2Du|2dx—0/ | Dul?dz. (56)
2 Ju U
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Estimativa para B. De (49) e (50) obtemos a estimativa
BI<C [ (1f1+ |Dul + Jubolds 57)
U
Pelo item (i) do Teorema 7 do Anexo C e por (52) temos
/ lvPde < c/ |D(C2 D) |da
U U
< C'/ |Dlul® + ¢?| Dy Duf*dx
w
< C’/ |Du|? 4 ¢3| Dl Dul*dz.
U
Entao, por (57) e pela Desigualdade de Cauchy com ¢ temos

|B| gs/ <21D2Du|2dx+0/ f2+u2dx+c/ | Dul|?dz.
U € Ju € Ju

0
Para ¢ = 1 obtemos

|B| < Z/ C?| D} Duldx + C/ f?+u® + |Dul*dz (58)
U U
Segue de (48), (51), (52), (56) e (58) que
/ | D} Dul?dx < / C?| Dy Dul*dx < C'/ 2+ u? + |DulPdz
Vv U U

paratodo k = 1,...,n e todo |h| # 0 suficientemente pequeno.
Pelo item (ii) do Teorema 7 do Anexo C, como [, | D} Du|*dz é finito para todo
k, temos que Du € H} (U;R"), e entdo u € HZ.(U), com

loc

lull 2oy < CUf 2wy + llull o), (99)

para alguma constante C' que depende apenas de V, W, U e dos coeficientes da L.
Escolha uma nova funcao de corte ¢ que satisfaz

¢=1lemW, supp(¢) C U,
0<¢<1

Tomando v = ¢?u em (48), obtemos

/CQ\Dude < C’/ 2+ uidz.
U U
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Entao,
lullzrowy < Cfllze + [Jull L2 @))-

Substituindo essa ultima igualdade em (59), obtemos (47). . q.a.
Teorema 3.2.2 (Maior Regularidade no Interior). Seja m um inteiro nao negativo e
suponha que
a’, b, cec C"YU) i,j=1,...n
feH™U).

Suponha também que v € H'(U) é uma solugao fraca da EDP eliptica
Lu=f emU.

Entao,
u € H"2(U),

loc

e para cada subconjunto abertoVcc U vale

el g2y < C ([Fllma) + Nl »
onde a constante C depende apenas de m, V, U e dos coeficientes de L.

Demonstracao: Mostremos por indugao em m.

i. Note que o teorema é verdadeiro para m = 0, pois, desde que H°(U) = L*(U),
temos pelo teorema anterior que

lull 2y < CUIf oy + llullrzw))-
ii. Suponha que o teorema € verdadeiro para algum k& > 0, ou seja, que se
a? b ce CMTYU) e fe LFU),

entdo u € HiP(U) e ||ullgrr2gry < CUf ey + llullz2@)). Queremos mostrar

loc

gue o teorema é verdadeiro para k + 1, ou seja, que se
a? b ce C*A(U) e fe LFTHU), (60)

eu c H'(U) é solugéo fraca de Lu = f, entdo u € HFP3(U) e

loc

ull grrss vy < OO lam+r@y + [JullL2@))-
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Suponha entédo que (60) é verdadeiro e v € H'(U) é solugéo fraca de Lu = f. Pela
hipdtese de inducao temos que
u € HP(U)

loc

com estimativa
1wl gmtzqy < CUfllzm@y + lullz2@))

para cada W CcC U e para uma constante C' que depende apenas de m, W, U e dos
coeficientesde L. Fixe V. cc W cc U.
Tomando o um multi-indice com

laf =m+1,
e escolha uma fungao teste v € C2°(W). Defina
v = (=1)ll Dy,
e desde que Blu,v] = (f,v).2, afirmamos que pela integragao por partes obteremos
Bla, 7] = (f,7) (61)

para

f=Dpr-3 (Oé) [_ i (D*Paii DPu,,), +
s<a \B) | i
BFa

+ 3" D Py DPu,, + D* PeDul .

=1
Desde que (61) vale para todo © € C'>°(WW), temos que @ é uma solugéo fraca de
Li=f em W.
Temos também que f € L*(WW) com

12y < CULF | mrmrony + 1wl nzn)-

Logo, pelo teorema anterior, segue que @ € H*(V), com

Il g2y < CUNFllzeowy + 1l 2oy
< CUfllz2wy + llullz2@n)
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Desde que essa desigualdade vale para todo multi-indice o com |a| = m+1 e u = D%u,
temos que u € H™3(V), e

|l sy < C(I| f]

amv ) + [ull2@))- cqa
Teorema 3.2.3 (Diferenciabilidade Infinita no interior). Sejam

a’, b, cc C®U) i,j=1,...,n

fec=(U).

Suponha também que v € H'(U) é uma solugao fraca da EDP eliptica
Lu=f emU.

Entao,
ue C*(U).

Demonstracao: Pelo teorema anterior temos que v € H]" (U) para cadam = 1,2, ....
Portanto, pelo Teorema 2.4.6 temos que u € C*(U) paracadam = 1,2, .... cqa.

Exemplo 12. Considere o problema de valor de fronteira

— i (a“uwz)% +pu=f emU
u=0 sobre oU,

onde U é um aberto limitado, a® € C**1(U), a*(x) € [a,b] com a > 0 e b finito (note que
a’(z) = 0 sei # j). Pelo Teorema 3.1.3, segue que o problema de valor de fronteira
acima possui solugao fraca u € H}(U) para todo . > 0 e f € L?, pois, sendo BJ[, | a
forma bilinear do operador L, tem-se pela Desigualdade de Holder que

<b 'Zl vtz 2@ 10z, |22y < b0l g oy 1ol g o,
,)=

n
ij
Z 4" Ug; Vg

Uij=1

| Blu, v]| =

e pela Desigualdade de Poincaré,
a
Gy < al Dl = [ alDu de < Blu.ul,

e repetindo os calculos do Teorema 3.1.3, mostra-se a existéncia da solucao fraca.
Ent&o, Pelo Teorema 3.2.2, se f € H*, segue que u € Ht*(U). Se o™ e f sdo fungdes

suaves em U, entdo pelo Teorema 3.2.3 tem-se que u € C*(U). Em particular, se
a’(x) = 1 (isso é, Lu = —Au) e f € C*(U), entdo o problema de valor de fronteira
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acima possui solucao fraca suave.

Vamos agora estudar a regularidade na fronteira, isso €, vamos impor condicoes
na fronteira das fungdes a”, b’ e ¢, e também na fronteira do conjunto U.

Teorema 3.2.4 (Regularidade na fronteira em H?). Assuma

a? € CYU), b',ce L®(U) i,j=1,...,n, (62)

fe LA U).

Suponha que u € H}(U) é uma solugdo do problema eliptico com valor de contorno

Lu = emU
v=y (63)
u=0 emal.
Assuma também que
OU é de classe C?.
Entao,
u € H*(U),
e vale a estimativa
lull g2y < CUfllz2wy + [Jullz2@y), (64)

onde a constante C depende apenas de U e dos coeficientes de L.

Obs.: Se u € H}(U) é a Unica solugado fraca de (63), entdo pelo, Teorema 3.1.6, a
estimativa (64) se reduz para

lullz2wy < Cllf 2@y
Demonstracao: Suponha inicialmente o caso especial no qual U é a meia esfera
U= B(0,1)NR".
Defina V' = B(0,1/2) NR?, e tome uma func¢do suave de corte ¢ satisfazendo

(=1em B(0,1/2), (=0emR"” = B(0,1),
0<¢<L

Como u € uma solugao fraca de (63), temos que Blu,v]| = (f,v) para toda
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v € H}(U). Consequentemente,

Z aijuxivxj dr = / fodz, (65)
i,j=1JU U
para
f=f- Zb’uw — cu.
=1
Seja h > 0 suficientemente pequeno. Escolha k € {1,...,n — 1}, e defina
v=—D"(¢*Dyu).
Entao,
1
v(e) = =DM @) ul + hey) — u(x)])
1
= 5(Cr = hew)ule) — ule = hey)] = C(@)[ulz + hey) —u(2)])

para x € U Como u = 0 em {z, = 0} no sentido do traco e ¢ = 0 préxima de 90U,
temos que v € Hy(U).
Reescreva a identidade (65) como

A=BRB (66)
onde .
A= Z / aijuxivxjdm
i,j=1JU
e
B = / fudz.
U
De forma analoga ao Teorema 3.2.1 mostra-se que
A> 9/ §2|D,’§Du|2dx—0/ | Dul*dx
2 U U
e

C
1B| < 6/<2|D,’;Du|2da:+c/f2+u2da:+/ | Dul*dx
4 U 0 U 0 U

para alguma constante C. Segue de (66) e das estimativas para A e |B| acima que

/ | D} Du*dx < C/ 2+ + |Dul’dz
v U
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para k = 1,...,n — 1. Pela observacao do Teorema 7 do Anexo C, temos que
Uy, € H' (V) k=1,..,n—1

com estimativa .
> Mwa 20y < CUf 2wy + el wy)- (67)

k,l=1
k+1<2n

Pela Obs. 2 do Teorema 3.2.1 (pg. 59), Lu = f q.t.p. em U. Da definicao de L,
podemos reescrevé-la na forma divergente como

_ Z a"juxixj + ZB’% +cu=f,

ij=1 i=1

onde b =b' — ", a”

=1 Qyis

1=1,...,n. Entao,

"My, = — > Ugn, + D buy: + cu — f, (68)
ziZ:an =1
Da condigao de elipticidade uniforme, 7, a” (x)&:&; > 01¢|* paratodoz € U e £ € R™.
Em particular para ¢ = e,
a"(x) >6>0 (69)

para todo = € U. Entao, de (62), (68) e (69), temos que

n
Li‘zj;n

em U. Usando essa estimativa em (67) obtemos que

ull 720y < Cfllz2wy + lullz2@wy)

para alguma constante C.

Suponha agora que U € um conjunto aberto qualquer (limitado). Tomando
2° € U, como 9U é de classe C?, temos que, se necessario fazer uma troca de
variaveis,

UNB("r)={r € B’ r) |z, >y, ..., 20_1)}

para alguma r > 0 e alguma fungdo ~ : R"~! — R de classe C?. Escreva

onde ® e ¥ sao fungdes de troca de variaveis.
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Tome s > 0 suficientemente pequeno de forma que a meia esfera U’ =

= B(0,s)N{y, > 0} esteja contida em ®(UN B(2°,r)). Defina V' =

e defina
u(z) =u(¥(y), uwel
Note que
u' € HY(U')
e

v =0emaoU N{y, =0}

no sentido do trago.
Temos entao que ' € uma solucao fraca da EDP

L' =f emU,
para
') = f(¥(y))
e n
L'u = — Z /klulyk yz+zb/ku +
k=1
onde .
a*(y) = Y a™(U(y)dF (U(y)P, (V(y), k1=1,
r,s=1
Zb’" (Y(y), k=1,..,n
e

paray e U, k,l=1,...,n

B(0,s/2)N{y, > 0}

Sev' € H}(U') e B'[,] denota a forma bilinear associada ao operador L/, temos

que

B/ Z a/kluyk yl 4 Zb/ku/ v’—i—c’u'v'dy.

U’ k=1

Defina

Da forma bilinear acima temos

Z Z a "y, U vz] dy+zz b'kuwl vdy+/ cuvdy.
k=1 v’

i,7=1k,l=1 =1
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Entao, da definicao de a’*' temos

> dMu W= Z Z "k (W(y))dL (V(y)W! ()W (y) = a,

k=1 rs=1k,l=1

pois D¢ = (DW¥)~!. Analogamente,

IR 95 R I
k=1 k=1r=1

Substituindo entéo na forma bilinear B’ e fazendo a troca de variaveis, como | det D®| =
=1,

n n
AP 0j i
B'lu' v = > aug vy, + Y bug,v + cuvdz
Uij=1 i=1

= Blu,v] = (f,v) 2@y = (f', V) 20,

mostrando entao (70).
Mostremos que o operador L’ é uniformemente eliptico em U’. De fato, para
y e U e eR" temos que

n

> dMy)as =

k,l=1 r,s

> a”(U(y) o5, L &

1Ek,i=1

a”* (U (y))mns = 6nl*,
1

||M3

I
NE

8

onde n = {D®, e entdo n, = >;_, D% &.. Entdo, como £ = nD¥, temos que [¢| < C|n].
Temos entao que

S aMeg > el

k,l=1
Note que os coeficientes «’*' sdo de classe C*, pois ® e ¥ sdo de classe C?.
Segue entdo pelo caso particular feito inicialmente que v’ € H?(V’), com esti-
mativa
[/ | 2oy < CULF 2y + W/l 20my)-

Logo,
HU\|H2(V) < C(HfHLQ(U) + HUHH(U))

para V. = ¥ (V).
Desde que oU € compacto, podemos cobrir 9U com uma quantidade finita de
conjuntos V4, ..., V,,, obtendo entdo que v € H*(U) com a estimativa (64). ...

Teorema 3.2.5 (Maior regularidade na fronteira). Seja m um inteiro ndo negativo, e
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sefam
a’, b, ce C"TNU) d,j=1,..,n (71)

fe  H(U).

Suponha que u € H}(U) é uma solugdo do problema eliptico com valor de contorno

Lu=f emU
u=0 emoU.

Assuma também que
oU é de classe C™.

Entao,
u € H™2(U),

e vale a estimativa

|| mr2 @y < O fllam@) + lull2wy),

onde a constante C' depende apenas de m, U e dos coeficientes de L.

Obs.: Se u é a Unica solucao fraca do problema de valor de fronteira, entao a desi-
gualdade pode ser reduzida a

|ul| sy < Ol f]

HnL(U).
Demonstracao: Facamos primeiro o caso
U= B(0,s) "R

para algum s > 0. Fixe 0 <t < s e defina V"= B(0,¢) N RY.

Provemos por inducao em m. Note que o caso particular m = 0 segue do
teorema anterior. Suponha, como Hipo6tese de Inducao, que o teorema é verdadeiro
para algum m > 0. Suponha entao que

a’, b, ce C"(U) i,j=1,..,n,

fe H"(U), (72)

e que U é uma solucéo fraca de Lu = f que se anula em {x,, = 0} no sentido do trago.
Fixe0 <t <r <setome W = B(0,r) NR"}. Pela Hipétese de Inducéo, temos que

u € H™ (W),
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com estimativa
|l gmr2 oy < O fllzm@y + l|ull2@y)- (73)

Temos também, pelo Teorema 3.2.2, que u € H™:P(U).
Considere o multi-indice o com

la| =m+1
e
o, =0
Entao, a funcao
= D%

pertence a H'(U) e se anula na fronteira {x,, = 0} no sentido do trago. Pela demonstragéo
do Teorema 3.2.2, @ é solucdo fraca de La = f em U, onde

F= D% (“) [—iwwawumﬁ
pea \ D =1
B#a

+ > D* ¥ DPuy, + D*PeDPul .

=1
De (71), (72) e (73), temos que f € L*(W) com
£ 2wy < CULf Namr ) + lullz2w))-

Pela demonstragao do Teorema 3.2.4 temos que @ € H?(V') com estimativa

lalleory < C (I ll2ow) + il 2on)
< C(Ifllamw) + lullzzw)

Logo,
IDPull 2y < C([| fllmrm+rry + [Jull z2er)) (74)

para todo multi-indice 5 com || =m + 3 e
Bn=0,10u 2.
Mostremos agora que (74) vale para todo |5|. Por indugdo, suponha que
||D’BU||L2(V) < CU[flamerwy + Nl 2w)) (75)

para todo multi-indice g com || = m+3e 5, =0,1,....jparaj € {2,...,m+2}. Assuma
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|B| = m+3comp, =j+ 1. Escrevaf = v+ d,onde 6 = (0,...,0,2) e |y| = m + 1.
Desde que u € H"*(U) e Lu = f em U, temos que D?Lu = D7 f q.t.p. em U. Ent&o,

loc

DYLu = a"™D"u + { soma das derivadas de u de ordem no maximo m + 3
com derivadas de u em relacdo a x,, com ordem de

no maximo j }.
Como a"™ > # > 0, temos por (75) e da hipétese 3, = 0,1, ...,j que
ID%ull 2y < C(||fllmer @y + [[ull z2q0r))

para |[f|=m+3efS,=j+ 1.
Portanto, segue por indugcao em j que

[l sy < CUSNmer @y + el 2y),

e essa desigualdade completa a indugao em m iniciada anteriormente.
O caso geral segue de passos analogos feitos na demonstracdo do teorema
anterior, e também do uso do Teorema 3.2.2. . 4 a.

Teorema 3.2.6 (Diferenciabilidade infinita na fronteira). Sejam

a’, b, ce C°(U) i,j=1,..,n

feCc>=U).

Suponha que u € H}(U) é uma solugdo do problema eliptico com valor de contorno

Lu=f emU
u=0 emoU.

Assuma também que
oU é de classe C*.

Entao,

ue C(U).

Demonstracao: Pelo teorema anterior temos que v € H™(U) para cada inteiro

m = 1,2, .... Entdo, pelo Teorema 2.4.6, v € C*(U) paratodo k = 1,2, .... c.qa.

Exemplo 12 (cont.). Se no Exemplo 12 (pagina 65) for considerado U como sendo
uma bola aberta, desde que a fronteira de uma bola aberta é de classe €, tem-se



74

pelo Teorema 3.2.5 que u € H*? se a® € C*(U) e f € H*(U); e u € C°(U) se
a’ € C=(U) e f € C>®(U). Por outro lado, se U for um retangulo aberto no é possivel
afirmar propriedades da solugdo « na fronteira, pois a fronteira de um retangulo é de
classe C°. Também nao é possivel afirmar propriedades de « na fronteira se U for
um aberto que forma uma espiral em torno de um ponto a € R", pois nesse ponto o0

conjunto néo é de classe C*, qualquer que seja k > 1.

3.3 Principio do Maximo

O método do principio do maximo é baseado no fato de que se uma fungao «
de classe C? possui um ponto de méaximo no ponto x, do aberto U, entdo

Du(xg) =0 e D?u(z) <0,

onde D?u(zo) < 0 significa que a matriz D?u é semidefinida negativa no ponto .
Aqui sera considerado a forma nao-divergente de L, que € dada por

n
Lu=— En: aijuzizj + szuz + cu,
ij=1 i=1
onde os coeficientes o'/, b e ¢ sdo continuos, e serdo assumidas também a condicio
de elipticidade uniforme e a condicédo de simetria a”/ = a’".
Considere U ¢ R™ um aberto limitado. Primeiramente serao identificadas as
condicdes para que a fungao possua maximo, ou minimo, na fronteira.

Teorema 3.3.1 (Principio do Maximo Fraco). Suponha que u € C*(U)NC(U) ec =0
emU.

(i) Se
Lu<0 emU,
entao
maxu = max u.
U oU
(i) Se
Lu>0 emU,
entao

minu = min u.
U oU

Obs.: Uma funcao que satisfaz a condicao (i) acima é dita subsolugdo. Analoga-
mente, uma fungdo que satisfaz a condigao (ii) € dita supersolugao.
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Demonstracao: Suponhamos primeiro que
Lu<0 emU,
e que exista um ponto z, € U tal que
u(zg) = maxu.
U
Da hipétese de que z, € ponto de maximo, temos que
DU(ZL’()) =0 e DQU(I()) <0.

Como a matriz A = (a"(xy)); ; € simétrica e positiva definida, existe uma matriz
ortogonal O = (0;;); ; tal que

OAO" = diag(dy, ...,d,), OO'=1I,

onde d, > 0parak =1,...n. Escrevay = zq + O(x — ). Dai, z — 2z = O'(y — x0), €
entao

n
Uy, = Zuykoki, Uz, = Z Uy, OkiOlj, &7 =1,..,mn
k=1 k=1

Entao no ponto z,

n

n . n
ij _
Z Q" Ugx; = Z Z a' uykyzokzolj

3,7=1 J=14,j5=1

n
= Z dkuykyk

k=1
0,

ka

IN

POiS di, > 0 € uy,,, (zo) < 0.
Entéo, pela desigualdade anterior e por Du(z,) = 0, temos no ponto z, que

Z a”uxl% + Z b’ux > 0.
4,7=1
Mas isso € uma contradigdo. Logo, xy ¢ U

Suponha agora que Lu < 0, e escreva

1
up(x) = u(z) + Eeml zeU,

onde X\ > 0 € fixo e k£ € um natural. Pela condicao de elipticidade uniforme, temos que
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a“(zr) > @ paratodoi=1,..,nex € U. Entao,

1
Lu, = Lu+ —L(e)

k
1
< %eml[—)\%n—i—)\bl]
1
N S S L[PTHPY
< 0 emU,

para A > 0 suficientemente grande. Logo, pelo caso anterior (Lu < 0), temos que
max; u = maxgy ug. Fazendo k — oo obtemos maxy; u = maxgy u (POIS ur — u
uniformemente em U), provando (7).

O caso (ii) segue do fato de que uma supersolugao de « € também uma
subsolucao de —u. ¢ q.q.

Teorema 3.3.2 (Principio do Maximo Fraco para ¢ > 0). Suponha queu € C*(U)NC(U)

ec>0emU.
(i) Se
Lu<0 emU,
entao
maxu < maxu'.
U oU
(i) Se
Lu>0 emU,
entao

minu > —maxu .
U oU

Obs.: No caso Lu =0 em U temos
max |u| = max |u].
U oU
Obs.: u™ e u~ denotam as partes positiva e negativa de u, respectivamente, sendo

e u (r)=

{ u(z) sewu(x) >0

0 seu(r)<0

{ —u(x) sewu(zr)<0

0 seu(z) >0
Demonstracao: Seja « uma subsolucdo e seja V = {x € U |u(z) > 0}. Entdo

Ku = Lu—cu

< —cu<0 emV.
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Logo, o operador K se enquadra nas hipoteses do Teorema 3.3.1, e portanto

max u = max u = max u".
oV oU

\%

Isso mostra o caso (i) se V # (). Caso V = (), entdao u < 0 em todo o U, e entao o
caso (i) é trivial.

O caso (ii) segue aplicando o caso (i) na fungédo —u, junto com a observacao
que (—u)" =u". cqa

Exemplo 13. Considere o operador eliptico L onde a''(z, y) = 2, a'*(x,y) = a* (z,y) =
La*(z,y) =3,b'(2,y) = —z, b*(2,y) = —y e c(z,y) = 1,880 &,

Lu = —(2uyy + 2ugy + 3uy,) — Uy — yu, + u.

Claramente, se U é um aberto limitado, o paraboloide u(z,y) = z* + y* + k possui
ponto de maximo em U, qualquer que seja k € R. Note que para k = 0, o operador L
aplicado em u(z,y) = 2% +y* é

Lu(z,y) = —10 — 22% — 25> + 2% + y* = — (2 + 9* + 10),

sendo entdo estritamente negativo, qualquer que seja o aberto U de R2. Logo, pelo
resultado (7) do teorema acima, desde que u(z,y) > 0, u possui ponto de maximo na
fronteira. No entanto para & = —1, isso é, u(z,y) = 22 +y>* —1,e U C B(0,1), o
Teorema 3.3.2 afirma que max u < max ut = 0, ndo sendo possivel afirmar que seu
ponto de maximo esta na fronteira; adicionalmente, no caso de ¢(x,y) = 0, 0 Teorema
3.3.1 afirma entao que u tem 0 seu maximo na fronteira.

Lema 3.3.1 (Lema de Hopf). Suponha que v € C*(U)NCY(U) e
c=0 emU.

Suponha também que
Lu<0 emU

e que existe um ponto x, € OU tal que
u(xg) > u(z) paratodox € U. (76)

Suponha também U satisfaz a condicao da bola interior em x, isso é, existe uma bola
aberta B Cc U com zy € 0B.

(i) Entéo
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onde n é o vetor normal a B em x,.

(i) Se
c>0 emU,

a mesma conclusao anterior valera se

u(zg) > 0.

Obs.: A condicdo da bola interior vale se U é de classe C>.
Demonstracao: Suponha que ¢ > 0. Tome B = B(0,r) para algum raio » > 0. Defina

v(z) = e M — e e B(0,r)
para algum A > 0 fixo. Entao, pela condi¢ao de elipticidade uniforme,
Lv = =Y aijvzﬂj +> b'v,, + cv

ij=1 i=1

= > a(—4ANzx; + 2M5;5) —

ij=1

_6—)\\33|2 Z 2()1)\[52 + C(e—)\|z|2 . €—>\'r2>

=1

< e (40N o + 200r(A) + 20Dl + ),

onde A = (a¥);; € b = (b',...,b,). Considere a regido anelar R = B(0,r) — B[0,r/2].

Entao,
Lo < e M (—0X2|z]? + 2Xtr(A) + 2A[b||z| + ¢) < 0 (77)

em R para algum A\ > 0 suficientemente grande.
Da hipotese (76), existe uma constante « > 0 suficientemente pequena tal que

u(z?) > u(x) +ev(zr) =€ dB(0,r/2). (78)

Temos também que
u(z) > u(x) +ev(z) x € dB(0,7), (79)

pois v =0 em 0B(0,r).
Por (77) temos que

L(u+ev —u(xg)) < —cu(zp) <0 em R,
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e por (78) e (79) temos que
u+ev—u(rg) <0 OR.

Pelo Teorema 3.3.2 temos que u+cv —u(xg) < 0em R. Mas u(zg) +cv(xg) —u(zg) = 0,
e entao,

an (l’o) + 675'7] (Io) >0
Consequentemente,
8“ av 19 —)\ 2
— > e == “Tp = "
n (x0) > 887) (o) TDU(IO) xo = 2\ere > 0,

como gostariamos. . ..
Mostremos agora que se u € uma subsolucao (ou supersolucao) que contém
um ponto de maximo (ou minimo) no interior de U, entao « € uma fungao constante.

Teorema 3.3.3 (Principio do Maximo Forte). Suponha que u € C*(U)NC(U) e
c=0 emU.

Suponha também que U é um aberto conexo e limitado.

(i) Se
Lu<0 emU

e u contém um maximo sobre U em um ponto interior, entdo
u € constante dentro de U.

(i) Se
Lu>0 emU

e u contém um minimo sobre U em um ponto interior, entdo
u € constante dentro de U.

Demonstracao: Tome M = max; ue C = {x € U |u(x) = M}. Entdo, por absurdo,
se fosse U # M, o0 conjunto

V={zseUl|ux) <M}

€ nao vazio. Escolha um ponto y € V satisfazendo dist(y, C') < dist(y,0U), e seja B
uma bola de maior raio com centro em y contida em V. Entao existe um ponto xy € C
com zy € 0B. Como V satisfaz a condigao da bola interior no ponto x,, temos pelo
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Ou

on
pois como u tem maximo em z, € U, temos que Du(zg) = 0. c.qa.

Lema de Hopf (aplicado no conjunto V') que —(z,) > 0. Mas isso € uma contradi¢ao,

Teorema 3.3.4 (Principio do Maximo Forte com ¢ > 0). Suponha que w € C*(U)NC(U)
e
c>0 emU.

Suponha também que U é um aberto conexo e limitado.

(i) Se
Lu<0 emU

e u contém um méximo ndo negativo sobre U em um ponto interior, entdo
u € constante dentro de U.
(i) Se
Lu>0 emU

e u contém um minimo n&o positivo sobre U em um ponto interior, entdo
u é constante dentro de U.

Demonstracao: A demonstracdo é analoga a anterior, exceto que na aplicagao do
Lema de Hopf deve-se usar a afirmagéo (i) do Lema de Hopf. . .a.

3.3.1 Desigualdade de Harnack

Teorema 3.3.5 (Desigualdade de Harnack). Suponha que v > 0 é uma solucdo de
classe C* de
Lu=0 emU,

e suponha que V. cc U é conexo. Entdo existe uma constante C' tal que

sup u < C'inf u.
v 14

A constante C' depende somente de V' e dos coeficientes de L.

Demonstracao: Podemos supor que v > 0 em U, pois caso contrario, basta aplicar o
resultado na fungao u + ¢ e tomar e — 07.
Seja
v =log(u).
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De Lu =0 e v = log(u), encontramos

n

Z aijvxixj + aijvxivxj =0 emU. (80)
ij=1
Defina .
w = Z aijvxivxj. (81)
ij=1
Entao, por (80)
w=— Z aijvxmj. (82)

1,j=1

Por (81), para k,l = 1, ..., n, temos que

n
— ij ij
kaxl - Z 2a‘ ’Uxixkxlvxj + 20’ Uxixkvxjxl + Ra
i,j=1

onde R é a soma dos termos que ha as derivadas dos coeficientes a* e satisfaz a
estimativa
|R| < e|D*v|* + C(e)|Dv|? (83)

para cada ¢ > 0. Entao,

n n n
kl _ ij Ik
- Z O Wypwy = 2 Z |:a Uz; <_ Z a U”Iﬂkzz) B

k=1 ij=1 k=1
-2 > aijaklvxwkvszl - R. (84)
k=1
Por (82), temos
— Z alkvxixkxl =w,, + R i=1,..,n (85)

k=1

onde R; € um termo que também satisfaz a estimativa (83). Mais ainda, pela condicao
de elipticidade uniforme, temos

n
Z aijaklvzﬂkvggm > 0% D*v|?. (86)

,5,k,1=1
Substituindo entao (85) e (86) em (84) e escolhendo « > 0 suficientemente pequeno,

obtemos a desigualdade diferencial

— > d"Mwg, + Y Vw,, > 07| D*0|* — C|Dul?, (87)

k=1 k=1
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onde .
b= —QZaklvxl k=1,..n.
=1

Seja V' cC U uma bola aberta de raio » > 0. Escolha uma fungao de corte
¢ € C>=(U) tal que
0<(<1, (=0emaU, (=1emV.

Seja

z = Clw.

Como =z é continua com suporte compato,
2 tem um ponto de maximo em z, € U.

Entao , em z,
gy, + 4G, w =0 k=1,..n (88)

Também temos a seguinte desigualdade em z:
n n n
0<— > a2y, 0 + > Vo2, = —
k,l=1 k=1 =

akl(c4w)xkzl + zn: bk<c4w)ﬁk
k=1

k=1

Entao,

0<(¢? (— Z aklkaxl + Z bkwm) + ﬁ, (89)

k=1 k=1

onde 2 é a soma das parcelas que possuem as derivadas de ¢, e 12 satisfaz a estima-
tiva
B < O(Cw + (| D)),
Mas por (88), temos que
IR < CCPw.

Inserindo essa desigualdade e a desigualdade (87) em (89), obtemos
¢ D*|? < ¢t Dul* + CCPw.

Mas de (81) temos que 6| Dv|* < w, e por (82) temos que w < C|D?*v|. Segue entao
que
¢tw? < CCw,

e portanto
z=C*w < C noponto x.
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Desde que z atinge um maximo em z,, e desde que ¢ = 1 em V, temos que
|Dv| < C dentrode V.
Tomando z, x5, € V, temos
v(xe) —v(z) < 2Slép |Du|r < C,
onde r € o raio da bola V. Como v = log(u), obtemos que
C

u(za) < u(wy)e”.

Essa desigualdade é valida para todo z;, 2z, € V, e entdo a desigualdade de Harnack
¢ vélida se VV & uma bola. No caso geral V cc U, podemos cobrir V' com uma
quantidade finita de bolas e repetir a desigualdade acima. . 4.
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4 O problema do autovalor

Considere agora o problema de valor de fronteira

, (90)

Lw=Mw emU
w=0 emoU.

onde U é um aberto limitado, e A € um autovalor de L se existir uma solugao nao
trivial de (90). Conforme visto anteriormente, o conjunto de autovalores de L é finito
ou enumeravel (Teorema 3.1.5).

Por simplicidade, a partir desse ponto sera considerado o operador eliptico na
sua forma divergente

n

Lu = — Z (aijuri)mj,
ig=1

onde a¥ € C>(U), i,j = 1,...,n. Sera ainda considerada a condigdo de simetria
a’ = o’*. Entdo, o operador L é simétrico, e a forma bilinear associada é comutativa,
isso é, Blu,v] = Blv,u| para u,v € H}(U).

Teorema 4.0.1 (Autovalores de operadores elipticos simétricos).
i) Cada autovalor de L é real.

i) Se repetirmos cada autovalor de acordo com a sua multiplicidade, obteremos

E = {/\k}zozh

onde
0<>\1§)\2§>\3§...

A, — 00 S k — 0.

iii) Existe uma base ortonormal {w;}°., de L*(U), onde w;, € H}(U) é uma autofungéo
correspondente a \;, :

Lw, = A U
{ Wy, LW em ’ (91)

w, =0 em oU.

Pela teoria de regularidade estudada anteriormente, tem-se que w, € C>*(U), e

wy € C°(U) se dU é suave.

Demonstracao: Como visto no Teorema 3.1.4,

S =Lt
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€ um operador linear limitado e compacto de L*(U) em L2(U).
Mostremos que S é simétrico. De fato, dados f,g € L*(U), entdo Sf = u
indica que v € H}(U) € uma solugéo fraca de

Y

Lu=f emU
u=0 emoU.

e da mesma forma, S¢g = v indica que v € H}(U) é solucéo fraca de

Lv=g emU
v=0 emaU.

Entao,
(Sf.9) = (u,9) = Blv,u]

(f,Sg9) = (f,v) = Blu,v].

Uma vez que Blu,v] = B[v,u], temos que (Sf,g) = (f,Sg) para todo f,g € LU).
Logo, S é simétrico.
Também temos que

(Sf, f) = (u, f) = Blu,u] > 0, feL*(U).

Pelos teoremas 5 e 6 do Anexo B, temos que os autovalores de S sao reais, positivos,
e existe autofungdes correspondentes que definem uma base ortonormal de L*(U).
Note que, se 1 # 0, temos que Sw = nw SSS Lw = Aw para A = 1/n. c.q.a.

Definicao: O autovalor \; > 0 é dito autovalor principal de L.
Teorema 4.0.2 (Principio variacional para o autovalor principal).

i) Temos que
A1 = min{Blu,u] |u € Hy(U), ||ul|z: = 1}. (92)

ii) Mais ainda, o minimo acima é atingido por uma fungcao w;, positiva em U, que
soluciona o problema

Lw, = /\1w1 emU
wp =0 em oU.
iii) Sew € H(U) é uma solugao fraca de

Lu=XMu emU
u=0 emaoU,
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entao u € um mdltiplo de w; .
Obs.: (i) A afirmacdo (iii) diz que o autovalor principal € simples, ou seja,
D<A <A< <.
(i7) A expressdo (92) € a Férmula de Rayleigh e é equivalente a
Blu,u]

min = —o——.
u€H; (U) ||U||L2(U)
u#0

A=

Demonstracao: Por (91) temos que

Blwg, wy,] = >‘k||wk‘|%2(U) = Ak (93)

Blwy, wi] = Ap(wy, w) =0 (94)

para todos k,l =1,..., k # 0.
Como {wy,}72, € uma base ortonormal de L*(U), se u € Hy(U) e ||ul| 2@y = 1,
podemos escrever

=1

para di, = (u, wi) 2, Onde a série converge em L*(U). Temos também que

> di = llullfz@y = 1. (96)
k=1

e}

Por (93) e (94) temos que {;1};“2} é um subconjunto ortonormal de H}(U)
k k=1
munido do produto interno B[, |.

Mostremos que {;}/’“2} é uma base ortonormal de H}(U) com o produto
k=1

interno BJ, |. Para mostrar isso, basta mostrar que
Blu,wg] =0 k=1,2,...
implica que « = 0. De fato,

0 = Blu,wg] = M\e(wg,u) k=1,2,...,
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que forga u = 0, pois {w;}3>, € uma base de L*(U). Entéo

u= Zl“k/\lm

1/2
k
e entao a série dada em (95) converge em Hj(U).

Por (93), (95) (96) temos

para u, = B [u ;U] e a série converge em H}(U). Por (95) temos que yy, = dk)\l/z

Blu,u] = > di), > A

k=1

Como a desigualdade acima vale para u = wy, a formula (92) é verdadeira.
Mostremos que se u € Hy(U) e ||ul| 2 = 1, entdo u é uma solugéo fraca de

L pr—
u=XMu emU (97)
u=0 emoU,
se e somente se
Blu,u] = ;. (98)

Note que (97)=(98) € imediato. Suponha entdo que (98) é verdadeiro. Entao, para
dr = (u,wy) tomado acima temos

S did =M = Blu,u] = > di).
k=1 k=1

Segue que
ST — M) = 0.
k=1

Logo,
dy, IZ(U,UM) =0 se M > ).

Desde que \; tem multiplicidade finita, segue que
2: u, U%

para algum m, onde Lw; = \jw;. Portanto,
Lu = Z(u, wy ) Lwy, = Z(u, Wi )M Wy = \u,
k=1 k=1

provando (97).



88

Provemos que se v € H}(U) é uma solugao fraca de (97) com u # 0, entédo
u>0emU ou u<0emU. (99)
Para mostrar isso, suponha, sem perda de generalidade, que ||u|| ;2 = 1 e escreva
a+ =1

para

o= /U (uH)ide, B = /U (u)2da.

Desde que u* € H}(U), com

Dut = Du q.t.p.em {u > 0}
0 q.t.p.em{u <0}

3 0 qt.p.em{u>0}
Du™ =
—Du q.t.p.em {u <0},

temos que Blut,u"| = 0. Entao,

A\ = Blu,u] = Blu",ut]+ Blu",u"|
> Mllut 1220y + MlleT 2@
= (a+B)A = A1

Logo, da desigualdade acima, que no fato € uma igualdade, obtemos
Blu",ut] = )‘1||u+||%2(U)a Blu™,u"] = >\1HU_||%2(U)~
Portanto, por (97),

{Lu*z)\ﬂﬁ emU o {Lu:)\lu emU (100)

ut =0 em oU u =0 em oU

no sentido fraco.
Como os coeficientes a* sdo suaves, deduzimos de (100) que u™ € C>(U) e

Lut =XM\ut >0 emU.

Entao a funcado u™ € uma supersolucao. Pelo Principio do Maximo Forte, temos que
ut >0o0uu™=0emU. Analogamente, v~ > 0 ou v~ = 0em U, o que prova (99).
Suponha agora que u e % sao duas solugoes fracas nao triviais de (97). Entao,
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pelos dois Ultimos paragrafos,

/ﬂdm;ﬁO,
U

e entao existe uma constante real x tal que

/u—x&dmz(). (101)
U

Mas como « — yu € uma solucao fraca de (97), segue pelos dois Ultimos paragrafos e
por (101) que u = xu em U. Portanto, o autovalor \; é simples. 4.

Exemplo 14. No Exemplo 11 (pg. 56) vimos que o problema de valor de fronteira

(102)

—u”(xz) = Au(xz) no intervalo (—m,)
u=0 sobre{—m,x}

possui solugdes, onde as solugdes sao as fungoes da forma uy(x) = agsin(kz) e
v(x) = by cos([k — 1/2]x) com ay, b, € R, e 0 conjunto dos autovalores é

Y={k*eR; ke N}U{(k—1/2)? € R; k € N}.

Note que para a; e b, adequados o conjunto U2, {ux, v} determina uma base orto-

normal de L? onde as fungdes uy, € v, sdo suaves em [—, 7]. Tem-se também que a
< 1 ) : . iy

fungdo w(z) = —= cos (;) que € associada ao menor autovalor de (102), € positiva,

NZ3
1 .
|wl]|z2(—rr) = 1 € Blw,w] = T Nesse problema particular, todos os autovalores do
problema (102) sao simples.

O exemplo abaixo mostra um problema que possui autovalores de multiplici-
dade maior que 1.

Exemplo 15. O problema de valor de fronteira

(103)

— (U (2, y) + uyy(z,y)) = Mu(z,y) emU = (0,7) x (0,7)
u=0 sobre oU

tem por solugdo as fungdes u(x,y) = Y0 | ¢y sin(mz) sin(ny) onde A = m? + n?

m,n=1
com m e n naturais. Em particular para o autovalor A\ = 5, temos que as autofuncoes
associadas sao

u(z,y) = c128in(z) sin(2y) + o1 sin(2z) sin(y),

e desde que as fungdes sin(x) sin(2y) e sin(2z) sin(y) sao linearmente independentes,
temos que a dimensao do autoespaco gerado pelas solugdes do problema (103) para
o autovalor A = 5 é 2; ou seja, 0 autovalor A = 5 ndo é simples e tem multiplicidade 2.
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Para o autovalor \ = 65, temos que as autofuncdes associadas sao
u(z,y) = c1gsin(z) sin(8y) + s 1 sin(8z) sin(y) + ¢4 7 sin(4x) sin(7y) + c7 4 sin(7x) sin(4y),

e sendo entao u(z,y) a combinacao linear de 4 fung¢des linearmente independentes,
segue que a dimensao do autoespaco gerado pelas solugdes do problema (103) para
o autovalor A = 65 € 4; ou seja, 0 autovalor A = 65 ndo € simples e tem multiplicidade
4.
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5 Conclusao

O interesse da pesquisa é dar um primeiro passo para o estudo do método
variacional, que € uma técnica moderna de resolugcdo de equacdes diferenciais. O
objetivo geral é o estudo das equacdes diferenciais parciais elipticas, em especial a
resolucao do problema do autovalor em operadores elipticos em um caso particular
com coeficientes suaves, tendo como objetivos especificos a construgao dos espacos
de Sobolev e suas propriedades, a determinagcdo da existéncia de solugdes fracas
para operadores elipticos, bem como a regularidade das solucées, e o0 principio do
maximo.

Como pré-requisitos necessarios para atingir os objetivos especificos, desta-
cam-se: conceitos basicos sobre topologia no R, andlise no R", teoria da medida, a
integral de Lebesgue, espaco de Lebesgue e alguns topicos sobre analise funcional. O
espaco de Sobolev é de interesse para o estudo das equacgdes diferenciais via método
variacional pois o seu caso particular W*? determina, na realidade, um espacgo de
Hilbert, isso é, um espaco completo munido de um produto interno. Este fato, aliado
com o0s conceitos sobre analise funcional, € o que fornece, entre outras coisas, a
existéncia das solugdes fracas de operadores elipticos, desde que haja condicoes
sobre os coeficientes dos operadores.

Com isso foi possivel mostrar: o problema do autovalor em casos particula-
res de operadores elipticos possui solu¢ao; os autovalores sao numeros reais que,
quando ordenados, crescem indefinidamente; a existéncia de uma base ortonormal
de L? formada por autofungdes, donde a teoria de regularidade garante que essas
autofuncoes sao suaves; o principio variacional fornece uma expressao para o au-
tovalor principal, sendo essa expressao o minimizante de um funcional linear que €
atingida por uma autofuncao associada ao autovalor principal no qual o principio do
maximo garante que essa autofuncao é positiva.

Sao objetivos futuros o estudo mais aprofundado sobre os espacos de Sobolev
e sobre analise funcional, as topologias fracas, bem como outros assuntos que sao
pré-requisito para o método variacional.
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Anexo A - Convolucao e sequéncias regularizantes

O teorema abaixo exibe algumas propriedades sobre as sequéncias regulari-
zantes.

Teorema 1 (Propriedades das sequéncias regularizantes).
(I) fm = Pm * f € Coo(Ul/]');
(i) fm — f q.t.p. quando m — oo;

(i) Se f € C(U), entdo f,, — f uniformemente em todo subconjunto compacto de
U;

(iv) Sel<p<ocoefel] (U),entio f, — femL (U).

Demonstracao: (i) Fixando = € Uy/;, i € {1,...,n} e h suficientemente pequeno tal
que x + he; € Uy/;, temos

fm(z + he}i) — fm(@) _ m”/ 1 [p(m(z + he; —y)) — p(m(z —y))] f(y)dy

o / m(x + he; — y)) — p(m(z — )] f(y)dy

para algum aberto V' CcC U. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que

o+ hes = ) = i = )] = m S m e + b, )

e entdo, desde que z é fixo e V esta contido em um compacto, temos pela Propriedade
2 em Fungobes Continuas do Anexo C que

maa£ (m(xz + hbe; —y)) — mgai (m(x —y)) =0,
e portanto, ;
& o+ hes = ) = plantz = )] = 22 (e — )
9 fm

uniformemente no aberto V' CC U. Logo, a derivada parcial

/U %’Z (z—y)f(y).

(x) existe e é igual a

%

Indutivamente mostra-se que D f,,(x) existe e

D fo(x /D pm(x —y) f(y)dy, x € Uy,
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para cada «.
(ii) Pelo Teorema da Diferenciagao de Lebesgue temos

lim [f(y) = f(x)ldy = O (104)

r—0 B(a,r)

para quase todo ponto = € U. Seja = um ponto fixo. Entao

[fm(2) = f(2)] =

/ o <as—y><f<y>—f<w>>dy|
< m / o P = DS = Ty

C (()(1/m) /B(m/m) f(y) - f(a:)\dy>
< C][ |f(y) — f(z)|dy — 0 quando m — oo,
B(a,1/m)

IN

isso é, f,.(z) — f(z) para quase todo ponto x € U.

(iii) Seja f € C(U). Dado V cc U, escolhamos V. cc W ccC U e note que f é
uniformemente continua em W (pois toda fungao continua com dominio compacto é
uniformemente continua). Logo o limite em (104) vale uniformemente para x € V' (pois
podemos encontrar m que ndo depende de x). Logo, pelos calculos acima temos que
fm — f uniformemente em V.

(iv)Sejam1 <p<ooe fe Li.U). Escolhamos V e W abertoscomV cCc W cc U.
Mostremos que

| frnlleovy < N fllzeowy- (105)

De fato, note que

[fm(2)] =

/ . pm(x—y)f(y)dy‘
/ PP — )P (x — )| f ()| dy
B(z,1/m)

( [ y)dy)“/p ( [ ate- y)|f(y)!’”dy> "
- ( [ el >|pdy)1/p,

IN

IN

e entao,



[t < [ ([ (xil/m)pm(x—y)lf(y)lpdy> o
/W |f(y)I” < /B . pm(x—y)dx> dy

- / Fw)Pdy,
w

0 que prova a desigualdade (105). Seja g € C(W) com

IN

\f = gllzrowy < 0.
Entao,

| fn = fllzecry < Mfon = gmllzeovy + 19m — gllzeey + lg = fllzeory
< Nf = 9glleeewy + 19m — glleevy + lg = fllzeewy

20 + || gm — 9llrv)s

e desde que pelo item (iii) g, — g uniformemente em V, temos que

lim sup | fon = fllzrevy < 20. cqa.

95
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Anexo B - Analise e Analise Funcional

Nos resultados de Analise Funcional a seguir, X denotara um espaco de Ba-
nach real. O espaco X*, dito dual de X, denotara o conjunto dos funcionais lineares
limitados com dominio em X.

Critério de compacidade de Arzela-Ascoli: Seja { [, } .~ Uma sequéncia de fungdes
reais com dominio em R" tais que

|fu(@)| <M, keN, zeR"

para alguma constante M. Suponha também que {f,}.en € uma sequéncia unifor-
memente continua, isso é, dado ¢ > 0 existe 4 > 0 tal que, se =,y € R"™ com
lr —y| < §, entdo |fr(x) — fr(y)| < e para todo k € N. Entdo existe subsequéncia
{fn, }jen C {fn}nen € uma fungéo continua f tal que

fn, — f uniformemente em subconjuntos compactos de R".

Definicao: Diz-se que uma sequéncia {u;}3>, C X converge fracamente para u € X,
e escreve-se u; — u, se (f,ux) = (f,u) para todo funcional f € X*.

Teorema 2 (Compacidade fraca). Seja X um espacgo de Banach reflexivo e suponha
que a sequéncia {ux};2, C X ¢ limitada. Entéo, existe uma subsequéncia {u;,}52, e
u € X tais que

Uf; — U.

Como Hj(U) é espago de Hilbert, segue que H}(U) é reflexivo. Logo, toda
sequéncia limitada em H; (U) possui subsequéncia que converge fracamente em H} (U).

Teorema 3 (Alternativa de Fredholm). Seja K : H — H um operador linear compacto.
Ento:

(i) N(I — K) tem dimensé&o finita;
(i) Im(I — K) é fechado;
(i) Tm(I — K) = N(I — K*)*;
(iv) N(I — K)={0} se, e somente se, Im(l — K)=H;
(v) dim(N(I — K)) = dim(N(I — K*)),
onde K* é o adjunto de K, isso é, K* ¢ tal que (Ku,v) = (u, K*v) para todos u,v € H.

Note que pelo item (iv) te-se que vale apenas uma das duas opgoes:
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(a): paracada f € H, a equacao u — Ku = f possui uma unica solugao,
ou
(b): a equagdo homogénea u — Ku = 0 possui solugdes nao nulas.

Definicao: Seja A : X — X um operador linear limitado. O conjunto resolvente de A
é
p(A) ={n € R; (A —nl) é bijetor},

e o espectrode A é
o(A) =R —p(A).

Os autovalores de A sao os valores n € o(A) tais que

N(A=nl) # {0},
e 0,(A) denota o conjunto dos autovalores de A.

Teorema 4 (Espectro do operador compacto). Suponha que dim(H) = oo e
K : H — H é compacto. Entao:

(i) 0 € o(K);
(i) o(K) = {0} = 0,(K) — {0};
(iii) o(K) — {0} é finito ou o(K) — {0} é uma sequéncia que tende a zero.

Seja S : H — H um operador linear, limitado e simétrico. Defina

m := inf (Su,u), M = sup(Su,u).
e et

Teorema 5 (Limitacao do espectro). Temos que
(i) o(S) C [m,M]; e
(i) m, M € o(S).

Teorema 6 (Autovetores do operador simétrico e compacto). Seja H um espaco de
Hilbert separavel, e suponha que S : H — H é um operador simétrico e compacto.
Entao, existe uma base ortonormal enumeravel de H formada por autovetores de S.
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Anexo C - Outras Propriedades

Neste anexo encontram-se algumas propriedades sobre fungdes continuas,
espacgo L? e quociente de diferenga que serao usadas em alguns resultados.

Funcoes continuas

Propriedade 1. Se f : F — R é uma fungao continua no fechado F, entao, para todo
e >0 etodov € R" com ||v|| = 1, existe h = h(v,e) # 0 (positivo ou negativo) tal que
|f(z — hv) — f(z)| < e paratodo x € F'N (F + hv).

Demonstracao: Fixado v com |jv|| = 1, suponha por absurdo que existe ¢ > 0 tal
que para todo h # 0, existe z;, € F N (F + hv) tal que |f(z, — hv) — f(zp)] > €. Em
particular, considerando uma sequéncia {h, },ey com h,, — 0, obtemos a sequéncia
limitada {z, }nen C F. Logo, @ menos de subsequéncia e por ser F' fechado, existe
lim 2, =z € F. Da continuidade de f em o, tome § > 0 tal que | f(z) — f(z0)| < /4
se z € B(xy,0)NF. Entdo, desde que existe ny € Ntal que xy, , xn, —h,v € B(xg,0)NF
para todo n > n,, tem-se que

e < |f(zn, — hnv) — f(an,)]
= [(f (@, = hav) = f(20)) + (f (w0) — f(n,))]
< |f(an, = hnv) = f(20)] + |f(20) — f(an,)]
< g Z
=

um absurdo. q.a.

Propriedade 2. Se f : X x K — R"™ é continua com K compacto, e fixado xy, € X,
temos que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para todos o« € K ex € X,

|z — x| <= |f(z,0) = fzo, )| <e.

Demonstracao: Supondo o contrério, existiiam ¢ > 0 e sequéncias {zy ey C X €
{ap ey C K tais que |z, —z,| < /1g e |f(x, ax) — f(xo, )| > € para todo k. Desde que
K é compacto, a menos de uma subsequéncia, « = lim oy, € K, € xy = lim zy, segue
pela continuidade de f que ¢ < 1}1_>r{.10 |f(zx, ar) — fxo, ar)| = | f(zo, ) — f(z0,)| =0,
uma contradi¢ao. . ..
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Espaco L”

Propriedade 3. Se f € L>°(F) e E tem medida finita nao nula, entéo,

im || £l o) = || f]| 2o (a,0)-

p—o0

Demonstracao: De fato, como f € L>*(FE), entédo |f| < || f||r=(r) a.t.p.. Entdo, por um
lado,

1/p
lim, [ fllzr(e) = lim (/ !flpdu> <N F ey Jim m(E)Y? = || fllze(s)
E

p—00

e por outro lado, desde que o conjunto X = {x € E;|f(x)| > || f| r~(r) —<} tem medida
nao nula para todo ¢ > 0, temos

1/p
. L ,
Jim ([ flleemy = lim </ /] du)

> hm (/ |f|pd,u>
> ([ fllzee ey ) hm m(X)l/p
= [[fllz=(m)

e desde que vale para todo ¢ > 0, entao ,}LIEO | fllzecey > || f|l (). Das duas desigual-
dades segue que lim || f{|zr(z) = [ fllz~(z)

Quociente de diferenca

Seja u : U — R uma funcao localmente integravel e V. cc U. O i-ésimo
guociente de diferenca de tamanho 1 é

u(z + he;) — u(x)
h

Diu(z) = i=1,..,n

parax € Ve heR,0<|h| <dist(V,0U). D' denotard (D, ..., D).
Teorema 7 (Quociente de diferenca e derivadas fracas).

(i) Suponha que1 <p < oo eu e W'P(U). Entdo, para cadaV cc U, vale
ID"u]| oy < Cll D]l ooy

1
para alguma constante C' e todo 0 < |h| < 5dz’st(v, ou).
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(i) Suponha que 1 < p < oo, u € LP(V'), e que existe uma constante C' tal que
ID"ull oy < C
para todo 0 < |h| < ;dist(V, oU). Entao
u e WH(V), com || Du||spr < C.

Obs.: Ha uma variante desse teorema que afirma que, considerando, por exemplo, a
meia esfera B[0,1] N {x, > 0}, V = B[0,1/2] N {x, > 0}, vale

/|D?UIpd:E§/|uxi|pda: paratodo i=1,...,n— 1.
\%4 U



