UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

HENRIQUE HEPP

COMPUTACAO QUANTICA SEM COLAPSO E
PROBLEMAS DE CONHECIMENTO ZERO

CURITIBA PR
w48 )



HENRIQUE HEPP

COMPUTACAO QUANTICA SEM COLAPSO E
PROBLEMAS DE CONHECIMENTO ZERO

Tese apresentada como requisito parcial a obtencdo do grau
de Doutor em Ciéncia da Computacio no Programa de
P6s-Graduagao em Informaética, Setor de Ciéncias Exatas,
da Universidade Federal do Parana.

Area de concentragio: Computacdo.

Orientadores: Murilo V. G. da Silva ¢ Leandro M. Zatesko.

CURITIBA PR
2025



DADOS INTERNACIONAIS DE CATALOGAGAO NA PUBLICAQAO (CIP)
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
SISTEMA DE BIBLIOTECAS — BIBLIOTECA DE CIENCIA E TECNOLOGIA

Hepp, Henrique

Computacao quantica sem colapso e problemas de conhecimento zero /
Henrique Hepp. — Curitiba, 2025.

1 recurso on-line : PDF.

Tese (Doutorado) - Universidade Federal do Parana, Setor de Ciéncias
Exatas, Programa de Pds-Graduacao em Informatica.

Orientador: Murilo Vicente Gongalves da Silva
Coorientador: Leandro Miranda Zatesko

1. Complexidade computacional. 2. Computacédo quantica. 3. Separacao
oracular. |. Universidade Federal do Parana. Il. Programa de Pos-Graduacao
em Informatica. Ill. Silva, Murilo Vicente Gongalves da. |V. Zatesko, Leandro
Miranda. V. Titulo.

Bibliotecario: Elias Barbosa da Silva CRB-9/1894




UFPR

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

MINISTERIO DA EDUCACAO

SETOR DE CIENCIAS EXATAS
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
PRO-REITORIA DE POS-GRADUAGAO

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO INFORMATICA -
40001016034P5

TERMO DE APROVACAO

Os membros da Banca Examinadora designada pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduacdo INFORMATICA da Universidade

Federal do Parana foram convocados para realizar a arguicdo da tese de Doutorado de HENRIQUE HEPP, intitulada: Computacao

Quantica sem Colapso e Problemas de Conhecimento Zero, sob orientagdo do Prof. Dr. MURILO VICENTE GONGCALVES DA

SILVA, que ap6s terem inquirido o aluno e realizada a avaliagdo do trabalho, sdo de parecer pela sua APROVACAO no rito de

defesa.

A outorga do titulo de doutor esta sujeita a homologacéo pelo colegiado, ao atendimento de todas as indicagdes e corregdes

solicitadas pela banca e ao pleno atendimento das demandas regimentais do Programa de P6s-Graduagéo.

CURITIBA, 24 de Abril de 2025.

Assinatura Eletrénica
30/04/2025 20:37:11.0
MURILO VICENTE GONGALVES DA SILVA
Presidente da Banca Examinadora

Assinatura Eletrénica
29/04/2025 17:22:10.0
ANDRE LUIZ PIRES GUEDES
Avaliador Interno (UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA)

Assinatura Eletrénica
29/04/2025 18:08:52.0
NICOLLAS MOCELIN SDROIEVSKI
Avaliador Externo (UNIVERSIDADE ESTADUAL DO PARANA )

Assinatura Eletrénica
05/05/2025 11:24:58.0
FRANKLIN DE LIMA MARQUEZINO
Avaliador Externo ( UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO)

Assinatura Eletrénica
05/05/2025 14:40:40.0
UEVERTON DOS SANTOS SOUZA
Avaliador Externo (UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE)

Assinatura Eletrénica
28/04/2025 15:09:56.0
LEANDRO MIRANDA ZATESKO
Coorientador(a) (UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO
PARANA)

Rua Cel. Francisco H. dos Santos, 100 - Centro Politécnico da UFPR - CURITIBA - Parana - Brasil
CEP 81531-980 - Tel: (41) 3361-3101 - E-mail: ppginf@inf.ufpr.br
Documento assinado eletronicamente de acordo com o disposto na legislagao federal Decreto 8539 de 08 de outubro de 2015.
Gerado e autenticado pelo SIGA-UFPR, com a seguinte identificagao Gnica: 445879
Para autenticar este documento/assinatura, acesse hitps:/siga.ufpr.br/siga/visitante/autenticacaoassinaturas.jsp
e insira o codigo 445879



mailto:ppginf@inf.ufpr.br
https://siga.ufpr.br/siga/visitante/autenticacaoassinaturas.jsp

A minha familia e,
In memoriam, d meu pai.



AGRADECIMENTOS

¢ A Deus.
¢ Aos meus orientadores de doutorado Leandro e Murilo.

* A todas pessoas que direta ou indiretamente contribuiram para a elaboracdo deste
trabalho.



RESUMO

A classe de problemas para os quais existem algoritmos quanticos eficientes ¢ denotada
por BQP (Bounded-error Quantum Polynomial). Uma abordagem comum em teoria da computa-
¢do para a compreensdo dos limites de uma classe de complexidade € esclarecer relacdes desta
com outras subclasses e superclasses proximas. Uma superclasse de BQP que tem sido foco de
pesquisa recentemente ¢ a classe naCQP (non-adaptive Collapse-free Quantum Polynomial Time),
também conhecida como PDQP (Product Dynamical Quantum Polynomial time), introduzida por
Aaronson et al. (2016), a qual corresponde a problemas que podem ser resolvidos eficientemente
por um algoritmo quantico em um modelo hipotético de computagdo em que é possivel realizar
medi¢des sem provocar o colapso do estado quantico. Provas interativas de conhecimento zero
tém recebido muita ateng@o nas ultimas décadas, em virtude de suas aplicagdes importantes em
seguranca de informacgdo. A classe dos problemas que admitem provas interativas de conhe-
cimento zero estatistico na computacio classica € a classe SZK (Statistical Zero Knowledge).
Embora a relacio entre BQP e SZK ainda seja desconhecida, Aaronson et al. (2016) mostraram
que SZK estd contida em naCQP. Uma das abordagens para investigacio de separagdes entre
classes ¢ o estudo de suas relagdes relativas a um oraculo. Aaronson et al. (2016) mostraram que
existe um ordculo A para o qual NP4 ¢ naCQP~. Nés provamos que existe um ordculo A para
o qual PA = BQPA = SZK# = naCQP* # (UPNcoUP)* = EXPA, onde UP (Unambiguous
Polynomial time) ¢ uma subclasse importante de NP. Ainda, mostramos que, relativo a um
oraculo A escolhido uniformemente de modo aleatério, temos (UP N COUP)A Q naCQP* com
probabilidade 1. Nossos resultados ampliam resultados de Bennett et al. (1997), Fortnow ¢
Rogers (1999), Tamon e Yamakami (2001) e Aaronson et al. (2016). A classe SZK possui muitas
subclasses notaveis, como NISZK e NIPZK;. A classe NISZK € associada a sistemas de prova
com somente um envio de mensagem do provador para o verificador. Para NIPZK1, subclasse de
NISZK, ainda é requirido conhecimento zero perfeito e que as instancias positivas do problema
sejam aceitas pelo verificador com probabilidade igual a 1. Mostramos um problema completo
para NIPZK; e também que uma restricdo ndo trivial do problema de subgrupo oculto estd em
NIPZK;. Além disso, mostramos uma restri¢ao ndo trivial de um problema completo para NISZK
que esta em BQP.

Palavras-chave: complexidade computacional. computacdo quéntica. separacdo oracular.



ABSTRACT

The class of problems for which there are efficient quantum algorithms is denoted
by BQP (Bounded-error Quantum Polynomial). A common approach in theoretical computer
science to understand the limitations of a complexity class is to clarify its relationships with other
nearby subclasses and superclasses. A superclass of BQP that has been the focus of research
recently is the class naCQP (non-adaptive Collapse-free Quantum Polynomial Time), also known
as PDQP (Product Dynamical Quantum Polynomial time), introduced by Aaronson et al. (2016),
which corresponds to problems that can be solved efficiently by a quantum algorithm in a non-
adaptive computing model where measurements can be made without causing the quantum state
to collapse. Interactive statistical zero-knowledge proofs have received much attention in recent
decades because of their important applications to information security. The class of problems
that admit statistical zero-knowledge interactive proofs in classical computing is the class SZK
(Statistical Zero Knowledge). Although the relationship between BQP and SZK is still unknown,
Aaronson et al. (2016) have shown that SZK is contained in naCQP. A common approach
for investigating separation between classes is the study of their relations relative to an oracle.
Aaronson et al. (2016) showed that there is an oracle A for which NP4 ¢ naCQP#. We prove that
there exists an oracle A for which P4 = BQP4 = SZK” = naCQP* # (UPNcoUP)4 = EXP4,
where UP (Unambiguous Polynomial time) is an important subclass of NP. Furthermore, we
show that for an oracle A chosen uniformly at random, we have (UP ncoUP)4 ¢ naCQP#
with probability 1. Our results extend results from Bennett et al. (1997), Forthow e Rogers
(1999), Tamon e Yamakami (2001) and Aaronson et al. (2016). The class SZK has many notable
subclasses, such as NISZK and NIPZK;. The NISZK class is associated with proof systems with
only one message sent from the prover to the verifier. For NIPZK{, a subclass of NISZK, we still
require perfect zero knowledge and that the positive instances of the problem are accepted by the
verifier with probability equal to one. We show a complete problem for NIPZK; and also that a
non-trivial restriction of the hidden subgroup problem is in NIPZK;. Furthermore, we show a
non-trivial constraint of a complete problem for NISZK which is in BQP.

Keywords: computational complexity. quantum computing. oracle separation.
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1 INTRODUCAO

Os modelos classico e quantico de computacio definem classes diferentes de problemas
computacionais que podem ser resolvidos em tempo polinomial. Para a computacio classica
deterministica, tal classe é a classe P, e para a computacdo quantica, ¢ a classe BQP.

A classe P, definida na década de 60 em diversos artigos (Cobham, 1964; Edmonds, 1965;
Rabin, 1960), ¢ a classe dos problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo deterministico
polinomial. Em computacgdo cldssica, outra classe importante ¢ a classe dos problemas que
podem ser resolvidos por um algoritmo probabilistico polinomial com probabilidade de erro
arbitrariamente pequena', denominada BPP (Bounded-error Probabilistic Polynomial), definida
em Gill (1977), que claramente inclui P. Como essa probabilidade de erro ¢ arbitrariamente
pequena, pode-se considerar BPP como a classe dos problemas que sdo trativeis para a
computacdo classica. Ha problemas, como o problema da irredutibilidade de polindmios sobre
corpos finitos, que sabemos que estdo em BPP, porém para os quais ndo se conhece algoritmo
deterministico polinomial. Contudo, conjectura-se que P = BPP, embora ainda nio tenha sido
provado nem que BPP C NP (Arora e Barak, 2009; Hemaspaandra e Ogihara, 2001).

A classe BQP (Bounded-error Quantum Polynomial), definida em Bernstein e Vazirani
(1997), ¢ a classe dos problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo quantico polinomial
com probabilidade de erro arbitrariamente pequena. Podemos considerar BQP como a classe dos
problemas tratdveis para a computacdo quantica. Como todo algoritmo cldssico probabilistico
polinomial pode ser simulado por um algoritmo quantico polinomial com a mesma probabilidade
de erro (Arora e Barak, 2009), BQP inclui BPP. Por outro lado, acredita-se que BQP # BPP.
Existem algoritmos polinomiais quanticos para problemas que ndo parecem estar em BPP, como,
por exemplo, os problemas da fatoragdo em numeros primos ¢ do logaritmo discreto, os quais
podem ser resolvidos pelo algoritmo de Shor.

A classe NP (Nondeterministic Polynomial-Time) € a classe dos problemas cujas
mstancias positivas podem ser verificadas de modo eficiente. Isto €, se a instancia € positiva,
existe uma prova, ou certificado, de tamanho polinomial que pode ser verificada por um algoritmo
deterministico polinomial. Se a instincia € negativa, qualquer prova polinomial € rejeitada pelo
verificador. Claramente, P C NP, contudo, ainda ¢ um problema em aberto se P # NP (Cook,
1971; Karp, 1972; Levin, 1973; Aaronson, 2016).

A classe PSPACE (Polynomial-Space) é a classe dos problemas que podem ser resolvidos
por um algoritmo deterministico em espaco polinomial. A classe EXP (Exponencial Time) ¢
a classe dos problemas resolvidos por um algoritmo deterministico em tempo exponencial, i.¢.
0(2”k) para algum k inteiro.

Sabemos que P € NP € PSPACE C EXP, mas ainda sdo problemas em aberto se
P # PSPACE, se NP = PSPACE e se PSPACE # EXP (Arora e Barak, 2009; Aaronson, 2016).
Por outro lado, sabemos que P # EXP (Stearns et al., 1965; Savage, 1997).

Uma subclasse importante de NP € a classe UP (Unambiguous Polynomial-Time),
definida em Valiant (1976), em que se a instancia ¢ positiva existe exatamente uma prova, ou
certificado, de tamanho polinomial que pode ser verificada por um algoritmo deterministico
polinomial. Se a instancia for negativa, qualquer prova ¢é rejeitada pelo verificador. As principais

1A probabilidade de erro, do algoritmo probabilistico, pode ser reduzida arbitrariamente repetindo a execugio do
algoritmo e tomando a resposta majoritdria. Por limitante de Chernoff, podemos fazer a probabilidade de erro cair
exponencialmente rdpido com um ndmero polinomial de rodadas. Com isso, alcancamos uma probabilidade de
acerto tao proxima de 1 quanto quisermos.



classes estudadas neste trabalho (as que vimos e as que veremos ainda na introdugdo) e as relacoes
conhecidas entre elas encontram-se na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Relacdo entre as principais classes de complexidade estudadas neste trabalho. Uma seta A — B
representa que A € B, sendo A e B classes. Uma seta A--»B (tracejada em magenta) representa que A C B. Uma

0 ; p ; ~
seta A-»B (em azul) representa que existe ordculo O tal que A? ;t_ B?. As setas anteriores sdo resultados da

, 0 ) .
literatura. A seta A-»B (em vermelho, mais grossa) representa o resultado do Teorema 1.2 ¢ (para um oraculo
aleatdrio) Teorema 1.1.

Sendo A um problema computacional (formalmente, uma linguagem), um algoritmo
com consulta a um ordculo A € um algoritmo que pode, a qualquer momento, fazer consultas
sobre instancias do problema A e receber cada soluc@o correspondente em um Unico passo. A
classe dos problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo que atende as restricdes de uma
classe de complexidade C, mas que pode fazer consultas a um ordculo A, é denotada por C4.

Conforme Aaronson (2016), a maioria das técnicas existentes nas décadas de 60 e 70
para demonstragoes de relagdes entre classes de complexidade, como C € D ou C ¢ D, eram tao
gerais que, ao serem provadas, também provavam C4 € D4 ou C4 ¢ D para todos possiveis
oraculos A. Mais precisamente, em tais demonstragdes, se cada algoritmo fosse trocado por um
algoritmo que consulta oraculos, a argumentagdo ainda continua valida. Uma demonstragdo com
essas caracteristicas € dita ser relativizante, ou ser possivel em todos os mundos relativizados
ou ser relativa para qualquer ordculo. Um exemplo de demonstracdo relativizante € a de que
P # EXP, i.e. a demonstracio também implica que P4 # EXP# para todo ordculo A. J4 Baker
et al. (1975) demonstraram que existe um ordculo A para o qual P4 = NP# ¢ outro ordculo B
para o qual PZ # NP2, Isso significa que uma demonstragdo para P # NP (ou P = NP) deve usar
técnicas mais sofisticadas que nao relativizam. Um exemplo de uma técnica que ndo relativiza ¢ a
técnica da aritmetizacdo, utilizada na demonstragio de que IP = PSPACE (Shamir, 1992), sendo
que existe um ordculo A para o qual IPA # PSPACE®. A classe IP serd definida na Seciio 2.5.

Quanto a relacdo entre BQP e NP, conjectura-se que NP ndo contém BQP. Relativo
a um oraculo A, sabemos que BQPA Q NP4 (Bernstein e Vazirani, 1997) e, ainda mais forte,
existe um ordculo A para o qual BQP# ¢ PH4, sendo PH uma superclasse de NP (Raz e Tal,



10

2022). Também se conjectura que BQP ndo contém a classe NP, i.e. por mais poderosa que
a computacdo quantica possa parecer, ainda assim acredita-se que ndo seja o suficiente para
resolver problemas NP-completos de modo eficiente. Relativo a um ordculo A sabemos que
NP4 ¢ BQP* (Bennett et al., 1997).

Bennett et al. (1997) ainda provam que para um ordculo A sorteado uniformemente?,
UP4 ncoup? ¢ BQP# com probabilidade 1. Bennet et al. provam no artigo para NP4 N coNP4,
contudo, observamos que a mesma prova vale para UPA ncoUPA. Fortnow e Rogers (1999)
provam que existe um ordculo genérico’ A tal que P4 = BQPA # UP%4 ncoUP? |

A classe BQP contém vérios problemas, como o problema da fatoragio e do logaritmo
discreto, que sdo candidatos a NP-intermedidrios. Do Teorema de Ladner (1975), se P # NP,
entdo existem problemas NP-intermediarios, isto ¢, problemas que ndo sdo NP-completos, mas
que também ndo estdo em P. Existem varias classes de problemas candidatos a NP-intermedidrios,
como a classe dada por UP N coUP e a classe SZK (Statistical Zero-Knowledge). A classe SZK
¢ amplamente estudada por suas aplicagdes na drea de seguranga da informacao (para definicdo
técnica de SZK, suas subclasses e problemas completos, citamos como referéncia o trabalho
de Vadhan (1999); essas classes assim como as outras classes apresentadas, serdo vistas com
mais detalhes no Capitulo 2).

A classe NP também pode ser definida com um sistema de prova interativa, em que
um provador com poderes ilimitados envia uma mensagem (o certificado) a um verificador,
um algoritmo deterministico polinomial. Podemos generalizar de dois modos essa interacdo
entre provador e verificador. Primeiro, usando como verificador um algoritmo probabilistico
polinomial. Depois, permitindo que provador e verificador fagam um nimero polinomial de
rodadas de troca de mensagens. Assim, obtemos sistemas de prova interativa polinomial em
que, para as instancias positivas do problema, existe uma prova que o verificador aceita com
probabilidade grande, e, para as instancias negativas, qualquer prova tem probabilidade grande
de ser rejeitada.

A classe MA (Merlin-Arthur) ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova
interativa com uma mensagem do provador para o verificador, um algoritmo probabilistico. A
classe AM (Arthur—Merlin), ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa
com duas mensagens: a primeira do verificador probabilistico polinomial para o provador; e a
segunda do provador para o verificador.

A classe SZK ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa
polinomial de conhecimento zero estatistico. Isto €, dados um provador com poderes de
computacdo ilimitados ¢ um verificador, este um algoritmo classico probabilistico polinomial,
o verificador ¢ convencido da instancia positiva de um problema sem aprender nada mais com
essa interacio, a menos de um erro estatistico*. A classe HVPZK ¢ a classe dos problemas que
admitem sistemas de prova interativa com verificadores honestos> de conhecimento zero perfeito,
isto €, ndo € permitido um erro estatistico. A classe PZK (Perfect Zero-Knowledge), subclasse
de HVPZK, ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa polinomial de
conhecimento zero perfeito. A generalizacdo de SZK quando o verificador € um algoritmo
quantico, ao invés de um algoritmo probabilistico cldssico, é denotada por QSZK. Naturalmente,

3Veja a defini¢io de ordculo genérico na Secdo 4.3.

30riculo aleatério amostrado com distribui¢io uniforme do conjunto de todas as linguagens em X* no sentido
que, para toda palavra x € X*, a probabilidade de x estar no ordculo ¢ 1/2. Como, nesse caso, estamos falando de
uma distribuicio de probabilidade sobre um espago continuo (2%°), a probabilidade de ocorrer qualquer evento
(elementar) do espago € igual a O (Dasgupta, 2011; Mitzenmacher ¢ Upfal, 2017).

40 significado preciso de “sem aprender mais nada com essa interacio” & apresentado na Secdo 2.5.

SVerificador honesto: algoritmo cldssico probabilistico uniforme polinomial. Verificador desonesto: algoritmo
classico probabilistico ndo uniforme polinomial. Para mais detalhes, veja Secao 2.5.
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SZK € QSZK. Sobre a relagao entre QSZK e UP, Menda e Watrous (2018) mostraram que existe
um ordculo A para o qual UP* ncoUP* ¢ QSZK*. Desse modo, UPA ncoUP* ¢ SZKA,

Uma outra subclasse de SZK ¢ a classe NISZK (Non-Interactive Statistical Zero-
Knowledge), a qual € a classe dos problemas que admitem sistemas de prova ndo-interativa de
conhecimento zero estatistico, i.e. o provador e o verificador classico compartilham uma string
de bits aleatorios e ocorre a troca de apenas uma mensagem, do provador para o verificador. A
classe NIPZK (Non-Interactive Perfect Zero-Knowledge) é a classe dos problemas que admitem
sistemas de prova nao-interativa de conhecimento zero perfeito. A classe NIPZK; € a classe dos
problemas que admitem sistemas prova ndo-interativa de conhecimento zero perfeito em que as
nstancias positivas sdo aceitas pelo verificador com probabilidade igual a um.

Aaronson et al. (2016) introduziram as classes de complexidade CQP (Collapse-free
Quantum Polynomial time) e naCQP (non-adaptive Collapse-free Quantum Polynomial time).
A primeira € a classe dos problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo quantico de
tempo polinomial que permite que as medi¢des ndo causem o colapso dos estados. A dltima
¢ a classe CQP com a restricdo de que as operacdes quanticas ndo dependem dos resultados
de medicdes sem colapso. Remetemos o leitor a Secdo 3.2 para obter detalhes técnicos sobre
a definicdo de naCQP. Observe que o objetivo de definir essas classes de complexidade nesta
linha de pesquisa ndo é propor modelos alternativos de computagao fisicamente realizaveis, mas
investigar classes de problemas que parecem ser maiores que BQP, mas ndo grandes o suficiente
para incluir problemas NP-completos, procurando, com isso, entender melhor os poderes ¢ as
limitagdes dos aspectos da computacdo quantica. A classe naCQP também ¢ chamada de PDQP
(Product Dynamical Quantum Polynomial time) na versdo pré-impressa (Aaronson et al., 2014) e
em trés artigos subsequentes (Aaronson, 2018; Hiromasa et al., 2025; Aaronson et al., 2024).
Aaronson et al. (2016) mostram que SZK (Statistical Zero Knowledge) esta contida em naCQP e
que existe um ordculo A para o qual NP ¢ naCQP4.

Provamos que:

Teorema 1.1 (Hepp et al., 2025). Relativo a um ordculo aleatério A, temos UP* ncoUP? ¢
naCQP# com probabilidade 1.

Note que:
* nosso resultado amplia o resultado de Bennett et al. concernente UP N coUP e BQP;

* nosso resultado também amplia o resultado de Aaronson et al. de que existe um oraculo
A para o qual NP4 ¢ naCQP#.

Teorema 1.2. Existe um ordculo genérico A, tal que P* = BQP4 = SZKA = naCQP4 #
UP4 ncoUPA,

Note que:

* nosso resultado amplia o resultado de Aaronson et al., concernente naCQP e NP, ¢
também o resultado de Fortnow e Rogers, concernente P, BQP, e UP N coUP;

» concernente SZK e UP NncoUP, nosso resultado implica que nfo apenas existe um
ordculo A para o qual UPA ncoUP4 ¢ SZKA, algo que jd decorre do resultado de
Menda e Watrous, mas também que UP4 N coUPA Q PA = SZKA,

Beigel et al. (1998) também mostraram que existe um ordculo A para o qual P4 = @P4
e RPA = EXPA (lembre-se que P4 # EXP# para todo ordculo A). Como citado por Tamon e
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Yamakami (2001), como UP4 C @P4 ¢ RPA € BQP4, temos P4 = UP4 ¢ BQP# = EXP4, ou
seja, existe um oraculo A tal que

P4 = UPA ncoUP4 = UP4 £ BQPA = naCQP4 = EXP4 .

Curiosamente, Tamon ¢ Yamakami também afirmaram que existe outro ordculo A para o qual
A4 = BQP4 ¢ UPA = EXP4, apresentado um esboco de prova para tal. Provamos o seguinte
resultado mais forte.

Teorema 1.3 (Hepp et al., 2025). Existe um ordculo A para o qual P* = naCQP* e
UP“ ncoUP# = EXPA.

EXP
PSP/—\CE
/ QP\
naCQP QSZK
UTP BgP\SlK
HVPZK N|SZK
PZK dHSP
UPrcoUP NIPZK dHSP
N|PZK1
F\\\
BPP " aHSP;,,
!

Figura 1.2: Relacdo entre as principais classes de complexidade estudadas neste trabalho e versdes do problema
dHSP. Uma seta A — B representa: que A € B se A e B sio classes; que A € B, se A ¢ um problema ¢ B ¢ uma
classe; que A ¢ uma restricdo de B, se A e B sdo problemas. As setas azuis representam resultados da literatura
referente as versodes do problema dHSP. A seta vermelha, tracejada, representa o resultado do Teorema 1.4.

Um dos problemas candidatos para NP-intermedidrio ¢ o problema do subgrupo oculto,
denominado HSP (Hidden Subgroup Problem) que generaliza os problemas de fatoracdo e
do logaritmo discreto. Estudamos a relacdo de problemas de decisdo para o problema HSP
(dHSP) com classes de provas interativas de conhecimento zero. Essas relacdes encontram-se
na Figura 1.2. O problema dHSP consiste em decidir se o subgrupo oculto, de um grupo G,
¢ o subgrupo trivial ou ndo. Esse problema estd contido na classe HVPZK (Sdroievski et al.,
2019). Caso se conhega o tamanho do grupo G, obtemos o problema dHSP)| que estd contido
na classe NISZK (Sdroievski et al., 2019). Podemos também restringir o problema da seguinte
forma: amostramos uniformemente ao acaso elementos de um grupo G ¢ de um conjunto A,
com a mesma dimensio do grupo G, tal que A contenha a imagem da funcdo que esconde o
subgrupo. Esse caso particular se aplica a casos importantes como quando G = 7, com adi¢io
ou multiplicacdo modular. Provamos o seguinte.

Teorema 1.4 (Costa et al., 2023). dHSP,, € NIPZK;.
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EXP

[

PSPACE

;

CQP

|

NP naCQP QSZK

1 T~

up BQP SZK

| \ /N

i

' NISZK  HVPZK

o |

Y Shu PZK
\/ /
UPNcoUP BSDU NIPZK
/N
NIPZK; DU
/ F\ /\
BPP US
/
P

Figura 1.3: Relagdo entre as principais classes de complexidade estudadas neste trabalho e os problemas de distancia
estatistica SDU, BSDU, DU ¢ US. Uma seta A — B representa: que A € B se A ¢ B sdo classes; que A € B,se A ¢
um problema e B ¢ uma classe; que A ¢ uma restricio de B, se A e B sdo problemas. As setas azuis representam

resultados da literatura referente aos problemas de distancia estatistica. As seta vermelhas tracejadas representam os
resultados dos Teoremas 1.5 e 1.6.

Na Figura 1.3 mostramos a relagio entre classes de conhecimento zero ndo interativo e
variagOes do problema de distancia estatistica uniforme SDU (Statistical Difference from Uniform,).
Para SDU, precisamos comparar uma distribui¢io de probabilidade X com a distribui¢cdo uniforme
U,, ambas sobre todas as strings bindrias com #n bits, perguntando-nos o quio préximo a distdncia
estatistica dyyp (X, U,) estade 0 oude 1. Esse problema é completo para NISZK (Goldreich et al.,
1999). Malka (2008) mostrou uma variacdo do problema SDU, chamado de DU (de Distribuigdao
Uniforme), que € completo para para a classe NIPZK. Uma restri¢do natural desse problema € o
problema US (Uniform-or-Small), em que comparamos uma distribuicio de probabilidade X com
a distribuicio uniforme U,, ambas sobre todas as strings bindrias com n bits, perguntando-nos a
distancia estatistica dyr(X, U,) é igual a 0 ou se estd préxima de 1. Mostramos o seguinte.

Teorema 1.5 (Costa et al., 2023). O problema US é completo para NIPZKj.

Apresentamos também uma restricdo de SDU em que as probabilidades das 2"/2
primeiras strings (sob a ordenacdo lexicografica usual) nunca sdo menores que as das 2"/2

ultimas. Chamamos esse problema de Distancia Estatistica entre Distribui¢ido Biparticionada e
Distribuicdo Uniforme (BSDU). Provamos o seguinte.

Teorema 1.6 (Hepp et al., 2021). BSDU estd em BQP.

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte maneira. O Capitulo 2 apresenta
preliminares sobre dlgebra linear, mecanica quantica, computacido quéntica e conceitos elemen-
tares de complexidade computacional. O Capitulo 3 apresenta uma revisdo sobre as classes
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de complexidade de conhecimento zero estatistico; sobre computagdo quantica sem colapso
e sobre a separac@o oracular entre BQP e UP e entre naCQP e NP. O Capitulo 4 apresenta
nossos resultados entre a separacio oracular entre naCQP e UP. O Capitulo 5 apresenta nossos
resultados obtidos sobre problemas relacionados a classes de conhecimento zero.
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2 PRELIMINARES

Nesse capitulo apresentamos os preliminares necessdrios referentes a algebra linear,
mecanica quantica, computacao quantica ¢ complexidade. O conteudo das Secoes 2.1, 2.2 ¢
2.3 baseia-se principalmente nos livros de Kaye et al. (2007) e de Nielsen ¢ Chuang (2011).
Supomos que o leitor tenha familiaridade com conceitos da teoria da probabilidade, caso contrario,
sugerimos como referéncia o livro de Mitzenmacher e Upfal (2017).

2.1 ALGEBRA LINEAR

Os objetos basicos da dlgebra linear sdo os espacos vetoriais. Na computagido quantica
0S espacgos vetoriais nos quais estamos interessados sdo os espagos vetoriais complexos com
dimensdo finita com produto interno, que nomeamos como espacos de Hilbert. Neste texto
usamos as letras H, V, W para denotar espacos de Hilbert. Para denotar os vetores de um
espaco de Hilbert usamos a notacdo de kets, ou seja, um vetor v é denotado como |v).

Podemos descrever os vetores por meio de matrizes. Nesse caso, um vetor |v) =

(21,22, . ..,2x), €M QUE 21,22, . . . , TN SA0 ndmeros complexos, é expresso como
<1
wy= |7
ZN

Para denotar o vetor transposto conjugado de |v) usamos a notacio bra, ou seja,

*T
4
*
2 _[e .=
*
N

onde z7 sdo os complexos conjugados de z;.
O produto interno de um vetor |v) = (ai,a2,...,ay) por um vetor |w) =
(B1, B2, ..., Bn) édefinido e denotado por

(vlw) =1+ +ayBn .

Observe que (v|w) = (w|v)*. Se o produto interno de dois vetores € igual a 0, esses dois vetores
sao ortogonais. A norma de um vetor |v) € V é

W)= Vvl

Um vetor € unitdrio se tiver norma igual a um. Vetores unitdrios ortogonais sao chamados de
ortonormais.

Dado um espaco de Hilbert H com dimensao N, um conjunto de N vetores B =
{1bm)} € H é uma base ortonormal de H se
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* (bulbm) =06um Vbm,b, € Bsendod,,,=1sen=med,,, =0sen+#m;

* ¢ todo |v) € H pode ser escrito como

)= D aulby)  parafa,) cC.

bpeB

Os valores de a, satisfazem a, = (b,|¢¥) e sdo chamados de coeficientes de |¢) com respeito a
base {|bn)}.

Podemos, portanto, expressar um vetor [v) = a1 [vi) + @2 |va) + -+ -+ ay |vy), em que
|v;) sdo vetores unitarios linearmente independentes e @; sdo nimeros complexos, como

@

a2

lv) =
&y
O vetor transposto conjugado de |v) pode ser expresso como

*

Wl =la a5 - ayl

onde os coeficientes a; sdo os complexos conjugados de «;.
E conveniente usarmos uma base de 2" vetores unitarios, chamada de base computacional,
em que os vetores sdo representados por kets com strings binarias de tamanho n:

100...00),]00...01),...,[11...10),|11...11) .
———

n

Podemos expressar um vetor |v) = ao|0) + a1 1) + -+ + a2n_1 |27 = 1), em que |i) compde a
base computacional e @; sdo nimeros complexos, como

7 1 0 0
aq 0 1 0

Wy=| . |=ao|. |+tar|. |+ +amy
aon_q 0 0 1

A distancia euclidiana entre dois vetores |v) = Y, ay|x) e |[w) =3, By |x) €
V) = 1wl = [llv) = Iw)ll2 = Zlax — Bl
Um operador linear entre V ¢ ‘W € qualquer funcio A : V — W que seja linear, ou

A ZCI’,’lV,’) :Za'iA(lvi»-

Usualmente escrevemos A |v) para denotar A(]v)). Dado um espaco de Hilbert H, denotamos
por L(H) o conjunto de operadores lineares A : H — H.

seja,
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A norma de um operador A € L(‘H), para todo vetor |v) € H, é

1A W]
Al = suppyys0m—ci -
AT

Sejam |[v) € V e |w) € W. O produto diddico denotado por |w) (v| € um operador
linear de V para ‘W cuja aciio ¢ definida por:

(W) WD (VD) = w) (vh')

Observe que: |w) (v|v") = (v|v') |w). Em sua forma matricial, o produto diddico de dois vetores
Iwy=aq|1)+---+an|N)ye|v)=B1|1)+---+Bx|N) para toda base ortonormal {|i)} de H é

@
@2

lw)y vl =as 1B B3 By -+ Byl

| AN |

Seja {|i)} uma base ortonormal para V, como um vetor v € V pode ser escrito como
|vy = >, @; |i), para algum conjunto de nimeros complexos {a;} e como (i|v) = @;, temos:

(Z ) <i|) vy = D iy divy = D ailiy = v) . (2.1)

Como (2.1) vale para todo v, obtemos a equacio conhecida como relacdo de completude:

Zli)(ilzﬂ.

1
Dado um operador linear A em H, o operador adjunto ou Hermitiano conjugado de A,

denotado por AT, é definido como

AT = @anHT.
Observe que

(I Aw) = (w|AT vy V). lw)eH .

Por convencao,

W =l

A operacido adjunta tem as seguintes propriedades:

. (AB)T = BTAT:
© (Iw) DT = v) (wl;
o (AT)T = A:

(X iA)" = Y arAl

Na mecénica quantica é comum o uso dos seguintes operadores lineares.

Um operador N é normal se NNT = NTN. Denotamos o conjunto de todos operadores
normais em H como Norm(H).
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 Um operador H é hermitiano se H = H'. Denotamos o conjunto de todos operadores
hermitianos em H como Herm (H).

» Um operador P € positivo ou positivo semidefinido se ¢ hermitiano e para qualquer vetor
[v), temos (v| P |v) > 0, e (v| P|v) € R. Denotamos o conjunto de todos operadores
positivos em H como Pos(H).

« Um operador IT é projetor ortogonal se é hermitiano, e satisfaz IT> = 1. Denotamos o
conjunto de todos operadores projetores ortogonais em H como Proj(H).

« Um operador U € L(H) é unitdrio se UTU = 1. Denotamos o conjunto de todos
operadores unitarios em H como U(H). A definicdo também implica que:
1. Ut =U"!, onde U! é ainversa de U:
2. U preserva o produto interno, (Uv|Uw) = (v|w) para todo |v),|w) € H:
3. U preserva a norma: ||[U [v)|| = |||v)|] para todo |v) € H;
4. se |[[v)|| = 1 entdo ||U |v)|| = 1 para todo |v) € H.

A relacio entre os operadores lineares € ilustrada na Figura 2.1.

Linear
Normal
//
Hermitiano
Positivo
Projetor Unitério
/
4

Figura 2.1: Tipos de operadores lineares.

Um vetor |¢) é nomeado de autovetor de um operador T se, para alguma constante A,
temos:

Tly)=2ly) .

A constante A € nomeada como autovalor de T correspondente ao autovetor |¢).

Teorema 2.1 (O Teorema Espectral). Qualquer operador normal M sobre um espaco de Hilbert
H pode ser escrito como:
M =" A0 il
i

onde 2; sdo os autovalores de M, {|i)} é uma base ortonormal para H, e cada |i) é um autovetor
de M com autovalor A;.
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O produto tensorial entre dois vetores |v) € V e |w) € ‘W é um vetor denotado por
[vY @ |w) em V @ W. O produto tensorial € caracterizado pelos seguintes axiomas.
1. Para quaisquerc € C, [v) € Ve |w) € W,

c(y®lw)) =(clv) @lw) =[v) @ (clw));

2. Para quaisquer |vi),|v2) € Vew e W,

(Ivi) +v2)) @ w) =v) ® [w) +|v2) ® [w) ;

3. Para quaisquer [v) € Ve |wy),|wa) € W,

V) @ (w1} +w2)) = V) ® [wi) +[v) @ [wa) .

Sejam V e W espacos de Hilbert com dimensdes n e m respectivamente. O produto
tensorial de V por W, denotado por V @ W, ¢ um espaco de Hilbert com dimensio n X m.
Sejam {|b;}}eqy ... ny wma base ortonormal para V e {|c f>}j uma base ortonormal para

W. Entao,

e{l’... ’m}

{lbi> ® |C]'>},'e{1,... at.jelive.m}

¢ uma base ortonormal para V @ W,
As seguintes notacdes sdo equivalentes:

Y@ 7)) =1i,j) =1ij) :
i, Dap=1Da®|i)p=1)ali)p -
Duas identidades uteis sao:
lij) Ckl| = i) ¢kl & [ ) U] :

(ijlkl) = <ilk) G1I)
Sejam A e B operadores lineares em V e ‘W, respectivamente. Entio A® B ¢ o operador
linear em V ® ‘W definido por
(AQB)(|[v)®|w)) =A|v) @ B|w).

O produto tensorial também pode ser representado matricialmente. Dadas as matrizes
A com dimensdo m X n e B com dimensdo p X g, o produto de Kronecker, denotado por A ® B,
¢ a matriz mp X nq dada por
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[A1[B] An[B] -+ AulB]
A2 [B] Axn[B] -+ AulB]
A& B '[ ] '[ ] | n'
AuBun - AnBig - o0 AuwBn oo AwBiyg
AnBpi - AnBpg o o AmBpl - AwBpg
A®B=
Am B - Amlqu son wow AppdByy es Amnqu
AmiBpt -+ AmBpg 0 o AwnBp1 o AuBpyg]

O traco de um operador A sobre um espaco de Hilbert H é

twr(4) = > (bul Alba)
by

onde {b,} ¢ qualquer base ortonormal para . Em sua representa¢do matricial o trago é a soma
dos elementos da diagonal principal.

Dados os operadores lineares A, B € L(H) e U € U(H), afungao trago tem as seguintes
propriedades:

¢ (Propriedade ciclica). tr(AB) = tr(BA) ;

(Linearidade) tr(A + B) = tr(A) + tr(B) :

tr(zA) = ztr(A) com z € C ;

tr(UAU") = r(UTUA) = tr(A) (o trago nio depende da base) :

tr(A® B) = tr(A) tr(B) .
Dados dois vetores |¢) € H e |¢) € H, o trago do produto diddico ) (@] é:

() (1) = D Gilw) (9li) = D (8li) Gilw) = (olv) -

2.2 MECANICA QUANTICA

A mecanica quantica pode ser vista como um arcaboug¢o matematico e conceitual usado
para descrever um sistema fisico. Podemos nomear um conjunto de postulados como base da
mecanica quantica, mas observamos que nio existe um consenso sobre o contetdo e forma dos
postulados.
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Postulado 1. A todo sistema fisico isolado estd associado um espago de Hilbert H, conhecido
por espaco de estados do sistema. O sistema é descrito por um estado (puro), que é um vetor
unitdrio em H.

Um estado [¢) em um espago com N dimensoes, CV, pode ser descrito pela combinagio
linear de N estados linearmente independentes

) =a1|l) +@2|2) +a3[3) +---+an [N) ,

onde a1, - - - ay sio ndmeros complexos. Como [) é um vetor unitdrio, temos que Y;|a;|* = 1.
Podemos também dizer que o estado quantico |) € a superposicdo dos N estados, e os niimeros
a1, - - ay também sdo chamados de amplitudes dos estados.

Postulado 2. A evolugdo de um sistema quantico isolado é descrita pela equacdo de Schrédinger,

Ldly)
i T_le’

onde h é a constante de Planck e H é um operador hermitiano conhecido por Hamiltoniano.

Quando o sistema quéntico € isolado, o Hamiltoniano € constante com relagdo ao tempo.
Nesse caso a solucdo da equagdo de Schrodinger pode ser expressa por

—iH(t; — t1)

3 ] ly(t1)) = U(t,t2) [y (t1)) ,

lyr(t2)) = CXP[

onde definimos

h

Como U ¢ unitario e qualquer operador unitario pode ser expresso por U = exp(iK) para algum
operador hermitiano K, podemos enunciar o segundo postulado como:

U(ti, 1) = exp [M] .

Postulado 2°. A evolugdo de um sistema quantico isolado é descrita por uma transformacao
unitaria. O estado ) do sistema no tempo t; estd relacionado com o estado ') do sistema no
tempo t>» por meio de um operador unitdrio U que depende apenas dos tempos t; e t,

W) =Uly) .

Postulado 3. O espago de estado de um sistema fisico composto é o produto tensorial dos
espacos de estados dos subsistemas. Se os sistemas forem numerados de 1 a n, o estado composto
do sistema total é Y1) @ |Y2) & -+ - @ |¢ry).

Um estado puro |¢) € V ® W & um estado produto se pode ser escrito como um
produto tensorial de dois estados,

) = gv) ® [dw) ,
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sendo |yy) € V e |yw) € W. Caso nado seja possivel, esse estado é emaranhado. Quatro
exemplos de estados emaranhados sdo os estados de Bell:

|00) +|11)

B
00) —11)

A
110) +01)

A
01) —110)

V2

Postulado 4. As medicdes quanticas gerais sdo descritas por uma colecdo {M;} de operadores,
chamados de operadores de medicdo, os quais satisfazem a equacdo de completude

> MiM=1.

Se o estado do sistema for | ) imediatamente antes da medicdo, entdo a probabilidade de ocorrer
o resultado i é dado por

p i) = (W| M M; |y)

e o estado do sistema apos a medicdo é

M; )

wMWMW'

A equacdo de completude expressa o fato de que a soma das probabilidades é igual a 1,

| = Zp(,-) _ Z (| M M; 1) .

Se os operadores de medicdo M; sdo operadores projetivos I1;, temos que a colecio
{M;} pode ser expressa em termos da matriz

M=) milli= ) mile) (el -
i i

A probabilidade de obtermos o evento i ¢ dada por

p() = WL |y) = Wlen) (pily)
entdo, sendo a; = {(@;|¢¥),

p(i) = Wle) (@ily) = afai = |ail* .
O estado do sistema apds a medicio é:

Wily)y Lo eily) _ ailgi)
V| 0 [§) Vil i

= |@i) .
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Uma outra maneira de se enunciar o Postulado 4, portanto, € a seguinte:

Postulado 4°. Dados uma base ortonormal B = {|y;)} de um espaco de estado H 4 e um estado
Yy = X, @i |y, ao fazermos uma medigdo de Von Neumann de ) com respeito a base B,
obtemos o estado ;) com probabilidade |;|* e perdemos todas as demais informacées do estado
original. Em outras palavras, ao medirmos |y ), o estado colapsa em |y;) com probabilidade
|| .

Considere um estado ) = Y,; @i |@:) |yi) de um espaco de estado H 4 ® Hp em que
|@i) sdo ortonormais e |y;) sdo vetores unitdarios, a medicdo no sistema A colapsa o estado )
em ;) |vi) com probabilidade |ai)*.

Ha casos em que o sistema ¢ descrito por um conjunto de estados puros {|;)}, associado
cada um a uma probabilidade p;, de modo que }3; p; = 1:

{1y, p0), w2y, p2), - (W) . pi)} .

Esse conjunto é chamado de estado misto. O operador densidade, também conhecido como
matriz densidade, associado a esse estado misto € definido como

p= Zpi i) (Wil -
Em particular, para um estado puro |¢),

p =)Wl .

Denotamos D(H) como o conjunto de operadores densidade no espago de Hilbert H.
Por exemplo, o operador densidade para o estado puro |¢) =a |0y + b |1) é

p= Zpillﬁi)(wil =1-1¢) Wl=(al0)y+b]1))(a" O] +b" (1))
p =aa” |0) O] +ab™ |0) (1| + ba™ |1) O] + bb™ |1) (1] .
A representagdo matricial de p €

P \pa bb

aa* ab*]

O operador densidade para o estado misto em que hd a probabilidade p de se ter o estado
|0) e 1 — p de se ter o estado |1) é

p=pl10) 0+ (1-p)[1) 1

p 0
0 1-p

Teorema 2.2. Um operador p é o operador densidade associado a um conjunto {|y;), p;} se e
somente se satisfaz:

L. gy = 1;
2. p € Pos(H).
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Observe que, se o estado ao qual um operador densidade p esta associado ¢ puro, entdo

w(p?) =1,
€aso contrario
r(p?) < 1.

Podemos agora reescrever os postulados para os operadores de densidade.

Postulado 1. A todo sistema fisico isolado estd associado um espaco de Hilbert, conhecido
por espaco de estado do sistema. O sistema é descrito por seu operador densidade, que é um
operador p positivo com traco igual a um agindo sobre o espago de estado do sistema. Se um
sistema qudntico estd no estado p; com probabilidade p;, entdo o operador densidade para o
sistema é Y; pipi.

Postulado 2. A evolucdo de um sistema isolado é descrita por uma transformagdo unitaria. O
estado p do sistema no tempo ty estd relacionado com o estado p’ do sistema no tempo t» por
meio de um operador unitario U que depende apenas dos tempos t e t3:

o =UpU" .

Postulado 3. O espaco de estado de um sistema fisico composto é o produto tensorial dos
espacos de estados dos subsistemas. Se os sistemas forem numerados de 1 a n, o estado composto
do sistema total é p1 @ p2 ® -+ - ® py.

Um estado p € D(V @ ‘W) € separdvel se pode ser escrito como uma combinagao
linear de produtos estados,

p= piply®ply,
7
sendo 0 < p; < 1, 3, pi = L. pl, € D(V) e pl, € D(W) . Caso ndo seja possivel, ele &
emaranhado.

Postulado 4. As medicdes qudnticas sdo descritas por uma colegdo {M;} de operadores de
medicdo. Esses sdo os operadores lineares agindo sobre o espaco de estado do sistema. O indice
i se refere aos possiveis resultados da medi¢cdo. Se o estado do sistema for p imediatamente
antes da medicdo, entdo a probabilidade de ocorrer o resultado i é dada por

p(i) = u(M Mip),
e o estado do sistema apos a medicdo é

MipM]
(M, M;p)

Os operadores de medigdo satisfazem a equacdo de completude
D> MM =1
i =0
i

A seguir, uma maneira alternativa de enunciar o Postulado 4 € enunciada a seguir.
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Postulado 4°. Dada uma colecdo {(|¢;) ,pi)}f\il onde y; € H e p; é a probabilidade de se obter
|;), temos:

N
Prlobter )] = > pil(wile) I
z§l
= > i {@lws) (Wil)
i=1

N

= (4| (Z pilwi) <wl~|) |#)
i=1

= (9lplg) .

Dados os sistemas quanticos A = |a) {az| e B = |b1) (b2], cujos estados sido descritos
por um operador densidade pAZ, o operador de densidade reduzido para o sistema A é definido
como

o= wglpt®y,

onde trp € o traco parcial sobre o sistema B, definido como

trg (lar) {az| ® |b1) (b2]) = |a1) {az| tr(|b1) (b2l) .

Como
tr(1b1) (bal) = tr({b2|b1)) = (b2|b1) ,

obtemos
trp (Ja1) {az| ® |b1) (ba2|) = la1) (az| (b2]b1) .

Uma defini¢do alternativa para o trago parcial é: dados dois espagos de Hilbert A e B e
umabase ortonormal {|b1), - - - , |b,)} para B, definimos um mapeamento trg : L(A®B) — L(A)
tal que

g o = > (T @ (b p BT @ b)) .
=1

O traco parcial sobre B intuitivamente significa que descartamos ou ignoramos a parte
B do sistema. Ao dizermos que uma parte do sistema quantico foi traced out, significa que foi
executado o trago parcial ignorando essa parte do sistema.

Por exemplo, o operador densidade do estado

1
= —(|00) +]11
2 \/E(l )+ 111))

[@N

o= %(|00> (00] +]00) (11| + |11 (00| + [11) (11]).
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O operador de densidade reduzido do primeiro qubit sendo feito o trago parcial do segundo qubit

7

€

o = %tr2(|00) (00] +]00) (11] +|11) 00| + [11) (11])

= %trz(l()) (01 ® 0} €01 +10) (1] @ [0) (1] + |1} O] @ |1} O] + 1) (1] @ 1) (1])
= %(I()) (O tr2(10) €01) + 10 (L] tr2([0) (1) + 1) (O tr2 (1) CO) + 1) (1] w2 (1) (11))

= %(I()) (01 €010) +10) (1] (L{0) + |1} CO[ O] T1) + [ 1) (1] (1[1))

= 210) (01 + 1) 11

Um estado puro pA% é um estado produto, se e somente se os operadores de densidade
reduzidos p? e p® sdo estados puros. Caso contrdrio, o estado p4® é emaranhado.

O rank de uma matriz ¢ o namero de linhas ou colunas independentes. No caso de um
operador de densidade, o rank corresponde ao menor nimero de estados puros necessarios para

formar um estado misto
rank

p= Zpi i) (Wil

A purificacdo de um estado misto p € D(V) é qualquer estado puro |¢) € V @ W
tal que, para algum W, temos trqy |¢) (Y| = p. Essa purificacdo sempre existe, desde que
dim(‘W) > rank(p).

Dados dois operadores de densidade p e o, definimos a distdncia de traco como

T(p,0) = lp - orlle = 3 [Vl =) o= )| = 3 il

onde A; sdo os autovalores da matriz p — 0.
A distancia de traco pode ser interpretada como sendo a maior distancia que pode ser
medida entre dois estados quanticos usando um projetor II.

T(p,o)= ml%xtr (Il(p — o)) .

Duas propriedades da distancia de trago sdo:
c 0<T(p,0)<1;
 T(p,0) =0seesomente sep =0.

Se p e o comutam, entdo a distancia de traco entre p e o ¢ igual a distincia estatistica,
definida a seguir, entre as distribuicGes de probabilidade representadas pelos conjuntos de
autovalores de p e o. A distdncia estatistica, ou distdncia de variagdo total, entre duas
distribui¢cdes de probabilidade (ou varidveis aleatorias) X e Y definidas sobre o mesmo espago
amostral U é

dvr(X,Y)=A(X,Y) = Iglgarb){(ﬂPr[X eS| —Pr[Y €S]|} = %);)PﬂX =x]| —Pr[Y =x]|.
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Teorema 2.3 (Montanaro e de Wolf, 2016, Sec. 4.2, p. 44). SejaT (p, o) = €, sendo p, o € D(H)
onde H tem dimensdo N. Entdo, é possivel distinguir p de o~ com probabilidade maior que 2/3
usando O(N?/€*) copias de p e em tempo polinomial em N /€.

Teorema 2.4 (Bernstein e Vazirani, 1997). Sejam X e Y as distribui¢ées dos resultados das
medigoes de dois estados qudnticos ) e |p), respectivamente. Se |||¢) — |$)|| = €, entdo
dVT(X,Y) < A4e.

Uma varidvel aleatéria v = (vg, v1, ..., vr) obedece a uma distribuicdo de Markov se
v; depende apenas de v;_;. Isto ndo significa que v; ¢ independente de vg, vy, ..., v;_2, mas que
qualquer dependéncia de v; é capturada pelo valor de v;_;.

Lema 2.5 (Aaronson et al., 2016). Dados T > 1, e duas varidveis aleatorias v = (v, - ,vr) e
w = (wq, -+, wr) governadas por uma distribuicdo de Markov. A distancia estatistica entre v e
wé

T
dyr(v,w) < 2ZdVT((Vi—1,Vi)’ (Wi—1,w1)) .
P

2.3 CIRCUITOS QUANTICOS

Além das referéncias que ja indicamos na abertura do capitulo, esta se¢ido baseia-se
também no trabalho de Aharonov (2003).
Um qubit ¢ um estado quantico em um espaco de Hilbert com dimensao 2,

) =al0)+B11),

ondea,BeCelal?+|B)* =1
Podemos medir o qubit com relacdo a base {|0),|1)}. A probabilidade de obtermos o
estado |0) €

Pr[0] = [{Oy)I* = [O] - (@ 0y + B1)?
= |a (00) + BOIDI” = la - 1+5-0F = |af*.
Calcula-se de modo similar a probabilidade para o estado |1). Isso significa que, obtemos ou

com probabilidade |e|* o estado |0) ou com probabilidade |B]? o estado |1).
Para um sistema com n qubits, o estado quantico do sistema pode ser descrito como

2m—1
wy= > aliy,
i=0
onde ag,--- ,am_1 € Ce Ziz:nalla/il2 = 1. A base {|i)} € a base computacional.

Uma porta qudntica para n qubits é um operador que faz uma transformagao unitaria de
n qubits. Um circuito qudntico é uma rede aciclica de portas quanticas agindo sobre qubits. Como
toda rede aciclica possui ordenac@o topoldgica, por vezes representamos circuitos quanticos
por uma sequéncia de operadores. Observe que em um circuito quantico o niumero de qubits
de entrada ¢ sempre igual ao namero de qubits da saida. No entanto, por vezes nos referimos a
circuitos com m qubits de entrada e n < m qubits de saida, presumindo uma operacio trace-out
dos m — n qubits que ndo fazem parte da saida. Para todo circuito quantico em que medigoes
ocorrem em estagios intermediarios, € possivel construir um circuito quantico equivalente com
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medicdes apenas no final, o que também ¢é conhecido como Principio da Medig¢do Postergada,
tratado formalmente em Gurevich e Blass (2022). Portanto, supomos que as medigdes ocorrem
apenas no final do circuito.

Na Tabela 2.1 apresentamos alguns dos operadores quénticos, suas respectivas represen-
tagOes matriciais e diagramas no circuito.

Tabela 2.1: Diagrama e representacao matricial de operadores quanticos.

Descricao Circuito Representacdo matricial
Um qubit —
Multiplos qubits =
(numero indeterminado)
n qubits S
Um bit D
Uma medicao —R=
Porta Hadamard —r % ! _11
1 000
Porta CNOT B 0100
—p— 00 01
0010
[1 0000000
01 000O0O0O0
e 00100O0O0O0
Porta Toffoli (CCNOT) B 000 100070
00 0O0T1O0O0O0
— & 000O0O0T1TO0O0
00 0O0O0O0O0I1
000 00O0T1O0
[1 0 0]
U controlado cU=(01 0
0 0 U]

Um conjunto de portas quanticas S & estritamente universal se, para qualquer porta U
paran > 1 qubits e qualquer € > 0, podemos construir um circuito quantico C com n qubits
formado apenas por portas em S, tal que C implementa uma porta U de modo que ||U — U|| < e.

Dado um circuito C formado com apenas portas de um conjunto estritamente universal,
o tamanho de C ¢ definido como o nimero de portas quanticas mais o nimero de qubits de C.

O Teorema de Solovay—Kitaev implica que qualquer porta quantica para O(1) qubits
pode ser aproximada com uma precisio arbitraria € usando O(log®(1/¢)) portas, onde ¢ € uma
constante, de um conjunto estritamente universal.

Um conjunto de portas quanticas S é computacionalmente universal se, para todo circuito
quantico C com n qubits e ¢ portas de um conjunto estritamente universal, ¢ possivel construir
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)y < ——U} 1) «

=
®
|
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l¥2) |¢2) l¥2)

Figura 2.2: Os circuitos a esquerda (com medicdes intermedidrias) sdo equivalentes aos circuitos a direita (com
medigdes no final).

um circuito para simular C dentro de um erro € com um overhead apenas polilogaritmico em
(n,t,1/€). A definicdo de conjunto computacionalmente universal ¢ uma generalizacdo da
definicdo de conjunto estritamente universal em que se permite, por exemplo, o uso de qubits
auxiliares. Dentre os conjuntos de portas quanticas computacionalmente universais citamos o
conjunto com as portas Hadamard e Toffoli.

Podemos aplicar o principio da Medi¢do Postergada em um circuito usando as transfor-
magoes mostradas na Figura 2.2.

Se aplicarmos a porta Hadamard em n qubits, todos inicialmente iguais a (), obtemos
todas as 2" possiveis strings bindrias em sobreposi¢do, todas com igual amplitude:

1

H0)® = — > [|x).
\/2_nx€{0,1}"

E comum, em algoritmos quinticos, o uso de operacdes caixa-preta. Sendo f :
{0,1}" — {0, 1} uma fun¢ao cldssica, definimos Uy como a transformagio unitdria, para
quaisquer x € {0, 1}" ey € {0, 1},

Ur:lx,y) = x,y® f(x)),

onde a operacdo & indica a adi¢ao médulo 2 bit a bit. Podemos aplicar a funcdo f(x) para
diversos valores diferentes de x de modo simultaneo, o que é chamado de paralelismo qudntico.
Por exemplo, podemos colocar f(x) em sobreposi¢do para todos valores possiveis para x da
seguinte forma:

1
Up(H®"|0)*") 10)" = Uy—= ) 10)™" ) 1 £ ()
f f\/_xeé}n \/_XG;}VL

Um dos algoritmos quanticos mais famosos € o algoritmo de Grover (Grover, 1996).
Ele resolve o problema de busca ndo estruturada no modelo caixa-preta de inico elemento:

Busca nao estruturada de unico elemento

Entrada: um operador Uy que implementa uma fungdo f : {0, 1}" — {0, 1};
Saida: o unico valor w € {0, 1}", tal que f(w) = 1.
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O algoritmo de Grover, que tem um tempo de execucido O(VN), é 6timo, i.e., ndo é
possivel resolver o problema de busca nio estruturada usando um algoritmo quéntico no modelo
caixa-preta em tempo menor que O (VN) (Bennett et al., 1997).

2.4 CONCEITOS ELEMENTARES DE COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Assumimos familiaridade do leitor com conceitos elementares da teoria da computagio.
O conteddo desta secdo baseia-se nos trabalhos de Papadimitriou (1994), Watrous (2009),
Goldreich (2005) ¢ Bennett et al. (1997).

A teoria de complexidade computacional classifica problemas computacionais de acordo
com recursos, como tempo e espago, necessarios para resolvé-los. Costuma-se definir uma classe
de complexidade como o conjunto de problemas que podem ser resolvidos com um modelo
formal de computacdo dadas certas restri¢oes.

Uma mdquina de Turing ¢ um modelo formal de computacao definida por uma tupla
M= (K,Z%,96,s), onde:

* K ¢ um conjunto finito de estados;

e 5 ¢ 0 estado 1nicial;

* ¥ ¢ um conjunto de simbolos, denominado de alfabeto da maquina; e
* ¢ ¢ uma funcio de transicdo que especifica o programa da maquina.

A maquina pode ser visualizada como tendo uma fita com um nimero infinito de posigdes, cada
uma contendo um simbolo. A mdquina tem um cabegote de leitura e escrita sobre uma das
posi¢oes da fita. De acordo com o estado e o simbolo lido a cada passo da execucdo da maquina,
a fungdo de transi¢do 6 determina:

* o simbolo a ser sobrescrito sob o cabegote;
 para qual outra posi¢do o cabecote se movera; e
* o proximo estado da maquina.

Se a mdquina alcancar o estado “sim”, ela para e dizemos que a maquina aceita a entrada. Se a
maquina alcangar o estado “ndo”, ela para e dizemos que a maquina rejeita a entrada.

Seja n o tamanho da entrada. Dizemos que a mdquina é polinomial, se para toda entrada
com tamanho 7, a maquina para ap6s O (n*) passos (em tais casos escrevemos simplesmente
poly(n) passos). Se ela parar sem ter aceitado a entrada, por defini¢do, ela rejeita a entrada.

A mdquina de Turing descrita € deterministica, pois dados um estado e um simbolo, a
acio da maquina ¢ unicamente determinada. Em uma Mdquina de Turing ndo deterministica,
dados um estado e um simbolo, a maquina poderd executar uma entre varias acoes possiveis,
em outras palavras, poderd usar um de diversos caminhos computacionais. Essa maquina aceita
uma entrada, se houver ao menos um caminho que resulta no estado “sim”. Rejeita, se todos os
caminhos resultarem no estado “nao”. Ja uma mdquina de Turing probabilistica, que também
pode executar uma entre varias acdes possiveis, recebe uma string adicional de bits aleatérios
como entrada que determina qual acdo serd executada a cada passo. Essa mdquina aceita se
somente se a maioria dos caminhos computacionais resultarem no estado “sim”.

Seja A uma linguagem. Uma maquina de Turing M# com ordculo A é uma méaquina de
Turing com uma fita adicional de consulta. Quando a mdquina escreve x nessa fita € entra no
estado de consulta g9, ela imediatamente segue para o estado gs se x € A, ou g, sex € A.
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Em teoria de complexidade computacional, ¢ comum definir classes de complexidade
como sendo conjuntos de linguagens (i.e. problemas de decisdo). No entanto, em trabalhos da
area que envolvem conceitos como conhecimento zero e computa¢do qudntica, ¢ conveniente
definir classes de complexidade usando problemas de promessa, uma generalizacio de problemas
de decisdo. Um problema de promessa A é um par de conjuntos disjuntos (As, Ax) tal que
Ag, AN C {0,1}" e AsNAx = 0. As strings Ag slo as instdncias positivas € as strings Ax $ao
as instancias negativas. O conjunto Ag U Ay € a promessa. O complemento do problema de
promessa A ¢ o problema de promessa A onde A_s =Ayxe A_N = Ag. Observe que um problema
de decisdo ¢ um problema de promessa em que Ag U Ay = {0, 1}*.

Um problema de promessa A tem uma reducdo de Karp para um problema de promessa
B se hda uma funcdo f : {0, 1}* — {0, 1}* computdvel por uma maquina de Turing de tempo
polinomial de modo que

e sex € Ag, entao f(x) € Bg;
* sex € Ay, entdo f(x) € Bn.

Se C € uma classe de problemas de promessa, dizemos que o problema de promessa A € dificil
para C, se todo problema de promessa em C reduz para A. O problema de promessa A é completo
para C se A € C e ¢ dificil para C.

O principal motivo pelo qual trabalhamos com problemas de promessa quando estudamos
diversas classes de interesse neste trabalho, como BPP, BQP, SZK, € porque nao se conhecem
problemas de decisdo que sejam completos para essas classes, mas se conhecem problemas
de promessa que o sejam. Alguns autores diferem as versdes dessas classes para problemas
de promessa acompanhando-as do prefixo promise, como em Promise BPP, Promise BQP,
Promise SZK (Janzing ¢ Wocjan, 2007). NOs optamos, neste trabalho, por omitir esse prefixo,
assim como diversos autores que trabalham apenas com problemas de promessa. Observamos,
contudo, que se trata de um abuso de notagdo e que classes de problemas de decisdo sdo subclasses
de classes de problemas de promessa.

A classe P é aclasse dos problemas A = (Ag, Ax) que admitem uma maquina de Turing
deterministica de tempo polinomial que aceita toda string x € Ag e rejeita toda string x € An.

A classe NP ¢ a classe dos problemas A = (Ag, Ax) para os quais existe um polindmio
p(-) e uma maquina de Turing deterministica de tempo polinomial de modo que:

* sex € Ag, entdo M aceita (x, y) para alguma string y € {0, 1}2("D:
* sex € A, entdo M rejeita (x, y) para toda string y € {0, 137D,

Equivalentemente, A estd em NP se e somente se A ¢ decidida por uma maquina de Turing ndo
deterministica polinomial.

A classe PSPACE (NPSPACE) ¢ aclasse dos problemas A = (Ag, Ay ) que admitem uma
maquina de Turing deterministica (ndo deterministica) de espago polinomial que aceita toda string
x € Ag e rejeita toda string x € Ay. Do Teorema de Savitch, PSPACE = NPSPACE (Savitch,
1970).

A classe EXP ¢ a classe dos problemas A = (Ag, Ay) que admitem uma maquina de
Turing deterministica de tempo exponencial que aceita toda string x € Ag ¢ rejeita toda string
x € An. E ficil ver que

P C NP € PSPACE C EXP .

Teorema 2.6 (Baker et al., 1975). Existe um ordculo A, tal que P4 = NP4,
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Demonstracdo. Sendo A qualquer linguagem PSPACE-completa, temos
P4 = PSPACE = NPSPACE = NP4 . O

Teorema 2.7 (Baker-Gill-Solovay, Baker et al.1975). Existe um ordculo B, tal que P? # NP2,

Demonstragdo. Para o oraculo B que vamos construir, definimos uma linguagem undria L:
L ={0" : existex € B tal que |x| = n}.

Note que L € NP2, pois, dada a entrada (", uma mdquina nio-deterministica com ordculo B
pode encontrar um x com tamanho n e verificar que x € B.

Queremos definir B C {0, 1}* tal que L ¢ P?. Fazemos isso usando um argumento
de diagonalizagdo sobre todas maquinas de Turing deterministicas polinomiais com oraculo.
Considere que temos uma enumeracdo M ; , M; , -+ de todas essas maquinas. Assumimos que
toda maquina aparece nessa enumeragdo um ndmero infinito de vezes. Podemos assumir isso
por um argumento de padding: qualquer maquina pode ser arbitrariamente preenchida com
estados indteis de modo a ndo mudar a linguagem decidida, e essas variantes precisam aparecer
na enumeragao.

Construimos B em estdgios. Denotamos By = () ¢ B; como o conjunto de strings de
tamanho menor ou igual a7 em B. Assumimos que no inicio de cada estdgio i, B;_1 ja foi
determinado. Definimos também um conjunto auxiliar X € X* de strings que ndo poderdo ser
colocadas em B. Inicialmente, X = (.

Decidimos quais strings de tamanho i devem estar em B simulando MZ(0/) para !¢
passos. O numero de passos foi escolhido de modo a ser uma fungdo menor que exponencial,
mas ainda assintoticamente maior que um polindmio.

Durante a simulagdo de MZ.B (0%, poderd ser feita a consulta x € B. Se |x| < i, a resposta
serd positiva se x € B;_1 (negativa se x ¢ B;_1), de modo que M Z.B ird para o estado gs (gn).
Agora, se |x| > i, entdo M; ird para o estado g e adicionamos x ao conjunto X, de modo a
sempre lembrarmos que x ¢ B.

Suponha que M Z.B termine a computagio em até /°¢7 passos e rejeite 0. Nesse caso,
definimos B; como sendo B;,_; U {x € {0,1}" : |x| = i,x ¢ X}. Desse modo, asseguramos
que O/ € L (pois temos uma string de tamanho i em B) e, 20 mesmo tempo, que M. Z.B rejeita 07,
Portanto, M P ndo decide L.

Precisamos mostrar que o conjunto {x € {0, 1}* : |x| =i,x ¢ X} nfo é vazio. Ora, o
numero total de passos simulados para todas as maquinas ¢ m = Z;zl j°27 portanto X ndo
contém mais que m strings de tamanho i. Esse ndmero é menor que 2° (nimero de strings em

{0,1}).

Se MP aceita 0 em até i
portanto, M Z.B nao decide L.

Precisamos ainda analisar o caso em que M Z.B (0) ndio termina a computagio em §'°¢
passos, ou seja, se jogi < p(i). Nesse caso, definimos B; = B,;_1. Ora, maquinas equivalentes a
essa aparecem de modo infinito na enumeracio, de modo que haverd ao menos uma maquina M f
equivalente tal que 7187 > p(1). Tsso assegura que M2 nio decide L.

Terminando a construcio de B, concluimos que todas maquinas de Turing deterministicas
polinomiais com ordculo nio decidem L, portanto, L ¢ PE, OJ

1027 passos, definimos B; = B;_;. Isso assegura que O/ ¢ L, e,

A classe UP ¢ a classe dos problemas A = (Ag, Ax) para os quais existe um polindmio
p(-) e uma maquina de Turing deterministica de tempo polinomial de modo que:
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* sex € Ag, entdo M aceita (x, y) para exatamente uma string y € {0, 1}7(*D;
* sex € Ay, entdo M rejeita (x, y) para toda string y € {0, 137D,

A classe PP (tempo polinomial probabilistico) é a classe dos problemas A = (Ag, AN)
que admitem uma maquina de Turing probabilistica de tempo polinomial M de modo que:

* sex € Ag, entdo Pr[M aceita x] > 1/2;
* sex € A, entdo Pr[M aceita x] < 1/2.

A classe BPP (bounded-error probabilistic polynomial-time) é a classe dos problemas
A = (Ag, AN) que admitem uma maquina de Turing probabilistica de tempo polinomial M de
modo que:

e sex € Ag, entdo Pr[M aceita x] > 2/3;
* sex € A, entdo Pr[ M aceita x] < 1/3.

Para todo € > 0, € possivel ter a probabilidade de erro da maquina M menor que € executando-se
M para a entrada polylog(1/¢) vezes. Nesse sentido, as constantes 2/3 e 1/3 sao arbitrarias, e o
mesmo raciocinio pode ser reproduzido para outras classes que virdo a seguir, embora nao possa
ser reproduzido para PP.

A classe SBP (Small Bounded-Error Probability), introduzida por Bohler et al. (2006),
¢ a classe dos problemas A = (Ag, AN) para os quais existe uma constante € > 0, um polinémio
p(-) e uma maquina de Turing probabilistica de tempo polinomial de modo que:

e sex € Ag, entdo Pr[M aceita x] > (1 + e)/2p(|x|);
* sex € Ay, entdo Pr[M aceita x] < 1/2P(hD,

Uma familia @ = {Q,, : n € N} de circuitos quanticos € gerada uniformemente em
tempo polinomial se existe uma maquina de Turing deterministica polinomial, que, ao receber
como entrada 1", retorna uma descri¢io de Q,. A uniformidade se refere ao fato de que a familia
infinita ¢ descrita de modo finito por uma maquina de Turing.

Uma maneira mais geral, segundo Watrous (2009), para se definir uma familia uniforme
polinomial de circuitos quanticos é: sendo S C {0, 1}*, uma familia Q = {Q, : x € S} de
circuitos quanticos € gerada uniformemente em tempo polinomial se existe uma maquina de
Turing deterministica polinomial, também chamada de algoritmo BQP, tal que, para toda entrada
x € S, retorna uma descri¢dao de Q,. Dado um polindmio p(-), se cada circuito da familia Q
possui s6 um qubit de saida, dizemos que @ aceita x se, a0 medirmos o estado resultante de
0. |0y®PMD  obtemos 1.

A classe BQP ¢ a classe dos problemas A = (Ag, Ax) que admitem uma familia
uniforme polinomial de circuitos quanticos Q = {Qy : x € {0, 1}*}, onde cada circuito Q, possui
s6 um qubit de saida, de modo que:

e sex € Ag, entdo Pr[Q, |0)2P M) = 1] > 2/3;

e sex € Ay, entdo Pr[Q, [0y FD = 1] < 1/3.
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De modo mais geral, definimos algoritmo BQTime(T (|x|) como uma maquina de Turing
deterministica de tempo limitado por uma funcgio 7' (|x|) (no lugar de um polinémio p(|x|)), tal
que, para toda entrada x € S, retorna uma descrigdo de um circuito quantico (ndo necessariamente
polinomial) Q,. De modo analogo, definimos a classe BQTime (T (|x|).

Um algoritmo BQP com consulta a um ordculo é um algoritmo BQP em que cada um
dos operadores unitarios Uy, - - - , Ug pode estar associado a uma funcio f : {0, 1}* — {0, 1},
isso €, definimos para a construgdo de Uy, - -+ , Ug, para quaisquer x € {0, 1}" e b € {0, 1},

Ur:lx,b) = Ix,b& f(x)),
onde a operacdo @ indica a adi¢do modulo 2, ou, de modo equivalente,
Urlx) = (=1)/™ |x),  parax € {0,1}".

Durante esse texto, assumimos sem perda de generalidade que cada uma das transforma-
coes unitarias Uy, ..., Ug, de um algoritmo BQP com consulta a um oraculo f, € ou uma cépia
de Uy, ou um circuito de n qubits construido usando apenas portas de um conjunto universal fixo.
Sendo A uma linguagem, um algoritmo BQP com ordculo A é um algoritmo BQP com consulta
a oraculo para a fungio f4 definida por fa(x) = 1 se e somente se x € A.

Definicaio 2.8. Seja y uma string bindria, definimos ¢, (|¢;)) como o médulo ao quadrado da
amplitude de |y) em |¢;) se U; € uma copia de Uy, e O caso contrério.

Note que, como |¢,) pode ser vista como a superposicdo de todos os estados no
tempo f, temos que gy (|¢;)) € o médulo ao quadrado da amplitude em |¢;) correspondendo
apenas ao estado do tempo ¢ que consulta o ordculo A quanto a string y. Por exemplo, seja

|6:) = @ |01) |0) + B[10) [0), entdo. go1(|¢:)) = |a|*.

2.5 CLASSES DE PROVAS INTERATIVAS E DE CONHECIMENTO ZERO ESTATISTICO

Nesta secdo, as definicdes e resultados referentes a provas interativas € conhecimento
zero baseiam-se nos textos de Vadhan (1999), Goldreich (2007) e Sdroievski (2018); as definicdes
e resultados referentes a provas interativas quanticas ¢ de conhecimento zero baseiam-se nos
textos de Watrous (2002), Kobayashi (2003) e Yan (2012).

Um sistema de prova cldssica paraum problema de promessa A ¢ dado por um algoritmo
de verificagao V e um polindmio p(-) tal que:

1. (Eficiéncia) o algoritmo V executa de modo deterministico em tempo polinomial.

2. (Abrangéncia) se x € Ag, entdo existe uma string ¥ com tamanho no maximo p(]x|) tal
que V aceita (x,u). A string u é chamada de prova, testemunha ou certificado de x.

3. (Credibilidade) se x € Ay, entao V rejeita (x, u) para todo u.

Observe que a classe NP pode ser vista como a classe de problemas que admitem provas classicas.

O termo abrangéncia é a tradugao de completeness. Um algoritmo goza de abrangéncia
se o conjunto de strings aceitas pelo algoritmo abrange € o conjunto das instincias positivas.
Outras traducdes encontradas sio integralidade e completude. O termo credibilidade ¢ a traducio
de soundness. Um algoritmo goza de credibilidade se nao abranger nada mais do que deveria.
Outra tradugao encontrada € corretude.
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Um protocolo interativo (A, B) é um par de fungoes de {0, 1}* em {0, 1}*. Sendo r4 e
rp sequéncias de bits aleatérios e uniformes, a interac¢do entre A ¢ B com k mensagens, dada
uma entrada em comum x, é o processo (A, B)(x) de troca de k mensagens m; definido por:

e para0 <i < k, onde i é impar, m;y,; = A(x,mq, - ,M;;ra);
e para0 <i < k, ondei é par, miy1 = B(x,my,- - ,m;;rp);
* myp € {aceite, rejeite}.

A tltima mensagem my1 ndo é contada como parte da troca de mensagens. Se m,1 ¢ aceite
(ou rejeite), dizemos que A (ou B) aceita (ou rejeita) x. Um protocolo € polinomialmente
limitado se k = poly(|x|) mensagens sdo trocadas, tendo cada uma tamanho poly(|x|).

Seja (P, V) um protocolo interativo, sendo V um algoritmo probabilistico de verificagio,
e A um problema de promessa. Dizemos que (P, V) é um sistema de prova interativa (com k
mensagens) para A se:

1. (Eficiéncia) (P, V) é polinomialmente limitado e V é computdvel em tempo polinomial;

2. (Abrangéncia) se x € Ag, entdo V aceita x com probabilidade pelo menos 2/3 na
interacio (P, V)(x) (com k mensagens);

3. (Credibilidade) se x € A, entdo para qualquer P*, o verificador V rejeita x com
probabilidade pelo menos 2/3 na interagcdo (P*, V)(x) (com k mensagens).

Se, para todo x € Ag, o verificador V aceita x com probabilidade igual a um na interacio
(P,V)(x), dizemos que esse sistema de prova interativa tem abrangéncia perfeita. A classe
IP(k) € a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa com k& mensagens;
a classe IP(0) € igual a classe BPP; a classe IP(2) ¢ também conhecida como a classe AM
(Arthur—Merlin); a classe IP € a classe dos problemas U.>1 IP(k€).

Um protocolo ndo-interativo (P, V) é um par qualquer de fungoes f : {0, 1}* — {0, 1}*.
Sendo rp e ry sequéncias de bits aleatorios e uniformes, a comunicacdo entre P e V, dada uma
entrada em comum x, € o processo (P, V)(x) definido por:

1. sejam = P(x,rp);
2. arespostaém = V(x,ry).

Se a resposta € aceite (ou rejeite) dizemos que V aceita (ou rejeita) x. O protocolo ¢é
polinomialmente limitado se |m| = poly(|x|).

Seja (P, V) um protocolo ndo-interativo ¢ A um problema de promessa. Dizemos que
(P, V) é um sistema de prova ndo-interativo para A se:

1. (Eficiéncia). (P, V) é polinomialmente limitado e V é computdvel em tempo polinomial.

2. (Abrangéncia). Se x € Ag, entdo existe um provador P que convence V a aceitar x com
probabilidade pelo menos 2/3 na interagdo (P, V)(x).

3. (Credibilidade). Se x € An, entdo para qualquer P*, o verificador V rejeita x com
probabilidade pelo menos 2/3 na interagdo (P, V)(x).
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A classe MA (Merlin—Arthur) ¢ a classe dos problemas de promessa que admitem provas
nio-interativas.

Um protocolo ndo-interativo com string compartilhada (P,V) € um par qualquer de
fungdes f : {0, 1}* — {0, 1}* mais uma fun¢io computavel em tempo polinomial / : {0, 1}* — N.
A comunicacdo de P para V dada uma entrada em comum x é o processo (P, V) (x) definido por:

1. selecione a string aleatdria compartilhada » < {0, 1}’ ().
2. sejam = P(x,r);
3. arespostaém =V (x,r,m).

Se a resposta € aceite (ou rejeite) dizemos que B aceita (ou rejeita) x. O protocolo ¢é
polinomialmente limitado se [(x) e |m| sdo limitados por poly(]|x]|).

Seja (P, V) um protocolo ndo-interativo com string compartilhada ¢ A um problema de
promessa. Dizemos que (P, V) é um sistema de prova ndo-interativa com string compartilhada
para A se:

1. (Eficiéncia) (P, V) é polinomialmente limitado e V é computavel em tempo polinomial.

2. (Abrangéncia) se x € Ag, entdo existe P que convence V a aceitar x com probabilidade
pelo menos 2/3 na interagdo (P, V)(x).

3. (Credibilidade) se x € Ay, entdo para qualquer P, o verificador V rejeita x com
probabilidade pelo menos 2/3 na interagdo (P, V)(x).

A visdo de um protocolo interativo consiste em todas as informacdes que o verificador
tem durante a interagdo. Seja (P, V) um protocolo interativo. A visdo de V com relagao a (P, V)
sobre a entrada em comum x ¢é a variavel aleatoria

(P.V)(x) = (my,--- ,mp:r)

sendo my1,- -+, my as mensagens trocadas entre P ¢ V e r a substring de r,, contendo todos os
bits aleatorios lidos por V durante a interagao.

Uma funcdo p : N — [0, 1] € negligencidvel se, para todo polinomio p : N — N, temos
u(k) < 1/p(k) para k suficientemente grande. Um simulador S de um sistema de prova interativa
(P, V) para um problema de promessa A é um algoritmo probabilistico polinomial que, dada uma
nstancia x do problema, retorna um conjunto de strings, o qual queremos que seja o mais parecido
possivel com a visdo (P, V)(x). Por defini¢do, permite-se que o simulador falhe, tendo, nesse caso,
como saida a string falha. Chamamos um simulador S de #til se Pr[S(x) = falha] < 1/2
para todo x € Ag, ou, equivalentemente, se Pr[S(x) = falha| < u(|x|) paratodo x € Ag e para
uma fungdo negligencidvel u. Observe que ndo impomos restri¢io a probabilidade de falha do
similador para x ¢ Ag. Definimos S(x) como sendo a saida de S dada a entrada x, condicionado
aque S(x) # falha.

Um sistema de prova interativa (P, V) (ndo-interativa com string compartilhada) para
verificadores honestos para um problema de promessa A é de conhecimento zero estatistico se
existe um simulador util com probabilidade uniforme S ¢ uma funcdo negligencidvel u tal que,
para quaisquer x € Ag e k > (), temos

dyr(S(x, 1), (P, V) (x, 1) < p(k).

A funcio negligenciavel u € chamada de desvio do simulador. Se u = 0, entdao (P, V) é um
sistema de prova interativa de conhecimento zero perfeito.
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Sejam o simulador atil § e o verificador V* algoritmos probabilisticos ndo uniformes
polinomiais.! Um sistema de prova interativa (P, V) para verificadores desonestos para um
problema de promessa A é de conhecimento zero estatistico se existe um simulador util S e uma
funcgdo negligenciavel u tal que, para quaisquer x € As e k > 0, temos

dyr(S(x, 15), (P, V*)(x,1%)) < p(k) .

A funcio negligenciavel u € chamada de desvio do simulador. Se u = 0, entdao (P, V) é um
sistema de prova interativa de conhecimento zero perfeito.

A classe SZK € a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa de
conhecimento zero estatistico. Caso se requeira que os verificadores sejam honestos, a classe ¢
denotada por HVSZK. Entretanto, como HVSZK = SZK (Goldreich et al., 1998) nio fazemos
distin¢do entre verificadores honestos e desonestos quando estamos lidando com a classe SZK.

A classe PZK ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa
com verificadores desonestos de conhecimento zero perfeito. A classe HVPZK ¢ a classe dos
problemas que admitem sistemas de prova interativa com verificadores honestos de conhecimento
zero perfeito.

A classe PZK; ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa de
conhecimento zero perfeito com abrangéncia perfeita. A classe NISZK ¢ a classe dos problemas
que admitem sistemas de prova ndo-interativa com string compartilhada de conhecimento
zero estatistico. A classe NIPZK ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova
ndo-interativa com string compartilhada de conhecimento zero perfeito. A classe NIPZK; ¢ a
classe dos problemas que admitem sistemas de prova ndo-interativa com string compartilhada de
conhecimento zero perfeito com abrangéncia perfeita.

A classe SZK ¢ fechada sob complemento, isto é, SZK = coSZK (Okamoto, 1996).
Nao se sabe se NISZK ¢ fechada sob complemento, mas se o for, entdo SZK = NISZK; ¢
se SZK # BPP entdo NISZK # BPP (Goldreich et al., 1999). A classe SZK esta contida
em AMNcoAM (Fortmow, 1987; Aiello ¢ Hastad, 1991). A classe NIPZK esta contida em
coSBP (Dixon et al., 2020).

Um protocolo interativo qudntico é um par (P, V) que descreve a interagdo entre um
provador quantico P e um verificador quantico V. Sendo k(:) um polinémio, o verificador
qudntico é descrito por uma familia uniforme polinomial de circuitos quanticos

V= {vj xe{0 1}, 1<j< k(lxl)} .

Seja n = |x|, cada circuito V; tem como entrada e saida gy (n) + g (n) qubits, sendo gy (n)
qubits privados para o verificador e g7 (n) qubits enviados, ou recebidos, no j-ésimo turno na
interacdo entre o verificador e o provador. O provador qudntico ¢ uma familia arbitraria de
transformacdes unitdrias

p= {pj; xe {01} 1< Sl(lxl)} .

Cada circuito PJ]; tem como entrada e saida gp(n) + gar(n) qubits, sendo gp(n) qubits privados
para o provador e g (n) qubits enviados, ou recebidos, no j-ésimo turno da interagdo. A

1Um algoritmo ndo uniforme M, também conhecido como miquina de Turing com conselho, é um algoritmo
que recebe uma string adicional, chamada de conselho, dada por uma funcdo A : Z; — X*. O algoritmo M decide
uma linguagem L com o conselho A(n) se x € L implicaem M (x, A(]x|)) aceitar, e x ¢ L implica em M (x, A(|x|))
rejeitar.
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interagdo entre o verificador e o provador por meio de mensagens ¢ exemplificada na Figura
2.3. Sendo m(n) o nimero de mensagens trocadas entre o provador e o verificador, observe
que ¢ sempre o verificador a receber a ultima mensagem, diferentemente do que ocorre com
os protocolos interativos classicos. Desse modo, k(n) = [m(n)/2] +1 e l(n) = [m(n)/2]. O
circuito quantico (P, V) , com gy (n) + gy (n) + gp(n) qubits de entrada, inicialmente iguais a
|0), e um qubit de saida, é dado pela sequéncia, se m(n) é par,

19 turno
—_—

vl pl ... plmyke

e, se m(n) é impar,
19 turno
By

pLvL ... PAwyke

Um dos qubits privados para o verificador ¢ o qubit de saida que, ao ser medido, indica se o
verificador aceita ou rejeita x.

®qv(n) — Bl aceite se igual a 1
|0) — ’ @: rejeite se igual a 0
V! V2 V3
|O>®qM(”) — = s o L
B P2
|O>®CIP(”)

Figura 2.3: Um protocolo interativo quantico com 4 mensagens nomeados como my, ma, m3 € my4. O circuito
tem como entrada gy (n) + gp(n) + gp (n) qubits inicializados em |0) e como saida um qubit que é medido. Se a
medicdo resultar em 1 dizemos que o verificador aceita x, caso contrario ele rejeita x.

Sejam (P, V) um protocolo interativo quantico de g(n) qubits ¢ A um problema de
promessa. Dizemos que (P, V) € um sistema de prova interativa qudntica (Com m mensagens)
para A se:

1. (Eficiéncia) (P, V) é polinomialmente limitado e V é computdvel em tempo polinomial;

2. (Abrangéncia) se x € Ag, entdo V aceita x com probabilidade pelo menos 2/3 na acdo
do circuito (P, V) (com m mensagens) sobre [0)®9(:

3. (Credibilidade) se x € An, entdo para qualquer P*, o verificador V rejeita x com

probabilidade pelo menos 2/3 na agdo do circuito (P*, V) (com m mensagens) sobre
|O>®q(n).

A classe QIP(m) € a classe dos problemas que admitem provas interativas quanticas com m
mensagens; a classe QIP(0) é igual a BQP; a classe QIP(1) é também conhecida como QMA; a
classe COQMA ¢ o complemento de QMA; a classe QIP(2) ¢ também conhecida como a classe
QAM; a classe QIP ¢ a classe dos problemas U, QIP(m®).

Um protocolo ndo-interativo qudntico com estados de Bell compartilhados é um par
(P, V) que descreve a comunicagdo entre um provador quantico P ¢ um verificador quantico
V que compartilham entre si estados de Bell. O provador qudntico € descrito por uma familia
arbitraria de transformacdes unitarias

P={(P :xe{0,1}}.
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O circuito P recebe como entrada ¢p(n) + g (1) qubits inicializados em |0) mais o primeiro
qubit de cada um de gg(n) estados de Bell (|00) +|11))/¥2. O circuito P envia para V uma
mensagem com ¢ (n) qubits. O verificador quantico é descrito por uma familia uniforme
polinomial de circuitos quanticos

V={V,:xe{0,1}}.

O circuito V recebe como entrada gy (n) qubits inicializados em |0), os ¢ (n) qubits enviados
por P, mais o segundo qubit de cada um de gs(n) estados de Bell (J00) +|11))/V2. O circuito
V tem como saida um qubit que ao ser medido indica se o verificador aceita ou rejeita x.

Sejam (P, V) um protocolo nao-interativo quantico de g(n) qubits com estados de Bell
compartilhados ¢ A um problema de promessa. Dizemos que (P, V) é um sistema de prova
ndo-interativa qudntica para A se:

1. (Eficiéncia) (P, V) é polinomialmente limitado e V é computdvel em tempo polinomial;

2. (Abrangéncia) se x € Ag, entdo V aceita x com probabilidade pelo menos 2/3 na agdo
do circuito (P, V) sobre |0)®4:

3. (Credibilidade) se x € Ay, entdo para qualquer P*, o verificador V rejeita x com
probabilidade pelo menos 2/3 na agao do circuito (P*, V) sobre |O)®q(”).

Dada uma cole¢do de {p,} de estados quanticos mistos, dizemos que essa colecio &
preparada em tempo polinomial se existe uma familia uniforme polinomial {Q,} de circuitos
quanticos, de modo, que para cada y, o estado py € o estado misto obtido com a a¢do Qy sobre
10yPY D ¢ fazendo-se o trace-out dos qubits que nio fazem parte da saida.

Dado um provador P e um verificador V, definimos a visdo visioy p(x,m) como o
estado dos qubits privados do verificador ¢ da mensagem, apos m mensagens serem enviadas
na execugdo do sistema de prova (V, P) com a entrada x. Em outras palavras, esse € o estado
do sistema obtido apds serem trocadas m mensagens ¢ tendo sido feito o trace-out dos qubits
privados do provador.

Um sistema de prova interativa (ndo-interativa) quantica (P, V) para um problema de
promessa A é de conhecimento zero estatistico se existe um conjunto preparavel o ,, dado por
uma familia uniforme polinomial de circuitos quanticos, e uma fungdo negligencidvel yu tais que,
para todo x € Ag e para cada mensagem de nimero m temos

”O-x,m - ViSé—OV,P (x’ m)”tr < /l(n) -

Se u = 0, entao (P, V) é um sistema de prova interativa quantico de conhecimento zero perfeito.
A classe QSZK ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa quantica de
conhecimento zero estatistico. A classe QSZK ¢é fechada sob complemento. A classe QPZK
¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova interativa quantica de conhecimento
zero perfeito. Por sua vez, QPZK; ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova
interativa quantica de conhecimento zero perfeito com abrangéncia perfeita. A classe NIQSZK é
a classe dos problemas que admitem sistemas de prova ndo-interativa quantica de conhecimento
zero estatistico. A classe NIQPZK ¢ a classe dos problemas que admitem sistemas de prova
ndo-interativa quantica de conhecimento zero perfeito. A classe NIQPZK; ¢ a classe dos
problemas que admitem sistemas de prova nao-interativa quantica de conhecimento zero perfeito
com abrangéncia perfeita.
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3 REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo apresentamos uma breve revisdo sobre problemas para classes de provas
de conhecimento zero estatistico, conceitos sobre computagdo quéntica sem colapso, e separagao
oracular entre UP e BQP, assim como entre naCQP ¢ BQP.

3.1 PROBLEMAS PARA CLASSES DE CONHECIMENTO ZERO ESTATISTICO

Dada uma distribui¢do de probabilidade X sobre todas as 2" strings com n bits, dizemos
que um circuito C codifica X se, dada uma entrada x € {0, 1}' escolhida de modo uniforme
aleatdrio, a probabilidade de se obter na saida de C a string y € {0, 1}" é dada por X.

Um problema completo para SZK é o problema Distdncia Estatistica (SD, de Statistical
Difference) (Sahai e Vadhan, 2003), em que precisamos comparar duas distribui¢des de proba-
bilidade. Sendo « ¢ S dois nimeros reais tais que 0 < @ < 8> < 1, esse problema ¢ definido
como:

a, )-SD

Dados: dois inteiros ndo-negativos m ¢ n, € circuitos booleanos C ¢ D de
tamanho poly(m + n) com m bits de entrada e n bits de saida, os quais
codificam, respectivamente, distribui¢des de probabilidade X e Y sobre
todas as strings com n bits;

decidir entre: instdncia positiva: dyr(X,Y) < a;
instancia negativa: dyr(X,Y) > B;
prometido que vale um dos casos.

Se ambos os circuitos C e D tiverem apenas um bit de saida, o problema de promessa (a, 8)-SD
¢ completo para BPP. Como SZK = coSZK, o complemento de SD também € um problema
completo para SZK.

Podemos redefinir de modo equivalente o problema (a,8)-SD usando o Lema da
Polarizacdo.

Lema 3.1 (Lema da Polarizacido (Sahai e Vadhan, 2003)). Sejam «, 8 € [0, 1] duas constantes
tais que 8* > a (por exemplo, B =2/3 e @ = 1/3). Sejam Cy e C, circuitos que codificam duas
distribuicoes de probabilidade Xy e X1, respectivamente. Existe uma funcdo computdvel em
tempo polinomial que dada a tripla (Co, C1, 1), devolve dois circuitos Dg e D1, codificando
duas distribuicdes de probabilidade Yy e Y1, de modo que

e se dyr(Xo, X1) = B entdo dyr(Yo, Y1) > 1 — Z_k,‘

o se dyr(Xo, X1) < a entdo dyr(Yp, Y1) < pia )

Assim, podemos restringir o problema (o, 8)-SD a (27 P 1 — 2= polymy_SD cha-
mando esse problema apenas de SD.

Dizemos que as distribuicdes de probabilidade sdo distribuicbes caixa-preta se as
descricdes dos circuitos que codificam as distribuicoes ndo puderem ser usadas. Bouland
et al. (2019) observam que ao polarizar as distribuicoes, usando o Lema 3.1, o tamanho das
distribuigdes de saida também aumentam do seguinte modo: o tamanho de ¥y e ¥; ¢ uma fungdo
polinomial do tamanho de Xy e X; e do valor k. Portanto, existe uma restri¢do para o valor k em
termos do tamanho da distribuicdo. Bouland et al. demonstram a seguinte restricao.
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Teorema 3.2 (Bouland et al., 2019). Sejam Dq e D duas distribuicées caixa-preta, sobre strings
com n bits, que obedecem dyy (Do, D1) < 1/3 ou dyr (Do, D1) = 2/3. Entdo ndo existe um
algoritmo que em tempo poly(n) produz duas distribuicoes D{ e D', sobre strings de tamanho
n’ = poly(n), tal que dyr(Do, D1) < € ou dyr(Do,D1) > 1 — € onde € < 21 /2-1,

Um problema completo para PZK; (PZK com abrangéncia perfeita) é o problema SD;
(Sahai e Vadhan, 2003).

SD;

Dados: dois inteiros ndo-negativos m ¢ n, ¢ circuitos booleanos C ¢ D de
tamanho poly(m + n) com m bits de entrada e n bits de saida, os quais
codificam, respectivamente, distribui¢des de probabilidade X e Y sobre
todas as strings com n bits;

decidir entre: instancia positiva: dyp(X,Y) = 0;
instancia negativa: dyr(X,Y) > 1/2;

prometido que vale um dos casos.

Um problema dificil para PZK ¢ o problema Distribuigoes Idénticas (DI) (Malka, 2015),
definido a seguir. Nao se sabe se DI estd em PZK, isto €, se ¢ PZK-completo. Todos os problemas
completos para PZK que conhecemos sio artificialmente construidos.

DI

Dados: dois inteiros ndo-negativos m ¢ n, € circuitos booleanos C ¢ D de
tamanho poly(m + n) com m bits de entrada e n bits de saida, os quais
codificam, respectivamente, distribui¢des de probabilidade X e Y sobre
todas as strings com n bits, mais um circuito booleano D de tamanho
polinomial em n com um bit de saida que codifica uma distribui¢io de
probabilidade Z sobre um bit;

decidir entre: instdncia positiva: dyr(X,Y)=0ePr[Z=1] > 2/3;
instancia negativa: dyr(X,Y) > 1/2ouPr[Z =1] < 1/3;
prometido que vale um dos casos.

Um problema completo para NISZK ¢ o problema Distdncia Estatistica para Distribui¢do
Uniforme (SDU, de Statistical Difference from Uniform) (Goldreich et al., 1999).

SDU

Dados: dois inteiros ndo-negativos m e n e um circuito booleano C de tamanho
poly(m + n) com m bits de entrada e n bits de saida, o qual codifica
uma distribui¢io de probabilidade X sobre todas as strings com n bits;

decidir entre: instancia positiva: dyp(X,U,) < 1/n;
instancia negativa: dyr(X,U,) > 1-1/n;

prometido que vale um dos casos.
Segue o lema de polarizagao para SDU. Definimos suporte de X como

suporte(X) = {x € {0, 1}" : Pr[X =x] # 0} .
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Lema 3.3 (Lema da Polariza¢ao para SDU (Vadhan, 1999)). Sejam «, B : N — N duas funcdes
tais que a(n) e B(n) sdo computdveis em tempo poly(n) e, para alguma constante c,

| |
1—ﬁ(n))+$'

Seja C um circuito que codifica a distribuicdo de probabilidade X. Existe uma funcdo computdvel
em tempo polinomial que, dado (C, 1¥), devolve um circuito D codificando uma distribuicdo de
probabilidade Y, de modo que

na(n) < log(

o se dyr(X,U,) < a(n) entdo dyr(Y,Uy,) <275
o se dyr(X,U,) > B(n) entdo dyr(Y,Uy) = 1 —=27F,
No segundo caso, o suporte de Y é no mdximo uma fragdo 2% de {0, 1}" .

Um problema completo para NIPZK ¢ o problema Distribuicdo Uniforme (DU) (Malka,
2015). Na definicdo do problema, a saida do circuito C tem n + 1 bits, X[ 1..n] representa a
distribuicdo sobre todas as strings com os n primeiros bits, ¢ X[n + 1] a distribuicio sobre o
ultimo bit. Ainda, o conjunto {0, 1}"1 representa o conjunto das strings com n + 1 bits que
terminam em 1.

DU

Dados: dois inteiros ndo-negativos m e n e um circuito booleano C de tamanho
poly(m +n) com m bits de entrada e n + 1 bits de saida, o qual codifica
uma distribuic@o de probabilidade X sobre todas as strings com n + 1
bits:

decidir entre: instdncia positiva: dyr(X[1..n],U,) =0ePr[X[n+1] =1] = 2/3;
instancia negativa: |suporte(X) N {0, 1}*1] < 2"/3;

prometido que vale um dos casos.
Um problema completo para QSZK ¢é o problema Proximidade entre Estados Qudnticos

(QSC, de Quantum State Closeness) (Watrous, 2002). Sendo « ¢ S dois nimeros reais tais que
O0<acx< ﬁ2 < 1, esse problema ¢é definido como:

(@, p)-QSC

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n € circuitos quanticos Qg €
Q1 de tamanho poly(m) com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: po a saida de Qg ao receber |0Y*” e p; a saida de Q1 ao receber |0)®";

decidir entre: instdncia positiva: ||po — pille < @;
instancia negativa: ||po — p1lle = B;

prometido que vale um dos casos.

Como QSZK = coQSZK, o complemento de QSC, conhecido como o problema de distingdo de
estados quanticos (Quantum State Distinguishability — QSD), também ¢ um problema completo
para QSZK. Se pg e p1 forem operadores de densidade diagonalizados, obtemos um problema
equivalente ao problema SD. De modo andlogo ao caso cldssico, temos o Lema da Polarizacio
para o caso quantico.
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Lema 3.4 (Watrous, 2002). Considere que « e B satisfazem 0 < « < B> < 1. Sejam
Qo e Q1 descrigoes de circuitos qudnticos tendo como saida os estados mistos py e p1,
respectivamente. Existe, entdo, um procedimento deterministico de tempo polinomial que, com
a entrada (Qo, Q1,1"), tem como saida (Ro, R1), onde Ry e Ry sdo descrigcbes de circuitos
qudnticos, tendo cada um tamanho polinomial em n e no tamanho de Q¢ e Q1, de modo que os
estados mistos & e &1 obtidos na saida de Ry e Ry satisfazem o seguinte:

« se $llpo — pilli < « entdo &0 — &ll1 < 277
« se tllpo — pill1 = B entdo 3||&o — &xlly > 1 - 27",

Assim, podemos restringir o problema (a, 8)-QSC a (1 — 27l 2-polyim)y_ (5,
chamando esse problema apenas de QSC.

Se restringirmos o problema (@, 8)-QSC de modo que os circuitos tenham apenas um
qubit, esse problema estd em BQP. Sendo a ¢ 8 dois ntimeros reais tais que 0 < @ < g% < 1,
esse problema é definido como:

(@, p)-1QSC

Dados: um inteiro ndo-negativo m e circuitos quanticos Qo e Q1 de tamanho poly (m)
com m qubits de entrada e um qubit de saida;

sendo: po a saida de Qg ao receber |0Y*” e p; a saida de Q1 ao receber |0)®";

decidir entre: instdncia positiva: ||po — pille < @;
instancia negativa: ||po — p1lle = B;

prometido que vale um dos casos.

Proposiciio 3.5. Para0 < a < 8 < 1 com 1/(B - a)* = poly(m), o problema (a, 8)-10SC estd
em BQP.

Demonstracdo. Segue do Teorema 2.3. L]

Um problema completo para QPZK; (QPZK com abrangéncia perfeita) ¢ o problema
Igualdade de Estados Quanticos (QSI, de Quantum State Identicalness) (Yan, 2012).

QSI

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n ¢ dois circuitos quanticos
Qo e Q1 de tamanho poly(m) com m qubits de entrada e n de saida;

sendo: po a saida de Qg ao receber |0)*™” e p; a saida de Q1 ao receber |0)®";

decidir entre: instdancia positiva: ||po— p1lle = 0;
instancia negativa: ||po — p1lle = 2/3;

prometido que vale um dos casos.

Um problema completo para QPZK ¢ o problema QSI’ (Yan, 2012).
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Qs

Dados: dois inteiros ndo-negativos m e n tais que m > n e dois circuitos quanticos Qg
e Q1 de tamanho poly(m) com n qubits de saida, mais um circuito quantico
Q2 de tamanho polinomial em m, com k qubits de entrada ¢ um qubit de
saida;

sendo: po a saida de Qg ao receber |0)®”, p; a saida de Qp ao receber |)®" e b o

resultado da medicio da saida de Q5 ao receber |0)®E:
decidir entre: instdncia positiva: ||po— pille = 0e Pr[b =1] > 2/3;
instancia negativa: ||po — p1lle = 2/3 ouPr[b=1] < 1/3;

prometido que vale um dos casos.

Conjectura-se que um problema completo para NIQSZK ¢ o problema Proximidade de
um Estado Quantico ao Estado Maximalmente Misto (QSCMM, de Quantum State Closeness to
Maximally Mixed) (Kobayashi, 2003). Sendo « e 8 dois numeros reais taisque 0 <@ < S < 1,
esse problema é definido como:

(a, B)-QSCMM

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n € um circuito quantico
Q de tamanho poly(m) com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: p asaida de Q ao receber |0)®";

decidir entre: instdncia positiva: ||p —1/2"|¢ < @;

instancia negativa: ||p — 1/2"|¢ = B:

prometido que vale um dos casos.

Se p for um operador de densidade diagonalizado obtemos um problema equivalente ao problema
SDU.

Um problema completo para NIQPZK; (NIQPZK com abrangéncia perfeita) € o problema
Igualdade de um Estado Qudntico com o Estado Maximalmente Misto (QSIMM, de Quantum
State Identicalness to Maximally Mixed) (Kobayashi, 2003).

QSIMM

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n e um circuito quantico Q de
tamanho poly(m) com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: p a saida de Q ao receber |0)®";

decidir entre: instancia positiva: ||lp — 1/2"||¢ = 0;
instdncia negativa: ||p — 1/2"|lw = 2/3;

prometido que vale um dos casos.

Um problema completo para NIQPZK € o problema QSIMM’ (Yan, 2012).
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QSIMM’

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n um circuito quantico Qg de
tamanho poly(m) com n qubits de saida, mais um circuito quantico Q1 de
tamanho polinomial em m, com k qubits de entrada e um qubit de saida;

sendo: p asaida de Qg ao receber |0)*™ e b o resultado da medi¢io da saida de Oy

ao receber |0Y®%:
decidir entre: instdncia positiva: ||p —1/2"||¢ = 0e Pr[b = 1] > 2/3;

instancia negativa: ||[p —1/2"|lx 2 1/2 ouPr[b = 1] < 1/3;

prometido que vale um dos casos.

3.2 COMPUTACAO QUANTICA SEM COLAPSO

Nesta secdo, as defini¢des e resultados referentes a computacdo quantica sem colapso
baseiam-se no texto de Aaronson et al. (2016).

Diferentemente de como definimos circuitos quanticos na Se¢do 2.3, na presente se¢ao
consideraremos circuitos quanticos em que as medi¢des ocorrem em estagios intermedidrios, pois
queremos explorar o poder da computacdo quantica sem colapso nas medicdes. Consideremos
um circuito quantico C de n qubits, cuja construcio depende de uma string x com # bits, definido
pela seguinte sequéncia de operadores C = (Uy, M1, Uz, M2, ..., Ur, Mg), onde cada U; é um
operador unitdrio de n qubits, e cada M; ¢ uma medi¢io quantica na base computacional de m;,
qubits, sendo 0 < m, < n. O estado inicial do circuito é |yo) = [0)®", e apds a t—ésima medigio
€ W) = MUy |i—1), de forma que os estados nas diferentes etapas do circuito sdo dados pela
sequéncia de varidveis aleatorias {|wt)}£ o Sujeitas a uma distribui¢do de probabilidade que
depende do circuito C. Consideremos um procedimento que recebe como entrada o circuito
C e amostra a sequéncia {|wt)}£ | seguindo a distribui¢do de probabilidade conforme definida
acima. Entdo, o procedimento mede os estados |;) para cada t de forma independente na
base computacional. Sdo retornados os R resultados dessas medi¢des, nomeados de vy,...,Vg.
Supondo que esse procedimento seja feito em apenas um passo, chamamos esse procedimento
de ordculo Q. Observe que se fosse possivel ocorrer medigdes sem colapso, o resultado do
ordculo seria equivalente ao caso em que para cada ¢, os m; qubits medidos em M, colapsam, e
os demais n — m; qubits sdo medidos sem colapso. Lembre-se que € possivel que as medigbes
Mi, Ms, ..., Mg sejam de menos que n (ou ainda zero) qubits (se m; = 0, entdo a medi¢do M; é
totalmente sem colapso). Observe que o oraculo amostra todos os estados {|y¢) } de uma s6 vez,
antes de realizar as medicdes na base computacional, resultando em um modelo ndo-adaptativo
de medi¢des sem colapso.

Podemos agora definir naCQP (non-adaptive Collapse-free Quantum Polynomial) como
a classe dos problemas de promessa que podem ser resolvidos por um algoritmo naCQP, i.e. uma
maquina de Turing polinomial com probabilidade de erro menor ou igual a 1/3 que, tendo como
entrada uma string x de n bits, escreve a descri¢do de um circuito quantico C e faz uma tnica
consulta ao ordculo Q como definido acima, veja Figura 3.1. De modo semelhante, definimos
um algoritmo naCQTime(T (n)) como uma maquina de Turing limitada por uma funcéo 7' (n)
com probabilidade de erro menor ou igual a 1/3 que, tendo como entrada uma string x de » bits,
escreve a descricao de um circuito quantico C e faz uma tnica consulta ao oraculo Q. A classe
naCQTime(T (n)) € definida de modo analogo.

Podemos também definir CQP, uma classe mais geral, em que a maquina base pode
fazer de maneira adaptativa mais de uma consulta ao oraculo, isto €, ao construir o circuito
C = U,M,Us, M5, ..., Up, My) e receber as amostras vi,--- ,Vy, Usa €ssas amostras para
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Figura 3.1: Descri¢do de um algoritmo naCQP: uma mdquina de Turing polinomial com saida 0 ou 1 (com
probabilidade de erro menor ou igual a 1/3) que, tendo como entrada uma string x de »n bits, escreve a descri¢ao de

um circuito quantico C = (Uy, My, Uz, My, ..., Uy, M), faz uma tinica consulta sobre C ao ordculo Q e recebe do
oraculo as amostras vi, - - - , V.
construir o circuito (Uyy1, Myyq, ..., Uy, My) para a proxima consulta. A classe CQP é definida

como a classe dos problemas de promessa que podem ser resolvidos no modelo CQP, i.e., em
tempo polinomial por uma maquina de Turing com consultas adaptativas a Q com probabilidade
de erro menor ouigual a 1/3.

Para simplificar nossas provas, mostramos um circuito equivalente para naCQP usando
um procedimento no qual as medigdes sdo postergadas. Esse procedimento também ¢ descrito
por Aaronson et al. (2016) (Apéndice C). Como explicado anteriormente, dado um circuito C, os
estados nos diferentes estagios do circuito sdo dados pela sequéncia {|wt)}£ o- Em seguida, o
oraculo Q retorna medigdes da sequéncia {|wt)}£ | denominada vy, ..., vg. Note que vi,..., Vg
¢ uma sequéncia de varidveis aleatdrias governada por uma distribuicdo de Markov. Isto é, para
todo 1 <t < R, temos que v, é independente de vy, - - - , v;_» condicionado a um valor particular
de v,_;. Em nosso caso, a varidvel v, depende do valor dos qubits de |¢,_1) que foram medidos
por My, ..., M;_1 e, portanto, colapsaram. Agora, suponha que o oraculo Q ndo amostre todos
os estados {|¥¢)} no mesmo momento, mas, no lugar, é feito o seguinte procedimento. O oraculo
Q amostra cada |¢;) de modo sequencial. Em cada amostragem, o ordculo constrdi um circuito
equivalente em que todas as medi¢coes My, . .., M;_; sdo adiadas de acordo com o Principio da
Medigio Postergada (PMP), e uma medigao equivalente M; ocorre imediatamente antes do estado
|yr;). Contudo, como a construcio desse circuito equivalente é condicionado ao valor de v, na
amostragem anterior, M; depende ndo somente das medi¢oes postergadas de My, ..., M,_;, mas
também dos resultados em que os qubits colapsaram, com os quais a atual amostragem deve ser
consistente. Desse modo, M; € construido de tal modo que as medi¢es que ocorreriam até o
tempo ¢ — 1 colapsam agora para os mesmos valores que na dltima amostragem. No decorrer
desse texto, supomos sem perda de generalidades que cada estado ¢ amostrado conforme o
procedimento acima, com todas as medigdes postergadas, condicionadas ao valor da amostragem
anterior. Também, para um ¢ fixo, usamos |¢;) para denotar o estado imediatamente antes da
tnica medicdo M; feita por Q para obter |¢;), € |¢o), ..., |#—1) sdo usados para denotar os
estados prévios, sem ter sido feitas medicoes. Além disso, apesar das portas Uy, ..., U; serem
modificadas pelo uso de PMP, por abuso mantemos os nomes Uy, . . ., Uy, supondo que as portas
foram modificadas de modo que as medi¢gdes sejam postergadas (veja a Figura 3.2).
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Figura 3.2: (a) O circuito naCQP original usado por Q para a amostragem de todos |¥1),..., |¥,). (b) O circuito

construfdo por Q para amostrar apenas |¢,) com as amostragens postergadas.

Sendo A uma linguagem, um algoritmo naCQP com consulta a um ordculo A' é
um algoritmo naCQP que ao receber a entrada x de tamanho n pode consultar uma funcao
f :{0,1}" — {0,1} tal que f(x) = 1 se e somente se x € A. Isto &, para a construcio dos
operadores unitarios Uy, - - - , Ug podemos usar a transformacgdo unitiria de n-qubits definida
como

Ur:lx,b) = |x,b® f(x)),

para quaisquer x € {0,1}" ¢ b € {0, 1}, onde a operacdo @ indica a adi¢do modulo 2, ou, de
modo equivalente,
Urlx) = (=1)/™ |x), parax € {0,1}".

Durante esse texto, assumimos sem perda de generalidade que cada uma das trans-
formacdes unitdrias Uy, . .., Ug, de um algoritmo naCQP com consulta a um oraculo f, é ou
uma copia de Uy, ou um circuito de n qubits construido usando apenas portas de um conjunto
universal fixo. Assim como estabelecemos, na Defini¢do 2.8, a notagdo gy (|¢;)) no contexto de
um algoritmo BQP, estendemos de modo andlogo essa notacdo para um algoritmo naCQP.

Claramente a classe naCQP contém BQP, pois podemos fornecer ao ordculo um circuito
quantico polinomial e usar apenas o resultado da medi¢ao no final do circuito. Em contrapartida,
como dito por Aaronson et al. (2016), “o ordculo Q nos fornece informacdo sobre os estagios
intermedidrios da computacdo quantica sem colapsar o estado; € isso que fornece a naCQP
um poder adicional sobre BQP”. Isso proporciona, inclusive, que algoritmos quanticos nesse
modelo sejam capazes de resolver problemas SZK-completos (ndo conhecemos se SZK € BQP).
Pois podemos resolver o problema de distancia estatistica SD, completo para SZK, no modelo
naCQP.

Teorema 3.6 (Aaronson et al., 2016). SD € naCQP.

Demonstracdo. Seja (m,n,Coy,C1) uma instancia de SD = (¢,1 — €)-SD, com € = 2~ poly(n}
Sejam Yy e Y7 as distribuicdes de probabilidade correspondentes a Cy e Cy, respectivamente.
Primeiro, preparamos o estado

1
W= 2, IDRIGE).

be{0,1},xe{0,1}"

IN#o confundir esse ordculo A com o também assim chamado ordculo Q na defini¢io de um algoritmo naCQP.
Apesar do uso do mesmo termo ordculo em ambas as situacoes, ainda o fazemos para seguir o padrao da literatura.
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No6s nos referimos ao qubit de |b) como sendo o primeiro registrador, aos qubits de |x) como sendo
o segundo registrador e aos qubits de |Cp(x)) como sendo o terceiro registrador. Rescrevendo
da seguinte forma

W= s > (0 C@) +11) k) [C1 ()

xe{0,1}"

e fazendo uma medicdo, com colapso, do terceiro registrador, este colapsa para |y), onde
y € {0, 1}, com probabilidade

%(PY[YO =y] +Pr[Y1 =y]).

Medimos sem colapso, entdo, o primeiro registrador por trés vezes, obtendo o bit b; na i-ésima
medicdo, 1 < i < 3. Respondemos que a instancia é negativa (i.e. dyr(Yo,Y1) > 1 —¢€¢)se e
somente se b1 = ba = b3. Vamos mostrar que a probabilidade de erro ¢ no maximo:

. %+E se dyr(Yo,Y1) < €;
* (e se dVT(Y(),Y]) >1-e

Calculamos a probabilidade para o caso em que dyy (Yo, Y1) < €. Neste caso o algoritmo
erra quando ocorre b1 = ba = b3. A probabilidade disso ocorrer, dado que houve colapso em y, é

( Pr[Y = y] )3 +( PiY = y] ’
Pr[Yy = y] + Pr[Y; = y] Pr[Yy = y] + Pr[Y; = y]

Sendo 6(y) = Pr[Y; = y] = Pr[Yo = y], temos 3., 6(y) = 0 e 2, [0(y)] < 2e. A probabilidade
total de um algoritmo errar nesse caso, entdo, é

Pr[erro] = ZPr[YQ =youYy=y|-Pr[by=by=b3|Yo=youY, =y]

_ Z (PY[YO =y| +Pr[Y; = y]) Pr[Yy = y]® + Pr[Y; = y]°
2 [Pr[Yp = y] +Pr[¥; = y]I°
Z Pr[Yy = y]* + Pe[Yy = y]?
2 [Pr[Yo = y] + Pr[¥; = y]]?
1 Z Pr{Yo = y1* + [Pr[¥o = y] + ()]
2 [2Pr[Yo = y] +6(»)]
ly 2Pr[Yo = y]* +3Pr[¥p = y]6(3)* +6(»)°
2 &4 4Pr[Yy = y]* +3Pr[Yo = y]*6(y) + 4 Pr[Yo = y]6(y) +6(y)*

1 Z Prl¥o=y] Prl¥o= YI26(y) + 3 Pr[Yo = y]6(»)? +6(y)°
2 4Pr[Yo = y]? +4Pr[Yo = y16(y) + 6(»)*

Pr[Yo = y]? + 3 Pr[Yo = y]6(y) + 6(»)?
2,50 ()4PY[Y0 AP = 160) 700

1 1 243 Pr[Yo = y]|6 sO)|?
‘o _Z| O )I =3 2+ r[Yo = yll6()] +| (y)l2
42 4Pr [Yo Y12 +4Pr[Yo = y]16(»)] +16(y)]
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L 1S g A = V12 + 3 Pr[Yo = yII5 ()] + 6 ()
42 4Pr[Yo = y]* +4Pr[Yo = yllo(»)| + |6 (»)I?

1 1 4Pr[Yo = y]> +4Pr[Yo = y]16(0)| +16(»))*
<<+ 160 = - 2
4 24 A4Pr[Yo = y]* +4Pr[Yo = y][6(0)] + [6(y)]

11
:Z+§Zy:|5()’)| £ = g€

Calculamos a probabilidade para o caso em que dyy(Yp, Y1) = 1 — €. Neste caso o
algoritmo erra quando ndo ocorre by = by = b3. A probabilidade disso ocorrer, dado que houve

colapsoem y, é
3Pr[Yo = y] Pr[Yo = y] Pr[¥; = y] + 3Pr[Yo = y] Pr[Y) = y] Pr[Y) = y]
[Pr[Yo = y] +Pr[¥; = y]I°

A probabilidade total de um algoritmo errar nesse caso, entdo, é

Pr[erro] = Z Pr[Xo =y or Xy = y] - Pr[ by, b2, bz ndo sdo todas iguais | Xo =y or X1 = y]|
y

_ Z Pr[Yo = y] +Pr[¥i = y] 3Pr[¥o = y]*Pr[V1 = y] +3Pr[¥o = y] Pr[}7 = y]
2 [Pr[Yo = y] +Pr[Y; = y]]°

3 Z Pr[Yy = y]* Pr[Y; = y] . +Z Pr[Yy = y] Pr[Y; = y]* . 3.1)
[Pr[Yo = y] + Pr[Y] = y]] [Pr[Yo = y] + Pr[Y] = y]]

Encontramos agora um limite superior para a primeira soma da Equacio 3.1, e encontramos de
modo similar para a segunda. Como dyr (Yo, Y1) = 1 — €, entdo existe um conjunto S de valores
y, ¢ um complemento S, tal que X e Pr[¥o = y] > 1 — € e }ye5 Pr[¥1 = y] < €, 0 que implica
ZyeS Pr[Yp=y] <e€e ZyeS Pr[Y; = y] > 1 — €. Desse modo temos

Z Pr[Yy = y]* Pr[Y; = y]

[Pr[Yo = y] +Pr[Y1 = y]I?

_ Z Pr[Yo = y]* Pr[Y: = y] N Z Pr[Yo = y]* Pr[Y; = y]
[Pr[Yo = y] +Pr[Y1 = y]I* 2 [Pr[Yo = y] + Pr[¥1 = y]]?

yes

- Z Pr[Yo = y]* Pr[Y: = y] N Z Pr[Yy = y]? Pr[Y1 = y]

= [Pr[Yo = y]]* - [Pr[Y; = y]]?
Pr[Yy = y]
< ;Pr[Yl y] + Z Pr[Y; =
< Z Pr[Y7 = y] + ZPY[YO =yl
yes yes

< 2e.



Aplicando 0 mesmo raciocinio na segunda soma, encontramos

3
Pr[erro] < 5(26 +2¢) = 6¢,

como queriamos.

Corolario 3.7. SZK € naCQP.
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O
1

Facamos dois exemplos, ambos com 3 bits de entrada e saida, o primeiro em que
dyr (Yo, Y1) = 1 e o segundo em que dyy(Yp, Y1) = 0.

Primeiro exemplo dyr(Yy, Y1) = 1.

x | Yolx) | "i(x)
000 | 000 011
001 | 000 011
010 | 000 011
011 | 000 011
100 | 001 100
101 | 001 100
110 | 010 101
111 | 010 101

As probabilidades codificadas sio:

Pr[Yy = 000] = 1/2
Pr[Y = 001] = 1/4
Pr[Yy = 010] = 1/4
Pr[Yp = 011] = 0
Pr[Yy = 100] = 0
Pr[Yy = 101] = 0
Pr[Yy = 110] = 0
Pr[Yy=111] = 0

O estado inicial que preparamos ¢

%(lO) 1000) [000) + [0) |001) [000) + [0) |010) [000) + [0) [011) [000) + [0) |100) |001) +

0Y [101) [001) +]0) [110) [010) + [0) [111) [010) + [1) [000) [011) + 1) [001) [011) +
1) [010) [011) + 1) [011) [011) +]1) [100) |100) +]1) [101) [100) +|1) [110) [101) +

1) [111)]101)).

Pr[Y; = 000] = 0
Pr[Y; = 001] = 0
Pr[Y; = 010] = 0
Pr[Y; =011] = 1/2
Pr[Y; = 100] = 1/4
Pr[Y; = 101] = 1/4
Pr[Y; = 110] = 0
Pr[Y; = 111] = 0

Medimos agora o terceiro registrador, obtemos, para cada y,

* com probabilidade %Pr[Yo = 000] + %Pr[Yl = D00| = %, o estado

%(|0> 1000) [000) + [0) |001) [000) + [0) |010) [000) + [0) [011) [000)) ;



« com probabilidade 1 Pr[¥y = 001] + 3 Pr[¥; = 001] = 4. o estado

1
—(|0) [100) [001) + [0 |101) |001)) ;
\/Z(”l »1001) +10) [101) |001))

« com probabilidade 1 Pr[¥y = 010] + 1 Pr[¥; = 010] = £, o estado

1
—(|0) [110) [010) + [0) [111)|010)) ;
\/Z(”l »1010) +10) [111) |010})

« com probabilidade 1 Pr[¥y = 011] + 3 Pr[¥; = 011] = 1, 0 estado
1
(1) 0) [011) + 1) [001) [011) + [1) |010) [O11) + 1) [011) [011)) :

* com probabilidade %Pr[Yo =4] + %Pr[Yl =4] = £, o estado

1
8>

1
—(|1)[100) [100) + |1} [101) |100)) ;
\/Z(”l ) 1100) + 1) [101) | 100))

» com probabilidade %Pr[Yo =5]+ %Pr[Yl =53] = %, o0 estado
1

101) +[1)[111) [101)).
\5(|1>|110>| )+ D111 [101))

Agora medimos trés vezes sem colapso o primeiro registrador e obtemos:
* com probabilidade % os valores by = b, = by = 0;

* com probabilidade % os valores by = b, = by = 1.

Segundo exemplo dy (Y, Y1) = 0.

x | Yolx) | "i(x)
000 | 000 001
001 | 000 001
010 | 000 000
011 | 000 000
100 | 001 000
101 | 001 000
110 | 010 010
111 | 010 010

As probabilidades codificadas sio:
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Pr[Yp=000] = 1/2  Pr[Y; =000] = 1/2
Pr[Yo=001] = 1/4  Pr[Y; =001] = 1/4
Pr[Yy =010l = 1/4  Pr[Y; =010] = 1/4

Pr|Yo=011] =0 Pr[Y; =011] =0
Pr|Yo = 100] =0 Pr[Y; =100] =0
Pr|Yo=101] =0 Pr[Y; =101] =0
Pr|Yy=110] =0 Pr[Y; =110] =0
Pr|Yo=111] =0 Pr[Y; =111] =0

O estado inicial que preparamos ¢

(10) [000) [000) + [0) [001) [000) + [0) [010) [000) + [0) [011) [000) + [0) [100) [001) +
0Y [101) [001) +]0) [110) [010) +]0) [111) |010) +]1) [000) [001) +]1) [001) [001) +
1) [010) [000) + 1) [011) [000) + ] 1) [100) [000) +]1) [101) [000) +|1) [110) [010) +
1) [111) [010)) .

Bl—

Medimos agora o terceiro registrador, obtemos para cada y

* com probabilidade %Pr[Yo = 000] + %Pr[Yl = 000] = % o estado

1

\/g(IO) |000) [000) + |0) |001) [000) + [0) [010) |000) + [0) |011) [000) +

1) [010) [000) +]1) [011) [000) + ] 1) [100) [000) + 1) [101) [000)) ;

« com probabilidade 1 Pr[¥y = 001] + 3 Pr[¥; = 001] = 1, o estado

%qm 1100 [001) + [0) | 101) [001) + [1) ]000) [001) + [1) |001) [001)) ;

« com probabilidade 1 Pr[¥y = 010] + 3 Pr[¥; = 010] = 1, o estado

%(m) 1110) 010) + [0) [ 111)]010) + |1} [ 110} [010) + 1) [111) [010)) ;

Agora medimos trés vezes sem colapso o primeiro registrador e obtemos
* com probabilidade }l os valores by =by =b3=0o0uby =by=b3=1;

* com probabilidade % os demais valores.

3.3 SEPARACAO ORACULAR ENTRE UP ncoUP E BQP

Apresentamos nesta secdo resultados obtidos por Bennett et al. (1997) sobre a separagdo
oracular entre UP NcoUP e BQP. Abordamos os demais resultados obtidos por Fortnow e
Rogers (1999) e Tamon ¢ Yamakami (2001) no Capitulo 4, juntamente com as demonstragdes
mais gerais para a separacao oracular entre naCQP e UP NncoUP.
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Um resultado importante de Bennett et al. (1997), usado para a demonstracao de
separacoes oraculares entre UP NcoUP e BQP, é o Teorema 3.8. Anunciamos o teorema
conforme anunciado por Fortnow e Rogers (1999), também o referimos por BBBV (iniciais dos
autores), assim como referido por Fortnow e Rogers. Usaremos posteriormente, no Capitulo 4,
uma versao adaptada para naCQP desse teorema para demonstracdo de nossos resultados.

Teorema 3.8 (BBBV, Bennett et al. (1997)). Seja M* um algoritmo BQP com ordculo A e seja
p(n) o tempo de execucdo de MA. Seja x uma string de n bits dada como entrada para M.
Para todo € > 0 existe um conjunto de strings S com |S| < 4(p(n))?*/&* tal que, para qualquer
ordculo A’, se A’ difere de A apenas em uma string y ey ¢ S, entdo

‘Pr[MA/ aceita x] — Pr[MA aceita x]‘ <eg.

Podemos interpretar o enunciado do Teorema 3.8 da seguinte maneira. Considere alterar
o ordculo A, que a miaquina consulta, numa tnica palavra y (i.e. se A respondia “sim” para y, A
passa a responder “ndo”, e vice-versa). O teorema nos garante que ¢ polinomialmente pequeno o
conjunto das palavras y que poderiam fazer a probabilidade da maquina aceitar a entrada divergir
mais de €.

Para a demonstragido do Teorema 3.8 necessitamos do Teorema 3.9.

Teorema 3.9 (Bennett et al., 1997). Seja M4 um algoritmo BQP com ordculo A como definido
na Se¢do 2.4. Para um t fixo, seja T o niimero de copias de Uy entre as portas Uy, ..., Uy e,
para e >0, seja F C [1,t] X ¥*

1. para cada (i,y) € F, U; é uma cépia de Uy,

2. Yiyer dy(¢:i) < &% /2T (veja Definicio 2.8).

Agora suponha que a resposta para cada consulta (i,y) € F é modificada para um bit fixo

arbitrario a; y, sendo estas respostas, portanto, ndo necessariamente consistentes com o ordaculo.
. p . ; .

Definimos |¢}) do mesmo modo que |$;), mas com respeito ao ordculo A modificado pela

condicdo acima. Entdo,

¢ —lenll < .

Demonstracdo. Seja|;) o estado quintico de M4 no tempo i dada a entradax e sejam Uy, . . ., U,
as portas de M2, Seja A; um orédculo tal que se (7,y) € F entdo A;(y) = a;, e se (i,y) ¢ F entdo
Ai(y) = A(y). Seja U/ aporta de M4, definimos |E;) como 0 erro no i-ésimo passo causado
pela troca do ordculo A pelo oraculo A;, desse modo,

|Ei) = U, |¢:) — Uit |6:) (3.2)

ou
Uil = Ul 1¢:) = |E) . (3.3)
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Considerando que |¢,) = U, |¢,_1), temos, usando (3.3),

|¢:) = Utl |pe-1) — |Er-1)
=Uj(Ur-1 1¢:1-2)) = |Er-1)
= Utl(Ut,_l |pr—2) = |Es—2)) — |Ei1)
= UtlUtl—l |pr—2) = Ul |Er2) = |Er1)
= U;U;_lUt—z |¢t—3> - Utl |Et—2> - |Et—1>
= UtlUtl—l(Ut,_z |¢r-3) = |Er=3)) = U/ |Er—2) — | Er-1)
= UtV Uiy 1¢r-3) = U{U[_ |Er3) = U |Er2) = |Era)
=UU;_---Uilgo) = (UU;_y -+ - Ui |Eo) + - - + U7 |[E;—2) + |Es-1))
= |¢7) — (UtlUt,_1 s Ui |Eo) +- -+ U/ |Ei—2) +|Ei-1)) :

entio
¢ =gl = IU;U;_y - - Uy |Eo) + - -+ + U{ |E—2) + | Ec—1)||
< NUU_ - UL LEQN + - + (U] |E2 T + E=D)] -
Como todos operadores U} sdo unitarios, ||U]_; --- U] |[E))|| = [[|E:)||. temos

-1
llg:) = 1)1 < ZIIIE)II- (3.4)
i=0

De (3.2), usando a desigualdade triangular temos:

HED® < U7 [¢all” + 11U: 611>

(3.5)
< gl + Mg ll* = 21117 ;

Como |||E)||*> é o resultado do erro causado pela alteracio do resultado da query (i,y) € F
podemos reescrever (3.5) como:

NENN* < 2q,(¢:) . (3.6)

Desse modo, usando a Condi¢do 2 no enunciado, temos

—1 2
€
DMENF <2 37 ay(len) < —. (3.7)
i=0 (i,y)€F
Usando (3.4) e (3.7) e a desigualdade de Cauchy—Schwarz2 obtemos
-1 2 62
AT ) A2 =2
ey — Iy I1* < %mmn sT(Z);FIIIE»II <Tm=¢. (3.8)
= iy

Portanto,

l$) — oIl < €. O
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Coroldrio 3.10. Seja M um algoritmo BQP com ordculo A como definido na Secdo 2.4. Seja T
o niimero de copias de Uy entre as portas Uy, ..., U;_1. Seja MAY um algoritmo cujo ordculo
AW difere do ordculo A apenas na palavra y. Considere |y| =n e N = 2". Entdo

N—-

—_

sy — 1) P ||* < 477
y=0

A demonstracio se baseia também nas notas de aula de Vazirani (2004).

Demonstracdo. De (3.7) e (3.8), temos

llg — 162 1P <27 > ay(160)):

(i,y)eF

N-

2

llge) = 160 I1° < 2T Zq (16:)) -

y=0 y

Il
<

O valor esperado de '}, gy (|¢:)) é

T
Ey| 2, av(10 >>) 3
Portanto,
N-1 N-1
_ 12 Z
Dlllgey - g0 F < 27 ZN O
y=0 y=0
Corolario 3.11 (Bennett et al., 1997). Seja M* um algoritmo BQP com ordculo A como definido
na Secdo 2.4. Seja T o niimero de copias de Uy entre as portas U, . . ., U;—1. Para todo € > 0,
existe um conjunto de strings S com
272
|| & —p=
g2

tal que, para qualquer ordculo A’, se A’ difere de A apenas em uma string y e y & S, entdo,

180 =180 < €

2A desigualdade de Cauchy-Schwarz diz que, para dois vetores a e b de tamanho 7,

o el

t t t

Se b, = 1 para todo ¢, entdo
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Demonstracdo. Como cada |¢;) tem tamanho unitério,

~

Qy(|¢i>) <T.
y

1

Il
<

Seja S o conjunto de strings y tal que

2

-1 .
;qmcp») > -

Como para qualquer y em S temos

T
151> a4y () <T,
i=1

podemos concluir que

272
|S| < ot

Sey ¢ S entdo

T-1 82

D as(le)) < . (3.9)

i=0
Portanto, pelo Teorema 3.9, para todo y ¢ S,

H|¢t> - |¢t>(y)H < €. O
Demonstracdo do Teorema 3.8 (BBBV). Segue diretamente do Corolario 3.11. ]

Teorema 3.12 (Bennett et al., 1997). Relativo a um ordculo aleatorio A, temos UP4 N coUPA Q
BQP* com probabilidade 1.

Ressaltamos que, na verdade, Bennett et al. provaram esse enunciado para NP N coNP.
Contudo, a mesma prova vale para UP NcoUP. Considere convenientemente um oraculo A
como uma funcio f : X* — E* preservadora do tamanho, o que pode ser obtido ao interpretar
a resposta do oraculo para o par (x,i) como o i-ésimo bit de f(x). Definimos um ordculo de
permutacdo como uma fungio preservadora de tamanho que, para cada n > 0, retorna uma
permutacdo em X",

A demonstracio de Bennett et al. (1997) ¢ referente a um oraculo aleatorio de permutagio.
Devido a lei zero-um de Kolmogorov, um algoritmo com um ordculo aleatério aceita (ou
rejeita) uma linguagem com probabilidade 1 ou 0 (Bennett ¢ Gill, 1981; Dasgupta, 2011).
Conforme Bennett et al. argumentam, existe um nimero contdvel de algoritmos com ordculo e a
interseccdo de um nimero contdvel de eventos com probabilidade 1 ainda tem probabilidade 1,
portanto, uma afirmacdo que € verdadeira com probabilidade 1, para um oraculo aleatorio de
permutacdo, também ¢ verdadeira para qualquer outro ordculo aleatdrio.

Demonstracdo do Teorema 3.12. Para qualquer ordculo de permutacio A, seja

L4 = {y: primeiro bitde A™'(y) é 1},
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uma linguagem que claramente estd em (UP N coUP)4 — o certificado para y, independentemente
deye Lypouyé¢ Ly, éo unico x tal que A(x) =y, ja que A é um oraculo de permutagao.

Seja M’ um algoritmo BQTime(T (n)) que pode consultar um ordculo. Seja T'(n) =
0(2"3). Ao fazer uma amostragem aleatéria uniforme de um ordculo de permutagio A, vamos
mostrar que temos com probabilidade 1 que M4 retorna a resposta errada para a entrada 17, para
algum n suficientemente grande, o que implica que M4 ndo aceita L4, 0 que é suficiente para
mostrar que (UP NcoUP)4 ¢ BQP*. No que segue, descrevemos a prova que M4 retorna a
resposta errada para a entrada 1”.

Podemos amostrar permutacdes aleatdrias sobre {0, 1}" de acordo com o procedimento
a seguir. Sejam Xxo, X1, ..., X7(n)+1 Strings escolhidas uniformemente de modo aleatorio em
{0, 1}, Seja mo uma permutacdo amostrada uniformemente entre permutacoes 7 satisfazendo
m(xp) = 1". Agora, sendo 7 a transposi¢do (x;_1, x;), defina r; = m;—1 - 7, 1.e. mi(x;) = mi—1(xi-1)
e mi(x;_1) = mi_1(x;). Claramente, cada m; ¢ uma permutacao aleatéria de {0, 1}". Seja {A;}
uma sequéncia de ordculos de permutagdo tal que A;(y) = m;(y) se y € {0,1}" e A;(y) = A;(y)
se y ¢ {0, 1}", para todo j (lembre-se de que X pode ter outros simbolos além de O e 1, portanto,
tudo o que precisamos ¢ definir que as respostas de todos os ordculos A; sejam consistentes
sempre que x nio for uma string binaria).

Arirmagio 3.12.1. A probabilidade de 1" pertencer a exatamente uma das duas linguagens L4,
¢ Lay,, , € 1/2 (portanto, também ¢ 1/2 a probabilidade de 1" ndo pertencer a nenhuma das
linguagens ou a ambas).

Demonstracdo da afirmagdo. Tanto A;}n) (1") = x7p(m quanto AY_"%n)—l (1") = xp-1 foram
amostradas uniformemente de forma aleatoria, de modo que a probabilidade de que exatamente
uma delas tenha o primeiro bitigual a 1 € 1/2. O

Sejam |¢;) e |¢}) os estados quanticos no tempo i de M Ar(m) @ MAT()1 | respectivamente,
dada a entrada 1",

Armruagio 3.12.2. E||l¢rwy) - |¢’T(n)>|] < 1/50.

Demonstracdo da afirmagdo. Para encontrarmos o limitante de E [ ‘|¢T(n)) — |¢’T(n))‘ ] mos-
tramos que |¢r,) € |¢’T(n)) estdo proximos a superposicao |'VT(n)>' Para definirmos essa
superposicio rodamos M para a entrada 1" com um ordculo diferente em cada passo; no passo
i, usamos A; para responder as consultas para o ordculo. Denotamos por |i7), a superposi¢do
resultante no tempo i. Considere o conjunto de pares S = {(i,Xj) 1 J2i,0<i< T}. E ficil
ver que as consultas ao ordculo na computagdo descrita acima e as consultas de M;‘(n) & M;‘(n) 1
diferem apenas no conjunto S. Podemos afirmar que a magnitude esperada da consulta de
qualquer par no conjunto ¢ menor que 1/2" | pois para j > i podemos considerar x; como tendo
sido escolhido de modo aleatério durante o passo j apos as consultas ao oraculo terem sido feitas.
Seja @ a soma das magnitudes das consultas para os pares em S. Entdao

s (Y )
E[G’] < 2_n = o < o

para T(n) > 4. Seja € uma varidvel aleatéria tal que & = £%/2T (n). Entdo, pelo Teorema 3.9,
|I¢) - |¢T(n))| L8868 ‘l(b} - |¢’T(n))‘ < &. Mostramos acima que

(T(m)*

E[&*/2T(n)] = E[a] < 5




58

Mas E [s/\/ZT(n)]2 < E [&%/2T (n)]. Portanto,

< \/ZT(n) E [27‘,9(:)] < \/ZT(n)T(;)Z .
Como T'(n) < % , temos
2 2 1
Ele] < \IZT(n)T(;) 2 \/1003 < 00"

Portanto, E [||6) = I¢rn)l] < Elel < 1/100 ¢ E |16 = 197,
Segue que E H|¢> 16 ] < 1/50.

Elel =+2T(n) E

e
2T (n)

] < E[e] < 1/100.

E[l19) = Igranl] + E ||19) = 165 < 17100+ 1/100

E||19) =167 =16 +165)|| < E|19) = 167)]| +[18) = 107, | < 1/50

E||1#) = 1650|| < 1/50
o

Pelo limitante de Markov, Pr Hl(b} - |¢’T(n)) < 2/25] > 3/4. Usando o Teorema 2.4

concluimos que se ‘|¢T(n)) — |¢’T(n))‘ < 2/25, entdo a probabilidade de aceitacdo de M;‘(n) e

M;‘(n)_l diferem no maximo em §/25 < 1/3, o que significa que ambos MATt ¢ MAT()-1 ou
aceitam, ou rejeitam 1" com probabilidade maior que 3/4.

Como mostrado na Afirmacdo 3.12.1, a probabilidade de 1" pertencer exatamente
a uma das linguagens Lag,, ¢ Lay,, , ¢ 1/2. Portanto, com probabilidade de pelo menos
3/4—1/2 =1/4, MAT) ou MATm-1 d4 a resposta errada na entrada 1. Como Ar,) € Ar(y)-1
s30 escolhidos da mesma distribui¢do, MAT™ retorna a resposta errada com probabilidade de
pelo menos 1/8. Isso leva a conclusao de que M decide L4 com probabilidade de 0 para um

oraculo uniformemente aleatdrio de permutacdo A. U]

3.4 SEPARACAO ORACULAR ENTRE naCQP E NP

Apresentamos nessa secdo os resultados obtidos por Aaronson et al. (2016) sobre a
separagio oracular entre NP ¢ naCQP.

Teorema 3.13 (Aaronson et al., 2016). Seja M* um algoritmo naCQP com um ordculo A como
definido na Segdo 3.2. Seja N = 2", sendo n o tamanho da entrada x. Seja Q o niimero de
consultas feitas ao ordculo A e T o niimero de medicdes. Entdo, qualquer M* que faz uma busca
ndo estruturada, no modelo caixa preta, de um valor x obedece Q +T = Q(N'*), e, portanto, a
busca requer tempo Q(N/*).

Demonstracdo. Seja M4 um algoritmo naCQP com um ordculo A como definido na Secio 3.2.
Seja Q o numero de consultas feitas ao ordculo A e T o numero de medicdes. Seja v(x) =
(vo(x),vi(x),--- ,vp(x)) o resultado das amostragens feitas quando o item marcado ¢é x,
i.e. existe um x € {0, 1}" tal que o ordculo A retorna 1, ¢ sejav = (vg,...,vy) o resultado
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das amostragens sem um item marcado. Ambos v(x) e v sdo varidveis aleatorias. Como o
algoritmo pode distinguir entre as distribui¢des v e v(x) com probabilidade de sucesso 2/3, temos
dyr(v,v(x)) = 1/3 para todo x. Notamos que v e v(x) sdo governadas por uma distribuicio de
Markov. Portanto, pelo Lema 2.5,

T
dry(v,v(x)) 2 ) dry((vi1, vi), (vi1 (0, vi(0)))
i=1

Limitemos agora o termo

dy; = dyr((vic1,vi), (vic1(x),vi(x))) .

Assuma que as medi¢oes com colapso antes de U;, que devem ser postergadas conforme descrito
na Secdo 3.2, foram aplicadas aos k primeiros qubits. Sejam |¢) e |¢(x)) os estados anteriores
as amostragens. Entdo, decompomos

)= > asls)Igs)

se{0,1}F

p@) = > Bels) [os() -

se{0,1}F

Possiveis valores para (v;_1,v;) e (v;_1(x), v;(x)) podem ser escritos na forma (st;, st;), onde s
¢ uma string com k bits e #1 , t; s@o strings com (/ — k) bits.

Assuma por enquanto que U; ndo contém a consulta para f. Entdo, como U, ndo afeta
os primeiros k qubits, pode ser decomposta na soma

D s slev

se{0,1}F

para determinados operadores unitarios V. A transformacao U; € equivalente a aplicar V aos
ultimos [ — k qubits se a medi¢@o dos primeiros & qubits for igual a s. Entdo, a probabilidade de
(vi_1,vi) = (st1, sty) éigual a

s P18 [l Vil gl
e a probabilidade de (v;—1(x), v;(x)) = (st1, st2) éigual a
B2 [{e116: (Y2l Vil 6 (N,
Portanto, usando a desigualdade triangular

|a2b262—d262f2|:|a262f2—d262f2+a2b262—a262c2+a26262—a262f2|

< |a262f2—d262f2|+|a2b2c2—a262c2|+|a262c2—a262f2|
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a distancia de variagdo total d, ; €

1
dri=75 ) NP lnlga) FIelVil g = 1B P11 ()P KrlVel g (0) ]

. 1.0

<5 25 lsPHalgs PVl g = 1B K1116s () PI(eal Vol s ()|
i A1l

+3 0 Ml Hnled PHelVel g P = lasP o) [(lVil )|

1
t5 Z llvs P15 GNP K2l Vil ) 1P = s PIKt s o)) P Kt | Vil ()]

$.I1.02

1
= E(Sl + 82+ 83)

onde S;, S, 3 sdo as trés somas escritas acima que variam entre s € {O, 1}* e t1, 1> € {0, 1}/ 7%,
Temos agora,

S1i= ) [las Pl gs G PIEIVsl s M = 1B P14t 1¢s P12 Vil 65 ()]

= 3" (1ol = 182 (1185 CDPIE Vsl ()P
= > Ml = 1852 D IKe1 165 ) PI2l Vil () P

= > Jlewl? = 18,
N

< [ll¢) (Bl = 1¢(x)) (¢ (O]l
< 2[llg(x)) — )2

Adicionalmente,

S2:= Y e Pt g) PVl = lasP1t1¢s )P Vsl g5 ]

sl

= 3 [lVilea P (e Pl = lasPlalgs )P

$,I1,0

= > oIl g - ot 165 ()]

8,11

< 3 [Pl gs)® + (sl = 2085t s ()]

§,11

£ Z llas P11 1@ = 18511l ()] + Z [l Pl s G = 18511l s ()]

8,01 8,11

= D Nl Pl @)l = 1Bs P 195 )] + D el = 18]

8,11 8,11

< 2[llg) (] = 1p(x)) (D () llx
< A4lllg(x)) — 1)l
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Finalmente,

S3:= > Nl PRalgs D PIEIValg) P = lars Pt 165 (o)) P Il Vil s () P

8,01,

= 3 sl (IValgo) - KealVelgs )P

8,01,

< 2[llg) (¢l = 19(x)} (D)l
< 4fllg(x)) =)z -

Portanto, g
< 5(51 + 82+ 83) < 5S|lle(x)) = |d)ll2

Por outro lado, se U; ¢ uma consulta a f, entdo ¢ aplicada apenas a mudancga de sinal
para algumas das amplitudes de probabilidade de |¢) e |¢(x)). Portanto, 0 mesmo argumento
ainda mostra que dy; < 5|||¢(x)) — |)]l2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e Corolario 3.10,

N-

; < NZ|||¢<x>>—|¢>||2

=0
N-—
J Z|||¢<x>> — 19113

1
N

gM'Z

x=0

\/_

para todo i. Portanto, existe algum x tal que

=z

207TQ
VN

dyj =

1

T
dryv(v,v(x)) < Zde,i €2
i=1

T
=1

=
Il
<

Por outro lado, dyr(V,v(x)) > 1/3 para todo x, portanto ZVTNQ = % e o tempo de
execugio do algoritmo ¢ de pelo menos T + Q = Q(N'/*). O

Usando o método de diagonalizacdo do Teorema de Baker-Gill-Solovay (Teorema 2.7,
Baker et al. (1975)) obtemos o Corolario 3.14.

Coroldrio 3.14 (Aaronson et al., 2016). Existe um ordculo A tal gue NP4 ¢ naCQPA.

O principal argumento da demonstracdo do Teorema 3.13 pode ser resumido pelo
Lema 3.15.

Lema 3.15. Seja M4 um algoritmo naCQP com um ordculo A como definido na Secdo 3.2. Seja
A’ um ordculo com respostas arbitrdrias para qualquer consulta, sejam v e w os resultados de
medigodes sem colapso para M4 e MY respectivamente. Seja d; = dry((vi—1,v;), (wi_1, wi)),
entdo d; < S|||¢i-1) — |#_ - [
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4 SEPARACAO ORACULAR PARA naCQP

Neste capitulo apresentamos as contribuigdes da tese no assunto de separagdo oracular
para a classe naCQP. Especificamente, demonstramos os Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 ja enunciados
na introducao do trabalho (Capitulo 1).

Teorema 1.1 (Hepp et al., 2025). Relativo a um ordculo aleatério A, temos UP* ncoUPA ¢
naCQP# com probabilidade 1.

Teorema 1.2. Existe um ordculo genérico A tal que P4 = BQPA = SZKA = naCQP# #
UP4 ncoUPA,

Teorema 1.3 (Hepp et al., 2025). Existe um ordculo A para o qual P4 naCQP4 e

UPA N coUP” = EXPA,

Algumas das propriedades para naCQP que usamos ao estender as provas para BQP de
Fortnow e Rogers (1999), de Bennett et al. (1997) e de Tamon ¢ Yamakami (2001) para provar
nossos resultados sdo enunciados no Teorema 4.1 abaixo, que € uma versdo (para naCQP) do
Teorema BBBV para BQP de Bennett et al. (1997), que anunciamos e discutimos brevemente no
Capitulo 3 (Teorema 3.8).

Teorema 4.1 (Hepp et al., 2025). Seja M4 um algoritmo naCQP com ordculo A e seja p(n) o
tempo de execugdo de M. Seja x uma string de n bits dada como entrada para M. Para todo
& > 0 existe um conjunto de strings S com |S| < 200(p(n))*/e* tal que, para qualquer ordculo
A’, se A’ difere de A apenas em uma tinica string y e y & S, entdo

‘Pr[MA/ aceita x| — Pr|M* aceita x]‘ <e¢.

Apresentamos na Sec¢io 4.1 a demonstragdo do Teorema4.1; na Secido 4.2 a demonstragdo
do Teorema 1.1; na Secdo 4.3 a demonstragio do Teorema 1.2; e na Sec¢do 4.4 a demonstracio do
Teorema 1.3.

4.1 PROVA DO TEOREMA BBBV PARA naCQP

Queremos nesta se¢ao demonstrar o Teorema 4.1, mas antes precisamos mostrar alguns
resultados prévios.

Lema 4.2 (Hepp et al., 2025; adaptado de Bennett et al., 1997). Seja M A um algoritmo naCQP
com ordculo A como definido na Se¢do 3.2. Para umt fixo, seja T o niimero de copias de Uy
entre as portas Uy, ..., Uy, e, parae > 0, seja F C [1,t] X Z*

1. para cada (i,y) € F, U; é uma copia de Uy,

2. Yiper ay(9:)) < &2/2T.

Agora suponha que a resposta para cada consulta (i,y) € F é modificada para um bit fixo
arbitrdrio a; y, sendo estas respostas, portanto, ndo necessariamente consistentes com o ordculo.
Definimos |¢}) do mesmo modo que |¢;), mas com respeito ao ordculo A modificado pela
condicdo acima. Entdo,

g — oDl < . O
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A prova do Lema 4.2 segue por inspecdo da prova mostrada no Teorema 3.9, mas
adaptando os argumentos para naCQP. Uma observacido importante para tal é que assumimos,
na definicio de |¢;) na Secio 3.2, que até o tempo ¢ ndo ocorreu nenhuma medi¢cdo com colapso,
o0 que significa que até esse momento o algoritmo naCQP tem o mesmo comportamento que um
algoritmo BQP.

Apresentamos agora o Teorema 4.3, do qual seguem o Corolario 4.4 e o Teorema 4.1.

Teorema 4.3 (Hepp et al., 2025). Seja M2 um algoritmo naCQP com um ordculo A como
definido na Segdo 3.2. Seja T o niimero de copias de Uy entre as portas Uy, ..., Ug, e, para
e >0, sejaF C [1,R] X X* o conjunto de pares tal que:

1. para cada (i,y) € F, U; é uma copia de Uy,

2. Z(i,y)eF Qy(|¢i>) < 82/2T~

Agora suponha que a resposta para cada consulta (i,y) € F é modificada para um bit fixo
arbitrario a, y, sendo estas respostas, portanto, ndo necessariamente consistentes com o ordaculo.
Definimos |¢}) do mesmo modo que |¢;), mas com respeito ao ordculo A modificado pela
condicdo acima. Entdo, sendov = (vi,...,vg) e w = (w1,...,wg) as varidveis aleatorias
retornadas pela amostragem de {|¥)} e {|¥)}, respectivamente, a distdncia da variagdo total
entrevewé

R
dry(v,w) <2 Z 56 < 10Re.
i=1

Demonstracdo. Primeiro, fixemos um i. Como podemos postergar todas as medicdes com
colapso de modo que ocorram imediatamente antes da amostragem de v; € w;, temos, pelo
Lema 3.15,

di = dyr((vi—1,vi), (wict, wi)) < Sllgi) = 1ol
Também, pelo Lema 4.2, como Y yer ¢y (19:)) < €% /2T, temos
1) =g lI< e

Portanto, temos, pelo Lema 2.5,

R R
dry(v,w) <2 Z dry ((V,'_l, vi), (wi_q, W,’)) <2 Z 5¢ = 10Re. OJ
i=1 i=1

Coroldrio 4.4 (Hepp et al., 2025). Seja M4 um algoritmo naCQP com ordculo A como definido
na Segdo 3.2. Seja T o nimero de copias de Uy entre as portas Uy, ..., Ug. Para todo & > 0,
existe um conjunto de strings S com

|S| < 200T°R?/&*

tal que, para qualquer ordculo A’, se A’ difere de A apenas em uma string y e y & S, entdo,
sendov = (vi,...,vg) e w = (wy,...,wg) as varidveis aleatérias retornadas por M* e M*,
temos

dryv(v,w) <e.
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Demonstracdo. Primeiro, seguimos a prova do Corolario 3.11 para o resultado andlogo referente
a BQP. Como cada |¢;) tem tamanho unitario,

R

> Y ayle) <T.

i=1 vy
Seja S o conjunto de strings y tal que
2

R &
;qmcp») -

Como para qualquer y em S temos

R
151> a4y () <T,
i=1

podemos concluir que
272

S| < —.
S < =
Sey ¢ S entdo

R 82

;qy<|¢,~>) . (4.1)

Agora, de (4.1), aplicamos o Teorema 4.3, obtendo que para todo y ¢ S,

dry(v,w) < 10Re .

s

Considerando ¢ = 1‘8—R, temos

5] < 2T 200T*R*
T (¢//10R)?: g2

Desse modo, para todo y € S, temos, como desejado,
dry(v,w) <& ]

Demonstracdo do Teorema 4.1. Segue diretamente do Coroldrio 4.4, L]

4.2 SEPARACAO ORACULAR ALEATORIA ENTRE UP ncoUP E naCQP

Bennett et al. (1997) usaram a versdo original do Lema 4.2 para BQP para provar
o Teorema 3.12: em relagio a um ordculo aleatério A, temos (UP NcoUP)4 ¢ BQP# com
probabilidade 1. Estendemos a prova de Bennett et al. usando o Teorema 4.3 em vez do Lema 4.2
para BQP e mostramos que (UP NcoUP)4 ¢ naCQP* com probabilidade de 1.

Demonstracdo do Teorema 1.1. Para qualquer oraculo de permutacio A, seja

L4 = {y: primeiro bitde A™'(y) é 1},
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uma linguagem que claramente estd em (UP N coUP)4. Seja M? um algoritmo naCQTime(T (n))
que pode consultar um ordculo. Seja T'(n) = 0(2"/3). Ao fazermos uma amostragem aleatéria
uniforme de um ordculo de permutagdo A, vamos mostrar que temos com probabilidade 1 que M4
retorna a resposta errada para a entrada 1”, para algum n suficientemente grande, o que implica
que M ndo aceita L4, o que é o suficiente para mostrarmos que (UP NcoUP)4 ¢ naCQP4.
Esta probabilidade 1, quanto a selecdo aleatdria de um oraculo de permutacdo (i.e. uma funcio
que preserva o tamanho e devolve uma permutagdo em X*) permanece sendo a mesma quanto a
selecio de um ordculo aleatrio. No que segue, argumentamos que M4 retorna a resposta errada
para a entrada 1",

Podemos amostrar permutacdes aleatorias de {0, 1} de acordo com o procedimento
a seguir. Sejam Xxo, X1, ..., X7(n)+1 Strings escolhidas uniformemente de modo aleatério em
{0, 1}". Seja mo uma permutacdo amostrada uniformemente entre permutagoes 7 satisfazendo
m(xp) = 1. Agora, sendo 7 a transposi¢io (x;_1, x;), defina r; = m;_1 - 7, 1.e. m(x;) = mi_1(x;_1)
e mi(x;_1) = mi_1(x;). Claramente, cada m; ¢ uma permutacao aleatéria de {0, 1}". Seja {A;}
uma sequéncia de ordculos de permutagio tal que A;(y) = m;(y) se y € {0,1}" e A;(y) = A;(y)
sey ¢ {0, 1} paratodo j.

Para naCQTime(T (n)), sejam {|y;)} e {|¥/)} os estados amostrados por MATx ¢
MAT-1 respectivamente, dada a entrada 17, sendo v = (v,...,vg) e w = (w1i,...,wg) as
varidveis aleatdrias correspondentes, como no Teorema 4.3.

Armrmacio 1.1.1. dyp(v,w) < 1/50

Demonstracdo da afirmacdo. Considere que o algoritmo naCQTime(T (n)) M’ consulta um
ordculo A, diferente para cada t = 1,..., R, sendo {|y,)} os estados correspondentes ¢ g =
(q1,...,qR) as varidveis aleatérias correspondentes. Considere o conjunto de pares S = {(i X j) :
Jj =21i,0 <i<T(n)}. Por construcio, as consultas dos ordaculos descritos acima e de M. T( )€

M;‘(n)n diferem apenas no conjunto S. Como cada x;, para j > i, pode ser visto como tendo sido
escolhido de modo aleatério no passo j, apOs a superposicao das consultas do ordculo ter sido
escrita na reposta do ordculo, a magnitude esperada da consulta de cada par em S ¢ no maximo
1/2". Portanto, sendo a a soma das magnitudes das consultas ap6s o passo T'(n) > 4 para os
elementos de S,

1 () @m)?

E
o< =5 <

Seja & uma varidvel aleatdria tal que a = . Entdo pelo Teorema 4.3, e ao fazer

82
200R7T (n)
. . ., . / .
uma substituigdo de varidveis & = 175 , temos dyr(q,v) < € e dyr(gq,w) < &. Mostramos acima

que E[&2/200R2T (n)] = E[a] < (T(n))2/2". Mas E [s/R\/ZOOT(n)]Z < E [€2/200R°T (n)].
Portanto,

&

V200R2T (n)

£ (r (n))2
< ooerin £ | < oorern T

Ele] = V200R2T (n) E

ComoT(n)<2/ eR< 20

< 500 © 300 » LEMOS

(> [0 1
2005 100 °

Ele] < \/200R2T( )
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Portanto dyr(q,v) < Ele] < 1/100 e dyyr(q,w) < E[e] < 1/100. Segue que dyyp(v,w) <
1/50.
0

Pelo limitante de Markov, se dyr(v,w) < 1/50, entdo Pr[dyr(v,w) < 2/25] > 3/4,
i.e. com probabilidade ao menos 3/4 temos dyy (v, w) < 2/25 < 1/3, o que significa que ambos
MATe) ¢ MATO)-1 oy aceitam, ou rejeitam 17,

Como mostrado na Afirmacdo 3.12.1, a probabilidade de 1" pertencer exatamente
a uma das linguagens Lag,, ¢ Lag,, , € 1/2. Portanto, com probabilidade de pelo menos
3/4—1/2 =1/4, M4 ou MATm-1 d4 a resposta errada na entrada 1. Como Ar,) € Ar(y)—1
s30 escolhidos da mesma distribui¢do, MAT™ retorna a resposta errada com probabilidade de
pelo menos 1/8. Isso leva a conclusao de que M decide L4 com probabilidade de O para um
oraculo uniformemente aleatdrio de permutacdo A, concluindo assim a prova. L]

4.3 SEPARACAO ORACULAR GENERICA ENTRE UP ncoUP E naCQP

Discutimos agora como usar o Teorema 4.1 para provar o Teorema 1.2 (existe um ordculo
genérico A tal que P4 = naCQP4 # UP% NcoUP?) do mesmo modo que Fortnow e Rogers
(1999) usaram o Teorema BBBV (Teorema 3.8) para provar que existe um oraculo genérico A
para o qual PA = BQP# # (UP NncoUP)4,

Uma condi¢do de Cohen é uma funcao parcial {0, 1}* — {0, 1} cujo dominio € finito.
Uma condicio o estende outra condicio 7 se para todo x € dom(r) temos o (x) = 7(x). Um
oraculo A estende a condi¢do 7 se para todo x € dom(7) temos A(x) = 7(x).

Um ordculo genérico ¢ um oraculo que estende ao menos uma condicdo em todo
conjunto S. Sendo §:

* Um conjunto de condi¢des de Cohen.

* Definivel. Uma condi¢io o € S pode ser expressa por uma formula finita em termos de
predicados recursivos, operagdes booleanas e quantificadores universais.

* Denso. Para toda condicao Cohen 7 existe uma condi¢do o € S que estende 7.

Um tamanho aceitdvel ¢ um inteiro no intervalo de uma fungio torre, que tem a seguinte
definigdo recursiva:
torre(0) =2,

torre(n +1) = 210rretm

Uma condi¢do UP € uma condicido de Cohen que pode ter o valor 1 para no maximo uma string
para todo tamanho aceitavel e 0 para qualquer string que ndo tem um tamanho aceitavel. Um
ordaculo genérico UP é um ordculo que atende a condicao UP.

Demonstracdo do Teorema 1.2. Sendo B uma linguagem PSPACE completa, ¢ sendo C um
oraculo genérico UP NncoUP, Fortnow e Rogers definem

A=BoC={0x:xe B}U{ly:yeC}.

Fortnow e Rogers afirmam primeiro que, pelo argumento de diagonalizacdo do Teorema
de Baker-Gill-Solovay (Teorema 2.7), relativo ao oraculo A,

PA 2 (UPNcoUP)A.
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Depois, Fortnow e Rogers usam o Teorema BBBV para provar que P4 = BQP# relativo ao
oraculo A como construido. Apontamos os detalhes que devem ser adaptados para que 0 mesmo
seja valido para P4 = naCQP#, desse modo, concluindo a prova para o Teorema 1.2.

Seja M um algoritmo BQP# (em nosso caso, um algoritmo naCQP?*) que roda em
tempo O(p(n)), e seja W um algoritmo P4,

Os autores provam que, dado M, é possivel construir W tal que, com alta probabilidade,
M4 aceita uma entrada x se e somente se W4 também aceita x. Como B é PSPACE-completo,
claramente, M5B (x) = W8(x).

Concernente ao oraculo C, note que M pode consultar C apenas para um nimero
polinomial de strings, também com tamanho polinomial. Pelas condi¢des impostas pela definigdo
do oraculo, C contém apenas um nimero polinomial de strings que pode alterar a computagdo de
M, com respeito ao caso em que M consulta apenas B.

Como uma das condi¢bes impostas em C é que os tamanhos de suas strings sao expo-
nencialmente distantes, existe no maximo uma string y, de tamanho £, limitado polinomialmente,
tal que W pode encontrar em tempo polinomial todas as strings menores que y em C apenas
consultando C.

Se y ¢ C, entdo W ao consultar B pode decidir se M A aceita ou rejeita x. Desse modo,
a unica possibilidade da saida de M4 para x divergir da saida de W4 é se y € C. Contudo,
pelo Teorema BBBV (em nosso caso, Teorema 4.1), conhecemos que o conjunto S de tais
strings y que podem alterar com probabilidade maior que € a decisdo de M de aceitar para
rejeitar (ou vice-versa) é polinomialmente pequena: 4(p(n))*/e pelo Teorema BBBV para BQP;
200(p(n))*/e pelo Teorema 4.1 para naCQP.

Ora, o problema de encontrar todas as strings em S com tamanho ¢ estd em PSPACE.
Portanto, W pode encontrar essas strings ao consultar B ¢, ao consultar C, quanto a cada uma
delas, pode encontrar com alta probabilidade se a saida de M ¢€ alterada ou ndo. L]

4.4 SEPARACAO ORACULAR EXPONENCIAL ENTRE UP ncoUP E naCQP

Tamon e Yamakami (2001) afirmaram que existe um ordculo A para o qual P4 = BQP4
e UP4 = EXP4, apresentando um esbogo de prova para tal. Como P? # EXP2, para todo ordculo
B, temos que P4 = BQP4 = UP4 = EXPA. Utilizamos as ideias principais desse esbogo de prova,
para provarmos que existe um ordculo A para o qual PA = naCQP# ¢ UPA ncoUP4 = EXP4.
Considerando que o esboco de Tamon ¢ Yamakami ndo € facil de entender e contém detalhes
técnicos que ndo estamos certos se estdo corretos, a demonstracdo para o Teorema 1.3 nio
somente prova o resultado mais forte para as classe naCQP e UP NcoUP, como também fornece
uma prova completa para o resultado mais restrito de Tamon ¢ Yamakami.

Demonstracdo do Teorema 1.3. Seja M’ um algoritmo naCQP que pode consultar um ordculo
tal que dada a entrada (0/,x), j < |x|: roda em tempo linear em j + |x| para qualquer ordculo;
faz uma consulta com tamanho menor que |x|; e tem probabilidade de erro menor que 27/~P,
Seja {Mk?} reN uma enumeracio de tais algoritmos.

Armrmacgio 1.3.1. Seja {M,f}keN a enumeracio dos algoritmos naCQP# como definidos e

restritos acima. Entdo naCQP# ¢ o conjunto das linguagens decididas por um algoritmo no
conjunto {M{ }ren.

Demonstracdo da afirmagdo. A prova usa um argumento de padding. Seja W’ um algoritmo
naCQP que consulta um ordculo e roda em tempo no maximo |x|¢ para algum ¢ € N. Entdo,
M ,Z é 0 algoritmo naCQP que consulta um ordculo e que, para a entrada (0P, xOFI*=F) emula
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W’ (x). Assumindo que Mk? rejeita se a entrada nao condiz com esse formato, claramente temos
que M/, para a entrada (07, y), roda em tempo linear no tamanho de entrada (i.e. j + |y|) e faz
consultas para o ordculo apenas com tamanho menor que |y|. Assumimos também sem perda de
generalidade que se x € L, entdao Pr[ My (O|x|,x0|x|c‘|x|) =1]>1- 2=kl ge se x ¢ L, entiio
Pr[M; (OF1, xORI° =¥y = 1] < 27 RKI=RI°, O

Para o ordculo A que queremos construir, seja L4 uma linguagem completa EXP4
¢ E4 uma mdquina de Turing deterministica com consulta a A que decide L4 em tempo
exponencial. Podemos também assumir sem perda de generalidade que E4 roda em tempo 2!

max{|al, |bl, |c|,|d]|, le|} para todos a,b,c,d, e € X. Dados k > 0 e s € {0,1}*, denotamos s7,
como a (k + 1)-€sima string em {0, 1}". Se k = 0 temos s; = 0". Construimos A tal que para
qualquer n suficientemente grande e todas strings x de tamanho n e todo k com 0 < k < n,

(a) Pr[MAO/=" x) = 1] > 1 =272 = (00, s/ 21 x 17" 17%y € A;
k k
(b) Pr[MA(07=",x) = 0] 2 1 =272 = (00, /2T 1717y ¢ A;

©x € LA = |{y € ¥ 1, 1Me®] x y 1"y € A} = 1 e |[{z € X"
(10, 1Mo x 17" 7} € A}| = 0;

@x ¢ L* = |{y € (01,1081 x v 17y € A} = 0 e |[{z € X7
(10, 1MogM1 x 17" 7y € A}| = 1.

Arirmagio 1.3.2. Se condigdes (a) e (b) sdo satisfeitas, entio P4 = naCQP4.

Demonstracdo da afirmagdo. Uma maquina de Turing deterministica pode decidir a mesma
linguagem que M;* ao consultar A sobre (00, s,?og("ﬂ,x, 17,17, O

Arirmacio 1.3.3. Se condicdes (¢) e (d) sdo satisfeitas, entdo UP4 ncoUPA = EXPA.

Demonstracdo da afirmagdo. Uma maquina de Turing ndo deterministica pode decidir L* ao
ini n’ 4 [og(m)] n’ Aqui
encontrar um unico y € ¥ e consultar o ordculo sobre (01, 1 ,x,y, 1), essa maquina

7z L B s 2 -
também pode decidir coL? ao encontrar um tnico z € X" e consultar o ordculo sobre
(10, 1MoeM1_x 1% 7). 0O

Dizemos que:

[og(n)1

2 =52
5 17,1 ycom O < k < m;

* w ¢ uma 00-string se w tem a forma (00, s
 w é uma Ol-string se w se tem a forma (01, 171021 x 1”2) com |y| = n*;
* w ¢ uma 10-string se w tem a forma (10, 1 Mog(m1 5 1”2, Z) com |z| = n.

Construimos A por estdgios, para cada entrada x seguindo a ordem lexicografica. Em
cada estagio o ordculo ¢ descrito como uma fungdo parcial o4. O estdgio inicial é definido como
o4 (A) =0 para uma string vazia A. Para cada estagio x, consideramos todas as possiveis strings
w de w = (00,0,x,0,0) até w = (10, 1701y 17 17y,

Seja p(w) um qubit definido abaixo de modo recursivo. Queremos que p(w) represente
a resposta do ordculo, de modo que, se a resposta for 0 (1), entdo p(w) € |0) (|1)) com alta
probabilidade, i.e. > 1 — 272",
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Passo 1. Para toda string w que ndo ¢ 00-string, 01-string, ou 10-string: p(w) = |0).

Passo 2. Atribuimos para toda O1-string w e 10-string w a variavel v,, que indica se w pertence
ao oraculo A, e fazemos p(w) = |vy,). A variavel v, serd valorada mais tarde. Se
w € dom(oy), entdo p(w) = |oa(w)).

Passo 3. Se w é uma 00-string, definimos p(w) como o estado quantico correspondente a saida,
antes da medicdo final, de M ,f(Of =" x). Note que, como o tamanho de cada consulta

€ menor que |x|, e, portanto, menor que +/|w|, podemos considerar as respostas para
essas consultas como ja definidas por recursdo. Entdo, adicionamos w para A se e
somente se a saida majoritaria de p(w) é 1.

Para completar a construcio do ordculo A no estagio x, precisamos valorar v, quando w
¢ ou uma 01-string ou uma 10-string. Denotamos a string r de tamanho 2 - 27" contendo em sua
primeira metade a indexagdo de todas as strings y € ¥ e em sua segunda metade a indexagdo de
todas as strings z € > Isto ¢, cada bit da primeira metade de r corresponde a uma 01-string na
forma (01, 17021 x y 1”2) e cada bit da segunda metade de r corresponde a uma 10-string na
forma (10, 1102001« 1”2, z). Definimos C, (1) como a saida da emulagio de E4(0/<",x) com a
condic¢do que quando E fizer uma consulta w, computamos p(w) e usamos a saida majoritaria.

0 n2l_. .
Arirmacio 1.3.4. Para todo x existe uma string r dada por r = d; = 0'10% =il 0<i< 2”2”)
que pode estar em um dos dois casos:

1. Co(d;) = 1se (i <27);
2. Cul(d;) = 0se (i = 27).

Interpretamos a string r do seguinte modo. Atribuimos vy, = 1 para a string w indexada pelo
(i + 1)-ésimo bitde r, e vy, = 0 para todo w indexado pelos demais bits de r.

Demonstracdo da afirmagdo. Devido a recursdo usada para obter p(w) para as 00-strings, o

namero de niveis necessarios para computar C, (r) é no maximo |log n] — 1. Portanto, o nimero
llogn]
i=0

probabilidade de C, (r) obter a resposta correta ¢ maior que (1 — 2‘2”)22"71 > +/1/e > 2/3, para
n suficientemente grande.

Precisamos, finalmente, considerar que uma subcomputacao p(w) pode retornar um
resultado errado com probabilidade maior que 277", Para tais casos podemos considerar que
a subcomputagdo p(w) retorna |1) ou |0) de modo arbitrario. De acordo com o Teorema 4.1,
temos um conjunto polinomialmente pequeno S de respostas do ordculo que pode alterar com
probabilidade maior que € a saida de um algoritmo naCQP. Concluimos, portanto, que sempre
existe um modo de atribuir os valores de v,, para esses valores w “ruins” de modo a ndo ocorrerem
0§ €asos:

de consultas que C,(r) faz € no maximo [] (2% que é menor que 22", Portanto, a

1. (i< 2”2) eCy(d;) =0;¢e
2. (i>2") e Cld)) = 1. O

O Passo 3, correspondente a construgdo das 00-strings, juntamente com a Afirma-
¢do 1.3.4, correspondente a construcdo das 01-strings e 10-strings, cumprem as Condicoes (a),
(b), (¢) e (d), assim, concluindo a prova. L]
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5 PROBLEMAS RELACIONADOS A CLASSES DE CONHECIMENTO ZERO

Parte dos resultados apresentados nesse capitulo correspondem a um trabalho feito em
conjunto com Abner F. B. Costa, cujo foco de pesquisa era o problema do subgrupo oculto (Costa,
2024).

O Problema do Subgrupo Oculto, referido por HSP (do inglés “Hidden Subgroup
Problem™) generaliza muitos problemas que se suspeita serem NP-intermedidrios, tais como
Fatoracdo (Shor, 1994) e Isomortismo de Grafos (Jozsa, 2001), que sdo problemas de bastante
interesse no contexto de computagcdo quantica. A definicdo comumente encontrada na literatura
para HSP ¢ a introduzida por Babai e Szemerédi (1984) num contexto de problemas de caixa preta.
Determinar se um subgrupo oculto € ou ndao o subgrupo trivial ¢ uma defini¢cdo bem estudada
para uma versao de decisao de HSP (Ettinger et al., 2004; Hayashi et al., 2008; Sdroievski et al.,
2019) e ¢ a utilizada neste trabalho, embora ndo seja a tnica versio de decisdo (detalhes técnicos
sao discutidos na sequéncia). Esta versdo de decisdo, referida por dHSP, foi demonstrada estar na
classe de conhecimento zero HVPZK e, se a dimensdo do grupo for conhecida, também pertence
a classe NISZK (Sdroievski et al., 2019).

Investigamos restrigdes sob as quais dHSP tem um protocolo de conhecimento zero
perfeito ndo-interativo com abrangéncia perfeita (i.e. pertence a classe NIPZK;). Mostramos que
isto € valido sempre que podemos amostrar uniformemente ao acaso elementos do grupo e de um
conjunto, com a mesma dimensio do grupo, que contenha a imagem da funcio que esconde o
subgrupo (Teorema 1.4). Outras restrigoes sdo também apresentadas (Corolarios 5.2 e 5.3).

A classe NIPZK foi definida por Malka (2008), que mostrou um problema completo
para a classe. Ele também insinuou que, com uma certa restricdo, este problema poderia
tornar-se completo para NIPZK;, mas ndo provou explicitamente esta afirmacio, uma vez que
ndo era esse o objetivo do trabalho. Chamamos esse problema de Uniforme-ou-Pequeno (US, de
Uniform-or-Small) e mostramos sua prova na Secdo 5.2.

NIPZK; — NIPZK — NISZK

e

dHSPp,, — dHSP|| — dHSP — HVPZK

Figura 5.1: Uma seta A — B representa: que A € B se A e B sio classes; que A € B, se A ¢ um problema ¢ B
¢ uma classe; que A ¢ uma restricio de B, se A ¢ B sfo problemas. Nosso resultado ¢ destacado por uma seta
vermelha em negrito.

A Figura 5.1 mostra as relagcdes conhecidas entre as classes de complexidade de
conhecimento zero e as restricdes de HSP. Para distinguir as diferentes versoes de decisdo
mencionadas, usamos dHSP para o caso geral, dHSPg| para o caso restrito quando a dimensio
do grupo ¢ conhecida, e dHSPy,, para 0 nosso caso restrito.

Assumimos que o leitor esta familiarizado com os tdpicos basicos da teoria dos grupos,
para os quais remetemos para Herstein (1991) e Costa (2024).

Considere uma familia de grupos 8 = {B,},>1 tal que: os elementos de B, sio
representados unicamente por palavras de comprimento poly(n); e as operagoes, de cada grupo
B, inverso, produto e teste de identidade sdo computadas em tempo poly(n), denotamos por e
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o elemento identidade de B,. A definicdo formal de HSP que consideramos ¢ a proposta por
Sdroievski et al. (2019), em que nos € dado um inteiro positivo # (em undrio) € um circuito
booleano Cy que recebe codificagoes de elementos de um grupo G C B, como entrada e devolve
uma saida de m bits, sendo m um inteiro positivo. Assumimos que Cy calcula uma fungao f que
oculta um subgrupo H em G, i.e. f(a) = f(b) se e somente se aH = bH para todos a,b € G.
O objetivo do problema HSP € produzir um conjunto gerador de H. Agora, para dHSP, como
definido abaixo, o objetivo ¢ decidir se H ¢é trivial, i.e. f(a) = f(b) se e somente se a = b.

dHSP (para uma familia de grupos 8 = {B, },>1 como acima)

Dados: onT,C f), onde T ¢ o conjunto gerador de um grupo G C By, sendo
IT| = poly(n), e C¢ € um circuito de tamanho poly(n) que recebe
codificagdes de elementos de B, ¢ devolve strings com m bits, para
algum m € Zy, de modo que Cy computa uma funcio f que oculta
um subgrupo H em G;

decidir entre: instancia positiva: dHSPy = {(0",T,Cy) : |[H| = 1};
instancia negativa: dHSPy = {(0",T,Cy) : |[H| = 2};

prometido que f oculta um subgrupo H C G.

Além da relacio do problema HSP com classes de conhecimento zero, uma questdo de
interesse nesse trabalho € a relacio de classes de conhecimento zero com computagdo quantica.
Especificamente, exploramos a seguinte pergunta:

Pergunta 5.1. NIPZK; C coQMA?

Sabe-se que SZK € AM N coAM. Portanto, sob hipéteses de desaleatorizacdo, suspeita-
se que SZK € NPNcoNP, porém essa ndo parece ser uma pergunta facil de responder.
Observe que SZK € MANcoMA implica NIPZK € coQMA uma vez que NIPZK C SZK ¢
coQMA 2 coMA; ressalte-se que se conjectura que MA = AM o que ¢ mais uma evidéncia de
NIPZK € coQMA.

Com relaco a separagdes oraculares, sabemos que existe um oraculo para o qual NISZK
ndo estd contido em PP, uma superclasse de QMA e coQMA (Bouland et al., 2019). Também
existe um ordculo para o qual NIPZK; néo estd contido em QMA (Aaronson, 2012; Sherstov ¢
Thaler, 2022).

Uma maneira de demonstrarmos NIPZK; € coQMA ¢ provando que um problema
completo para NIPZK; pertence a COQMA. Uma estratégia possivel é verificar primeiro que tipo
de instancias ndo necessitam de um provador, estando a restrigdo correspondente do problema em
BQP. Um resultado foi a identificacdo de uma dessas restricoes, a qual chamamos de Distancia
Estatistica entre Distribuicdo Biparticionada e Distribui¢do Uniforme (BSDU). Provamos que
BSDU € BQP, um resultado que também € interessante por si s, pois nao parece razoavel que
BSDU € BPP.

Neste capitulo mostraremos algumas restricdes para as quais dHSP pertence a classe
NIPZK;, o problema completo para NIPZK;, e que BSDU € BQP. Depois, discutimos a
conjectura NISZK C coQMA.

5.1 VERSAO DE DECISAO DE HSP E CLASSES DE COMPLEXIDADE DE CONHECI-
MENTO ZERO

Embora ndo saibamos se dHSP pertence a classe NP, o problema pertence a classe
CcONP, pois para |H| > 2, podemos usar um elemento i # e € H como um certificado para uma
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instAncia negativa. Para verificar isso, verificamos se f(h) = f(e). E mostrado em Sdroievski
et al. (2019) um protocolo perfeito de conhecimento zero com verificador honesto para dHSP,
estabelecendo que dHSP € HVPZK. Além disso, Sdroievski et al. (2019) demonstrou que, se
soubermos o tamanho do grupo G, como é o caso dos grupos de permutacdo Seress (2003), entdo
ha uma reducio polinomial de Karp de dHSP para o Problema de Aproximacao de Entropia
(EA), um problema de promessa completo para NISZK.

Observamos que Im(f), aimagem da fungio f, tem no maximo |G| elementos, portanto
Cy tem no méximo |G| possiveis saidas diferentes. Definimos dHSP;,, como uma restri¢do de
dHSP em que podemos fazer uma amostragem uniforme de elementos aleatorios de G e de um
conjunto Ay C {0,1}"™ de modo que Im(f) € Ay e |Ar| =|G|. Embora essa restricdo possa
parecer artificial, observe que ela ¢ valida para casos importantes, como quando G = Z, com
adi¢do ou multiplicagdo modular. O Corolario 5.2 expande ainda mais quando essa restricao
pode ser atendida.

Demonstramos agora o Teorema 1.4 ja enunciado na introducio do trabalho (Capitulo 1).

Teorema 1.4 (Costa et al., 2023). dHSP,, € NIPZK;.

Demonstragdo. Sejar € Ay, escolhido uniformemente de forma aleatdria, a string compartilhada
esejaB,={ge€G: f(g)=r} Oprovador P faz uma amostragem de g € B, uniformemente
aleatdria e a envia para o verificador V, que aceita se f(g) = r e rejeita caso contrario.

Como Cy € um circuito de tamanho poly(n), o verificador V pode calcular f(g) de
modo eficiente. Se |H| = 1, entdo V sempre aceita, alcancando a propriedade de abrangéncia.
Agora, mostramos a propriedade de credibilidade. Se |H| > 2, entao [Im(f)|/|G| < 1/2. Como
r € Ay € escolhido uniformemente de modo aleatério, a probabilidade de r € Im(f) € de no
maximo 1/2. Portanto, a probabilidade de que exista g € G que possa ser enviado de P para V
de modo que f(g) = r é de no maximo 1/2.

Para obtermos a propriedade de conhecimento zero, considere § como o simulador que
escolhe g’ € G uniformemente de modo aleatdrio e calcula ” = f(g’). Como |H| = 1, a fungio
f € uma bijecdo, obtendo " € Ay também uniformemente de modo aleatério. Portanto, as
transcrigoes (Cy,r’, g’) do simulador S e as transcrigdes (Cy, r, g) do protocolo sdo distribuidas
de forma idéntica sempre que |H| = 1. 0

Os Corolarios 5.2 e 5.3 decorrem 1imediatamente do Teorema 1.4.

Corolario 5.2 (Costaet al., 2023). Se existe uma amostragem uniforme de elementos aleatorios de
G e se Ay ¢é o conjunto das primeiras |G| strings em ordem lexicogrdfica, entdo dHSP € NIPZK;.

Corolario 5.3 (Costa et al., 2023). Se existe uma amostragem uniforme de elementos aleatorios
de G, e o circuito Cy tem como saida strings de tamanho (log |G|), entdo dHSP € NIPZK;.

5.2 UM PROBLEMA COMPLETO PARA NISZK;

A classe NIPZK foi definida por Malka (2008), que também apresentou um problema
de promessa completo para a classe. Ele também deu a entender que uma versao restrita desse
problema ¢ completa para a classe NIPZK;, mas ndo provou explicitamente essa afirmacao.
Mostramos, seguindo uma estrutura semelhante da prova de Malka, que o resultado é realmente
valido.

A seguir, definimos o problema Uniforme-ou-Pequeno (US, de Uniform-or-Small), em
que U,, denota a distribui¢do uniforme em todas as strings de m bits e suporte(X) = {y €
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{0, 1} : Pr[ X = y] # 0} é o suporte de X. Esse problema ja foi estudado por Dixon et al. (2020),

que mostrou que existe um ordculo A em relacdo ao qual US nao estd na classe probabilistica
SBP.

us

Dado: um circuito C : {0, 1} — {0, 1} de tamanho poly(n) que codifica
uma distribuicido X;

decidir entre: instdncia positiva: USy = {X : dyr (X, U,,) = 0};
instancia negativa: USy = {X : |suporte(X)| < 2"/3}.

prometido que vale um dos casos.

Demonstramos agora o Teorema 1.5 ja enunciado na introducio do trabalho (Capitulo 1).

Teorema 1.5 (Costa et al., 2023). O problema US é completo para NIPZKj.

Demonstragdo que US € NIPZK;. Sejar € {0,1}", escolhido uniformemente de forma
aleatoria, a string compartilhada e seja B, = {w € {0, 1}" : X(x) = r}. O provador P faz uma
amostragem uniforme e aleatéria de © € B, e a envia para o verificador V, que aceita se X () = r
e rejeita caso contrdrio.

Como C € um circuito de tamanho poly(n), o verificador V pode calcular X ()
eficientemente. Se X € USy, entdo V sempre aceita, obtendo a propriedade de abrangéncia. Se
X € USy, entdo, como [suporte(X)| < 27/3 e r é uniformemente aleatdrio, a probabilidade de
r € suporte(X) é de no maximo 1/3. Portanto, a probabilidade de que haja algum 7 € {0, 1}"
com X(m) = r que possa ser enviado por P para V € de no maximo 1/3, obtendo a propriedade
de credibilidade.

Para obtermos a propriedade de conhecimento zero, consideremos X € USy e § como
o simulador que escolhe 7’ € {0, 1} uniformemente de forma aleatéria e computa r’ = X (7).
Quando X € USy, obtemos ' € {0, 1} uniformemente de forma aleatoria. Portanto, as
transcricoes (X, r’, n')y do simulador § e as transcricoes (X, r, m) do protocolo sdo distribuidas
de forma idéntica sempre que X € USy. O
Demonstragdo que US é NIPZK -dificil. Seja Il = (Ily, [1y) um problema de NIPZK; e seja
(P, V) um protocolo nao interativo para I[1 com abrangéncia perfeita e erro de credibilidade de
no maximo 1/3. Denotamos r como a string compartilhada, escolhida uniformemente de forma
aleatoria, com tamanho |r| = |x|° para algum ¢ € N e todo x € [Ty UTly. Seja § um simulador
para (P, V) e d uma constante tal que S nio use mais do que |x|“ bits aleatérios para toda entrada
X.

Mostramos que IT tem uma reducio polinomial de Karp para US. Definimos uma
maquina de Turing polinomial que, dada a entrada x € Ily U IIy, tem como saida um circuito
C : 40, 1}|x|d — {0, 1}P° que codifica uma distribuicio X, de modo que se x € Iy, entdo
X € USy e se x € [y, entdo X € USy. Dado x, o circuito C € construido de forma que, dada a
entrada rg com |rg| < |x|, emula a computagio de S em x sob a aleatoriedade de rs, produzindo
a visualizagdo (x, r, ), em que r ¢ a string compartilhada em (P, V) e 7 é a mensagem enviada
de P para V. Entao, C tem como saida r se V(x,r,m) = aceitae ORI caso contrério.

Agora, analisamos a reducio. Se x € Iy, entdo V(x,r, 7) = aceita. Por construgio,
C tem como saida r. Como r € uniformemente distribuido, X ¢ a distribuicdo uniforme. Se
x € Iy, mostramos que |suporte(X)| < 27 /3. Pela condicio de credibilidade, a probabilidade
do verificador V(x) aceitar em (P,V) é menor que 1/3. Assim, por construcdo, em mais
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de 2/3 casos para todos os 2% possiveis resultados de C temos a string 0¥l°.  Portanto,
|suporte(X)| < 2P°/3. O
Claramente, |suporte(X)| < 2™/3 na defini¢do de US poderia ser substituido por
|suporte(X)| < B - 2™ para qualquer constante positiva 8 < 1, ¢ o Teorema 1.5 também seria
vélido. De fato, US foi declarado de forma equivalente por Dixon et al. (2020) com g = 1/2.

5.3 BSDU € BQP

Recordemos, da definicdo do problema SDU, problema completo para NISZK, que
recebemos um circuito booleano classico C de tamanho polinomial em n que codifica uma
distribui¢io de probabilidade X sobre todas as strings com n bits. Podemos, a partir de C, obter
em tempo polinomial cldssico um circuito quantico Q com n qubits de saida e m > n de entrada
tal que, recebendo |0Y*™, devolve o estado misto cuja matriz de densidade p é a matriz diagonal
das probabilidades das 2" strings. Desse modo, rescrevemos a defini¢ao de SDU.

SbU

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n e um circuito quantico Q de
tamanho polinomial em m com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: p uma matriz diagonal e a saida de Q ao receber |0)*";

decidir entre: instancia positiva: |lp —1/2" ||« < 1/n;
instancia negativa: ||p — 1/2"||¢ > 1 —1/n;

prometido que vale um dos casos.

Definimos o problema BSDU a seguir.

BSDU

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n e um circuito quantico Q de
tamanho polinomial em m com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: p asaida de Q ao receber |0)®™, de modo que p é uma matriz diagonal, e

para todo i < 2"/2 e todo j > 2"/2, temos p;; 2 p;;;
decidir entre: instancia positiva: |lp —1/2" ||« < 1/n;
instancia negativa: ||p — 1/2"||x > 1 = 1/n;

prometido que vale um dos casos.

Demonstramos agora o Teorema 1.6 ja enunciado na introducio do trabalho (Capitulo 1).
Quando os primeiros 2" /2 da diagonal de p ndo sdo maiores ou iguais aos outros 2" /2 elementos,
podemos resolver BSDU em tempo polinomial quantico ao se considerar apenas o primeiro qubit.

Teorema 1.6 (Hepp et al., 2021). BSDU estd em BQP.

Demonstracdo. Supomos sem perda de generalidade que n > 3, pois, caso contrario, poderiamos
decidir entre dyr(X,U,) < 1/n e dyp(X,U,) > 1 — 1/n em tempo O(1) classico. Seja p a
matriz de densidade devolvida pelo circuito quantico Q, conforme discutimos. Sejam a = 1/n,
pB=1-1/n, N =2" e o amatriz de densidade reduzida do primeiro qubit obtida ao se fazer o
traco parcial dos demais qubits de p. Vamos mostrar que:

(i) sellp = 1/Nllx < @, entdo ||o = 1/2||¢ < e
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(i) se[|p = T/Nllx > B, entdo [lo = 1/2|| > B/2.

Observe que

N/2 N
o= (Zpii) |0) (0] + Z pu |I1) (1] .
i=1

i=N/2+1

Considerando a definicdo do problema BSDU e que p e o sdo matrizes diagonais, fazendo
Ok '=pkk — 1/N para todo k, temos 6; > 6, paratodoi < N/2etodo j > N/2e:

1
lp—1/Nllx = §(|,011 —1/N|+---+|pyy — 1/N|)

1
:§(|51|+”'+|5N|)§

1
lo =172y = E(lpll +p2+ -+ pypane = 12+ pNpan2 + o+ ovw — 1/2])
1
= §(|51 +02+ -+ 0N+ ON2e1 + -+ ON]) .

(1) Por desigualdade triangular, || — 1/2||¢ < @ segue imediatamente da promessa
lp —1/Nlle < .
(i1) Como o trago de p ¢ igual a 1 e todos os elementos de p sdo reais ndo-negativos,

lo=T1/Nlle= Y 8= > 16:] > B

6;>0 6;<0

temos

—-1/N <6; <1—-1/N paratodoi.
Observe que, de 35, .0|0:| > B, segue que
x::|{6,~ 10 > O}l > 0;
|{5,’25,’ <O}| :N—x>N/2.

Portanto, como 6; > ¢; para todoi < N/2 e todo j > N/2, a soma |61 + 62 + -+ + S| +
|On/241 + ... + 6| € minimizada quando todos os N —x valores em {|d;] : 6; < O} sdo iguais a

25i<0|6i| = ﬁ
N —x N-x"

Assim,
1
||O' = ﬂ/zlltr = §(|51 + 52 Hmus 6N/2| + |6N/2+1 + ...+ 5N|)

o L p - )

)

“2\N—x/T2\N-1] 2

Como consequéncia, o problema BSDU reduz-se a (1/n,1/2 —1/(2n))-1QSC: com
isto, o algoritmo polinomial quantico para BSDU segue da Proposicio 3.5. L]
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Podemos generalizar o resultado do Teorema 1.6 para resolver em BQP o problema que
chamamos de BSDU;, para 1 <i < n fixo:

BSDU;

Dados: dois inteiros ndo-negativos m e n tais que m > n e um circuito quantico Q de
tamanho polinomial em m com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: p asaida de Q ao receber [0)®", de modo que p é uma matriz diagonal e o7,

a matriz de densidade reduzida do i-ésimo qubit;
decidir entre: instancia positiva: |lp —1/2" ||« < 1/n;
instancia negativa: ||p —1/2™|le > 1 = 1/ne||loy = 1/2||lx > 1/2 — 1/(2n);

prometido que vale um dos casos.

Note que BSDU = BSDU;.

5.4 SOBRE A PERGUNTA US € coQMA

Recordemos, da definicdo do problema US, problema completo para NIPZK{, que
recebemos um circuito booleano cldssico C de tamanho polinomial em n que codifica uma
distribui¢io de probabilidade X sobre todas as strings com »n bits. Conforme a Secdo 3.1, €
possivel, a partir de C, obter em tempo polinomial cldssico um circuito quantico Q com n qubits
de saida e m > n de entrada tal que, recebendo |0Y®™, devolve o estado misto cuja matriz de
densidade p ¢ a matriz diagonal das probabilidades das 2" strings. Desse modo, rescrevemos a
defini¢do de US.

us

Dados: dois inteiros ndo-negativos m € n tais que m > n e um circuito quantico Q de
tamanho polinomial em m com m qubits de entrada e n qubits de saida;

sendo: p uma matriz diagonal e a saida de Q ao receber [0)®";

decidir entre: instdancia positiva: p = 1/2";
instancia negativa: ||p — 1/2"|w = 2/3;

prometido que vale um dos casos.

Seja (P, V) um protocolo interativo quantico de ¢ (m) qubits com uma tnica mensagem
(do provador para o verificador). Temos que US € coQMA se:

1. (Eficiéncia) (P, V) é polinomialmente limitado e V é computdvel em tempo polinomial;

2. (Abrangéncia) se x € USy, entdo V aceita x com probabilidade pelo menos 2/3 na acdo
do circuito (P, V) com uma mensagem sobre [0)24):

3. (Credibilidade) se x € USg, entdo para qualquer P*, o verificador V rejeita x com

probabilidade pelo menos 2/3 na agdo do circuito (P*, V) com uma mensagem sobre
|0)®2 (m)

Seja o; a matriz de densidade reduzida do i-ésimo qubit da instancia. Observe que
x € USg implica o; = 1/2, para qualquer i. Assim, o verificador ndo precisa do provador para
aceitar as instancias positivas de US e tampouco precisa ser quantico, pois bastaria, para uma
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amostragem da saida verificar se segue a distribui¢@o uniforme. No entanto, isso ainda ndo ¢
suficiente para a existéncia de um protocolo dotado de abrangéncia.

Se x € USy, ndo ¢ possivel usar a estratégia usada para resolver BSDU;, pois podemos
ter o contraexemplo de p representar uma distribuicio suficientemente distante da uniforme,
ie. |lp—1/2"|«x > 2/3, e ainda assim a cada qubit individualmente corresponder, de modo exato
ou aproximado, a matriz de densidade maximalmente mista. Um menor contraexemplo é a matriz
de densidade de dimensio 2* x 23 dada por

0

o O O O o o O

o O O o o o o O

o O O O o o o O

o O O O o o o O

S O O O o o o O

o, N e R s Y e s S e S e i @
oo oo o o O

o Cc o O O O O v

L=
L

ou, na notacao de Dirac,
1 1
p= 5 |000) (000| + 5 [111) (111] .

A distancia de traco entre p e 1/8 ¢

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ——{l=_2 _Z _Z _Z __ e _ el 2
lo = 1/8|lw 2(‘2 8+O 8+O 8+O 8+O 8+O 8‘+‘0 2|3 8‘)
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A matriz de densidade reduzida para o primeiro qubit é

1 1
(Poo + p11 + p22 + p33) 10) (O] + (pas + pss + pes + p77) |1) (1] = 5 10) €0 + 3 1) (1] :

a matriz de densidade reduzida para o segundo qubit é

1 1
(poo + p11 + pas + ps5) 10) (O + (p22 + p33 + pss + p77) |1) (1] = 5 10) €0 + 3 1) (1] ;

e a matriz de densidade reduzida para o terceiro qubit é

1 1
(P00 + P22 + pas + pes) 10) (O] + (p11 + p33 + pss + p77) |1) (1] = 5 10) (O] + 3 |1) (1] .

Uma opcdo seria o Provador enviar para o Verificador o procedimento necessario para
reduzir o problema US a uma instancia do problema BSDU, que pertence a classe BQP. Esse
procedimento poderia ser a ordenacdo da diagonal principal da matriz de densidade, mas para
a ordenagdo de uma lista ndo ordenada com N itens, até entdo, sdo necessarias Q(N log N)
comparagdes quanticas binarias (Hoyer et al., 2002).

Um outro caminho seria investigarmos a polariza¢do do problema US e se este problema
estaria em COQMA. Existem técnicas de polarizacao disponiveis para os problemas SD ¢ SDU
(problemas completos para SZK e NISZK), como podemos ver pelos Lemas 3.1 e 3.3. Contudo,
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uma caracteristica dessas técnicas ¢ que, a medida que se aumenta a distancia estatistica entre
as distribui¢des, também se aumenta o tamanho das distribuicoes, podendo com isso trazer
restricdes similares ao Teorema 3.2.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Abordamos nesta secdo os resultados obtidos nesta tese quanto a separacdo oracular
entre a classe naCQP e a classe UP N coUP e perguntas em aberto com relacio as classes naCQP
e CQP. Também abordamos problemas relacionados a classes de conhecimento zero e a relacido
entre essas classes e a classe QMA. Os resultados obtidos, assim como uma versao preliminar
deste projeto de pesquisa, foram publicados em Hepp et al. (2019), Hepp et al. (2021), Costa
et al. (2023) e Hepp et al. (2025).

As relagdes concernentes a CQP e naCQP podem ser vistas na Figura 6.1. Provamos
que existe um ordculo A para o qual P4 = BQPA = SZK” = naCQP# # (UPNcoUP)4 = EXPA.
Ainda, mostramos que relativo a um ordculo A escolhido uniformemente de modo aleatério,
temos (UP NcoUP)* ¢ naCQP# com probabilidade 1. A caracteristica principal do modelo
naCQP que foi usada para a demonstragao da separacio oracular entre naCQP e UP NcoUP é a
possibilidade de se representar um circuito no modelo naCQP por meio de uma sequéncia de
varidveis aleatorias governada por uma distribui¢do de Markov. Com isso, pode-se demonstrar
o Teorema 4.1, similar ao Teorema BBBV que ¢é usado para a demonstracio de P4 = BQPA #
UP4 = EXP4. De acordo com nosso conhecimento, todos resultados na literatura com relacdo a
BQP que tém como requisito o Teorema BBBV, podem ser estendidos para naCQP.

UPNcoUP BPP

\P/

Figura 6.1: Relagdo entre as classes de complexidade naCQP, CQP e demais classes. As flechas pretas indicam
inclusdo entre as classes. As flechas com um risco, em azul, indicam que existe um ordculo para o qual essa classe
ndo estd inclusa na outra. A flecha em azul em destaque ¢ o novo resultado. As flechas vermelhas com ponto de
interrogagdo indicam relagdes desconhecidas.
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O mesmo nao se pode afirmar quanto a classe CQP, visto que ndo se conhece uma
representacio de um circuito CQP por meio de uma sequéncia de varidveis aleatdrias governada
por uma distribuigdo de Markov. Isso leva as perguntas em aberto:

* existe um oraculo para o qual UP N coUP nio esta contido em CQP? Ou,
* UP NcoUP estd contido em CQP para todo oraculo?

Quanto aos limites superiores de naCQP e CQP sabe-se, de acordo com Aaronson et al.
(2016) e Hiromasa et al. (2025), que

naCQP c CQP ¢ BPP™P ¢ BQP"” ¢ CBQP ¢ PSPACE .

Sendo a classe CBQP a classe de problemas resolvidos polinomialmente por algoritmos quinticos
com a capacidade de clonar estados quanticos (Hiromasa et al., 2025). Aaronson et al. (2016)
questionam se

« CQP ¢ PPP ou ainda CQP C PP?

Para uma eventual demonstracdo de CQP C PP seria necessdria uma prova nao relativizante,
visto que existe um ordculo para o qual SZK ¢ PP (Bouland et al., 2019).

Considerando que a classe naCQP contém a classe SZK, podemos perguntar se QSZK
esta contida em superclasses (abaixo de PSPACE) de naCQP. Até onde sabemos isso ndo €
conhecido, portanto, estd em aberto a seguinte relagio:

+ QSZK ¢ CBQP?

Estudamos a relagio da versao de decisdo para o problema HSP (dHSP) com classes de
provas interativas de conhecimento zero, apresentando casos particulares de dHSP que estdo
na classe NIPZK;. Para a classe NIPZK;, também mostramos que esta admite um problema
completo, que é uma versdo restrita do problema de promessa completo para a classe NIPZK. As
relagdes concernentes a NIPZK e demais classes podem ser vistas na Figura 6.2.

Um problema completo para a classe NISZK € o problema de distancia estatistica
uniforme (SDU), em que precisamos comparar uma distribuicdo de probabilidade X com a
distribui¢@o uniforme U,, ambas sobre todas as strings bindrias com n bits, perguntando-nos
0 quao proximo a distncia estatistica dyr(X, U,) esta de O ou de 1. Um problema completo
para a classe NIPZK; é o problema Uniforme-ou-Pequeno (US, de Uniform-or-Small), similar ao
problema SDU, com a diferenca que perguntamos se a distincia estatistica dyr (X, U,) € igual
a 0 ou se ¢ proxima de 1. Apresentamos uma restricdo de SDU em que as probabilidades das
2" /2 primeiras strings (sob a ordenacdo lexicografica usual) nunca sao menores que as das 2"/2
ultimas. Chamamos esse problema de Distancia Estatistica entre Distribuicido Biparticionada e
Distribui¢do Uniforme (BSDU). Provamos que BSDU € BQP.

Conforme ja visto no Capitulo 5, existe um ordculo para o qual NIPZK{‘ ¢ QMA?,
contudo, nio sabemos se existe um oraculo tal que NIPZK{‘ ¢ coQMA?%. Podemos perguntar:

* NIPZK; € coQMA?
* NIPZK; € coQMA para todo ordculo?

+ Existe um oraculo para o qual NIPZK; € coQMA?
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PSPACE

PP = coPP QIP(2)

/N 1

QMA  coQMA QSZK

N/ I
BQP SZK
N
~PZK  NISZK
g N/
NIPZK
1
NIPZK,
/‘
BP

P

l

Figura 6.2: Relagdo entre as classes de conhecimento zero e as classes PP e QMA. As flechas pretas indicam
inclusao entre as classes. As flechas com um risco indicam que existe um oraculo para o qual essa classe nao esta
inclusa na outra. A flecha vermelha com ponto de interrogacio indica uma relagdo desconhecida.

Observamos no Capitulo 5 que provar NIPZK; € coQMA nao parece ser trivial. Os métodos até
entdo obtidos para resolver um problema completo de NIPZK; necessitam de uma mensagem de
tamanho exponencial por parte de um provador quantico.

Finalmente, gostariamos de salientar a importancia dos resultados obtidos nessa tese.
Concernente a naCQP estudamos os limites da computacdo quantica na linha dos papers de
Bennett et al. (1997) e Aaronson et al. (2016). Quando se mostra que BQP nio contém NP
relativo a um oraculo aleatdrio sugere-se que computadores quanticos nio sao capazes de resolver
problemas NP-completos. Mostramos que mesmo que um computador quantico pudesse fazer
medi¢oes sem colapso € mesmo com uma subclasse de NP as limitacdes no modelo quantico
continuam validas. Quanto aos resultados referentes a classes de conhecimento zero, mostramos
casos particulares de dHSP que estdo na classe NIPZK7; apresentamos um problema, BSDU,
que pode ser resolvido por um computador quantico; e mostramos que parece dificil resolver o
problema US, completo para NIPZK, usando o modelo coQMA, superclasse de BQP.
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