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RESUMO
A grande problematização para o estabelecimento do IHRF se dá na padronização
da modelagem do campo de gravidade da Terra, na qual busca-se uma precisão de
1 centímetro em termos de altitude científica. Esta problematização fica evidente
diante dos resultados obtidos no âmbito do “Experimento Colorado”, no qual quatorze
diferentes equipes de pesquisadores ao redor do mundo propuseram suas soluções
para serem comparadas. Dentro deste contexto, esta pesquisa busca analisar uma
metodologia para o cálculo do geopotencial na futura estação IHRF PPTE no estado
de São Paulo, contribuindo para o estudo do estabelecimento do IHRF no Brasil.
A metodologia irá empregar a solução do tipo Brovar para o Problema de Valor de
Contorno da Geodésia (PVCG) fixado, o que conduz diretamente ao potencial anômalo
na superfície terrestre na estação, e, assim difere das demais soluções estudadas
no Brasil até o momento. Além disso, será analisada a aplicação da modificação
de Wong e Gore (1969) do núcleo de Hotine-Koch, testando diferentes graus de
truncamento, como realizado no âmbito do “Experimento Colorado”. A justificativa
para a escolha da solução do PVCG fixado via séries de Brovar baseia-se no uso de
distúrbios de gravidade na superfície terrestre como funcional amostrada do campo
de gravidade. Neste caso, altitudes elipsoidais com precisão centimétrica ou melhor,
obtidas por posicionamento GNSS, podem ser usadas para calcular a gravidade normal
na superfície terrestre (ou próximo a ela, como no caso de dados aéreos). Em adição,
nos dias atuais a facilidade de obter o posicionamento GNSS junto com a gravimetria
terrestre e/ou aérea torna essa solução particularmente interessante e mais alinhada
com os aspectos modernos da modelagem do campo gravitacional. Primeiramente, a
metodologia será testada na região do "Experimento Colorado". Na sequência, será
aplicada e avaliada para a determinação do valor do geopotencial na futura estação
IHRF PPTE. Adicionalmente, o valor será comparado com os valores encontrados em
outros trabalhos.
Palavras-chave: IHRF; Geopotencial; Séries de Brovar; PVCG; Experimento Colorado;

PPTE.



ABSTRACT
The establishment of the International Height Reference Frame (IHRF) faces significant
challenges, particularly in standardizing the modeling of Earth’s gravity field to achieve a
scientific altitude precision of 1 centimeter. This issue is highlighted by the results of the
"Colorado Experiment,"where fourteen different research teams worldwide proposed so-
lutions for comparison. Within this context, this research aims to analyze a methodology
for calculating the geopotential at the future IHRF PPTE station in São Paulo, Brazil, con-
tributing to the study of IHRF establishment in the country. The methodology employs
the Brovar-type solution for the fixed Geodetic Boundary Value Problem (GBVP), which
directly leads to the anomalous potential at the Earth’s surface at the station, differing
from other solutions studied in Brazil so far. Additionally, the application of the Wong and
Gore (1969) modification to the Hotine-Koch kernel will be analyzed, testing different
truncation degrees, as done in the "Colorado Experiment."The choice of the fixed GBVP
solution via Brovar series is justified by the use of surface gravity disturbances as a
sampled functional of the gravity field. In this case, ellipsoidal heights with centimetric or
better precision, obtained by GNSS positioning, can be used to calculate normal gravity
at the Earth’s surface (or near it, as in airborne data). Moreover, the current ease of
obtaining GNSS positioning alongside terrestrial and/or airborne gravimetry makes this
solution particularly interesting and aligned with modern aspects of gravitational field
modeling. Initially, the methodology will be tested in the "Colorado Experiment"region.
Subsequently, it will be applied and evaluated for determining the geopotential value at
the future IHRF PPTE station. Additionally, the value will be compared with those found
in other studies.
Keywords: IHRF; Geopotential; Brovar Series; GBVP; Colorado Experiment; PPTE.
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1 INTRODUÇÃO

O avanço dos sistemas de observação do planeta Terra permitiu ter uma melhor
compreensão sobre sua forma, dimensão e campo de gravidade, sendo estes, os
principais focos de estudo da Geodésia. Estes avanços permitem a obtenção de dados
de forma cada vez mais rápida, precisa e confiável, permitindo a realização de estudos
relacionados com as variações temporais do planeta (IAG, 2023b). Devido a isso, deve-
se destacar a importância das Estruturas Geodésicas de Referência, que permitem o
monitoramento do nosso planeta de forma global, com precisão ao longo do tempo
(GGOS, 2023b).

Atualmente, as Estruturas Geodésicas de Referência não se encontram unifica-
das, o que dificulta diversas tarefas que necessitam de dois ou mais sistemas de
referência, como o sistema geométrico e gravimétrico. A IAG (International Association
of Geodesy), atualmente, busca estabelecer um Sistema Geodésico de Referência
Global integrado chamado GGRS (Global Geodetic Reference System), que contribuirá
para aplicações envolvendo navegação, posicionamento, mapeamento e pesquisas
relacionadas tanto com a componente geométrica como com a componente física (IAG,
2023a).

No dia 26 de fevereiro de 2015, a ONU (Organização das Nações Unidas) publicou a
resolução "A global geodetic reference frame for sustainable development", explicitando
a importância do estabelecimento do GGRS e sua materialização, o Global Geodetic
Reference Frame (GGRF), para com os objetivos do desenvolvimento sustentável
(ONU, 2015). Nesta resolução, as instituições internacionais foram encorajadas a
cooperarem entre si, através de assistência, disponibilização de dados em ambiente
aberto, criação de padronizações, convenções e aprimoramento de sua infraestrutura
para buscar este objetivo.

Segundo a IAG, o GGRS compreende as componentes terrestres e celestes, onde
a componente terrestre se refere à geometria e campo da gravidade terrestre, e a
componente celeste se refere à orientação do planeta Terra no espaço, através de
relações entre coordenadas celestes e terrestres. Atualmente, a componente celeste
se encontra definida e realizada através do ICRS (International Celestial Reference
System) e ICRF (International Celestial Reference Frame) respectivamente. Na com-
ponente terrestre, a geometria terrestre encontra-se definida e realizada através do
ITRS (International Terrestrial Reference System) e ITRF (International Terrestrial Re-
ference Frame), enquanto o campo de gravidade terrestre, que envolve tanto dados
de gravidade quanto altitudes com significado físico, ainda não se encontra nestes
aspectos, ou se encontra recentemente materializado, como no caso da componente
altimétrica IHRS (International Height Reference System) com o IHRF (International
Height Reference Frame).
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O GGRF busca vincular e incorporar o ITRF, ICRF, o IHRF e uma nova referência de
gravidade absoluta global chamada ITGRF (International Terrestrial Gravity Reference
Frame). Como o ITRF e ICRF já estão estabelecidos e consolidados (SÁNCHEZ et
al., 2021), restam as realizações da componente do campo da gravidade terrestre,
através da nova referência de gravidade absoluta internacional e de contribuições para
novas soluções do IHRS e IHRF. Como já mencionado, o IHRS já possui sua primeira
realização, porém é recomendado pela IAG que pelo menos duas soluções diferentes
sejam testadas em cada estação IHRF.

A grande problematização para o estabelecimento do IHRF se dá na padronização
da modelagem do campo de gravidade da Terra, na qual busca-se uma precisão de
1 centímetro na modelagem geoidal (IAG, 2019). Esta problematização fica evidente
diante dos resultados obtidos no âmbito do Experimento Colorado (WANG et al., 2021),
no qual quatorze diferentes equipes de pesquisadores ao redor do mundo propuseram
suas soluções para serem comparadas.

Conforme o que foi mencionado neste capítulo, levando em consideração a reso-
lução da ONU sobre a importância do GGRF para o desenvolvimento sustentável, a
proposta da IAG para direcionar esforços à implementação do IHRS/IHRF e a busca
pela padronização da modelagem do campo gravitacional evidenciada pelo Experi-
mento Colorado, esta pesquisa busca analisar uma solução para o cálculo do geopo-
tencial na estação IHRF PPTE no estado de São Paulo, contribuindo para o estudo do
estabelecimento do IHRF no Brasil.

A solução foi baseada no emprego da solução do tipo Brovar (Brovar (1972), Heck
(2011), Ferreira (2011)) para o Problema de Valor de Contorno da Geodésia (PVCG)
fixado, o que difere das demais soluções estudadas no Brasil até o momento. Além
disso, foi analisada a aplicação da modificação de Wong e Gore (1969) do núcleo de
Hotine-Koch, testando diferentes graus de truncamento, como realizado no âmbito do
Experimento Colorado. O cálculo das integrais de Hotine-Koch será feito através de
uma adaptação do método dos templates, abordado em Hofmann-Wellenhof e Moritz
(2006), realizando uma solução numérica das integrais, subdividindo as regiões em
uma malha de blocos equiângulos.

Na solução numérica das integrais será utilizado o cálculo de forma vetorial em
ambiente MATLAB, o que permite um aprimoramento na performance e na velocidade
do processamento computacional (ABDALLA; FERREIRA, 2022). A solução foi testada
no âmbito do Experimento Colorado para fins de validação.

A justificativa para a escolha do PVCG fixado baseia-se no uso de distúrbios de
gravidade na superfície terrestre como funcional amostrada do campo de gravidade.
Neste caso, altitudes elipsoidais com precisão centimétrica ou melhor, obtidas por
posicionamento GNSS (Global Navigation Satellite System), podem ser usadas para
calcular a gravidade normal na superfície terrestre (ou próximo a ela, como no caso



de dados aéreos). Isso ao invés de se utilizar altitudes normais aproximadas obtidas
via Modelos Digitais de Superfície (MDS), com precisão muitas vezes métrica, que
acarretam em erros no cálculo da gravidade normal na superfície do Teluroide, no
caso do PVCG escalar livre. Em adição, nos dias atuais a facilidade de obter o posi-
cionamento GNSS junto com a gravimetria terrestre e/ou aérea torna essa solução
particularmente interessante e mais alinhada com os aspectos modernos da modela-
gem do campo gravitacional (Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006), Heck (2011), Sansò
e Sideris (2013)).

No Brasil, grande parte dos dados gravimétricos possui altitude elipsoidal obtida via
posicionamento GNSS. Além disso, tem-se a modelagem direta do quase geoide, sem
a necessidade de transformação de valores de altura geoidal para anomalia de altura,
o que pode incluir erros adicionais de altitude ortométrica (provavelmente via MDS),
anomalia de Bouguer e dados de densidade da crosta (WANG et al., 2021).

Em relação às pesquisas que envolveram o uso do PVCG para cálculo do Geopo-
tencial no Brasil, têm-se a dissertação de Silva (2020), que utilizou a solução do PVCG
Fixado, com solução das integrais via FFT (Fast Fourier Transform) para cálculo de
modelo geoidal e quase-geoidal no estado de São Paulo, além disso, Blitzkow et al.
(2017) e Blitzkow et al. (2022) também utilizaram a solução do PVCG Fixado via FFT
nas estações IHRF brasileiras. A pesquisa feita por Ribeiro (2019) também apresentou
sua solução para obtenção de valores do Geopotencial para a estação PPTE, uma das
estações IHRF brasileiras.

Além disto, o recente trabalho apresentado no XIII Colóquio Brasileiro de Ciências
Geodésicas (CBCG) por Guimarães et al. (2024) apresenta o modelo geoidal para
a América do Sul (SAM_GEOID2023) utilizando o PVCG Fixado para sua geração.
A recente apresentação também no XIII CBCG por Blitzkow et al. (2024) mostra os
resultados de sua solução envolvendo o uso do PVCG Fixado para as estações IHRF
brasileiras.

1.1 HIPÓTESE DE PESQUISA

Se a solução proposta para a solução do Problema de Valor de Contorno Fixado
pode comprovadamente ser utilizada, então o valor do número geopotencial na futura
estação PPTE do IHRF pode ser calculado a partir da mesma, e com isso, ter-se-á mais
uma alternativa viável de ser utilizada para as demais futuras estações, contribuindo
assim, para o estabelecimento do IHRF no Brasil.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho consiste em analisar o uso da solução do tipo
Brovar no PVCG fixado, utilizando solução numérica das integrais, para o cálculo do
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geopotencial na estação PPTE do IHRF no Brasil. Para fins de validação da solução
aqui proposta, a mesma foi empregada no âmbito do Experimento Colorado.

1.2.1 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

• Calcular um modelo de quase-geoide para o Experimento Colorado utilizando a
solução proposta e validá-lo com as demais soluções e com o perfil GSVS17;

• Obter o potencial anômalo e suas funcionais a partir da solução utilizada testando
diferentes graus e ordem de Modelos Globais do Geopotencial, raios de integração
e graus de truncamento nas modificações do núcleo da Integral de Hotine-Koch
para a estação PPTE;

• Validar e comparar as soluções obtidas, com soluções obtidas por outros pesqui-
sadores em outros estudos;



2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo serão abordados e conceituados os fundamentos mais importan-
tes para que o leitor tenha condições de assimilar os métodos e resultados desta
dissertação com maior facilidade.

2.1 INTRODUÇÃO À TEORIA DO POTENCIAL

Este tópico tem como objetivo conceituar os principais elementos que compõem
a teoria do potencial, e do potencial gravitacional, que serão elementos-chave para a
compreensão dos tópicos posteriores apresentados nesta pesquisa. Busca-se introduzir
os elementos fundamentais da física Newtoniana, apresentando as principais equações
que envolvem este conhecimento.

2.1.1 LEI DA GRAVITAÇÃO UNIVERSAL E POTENCIAL ESCALAR

De acordo com a lei da gravitação universal de Isaac Newton, dois pontos com
massa m1 e m2, a uma determinada distância l, possuem uma força de atração em
módulo dada pela eq.(1),

F = G
m1m2

l2
, (1)

onde G é a constante gravitacional e equivale à 6,674184× 10−11m3kg−1s−2 de acordo
com o Committee on Data for Science and Technology (CODATA). Esta equação foi
produto das principais observações acerca da gravitação dada por Newton, sendo elas
(SNEEUW, 2006):

• A força entre dois corpos que se atraem é proporcional à suas massas individuais.

• Esta força é inversamente proporcional ao quadrado da distância entre as massas.

• A força é dirigida à linha que liga os dois corpos.

É comum chamar estes dois corpos de massa atraída e massa atratora, tendo em
vista que dificilmente há corpos que se atraem de maneira simétrica por ter a mesma
quantidade de massa (HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2006). Assim a equação 1
pode ser simplificada para a eq.(2).

F = G
m

l2
, (2)

onde m é a massa do corpo atrator. Como exemplo a isto, pode-se fazer uma analogia
utilizando o planeta Terra e o Sol, onde a Terra seria o corpo atraído e o Sol, o corpo
atrator. Arfken e Weber (2007) alegam que se uma força sobre uma dada região em
um determinado espaço S puder ser expressa como gradiente negativo de uma função
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escalar V , denomina-se V um potencial escalar que descreve a força por uma única
função. Com isto, pode-se conceituar o potencial de atração gravitacional V na eq.(3)
como:

V = G
m

l
, (3)

e a força da gravidade F , como já dito, pode ser descrita como o gradiente negativo da
função escalar do potencial V (Equação 4),

F = −�V. (4)

Isto simplifica significativamente os cálculos, podendo ser aplicado em situações que
envolvem pontos-massa ou até mesmo na atração de corpos sólidos, que serão
abordados na sequência deste tópico.

Quando se trata de um corpo sólido, sua massa é distribuída pelo espaço, e não
concentrada em um único ponto como os exemplos anteriores em que se tratava de
pontos-massa. A distribuição de massa do planeta Terra, por exemplo, pode ser descrita
em função do potencial de atração (Equação 3), porém, considerando a Terra como um
corpo sólido, como é abordado por Vermeer et al. (2020) (Equação 5) .

V = G

∫∫∫
ν

ρ√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dξdηdζ, (5)

no qual ρ é o valor de densidade do elemento de volume. A Figura (1) apresenta o
potencial de um corpo sólido em um ponto P (x,y,z) e como os elementos apresentados
se relacionam espacialmente.

Figura 1 – Potencial de um corpo sólido.

Fonte: Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006).

A partir do que foi abordado é relevante abordar algumas propriedades fundamentais
acerca do potencial gravitacional V , que serão apresentadas no próximo tópico, sendo
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de grande relevância para introduzir os demais conceitos da revisão bibliográfica desta
dissertação.

2.1.2 POTENCIAL GRAVITACIONAL

O potencial V é contínuo ao longo de todo espaço e tende a zero no infinito, onde, em
grandes distâncias, o corpo atrator pode ser considerado até mesmo como um ponto-
massa, satisfazendo a equação 3. As primeiras derivadas do potencial gravitacional
V , que descrevem as componentes da força Fx, Fy, Fz também são contínuas no
espaço, porém, suas segundas derivadas não são. Locais onde a densidade muda
abruptamente acarretam na descontinuidade de algumas derivadas segundas, assim,
dentro das massas atrativas, o potencial V satisfaz a Equação de Poisson (6), onde o
Laplaciano de V é dado a seguir (HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2006),

ΔV = −4πGρ. (6)

Fora das massas atrativas, a densidade ρ é zero, tendo em vista que se está no espaço
vazio, assim, a equação 6 se torna a Equação de Laplace (7),

ΔV = 0. (7)

As soluções do potencial gravitacional que atendem a equação de Laplace são
chamadas de Funções Harmônicas (VERMEER et al., 2020). Isto permite com que
V possa ser desenvolvido através de funções harmônicas esféricas, ao expandir a
equação de Laplace (7) em séries de grau n e ordem m conforme eq.(8),

V (r, λ, ϕ) =
GM

r

nmax∑
n=0

n∑
m=0

(
R

r

)n

Pnm(senϕ)(Cnm cosmλ+ Snm sinmλ),

(8)
onde GM é o produto da Constante da Gravitação Universal pela massa da Terra,
r, λ, ϕ são as coordenadas esféricas geocêntricas do ponto de cálculo, Pnm representa
as funções de Legendre, R é o raio da Terra e Cnm, Snm são os Coeficientes de Stokes.

Segundo Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006) toda função harmônica é contínua e
tem suas derivadas contínuas em qualquer ordem de modo que possam ser desenvolvi-
das através da Expansão de Taylor, expandindo uma função para uma série infinita de
potências, ou finita com adição de um termo de resto, onde seus coeficientes envolvem
as derivadas sucessivas da função. O uso da expansão de Taylor torna a função mais
simples, permitindo melhores análises e manipulações das funções (ARFKEN; WEBER,
2007).
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2.1.3 GRAVIDADE, GEOPOTENCIAL, ESFEROPOTENCIAL E POTENCIAL PER-
TURBADOR

A gravidade pode ser definida como a resultante da força de atração da gravidade
�Fg e a força centrífuga �Fc exercida devido à rotação do planeta Terra (Equação 9) (GUO,
2023),

�g = �Fg + �Fc. (9)

A força centrífuga é definida pela velocidade angular de rotação ω e pela distância
entre o ponto e o eixo de rotação (Equação 10) (HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ,
2006),

FC = ω2
√
x2 + y2 = ω2r sin θ. (10)

A Figura 2 de Guo (2023), no qual x, y, z são as coordenadas de P em relação a um
Sistema de Coordenadas geocêntrico cartesiano, permite uma visualização geométrica
da equação em questão, facilitando a compreensão da mesma.

Figura 2 – Força centrífuga.

Fonte: Guo (2023).

A força centrífuga pode ser descrita também através de um potencial, denominado
potencial centrífugo Φ (SNEEUW, 2006), como é visto na eq. (11),

Φ =
1

2
ω2(x2 + y2). (11)
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Assim como a força centrífuga, a gravidade também pode ser descrita através de
um potencial, e este é conhecido como Geopotencial W (HOFMANN-WELLENHOF;
MORITZ, 2006), sendo, de forma análoga a eq.(9), a soma do potencial gravitacional
Vg e o potencial centrífugo Φ (Equação 12),

W = Vg + Φ = G

∫
ν

ρ

l
dν +

1

2
ω2(x2 + y2). (12)

Os obstáculos encontrados para se obter o valor de geopotencial em um ponto na
superfície física da Terra, como por exemplo, a variação das densidades de massa em
seu interior, fez com que fosse utilizado um modelo de Terra atribuído à um elipsoide
de referência homogêneo, com mesma massa e velocidade de rotação da Terra Real,
e com uma superfície equipotencial, ou seja, o mesmo valor de potencial gravitacional
para qualquer ponto em sua superfície. Este modelo é chamado de Terra Normal
(GEMAEL, 1999).

Assim como existe o Geopotencial na Terra Real (Equação 12), existe o Esferopo-
tencial U na Terra Normal, descrito pela soma entre o potencial de atração na Terra
Normal VN , e o potencial centrífugo que é o mesmo nas duas abordagens (equação
13).

U = VN + Φ = VN +
1

2
ω2(x2 + y2). (13)

A diferença entre o Geopotencial e o Esferopotencial é chamada de Potencial Perturba-
dor T (Equação 14), que descreve as variações entre as grandezas físicas da Terra
Real e da Terra Normal. Como o potencial centrífugo é o mesmo tanto para a Terra
Real quanto para a Terra Normal, pode-se utilizar o Potencial Perturbador como sendo
a diferença entre o potencial de atração da Terra Real e o potencial de atração da
Terra Normal, assim têm-se uma função harmônica que pode ser resolvida através de
harmônicos esféricos (SNEEUW, 2006),

T = W − U = Vg + Φ− VN − Φ = Vg − VN . (14)

A diferença entre o vetor gravidade em um ponto P no geoide e o vetor gravidade
normal γ em um ponto Q no elipsoide é conhecida como anomalia de gravidade Δg, se
tratando de forma escalar, dá-se:

Δg = gP − γQ. (15)

Já a diferença entre o vetor gravidade e o vetor gravidade normal em um mesmo
ponto é conhecida como distúrbio da gravidade δg, de forma escalar têm-se:

δg = gP − γP . (16)
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Estas são algumas das funcionais do geopotencial que são utilizadas para a solução
do PVCG. O uso de harmônicos esféricos é de grande relevância neste tipo de es-
tudo, contribuindo significativamente para o cálculo destas funcionais do Geopotencial
(HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2006).

A partir das funcionais e modelos apresentados, pode-se realizar algumas relações,
no qual:

UP = UQ +

(
∂U

∂n

)
Q

N = UQ − γN, (17)

onde n é a normal ao elipsoide e N é a ondulação geoidal. Pelo fato de que WP =

UQ = W0, pode-se chegar a equação de Bruns (18), que relaciona a ondulação geoidal
com o potencial perturbador,

N =
T

γ
. (18)

Considerando que:

δg = grad T, (19)

g = −∂W
∂n

, (20)

γ = −∂U
∂n

, (21)

pode-se fazer a seguinte relação:

δg = gP − γP = −
(
∂W

∂n
− ∂U

∂n

)
= −∂T

∂n
. (22)

Tendo em vista que h (altitude elipsoidal) é reconhecido ao longo da normal n, δg pode
ser escrito como:

δg = −∂T
∂h

. (23)

Ao levar em consideração que:

γP = γQ +
∂γ

∂h
N, (24)

a eq. (22) pode ser escrita como:

−∂T
∂h

= δg = gP − γP = gP − γQ − ∂γ

∂h
N, (25)

e, a partir da fórmula de Bruns (18) têm-se:

∂T

∂h
− 1

γ

∂γ

∂h
T +Δg = 0. (26)
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Esta equação é conhecida como Equação Fundamental da Geodésia Física, relacio-
nando a anomalia de gravidade ao potencial perturbador. A mesma também pode ser
escrita em termos de distúrbio da gravidade a partir da eq. (27),

∂T

∂h
+ δg = 0. (27)

Para mais informações sobre estas deduções, pode-se consultar Hofmann-Wellenhof e
Moritz (2006). No próximo tópico, será abordado os conceitos referentes à técnica de
Decomposição Espectral, que permite modelar o Geopotencial de uma determinada
região a partir de dados de gravidade e do terreno.

2.2 TÉCNICA DE DECOMPOSIÇÃO ESPECTRAL

O campo de gravidade da Terra pode ser decomposto em componentes espec-
trais relacionadas aos longos, médios, curtos e curtíssimos comprimentos de onda
(SCHWARZ, 1984), ou no domínio das frequências como baixas, médias, altas e
altíssimas frequências. Com isto, o espectro completo do campo gravitacional pode
se dar como a soma destas componentes (Equação 28). Esta divisão do espectro
gravitacional pode ser aplicada às diferentes funcionais do campo da gravidade, como
distúrbio da gravidade, anomalia de gravidade, potencial perturbador, altura geoidal e
anomalia de altura. Para exemplificar as equações, têm-se f como uma funcional,

f = flongos + fmédios + fcurtos + fcurtíssimos. (28)

Nesta dissertação, a nomenclatura adotada para a divisão do espectro gravitacional
será baseada em comprimentos de onda, para evitar confusões quanto ao discerni-
mento deste conteúdo. Na figura 3, é ilustrado como se dá esta subdivisão do campo
da gravidade em comprimentos de onda. A figura foi feita por Ferreira (2011), no qual,
calculou os valores de Δg com base nos coeficientes do EGM2008 e representou
como longos comprimentos de onda àqueles obtidos até grau 360 e como curtos
àqueles obtidos até grau 2190. Em azul se encontram os longos e parte dos médios
comprimentos de onda, enquanto em preto, encontram-se os curtos e curtíssimos.
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Figura 3 – Perfil de anomalias de gravidade com a técnica de decomposição espectral.

Fonte: Ferreira (2011).

Como pode ser visto na Figura 3, cada componente tem sua resolução espectral que
é composta pela soma de soluções as quais podem ser obtidas a partir de diferentes
fontes de dados. Os longos e médios comprimentos de onda podem ser obtidos a
partir da análise da órbita de satélites artificiais que funcionam como sensores de
baixa resolução do campo de gravidade, e de sensores embarcados em satélites de
órbitas baixas, como a missão GOCE (Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation
Explorer ) que possuiu gradiômetros (European Space Agency, 2009).

Os curtos e curtíssimos comprimentos de onda já dependem da solução do PVCG
e de dados de topografia residual, normalmente obtidos a partir de um MDS (SANSÒ;
SIDERIS, 2013). Uma das principais técnicas existentes para a modelagem dos curtos
e curtíssimos comprimentos de onda é a Técnica RTM (Residual Terrain Model), que
será abordada mais detalhadamente nos próximos tópicos desta dissertação.

Quanto maior for a quantidade de dados gravimétricos utilizados para preencher
o espectro gravitacional, sejam reais (medidos em campo) ou sintéticos (modelados
com dados de modelagem residual de terreno - ver Hirt, Gruber e Featherstone (2011)),
maior será o grau e a ordem do desenvolvimento dos harmônicos esféricos para a
solução numérica do campo da gravidade, ou seja, haverá uma melhor resolução
espacial da representação desta grandeza. De acordo com Seeber (2003), levando
em conta a frequência de Nyquist, o comprimento de onda pode ser medido em graus
através da Eq.(29),

λ =
180

n
, (29)

no qual λ é o comprimento de onda e n o grau de desenvolvimento em harmônicos
esféricos. A eq. (29) também pode ser escrita em quilômetros, a partir da semi-
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circunferência da Terra de 20000 km, equivalente ao grau e ordem 2 do desenvolvimento
em harmônicos esféricos, alterando-a da seguinte forma:

Resolução (Km) =
20000

n
. (30)

Em sua tese, Ferreira (2011) classificou os intervalos do comprimento de onda como
Modelagem Global do campo gravitacional, para resoluções entre 20.000 km e 100 km,
Modelagem Regional para resoluções entre 100 km e 1 km e Modelagem Local para
resoluções abaixo de 1 km. A tabela 1 apresenta a subdivisão dos comprimentos de
onda pela visão de Jamur (2012).

Tabela 1 – Divisão espectral da gravidade e suas fontes de dados.

Subdivisão λ
(km) Grau e ordem N Técnicas e Modelos

Longos >80 <250 Dados de satélites

Médios >55 <360 Combinações de dados orbitais
e altimetria por satélites

Curtos >9 <2160 Levantamentos Gravimétricos
(Terrestres, aéreos e marinhos)

Curtíssimos <9 >2160 Combinações com medições
gravimétricas no terreno e MDT’s

Fonte: Jamur (2012)

Vale ressaltar que existem diversas divisões diferentes apresentadas na literatura, a
mais conceituada, porém mais antiga, foi proposta por Schwarz (1984), no domínio das
frequências, como pode-se ver na tabela 2.

Tabela 2 – Divisão espectral da gravidade no domínio das frequências.

Frequência Grau e ordem N
Baixa 2 ≤ l ≤ 36
Média 37 ≤ l ≤ 360
Alta 361 ≤ l ≤ 3600

Altíssima 3601 ≤ l ≤ 36000

Fonte: Schwarz (1984)

Atualmente existem MGG’s com desenvolvimentos de grau e ordem de até 5540,
como o XGM2019, que é dado pela combinação de dados de altimetria, gravimetria
terrestre, modelos topográficos e dados satelitais GOCO06s (ZINGERLE et al., 2020),
podendo chegar a resoluções de 3,6km, adentrando os curtíssimos comprimentos de
onda da visão de Jamur (2012). O uso da técnica de decomposição espectral é de
grande vantagem para trabalhos e pesquisas que envolvam a modelagem do campo de
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gravidade, para aplicação da técnica Remover-Calcular-Restaurar, que será abordada
no próximo tópico.

2.2.1 TÉCNICA REMOVE-COMPUTE-RESTORE

Para modelar de maneira adequada uma dada funcional, com controle dos erros de
comissão e omissão, e também, afim de contornar a limitação de distribuição dos dados
de gravidade na superfície terrestre pode-se recorrer a técnica Remove-Compute-
Restore (Técnica RCR).

A teoria por trás desta técnica, para cálculo do geoide ou quase-geoide, implica que
para uma boa modelagem destas funcionais, os longos e curtos comprimentos de onda
devem ser removidos do espectro completo antes da solução pelo PVCG (Problema
de Valor de Contorno da Geodésia) (SJÖBERG, 2005), como pode ser visto na eq.
(31). Esta técnica foi inventada por K. Colic, e seu termo em inglês é mencionado
pela primeira vez no artigo de Forsberg e Tscherning (1981) como "Remove-Restore
Technique",

f − flongos − fparte dos médios − fcurtos − fcurtíssimos = fresidual. (31)

Os longos comprimentos de onda, junto com parte dos médios comprimentos, são
melhores resolvidos a partir de dados de órbitas de satélites e sensores a bordo de
satélites de órbitas baixas, que possuem um menor erro de comissão. Além disto, a
utilização destes dados faz com que o raio de integração seja reduzido, seguindo a
regra de Rapp em função da relação entre solução espectral e espacial (Equação 29).
Já os curtos podem ser modelados com o uso de MDT’s e da técnica RTM (Tabela 1),
superando a falta de dados gravimétricos com maior densidade.

Com a remoção dos longos, parte dos médios, curtos e curtíssimos comprimentos
de onda da funcional, há uma suavização da mesma (funcional residual), conforme eq.
(31), e um melhor resultado no processo de interpolação para geração da grade de
funcionais para a solução do PVCG via Integral de Stokes ou de Hotine. Ao mesmo
tempo, diminui o erro de aproximação esférica da solução (SANSÒ; SIDERIS, 2013).

Dentre as funcionais utilizadas, é comumente utilizado o valor de anomalia de
gravidade nas equações, mas vale ressaltar que isto vale para diferentes funcionais
do geopotencial, como altitudes geoidais N e anomalias de altura ς, por exemplo.
Referente às fontes de dados utilizadas, e para facilitar o entendimento de como esta
técnica funciona na prática, a eq. (31) também pode ser escrita através da seguinte
forma:

f − fMGGs − fRTM = fresidual. (32)

No caso da presente pesquisa, o uso da técnica RCR permitiria obter um δg

residual que, através do PVCG Fixado, seria possível obter as anomalias de altura
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residuais ςresdual, onde, posteriormente, restaura-se a parte do espectro que foi removida
(Equação 33),

ς = ςresidual + ςMGGs + ςRTM . (33)

Com isto, têm-se modelado (neste caso) a anomalia de altura com os longos, médios,
curtos e curtíssimos comprimentos de onda inclusos.

Além da solução pelo PVCG fixado, a técnica RCR pode ser utilizada para mode-
lagem da componente residual utilizando também abordagens estocásticas, como a
Colocação pelo Método dos Mínimos Quadrados (CMQ) e a Função de base radial
esférica. Já em relação as funcionais residuais, cada técnica utiliza uma determinada
funcional do geopotencial para seus cálculos, como será apresentado posteriormente.

2.3 MODELOS GLOBAIS DO GEOPOTENCIAL

Um Modelo Global do Geopotencial (MGG) é uma função matemática com parâ-
metros e coeficientes associados que descrevem o campo gravitacional da Terra e o
campo centrífugo no espaço, e, através disto, pode-se calcular diferentes funcionais
do Geopotencial como potencial da gravidade, anomalia de gravidade, dentre outros
(BARTHELMES, 2014). Matematicamente, esta função é desenvolvida por meio de
funções harmônicas esféricas (Equação 8).

Os avanços tecnológicos e o lançamento de satélites artificiais permitiram um
grande avanço na determinação de Modelos Globais do Geopotencial. O lançamento
do satélite Sputnik 2 em 1957 permitiu com que o coeficiente C20 pudesse ser estimado
com maior precisão, se comparado ao valor obtido com métodos terrestres (MERSON;
KING-HELE, 1958). Após este período diversos satélites foram lançados permitindo
um maior desenvolvimento das séries e a determinação cada vez mais acurada dos
coeficientes. O artigo desenvolvido por Nicacio e Dalazoana (2017) abordou muito bem
o estado-da-arte e as perspectivas futuras do uso de MGG’s e seu desenvolvimento.

Um MGG possui diversas utilidades, podendo-se citar algumas delas dadas por
Sansò e Sideris (2013):

• Determinação de órbitas de objetos no entorno da Terra.

• Navegação com sensores inerciais para determinação da trajetória de aviões e
mísseis.

• Cálculo de ondulações geoidais necessárias para cálculo do Geoide.

• Determinação da Topografia do Nível Médio dos Mares (TNMM).

• Auxílio na realização de um Datum Vertical Global.

• Prospecção Geofísica.
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Segundo Featherstone (2002), os MGGs existentes podem ser subdividos em três
classes:

• MGGs somente-satélite, derivados do rastreio da órbita de satélites artificiais.

• MGGs combinados, derivados da combinação de modelos somente-satélite, dados
de gravimetria terrestre, dados oriundos da altimetria por satélites em regiões
oceânicas, e gravimetria aérea.

• MGGs adaptados, derivados de um refinamento dos MGGs somente-satélite ou
combinados, com uso de dados de gravidade de maior resolução.

A resolução espectral dos MGGs segue o mesmo princípio das equações (29)
e (30), onde, quanto maior a combinação e a quantidade de dados utilizados para
composição do MGG, maior será sua resolução espacial. A plataforma do ICGEM
(International Centre for Global Earth Models) disponibiliza uma grande variedade dos
MGGs disponíveis, permitindo acesso público e cálculo de diferentes funcionais do
geopotencial (INCE et al., 2019).

Vale ressaltar, que cada MGG é um modelo de Terra Real para uma determinada
funcional, portanto, possui seu próprio GM e conceito de maré. Normalmente, o MGG
difere dos valores do Elipsoide de Referência utilizado, por isso é importante a utilização
do termo de grau zero no seu uso (INCE et al., 2019).

2.4 MODELAGEM DA TOPOGRAFIA RESIDUAL (TÉCNICA RTM)

Mesmo com os MGGs atuais tendo graus de desenvolvimento elevados, como no
caso do XGM2019, chegando a uma resolução de aproximadamente 3,6 km, obter
graus de desenvolvimento com resoluções melhores torna-se inviável devido à falta
de dados que permitam maior desenvolvimento, acarretando em um erro de omissão
(HIRT, 2010).

Ao definir as estratégias necessárias para determinação e avaliação das coordena-
das do IHRF, existem três principais alternativas à serem utilizadas, sendo estes, os
Modelos Globais do Geopotencial de alta resolução, Modelos Regionais do Campo da
Gravidade e sistemas de altitudes físicas existentes (SÁNCHEZ et al., 2021).

No caso da primeira alternativa, a fim de reduzir o erro de omissão apresentado
anteriormente, pode-se utilizar a técnica RTM para a modelagem dos curtos e curtís-
simos comprimentos de onda do campo gravitacional (FORSBERG; TSCHERNING,
1981). Já para o caso da segunda alternativa, a técnica RTM pode ser utilizada para a
modelagem da componente de curto/curtíssimo comprimento de onda das funcionais
e ainda para a modelagem para a frente de dados de gravidade sintética obtidos por
MGG’s em áreas de vazio gravimétrico (HIRT; KUHN, 2014).
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A técnica RTM consiste em calcular o potencial gravitacional das massas situadas
entre duas superfícies com resoluções espectrais (e espaciais segundo a regra de
Rapp) diferentes. Isso a fim de aumentar (modelagem para frente) ou diminuir (remover)
a resolução espectral de um dado valor de funcional em um determinado ponto. Por
exemplo, pode ser usada uma superfície de elevação média de referência, como um
Modelo Digital de Terreno, que represente as elevações médias da região de estudo, e
uma superfície detalhada que melhor represente a superfície física. Assim, as massas
residuais da superfície detalhada que estão acima da superfície de referência são re-
movidas, e os vazios abaixo da superfície de referência são preenchidos (FORSBERG,
1984). A Figura (4) ilustra este conceito.

Figura 4 – Discretização da topografia residual.

Fonte: Adaptado de Forsberg (1984) e Pereira (2013).

Segundo Hirt e Kuhn (2014), a avaliação da Integral de Newton é comum à todas
as técnicas de modelagem do campo gravitacional, inclusive à técnica RTM, podendo
ser realizada tanto através do domínio espectral, quanto pelo domínio espacial. No
domínio espectral, são utilizadas expansões em harmônicos esféricos para conversão
de modelos topográficos em potencial gravitacional. Estes são conhecidos como
Modelos de Campo de Gravidade Topográficos, como o modelo Earth 2014 (HIRT;
REXER, 2015) e o modelo EHFM_Earth_7200 (LIU; WANG, 2024). Estes modelos
podem ser usados para modelar para frente funcionais obtidas com MGG’s ou utilizando
na etapa de remove escolhendo-se os graus e ordens limitantes.
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Já no domínio espacial, as massas sobre e sob a superfície de referência são
decompostas em "Corpos elementares", como Prismas, Tesseroides, Poliedros ou
Pontos-Massa. Isto possibilita, em conjunto com um valor de densidade associado
à estes corpos, uma integração numérica ou analítica que permite obter o potencial
gravitacional destas massas residuais (HIRT; KUHN, 2014).

2.5 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO DA GEODÉSIA

O problema de valor de contorno (PVC) consiste em achar soluções que se ajustam
a pontos, curvas ou superfícies. Isto parte do princípio de que, ao conhecermos um
sistema físico em um determinado ponto do tempo, e a lei que governa este processo
físico, pode-se prever o desenvolvimento subsequente (ARFKEN; WEBER, 2007).
Existem 3 tipos de Problemas de Valor de Contorno (GEMAEL, 1999):

• Problema de Dirichlet: Consiste em determinar uma função harmônica no interior
de uma dada superfície S, quando são conhecidos os valores que a função assume
sobre esta superfície.

• Problema de Neumann: Consiste em determinar uma função harmônica no
interior de uma dada superfície S quando são conhecidos os valores que a derivada
normal da função assume sobre a superfície.

• Problema de Hilbert: Consiste em determinar uma função harmônica no interior
de uma dada superfície S quando são conhecidos os valores que assume sobre a
superfície uma combinação da função e de sua derivada normal.

A determinação do campo de gravidade externo da Terra, através de dados de
gravimetria na sua superfície está relacionada com a formulação do Problema de Valor
de Contorno da Geodésia (SANSÓ; RUMMEL, 1997). A superfície a ser determinada
no PVCG pode ser o Geóide, para a concepção clássica de Stokes, ou a superfície
física, a partir do problema de Molodenski (SANSÒ, 1995). Na concepção de Stokes,
utiliza-se a fórmula de Pizzeti, para obter o potencial perturbador, como é apresentado
na eq. (34) (HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2006),

T (r,ϑ, λ) =
R

4π

∫∫
σ

S(r, ψ)Δgdσ, (34)

onde S(r, ψ) é o núcleo da integral de Stokes. Através da fórmula de Bruns, pode-se
escrever esta equação através da ondulação geoidal (Equação 35).

N =
R

4πγ0

∫∫
σ

S(r, ψ)Δgdσ. (35)

Pelo fato de não se conhecer a distribuição de massas no interior da crosta terrestre,
Mikhail Molodesky propôs a solução do PVCG considerando a superfície física como
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limitante, substituindo o geoide pelo quase-geoide (GUIMARÃES; BLITZKOW, 2011).
A eq. (36) apresenta como T pode ser calculado através da formulação de Molodensky
(HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2006),

T− 1

2π

∫∫
Σ

[
∂

∂n

(
1

l

)
− 1

γ

∂γ

∂h

cosβ

l

]
TdΣ =

1

2π

∫∫
Σ

1

l
[Δg − γ (ξtanβ1 + ηtanβ2)] cosβdΣ,

(36)
onde T é a incógnita a ser calculada de forma iterativa, ξ e η são as componentes
do desvio da vertical e β1 e β2 são os ângulos de inclinação do terreno em relação à
horizontal.

O PVCG pode ser descrito pela forma livre, pelo PVCG Livre e o PVCG Escalar
Livre, no qual a superfície de contorno S é desconhecida. Ele também pode ser
abordado pela forma fixada, através do PVCG Fixado e PVCG Gravimétrico Fixo, onde
a superfície de contorno S é dada (HOFMANN-WELLENHOF; MORITZ, 2006). No
caso do PVCG fixo, o conhecimento da superfície terrestre (contorno) passou a existir
com a popularização do posicionamento GNSS.

O PVCG Livre envolve um Problema de Valor de Contorno não linear, onde a de-
nominação "Livre", se dá no fato de que não se tem informação sobre a superfície de
contorno (GUIMARÃES; BLITZKOW, 2011). Este problema surgiu em uma época em
que não haviam técnicas espaciais suficientes para que se pudesse determinar a geo-
metria da superfície da Terra com boa precisão. Nele, as componentes conhecidas são
coordenadas astronômicas e valores de gravidade, que não possuem uma distribuição
espacial adequada e possuem uma precisão abaixo das precisões exigidas (NICACIO;
DALAZOANA, 2019).

No PVCG "Escalar Livre", utiliza-se as coordenadas geodésicas φ, λ derivadas de
poligonação e triangulação. A altitude elipsoidal não era conhecida pelo fato da não
existência de dados GNSS na época, sendo esta, a quantidade necessária para fixar a
superfície desconhecida. Para suprir a falta de dados, mede-se as quantidades g e W
do campo da gravidade (HECK, 1989).

Para o PVCG Gravimétrico Fixo, têm-se uma superfície geoidal aproximada, por
valores de altitude ortométrica provenientes de um MDS por exemplo. Em grande parte
dos casos, têm-se MDS’s globais, como o SRTM, com suas altitudes referenciadas
ao MGG EGM96 (LEMOINE et al., 1998). Para melhorar a qualidade da altitude
ortométrica, pode-se substituir o EGM96 por um outro modelo de grau e ordem mais
elevado, como o EGM2008 (PAVLIS et al., 2012), como é o caso do Copernicus DEM e,
consequentemente do FABDEM (MEADOWS; JONES; REINKE, 2024). A pesquisa
feita por Grombein, Seitz e Heck (2016) é de grande auxílio para um estudo mais
aprofundado nesta metodologia.
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2.5.1 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO FIXADO E SÉRIES DE BROVAR

Com o avanço e surgimento de técnicas de posicionamento através de satélites
artificiais, o conhecimento da superfície de contorno como a superfície física da Terra
se torna possível, assim o PVCG que é abordado de forma "Fixada" passa a ser de
grande relevância para a modelagem do campo da gravidade. Ao conhecer a geometria
da superfície S através da latitude φ, longitude λ e altitude elipsoidal h, somente o
potencial de gravidade externo às massas atrativas passa a ser indeterminado. Para
o PVCG Fixado, utiliza-se como condição de contorno o módulo do vetor gravidade �g
(GUIMARÃES; BLITZKOW, 2011) (NICACIO; DALAZOANA, 2019).

O PVCG Fixado pode ser solucionado de forma mais comum a partir de duas
soluções. A primeira delas é trabalhar pela abordagem estocástica com o uso de
funções de base radial esférica (Radial Basis Functions), como foi feito pelo DGFI para
o "Experimento Colorado" (LIU et al., 2020).

Uma outra alternativa é utilizar as Equações Integrais de Brovar (HECK, 2011) que
são solucionadas de forma iterativa. Porém, uma vez que esta solução possui conver-
gência lenta, é mais eficaz o uso da solução do tipo Brovar do PVCG de Molodensky,
com o núcleo de Hotine-Koch (H(ψ)) e distúrbios da gravidade, desenvolvida em séries.
Trata-se das chamadas séries de Brovar (Brovar (1972); Heck (2011), Ferreira (2011)).
Cabe ressaltar que esta solução é baseada na solução do PVCG de Neumann (ou
Robin), uma vez que a derivada normal negativa do potencial é o distúrbio da gravidade
que é amostrado sobre a superfície de contorno. Esta alternativa será utilizada na
presente pesquisa.

A solução de Brovar para o PVCG fixado busca solucionar o problema de Neumann
através da relação de δg com T por duas abordagens, a primeira, através das séries de
Neumann, enquanto a segunda utiliza as séries de Brovar (FERREIRA, 2011). Para a
presente pesquisa, as séries de Brovar serão utilizadas.
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Figura 5 – Geometria para a solução de Molodensky e Brovar.

Fonte: Ferreira (2011).

A partir da figura 5, sendo T expresso como potencial de uma determinada superfície
S dado por:

T =

∫∫
S

λEdS, (37)

no qual, em séries de Fourier-Legendre:

E(r, ψ, rp) =
1

l
=

1

4π

∞∑
n=0

2n+ 1

n+ 1

rn

rn+1
P

Pn(cosψ), (38)

têm-se E como função harmônica, logo T também é harmônica e a equação de Laplace
é válida no exterior de S. Para o caso no qual r = rP = R têm-se:

E =
1

4πR

∞∑
n=0

2n+ 1

n+ 1
Pn(cosψ) =

1

4πR
H(R,ψ). (39)

Ao considerar a Função Generalizada de Hotine-Koch:

H(r, ψ, rp) =
∞∑
n=0

2n+ 1

n+ 1

r

rp

n+1
Pn(cosψ) (40)

Ao utilizar r
rp

= κ e partindo da função geratriz dos polinômios de Legendre têm-se
que:

H(κ, ψ) = 2κ
1√

1− 2κcosψ + κ2
− ln

(√
1− 2κcosψ + κ2 + κ− cosψ

1− cosψ

)
,

(41)
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no qual como:

l =
√
r2p + r2 − 2rprcosψ, (42)

H passa a ser:

H(r, ψ, rp) = 2
r

l
− ln

[
l + r − rpcosψ

rp(1− cosψ)

]
. (43)

Ao voltar ao cálculo de E na equação 39, substituindo pela equação 43 e dividindo-
se por r chega-se em:

4πE =
2

l
− 1

r
ln

[
l + r − rpcosψ

rp (1− cosψ)

]
, (44)

no qual sua derivada (equação 45) pode ser substituída na condição de contorno
(equação 46):

∂E

∂rp
=

1

4π

r2 − r2p
rpl3

(45)

δg = −∂T
∂rp

=

∫∫
S

λ

(
−∂E
∂rp

)
dS, (46)

de forma a resultar em:

δg = −∂T
∂rp

= − 1

4π

∫∫
S

λ− r2 − r2p
rpl3

dS. (47)

Esta equação é valida somente enquanto o ponto P encontrar-se fora da superfície S
(FERREIRA, 2011). Assim, como solução para isto é possível reescrever esta equação
como uma integral do segundo tipo dada por:

δg = λcosβ − 1

4π

∫∫
S

λ
r2 − r2p
rpl3

dS, (48)

no qual, ao se ter as seguintes igualdades:

μ = λsecβ, (49)

dS = r2secβdσ, (50)

substituindo na equação 48 têm-se:

μcos2β − 1

4π

∫∫
σ

μr2
r2 − r2P
rpl3

dσ = δg, (51)

no qual, ao substituir em T têm-se:

T =
1

4π

∫∫
σ

μH(r, ψ, rp)r
2dσ. (52)
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Para o caso da superfície física com aproximação esférica têm-se r = R e μ0 = δg

logo, partindo-se da função generalizada de Hotine (equação 40) chega-se em:

T =
R2

4π

∫∫
σ

δgH(R,ψ)dσ. (53)

Ao considerar a diferença H(r, ψ, rP )−H(R,ψ) como ΔH, com o uso de aproxima-
ção planar, T passa a ser:

T =
R2

4π

∫∫
σ

μ

[
1

R
H(R,ψ) +

2

l
− 2

l0

]
R2dσ. (54)

Ao desenvolver em séries a partir de um parâmetro k como abordado em Moritz
(1980), e a partir da teoria da multiplicação para séries de potência têm-se:

T =
∞∑
n=0

Kn R

4π

∫∫
σ

μnH(R,ψ)dσ +
∞∑
p=0

∞∑
r=1

ark
p+2rR

2

2π

∫∫
σ

μp
(h− hp)

2r

l2r+1
0

dσ,

(55)
ou abordando em termos de série têm-se:

T =
∞∑
n=0

knTn. (56)

Neste caso, o parâmetro k foi útil para o desenvolvimento em séries, assim, com k = 1,
para n = 0 têm-se:

T0 =
R

4π

∫∫
σ

μ0H(ψ)dσ, (57)

e para n > 0:

Tn =
R

4π

∫∫
σ

μnH(R,ψ)dσ +
M∑
r=1

ar
R2

2π

∫∫
σ

μn−2r
(h− hp)

2r

l2r+1
0

dσ, (58)

μn =
N∑
r=1

br
R2

2π

∫∫
σ

(h− hp)
2r+1

l2r+3
0

μn−2r−1dσ −
M∑
r=1

(−1)rμn−2rtan
2rβ (59)

onde M , N , ar e br são dados pelas seguintes equações:

M =

{
n
2 se n é par

n−1
2 se n é ímpar

, (60)

N =

{
n−2
2 se n é par

n−1
2 se n é ímpar

(61)
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ar = (−1)r
(2r)!

22r(r!)2
, (62)

br = (−1)r
(2r + 1)!

22r(r!)2
. (63)

Com toda esta dedução, chega-se por fim, aos três primeiros termos da série de
Brovar:

T0 =
R

4π

∫∫
σ

μ0H(ψ)dσ, (64)

T1 =
R

4π

∫∫
σ

μ1H(ψ)dσ, (65)

T2 =
R

4π

∫∫
σ

μ2H(ψ)dσ − R2

4π

∫∫
σ

(h− hp)
2

l30
μ0dσ, (66)

T3 =
R

4π

∫∫
σ

μ3H(ψ)dσ − R2

4π

∫∫
σ

(h− hp)
2

l30
μ0dσ, (67)

onde μ0 corresponde ao próprio distúrbio da gravidade δg e μ1, μ2 e μ3 são dados por:

μ1 =
R2

2π

∫∫
σ

h− hp
l30

δgdσ (68)

μ2 =
R2

2π

∫∫
σ

h− hp
l30

μ1dσ + δgtan2β (69)

μ3 =
R2

2π

∫∫
σ

h− hp
l30

μ2dσ − 3R2

4π

∫∫
σ

(h− hp)
3

l50
δgdσ + μ1tan

2β (70)

Na maioria dos casos, apenas são levados em consideração os termos μ0 e μ1.
Vale também ressaltar que para estudos onde a técnica RTM é utilizada, o termo μ1 é
na maioria das vezes, insignificante (YILDIZ et al., 2012). Apesar de se ter um bom
desenvolvimento de como se dá as séries de Brovar, é recomendado a leitura de Heck
(2011), Ferreira (2011) e Moritz (1980) para um conhecimento mais aprofundado nesta
dedução. Esta solução abordada é mais simples do que as séries de Molodensky,
como é abordado por Ferreira (2011) e Heck (2011).

As integrais nas equações acima podem ser solucionadas por diferentes maneiras.
A mais comum é através da Transformada Rápida de Fourier que foi amplamente
utilizada no Experimento Colorado (WANG et al., 2021). Uma outra forma de solucionar
estas integrais, que será a forma utilizada nesta dissertação, é através da solução
numérica das integrais.

A solução numérica se baseia no método das Grid Lines, como abordado em
Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006), ou método dos quadrados como é abordado em
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Gemael (1999). Este método trata de discretizar os distúrbios de gravidade em diversos
compartimentos qk, assim, para cada compartimento, haverá um distúrbio de gravidade
δgk associado. A figura 6 representa esta divisão em compartimentos.

Figura 6 – Compartimentos qk na região de integração.

Fonte: Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006).

Cada compartimento qk encontra-se subdividido por linhas latitudinais e longitudinais,
assim, a equação 64 pode ser reescrita como:

T0 =
R

4π

∫∫ λ2ϕ2

λ1ϕ1

δgq H(ψ) cosϕ′ dϕ′ dλ′. (71)

Pode-se atribuir a uma variável cq as variáveis da eq. 71 que não envolvem o distúrbio
de gravidade, conforme eq 72.

cq =
R

4π

∫ λ2ϕ2

λ1ϕ1

H(ψ) cosϕ′ dϕ′ dλ′, (72)

com a função de Hotine suficientemente constante nos compartimentos qk, ela pode
ser definida como H(ψq) em cada compartimento, e por ser constante, sair de dentro
da integral, permitindo o cálculo da área de cada compartimento como Aq dada pela
equação 73.

Aq = R2(sinϕ2 − sinϕ1)(λ2 − λ1). (73)

Substituindo na eq. 72, têm-se:

cq =
H(ψq)Aq

4πR
, (74)
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e, utilizando o princípio da superposição, a equação 71 pode ser reescrita como:

T0 =
∑
q

H(ψq)Aqδgq
4πR

. (75)

Este é o primeiro termo da série de Brovar através da solução numérica. A obtenção
dos demais termos da série, segue a mesma lógica abordada, para isto, é necessário
discretizar os elementos l0q para calcular o termo μ1q também discretizado, como é
apresentado na eq 76.

μ1q =
1

2π

∑
q

h− hp
l30q

μ0Aq, (76)

e, por fim, com μ1q calculado, também pelo princípio da superposição, chega-se em:

T1 =
1

4πR

∑
q

μ1qH(ψq)Aq (77)

Este tipo de solução possui grande vantagem quando se trabalha em ambientes
computacionais como na linguagem MATLAB ou Python, isto porque há a possibilidade
de realizar a solução de forma vetorizada como é abordado em Abdalla e Ferreira
(2022), o que permite mais velocidade de processamento, porém, também exige
uma boa quantidade de memória do computador. Para informações mais detalhadas
sobre esta metodologia, ou a solução numérica de mais termos das séries de Brovar,
recomenda-se consultar em Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006) e Gemael (1999).

2.6 MODIFICAÇÃO NO NÚCLEO DA INTEGRAL DE HOTINE

A princípio, as integrais de Stokes e Hotine, devem ser utilizadas baseando-se
em dados de anomalia e distúrbio da gravidade sobre todo o planeta (VANÍČEK;
FEATHERSTONE, 1998). Devido à falta de dados gravimétricos bem distribuídos ao
longo do planeta, e também ao esforço computacional, é comum adotar uma calota
esférica de raio ψ para realizar esta integração (Figura 7). Esta adoção também é útil
para substituir a contribuição dos longos e parte dos médios comprimentos de onda
em todo planeta a partir da solução de MGG’s até determinado grau e ordem, que
naturalmente possui menor erro de comissão.
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Figura 7 – Calota esférica da região de integração.

Fonte: Ferreira (2013).

Nesta figura, os dados à serem integrados encontram-se no interior da capa esférica
Ωk e Ω⊙ para regiões externas, que acabariam sendo omitidas devido ao erro de
truncamento. Matematicamente, pode-se dividir a integral em duas partes, onde a
segunda parte, estaria relacionada a este erro. Em relação a integral de Hotine que é o
objeto de estudo deste tópico, a eq. (78) descreve a altura geoidal, em coordenadas
polares, calculada no raio de integração (no interior da calota), enquanto a eq. (79)
apresenta a parte exterior, ou seja, o erro de truncamento (FEATHERSTONE, 2013).

N̂1 =
r

4πγ

∫ 2π

0

∫ ψ0

0

H(ψ)δg sinψdψdα, (78)

ΔN =
r

2π

∞∑
n=0

[∫ π

ψ0

H(ψ)Pn(cosψ) sinψdψ

]
δgn. (79)

Além do erro de truncamento apresentado, as integrais de Stokes e Hotine, possuem
uma função de ponderação, S(ψ) e H(ψ) para a integral de Stokes e H(ψ) para a
integral de Hotine, que dependem da distância esférica entre os pontos de integração
e os pontos de cálculo. Quando estas distâncias estão próximas de zero, os valores
em S(ψ) e H(ψ) tendem ao infinito (Figura 8), enquanto que para maiores valores de
distâncias esféricas, os valores destas funções tendem a zero (FERREIRA, 2013).
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Figura 8 – Comportamento da função de Hotine.

Fonte: Ferreira (2011).

Para resolver estes problemas apresentados, têm-se como solução realizar uma
modificação na função original S(ψ) ou H(ψ), diminuindo assim, o impacto do erro de
truncamento e suavizando as regiões das funções tendendo ao infinito (FEATHERS-
TONE; EVANS; OLLIVER, 1998). Estas modificações podem ser caracterizadas como
modificações determinísticas, onde todas as variáveis utilizadas são conhecidas, ou
modificações estocásticas, onde são incorporadas incertezas, sendo necessário a
realização de um ajustamento para utilização destes métodos (FERREIRA, 2011).

A primeira modificação, proposta por Molodenskii (1958), parte do princípio que, ao
utilizar a integral de Stokes (ou Hotine) somente até o raio de integração do interior
da calota, deve-se compensar a função utilizada para o exterior da calota. Assim,
Molodenskii propõe o cálculo desta função adaptada S̃(ψ) ou H̃(ψ), de forma aproxi-
mada pelas séries de Fourier-Legendre com os coeficientes de truncamento em M − 1

(Equação 80):

S̃(ψ) =
M−1∑
n=2

2n+ 1

2
QnPn(cosψ). (80)

A modificação de Molodenskii (1958) consiste em diminuir a função de Stokes origi-
nal, para a função adaptada (equação 80). Adaptando para a função de Hotine, a
modificação de Molodenskii é apresentada na eq. (81),

H(ψ)MMol = H(ψ)−
M−1∑
n=2

2n+ 1

2
QnPn(cosψ). (81)

Para contornar a situação da distorção dos termos de baixo grau da função de
Stokes, e também Hotine, como apresentado anteriormente através da Figura (8), surgiu
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uma nova modificação, proposta por Wong e Gore (1969). Ela propõe a eliminação dos
Polinômios de Legendre de baixo grau da função, assim, ela partiria de um grau M e
não o grau 2 apresentado anteriormente na eq. (81).

H(ψ)MWG =
∞∑
M

2n+ 1

2
Pn(cosψ). (82)

Ao diminuir da função original de Hotine, chega-se à eq (83). Vale ressaltar que
o grau de truncamento M − 1 da equação deve ser menor que do MGG na etapa de
Restore da técnica Remove-Compute-Restore de acordo com Jekeli (1981). Porém,
de acordo com Wang et al. (2021) e Ferreira (2011), é preferível que os valores de
grau de modificação sejam testados de forma experimental, até que se alcance um
resultado mais acurado com os de GPS/Nivelamento. Além disto, existem instabilidades
ao aumentar demais o grau de modificação próximo ao grau da etapa de remove.

H(ψ)MMol = H(ψ)−
M−1∑
n=2

2n+ 1

2
Pn(cosψ). (83)

A Figura 9, apresenta como ficou a função de Stokes, após esta modificação,
considerando os graus de M como 30 e 360. Pode-se analisar a diminuição nos valores
de função para os termos de baixo grau. Para (b) utilizou-se o grau M como 30 e para
(c), M = 360, em (a), segue o comportamento da função original.

Figura 9 – Comportamento da função de Stokes, com as modificações de Wong e Gore
(1969).

Fonte: Ferreira (2011).

Com intuito de fazer com que haja uma convergência mais rápida à zero, Meissl
(1971) propôs com que a função S(ψ) ou H(ψ) seja zero no raio de integração ψ0,

H(ψ)MMe =

{
S(ψ)− S(ψ0) para 0 ≤ ψ ≤ ψ0

0 para ψ0 ≤ ψ ≤ π
. (84)
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A Figura (10), apresenta como se dá o comportamento da função de Stokes com
esta modificação. Vale ressaltar que quanto maior o raio de integração, mais suave é
a transição entre as regiões no interior da calota para o exterior da calota, porém, a
convergência é mais demorada nestes casos. Esta modificação é mais eficiente ao se
utilizar em conjunto com a remoção do grau e ordem correspondentes do MGG.

Figura 10 – Comportamento da função de Stokes, com as modificações de Meissl
(1971).

Fonte: Ferreira (2011).

Partindo da modificação de Wong e Gore (1969) e de Meissl (1971), com seu grau
de modificação, VaníČek e Kleusberg (1987) propuseram adicionar mais um grau de
modificação à função S(ψ) ou H(ψ), com o objetivo de minimizar o limite superior do
erro de truncamento.

H(ψ)MVK =

{
H(ψ)−∑M−1

n=2
2n+1
n−1

Pn(cosψ)−
∑P−1

k=2
2k+1
2
tkPk(cosψ) para 0 ≤ ψ ≤ ψ0

0 para ψ0 ≤ ψ ≤ π
,

(85)
onde tk é um coeficiente que pode ser determinado através de minimização por mínimos
quadrados. Para mais informações sobre como determinar o coeficiente tk, consultar
VaníČek e Kleusberg (1987). Esta modificação possui uma vantagem na convergência
à zero, sendo mais rápida dos que as modificações anteriores (FEATHERSTONE;
EVANS; OLLIVER, 1998).

Para solucionar o problema da indeterminação de S(ψ) e H(ψ) para as distâncias
esféricas próximas a zero, onde há uma tendência ao infinito, pode-se utilizar a função
F (ψ) (GEMAEL, 1999):

F (ψ) =
1

2
H(ψ)sen(ψ). (86)

Além destas modificações apresentadas, no caso das determinísticas, pode-se
citar também as modificações de Witte (1967) e Heck e Gruninger (1987), já para as
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estocásticas, alguns exemplos são as modificações de Wenzel (1982), Sjöberg (1984),
Sjöberg (1991) e Vaníček e Sjöberg (1991) que podem ser mais detalhadamente
analisadas através de suas respectivas referências.

2.7 IHRS/IHRF E EXPERIMENTO COLORADO

No ano de 2015 a IAG publicou a resolução N°1/2015 (IAG, 2015) que trata da
definição e realização do International Height Reference System, com o objetivo de
propor um sistema global e unificado de altitudes utilizando altitudes com significado
físico, ou seja, relacionadas ao campo da gravidade terrestre.

O IHRS é fundamental em obras e pesquisas envolvendo diferentes países, tendo
em vista que se trabalhará no mesmo sistema de altitudes, além disso, é essencial
para pesquisas relacionadas a determinação e investigação de mudanças globais no
planeta Terra, como na detecção do nível do mar, por exemplo. É crucial destacar
que a investigação das mudanças globais do planeta é de grande importância para o
entendimento e prevenção de desastres naturais (GGOS, 2023c).

O IHRS é baseado numa superfície equipotencial do campo de gravidade da Terra,
com um valor de geopotencial Wo e suas coordenadas verticais se dão através da
diferença entre o geopotencial do pontoWP eWo, conhecida como número geopotencial
CP .

Desde 2011, o GGOS (Global Geodetic Observing System) criou grupos de trabalho
(Joint Working Groups) com o objetivo de desenvolver métodos e investigações para a
definição e realização do IHRS e do IHRF. Foram criados 3 grupos de trabalho, sendo o
primeiro (JWG 0.1.1), que atuou entre 2011 e 2015, responsável pela definição de Wo

como 62.636.853,4 m2s2 (SÁNCHEZ et al., 2014). A partir deste valor de referência,
Sánchez e Sideris (2017) e GGOS (2023a) apontaram como se dá a diferença entre
os diferentes Data Verticais de diferentes países na América do Sul em relação à esta
superfície equipotencial de referência atualmente (FIGURA 11).

Figura 11 – Desvios Padrão dos diferentes Data verticais da América do Sul em relação
à Wo.

Fonte: Adaptado de Sánchez e Sideris (2017).
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O segundo grupo de trabalho (JWG 0.1.2), que atuou entre 2015 e 2019, teve
como foco a definição das estratégias para a implementação do IHRF, e assim, a
partir da resolução N°3/2019 da IAG (IAG, 2019), foi solicitado que todos os países
se empenhassem na instalação de estações IHRF de referência a nível nacional,
vinculadas ao ITRF. Neste grupo, Sánchez e Sideris (2017) e Ihde et al. (2017) abordam
como se dá a unificação das redes existentes para o IHRF. Neste JWG foram definidas
as futuras estações IHRF ao redor do mundo.

Foi solicitado que estes países conduzissem levantamentos gravimétricos no entorno
destas estações para garantir uma determinação precisa dos valores de potencial da
gravidade, mediante diferentes técnicas de integração numérica, e disponibilização
destes dados de forma aberta. E, por fim, a contribuição com análises de estratégias
para melhorar a determinação destas coordenadas e da modelagem do campo de
gravidade terrestre.

Atualmente, o grupo JWG 0.1.3 está em execução, e tem como foco a implementa-
ção do IHRF, abordada no artigo Sánchez et al. (2021), desenvolvido pela coordenadora
deste grupo de trabalho. Neste grupo de trabalho é abordada a problematização na
padronização da modelagem do campo gravitacional, que foi comprovada através do
"Experimento Colorado".

Este experimento foi realizado em uma região montanhosa no estado do Colorado,
nos Estados Unidos, e a "US National Geodetic Survey" disponibilizou dados para o
cálculo do Geopotencial neste local, para que todos utilizassem o mesmo conjunto de
dados (FIGURA 12).

Figura 12 – Distribuição dos dados aéreos (linhas em azul), terrestres e o perfil GSVS17
(Curva em roxo), para o experimento colorado.

Fonte: (WANG et al., 2021).
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Foram utilizados dados de gravimetria aérea e terrestre, modelos digitais do terreno,
dados de GPS/Nivelamento e modelos globais do geopotencial (MGG’s). Um total de 14
órgãos e instituições de diferentes partes do mundo utilizaram suas metodologias para
calcular as anomalias de altura em 223 pontos com valores de geopotencial conhecidos
ao longo do perfil GSVS17 (Geoid Slope Validation Survey 2017 ) através de técnicas
de GPS/Nivelamento. Os resultados podem ser vistos na FIGURA 13.

Há três grupos que utilizaram a solução do PVCG Fixado, porém nenhum destes
utilizou as séries de Brovar para sua solução. Quem realizou o PVCG Fixado foi Liu
et al. (2020) pelo DGFI (Deutsches Geodätisches Forschungsinstitut) na Alemanha
utilizando a Função de Base Radial Esférica, Willberg, Zingerle e Pail (2020) pelo IAPG
(Institute for Astronomical and Physical Geodesy), também na Alemanha utilizando
Colocação por Mínimos Quadrados Residual (Residual Least Squares Colocation) e
Jiang (2019) (Chinese Academy of Surveying and Mapping), na China, que utilizou
combinação espectral (Spectral Combination).

Figura 13 – Anomalias de altura residuais obtidas por diferentes soluções ao longo do
perfil GSVS17.

Fonte: Wang et al. (2021).

Através deste estudo, concluiu-se que a precisão dos modelos quase-geoidais foi
de aproximadamente 2cm, sem atingir o objetivo de 1cm definido pela IAG, sendo
necessário a realização de diversas pesquisas voltadas à modelagem do campo
gravitacional para que haja uma padronização das metodologias concordante com a
precisão de 1cm.

No Brasil, foram selecionadas pelo IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatística) as estações que compõem a primeira realização do IHRF, sendo estas, as
estações PPTE, MABA, SCIM, BRAZ, CUIB e CEFT (Figura 14), todas pertencentes à
Rede Brasileira de Monitoramento Contínuo (RBMC).
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Figura 14 – Estações compõem o IHRF no Brasil (Os círculos vermelhos representam
a área da densificação gravimétrica).

Fonte: O Autor.

Em relação aos estudos voltados ao estabelecimento do IHRF no Brasil, pode-se
citar o artigo de Guimarães et al. (2022), que apresenta a situação atual deste processo
no país e faz uma análise de diferentes modelos geoidais no cálculo da altitude geoidal
da estação BRAZ. Neste artigo também é apresentado como se dá a distribuição
gravimétrica no entorno destas estações (Figura 15).

Figura 15 – Distribuição gravimétrica no entorno das estações IHRF.

Fonte: Guimarães et al. (2022).

Vale ressaltar que estas distribuições são referentes ao ano de 2021, não estando
de acordo com as distribuições atuais, como, por exemplo, em MABA, onde houve uma
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grande densificação realizada pelo IBGE.
Como demais estudos, pode-se citar a tese de doutorado de Ribeiro (2022) que

contribuiu para a geração de um modelo gravimétrico e o cálculo do potencial gravi-
tacional em estações costeiras do IHRF, como a estação CEFT e SCIM, vinculando
dados de gravimetria marinha e terrestre. A dissertação de Silva (2020) contribuiu com
uma pesquisa voltada à modernização do sistema gravimétrico de São Paulo, além
de propor uma solução para a geração de um modelo geoidal e quase-geoidal para a
região. O trabalho de Guimarães et al. (2024) que aborda a geração do modelo geoidal
para a América do Sul SAM_GEOID2023, e por fim, os trabalhos de Blitzkow et al.
(2024) e Blitzkow et al. (2022) que apresentam os resultados obtidos a partir de sua
solução para diferentes estações IHRF brasileiras.



3 METODOLOGIA

Os seguintes tópicos abordam toda metodologia empregada para desenvolvimento
desta pesquisa. Esta pesquisa se divide em duas partes. Na primeira parte, foi
abordada a solução para cálculo do quase-geoide na região onde foi feito o Experimento
Colorado (WANG et al., 2021), com o mesmo conjunto de dados gravimétricos, e MGG’s
e MDT’s que foram utilizados pelas instituições participantes.

A ideia desta primeira parte foi reproduzir o Experimento Colorado com a solução
proposta, para que se possa validar o uso do PVCG Fixado pelas séries de Brovar e o
uso da solução numérica das integrais de Hotine. Foram analisados os resultados desta
metodologia, no qual, ao se encontrarem concordantes em termos de comportamento
de discrepâncias e de precisão com as demais soluções dos quatorze grupos de
pesquisa, se deu prosseguimento para a segunda parte desta pesquisa.

A segunda parte, consiste em aplicar a metodologia da primeira parte para a estação
IHRF PPTE, utilizando dados de entrada semelhantes, porém com a liberdade de testar
um novo conjunto de modelos, mais atuais, que permitiu a comparação dos resultados
e a investigação do impacto de diferentes dados na modelagem do Geopotencial.
Foram utilizados dados de gravimetria terrestre e aérea para reproduzir o Experimento
Colorado e gravimetria terrestre para aplicação do método na estação PPTE, conforme
disponibilizado nas regiões de estudo. A estação PPTE foi escolhida com base na
disponibilidade de dados de gravimetria distribuídos de forma que a modelagem seja
realizada de forma adequada, sendo considerada uma estação "modelo" para estudos
que envolvem a modelagem do geopotencial na época em que foi realizada esta
pesquisa, além de ser uma das estações do IHRF.

Em ambas as partes da pesquisa, foram abordadas como se deram as análises,
escolhas e coletas dos dados, os processamentos envolvidos para suas padronizações,
as técnicas e soluções para cálculo do geopotencial, a validação da solução proposta e
a obtenção dos produtos finais para a análise dos resultados. É importante destacar
que todos os processos foram realizados a partir de rotinas desenvolvidas em MATLAB
pelo prof. Dr. Tiago Lima Rodrigues do Departamento de Geomática da UFPR e serão
disponibilizadas na plataforma online Github.

3.1 SOLUÇÃO APLICADA AO EXPERIMENTO COLORADO

Neste item é abordada a etapa de validação da solução proposta, na região onde foi
feito o Experimento Colorado, como sugerido por Sánchez et al. (2021). Os dados gra-
vimétricos terrestres e aéreos, e o MDE que foram utilizados foram providenciados pela
NGS (US National Geodetic Survey) e pela NGA (National Geospational-Intelligence
Agency ) e encontram-se disponíveis no site do ISG (ISG - International Service for the



53

Geoid, 2024). O fluxograma metodológico desta etapa se encontra na figura 16 e serve
como guia para os próximos capítulos.

Figura 16 – Fluxograma Metodológico para o Experimento Colorado.

Fonte: Autor.

3.1.1 PREPARAÇÃO E ANÁLISE DOS DADOS

Os dados gravimétricos que se encontram disponíveis são dados terrestres, com
59303 pontos observados disponíveis ao longo da região, cobrindo uma área entre
a latitude 35° N e 40° N, e a longitude 110° W e 102° W (Figura 12). No arquivo
disponibilizado encontram-se a latitude e longitude das observações referentes ao
Sistema de Referência Terrestre NAD83, a altitude ortométrica referenciada ao NAVD88
(AHLGREN, 2024), o valor de gravidade, um índice para cada observação e o ano em
que foram obtidos estes valores. Todos estes dados estão no conceito de Maré-Livre
(WANG et al., 2021).

Os dados gravimétricos aéreos foram disponibilizados através do projeto GRAV-D
(Gravity For the Redefinition of the American Vertical Datum), que teve como objetivo
a redefinição do Datum vertical dos Estados Unidos. Para mais informações sobre
como se deu o projeto e o processamento dos dados utilizados, consultar Damiani,
Youngman e Johnson (2017). Foram utilizados e disponibilizados os dados aéreos
referentes ao bloco MS05 já re-amostrados para 1Hz e já filtrados de variações de alta
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frequência nos valores de gravidade, devido às pequenas e constantes variações da
aeronave utilizada, referenciados ao Sistema de Referência Terrestre IGS08 à uma
altitude média de 6000m.

Foi aplicada uma reamostragem nos dados aéreos, alterando sua frequência de
1Hz para 5Hz , para diminuir o número de dados à serem processados em cada faixa
de voo, visando um menor esforço computacional no processamento destes dados. Isto
foi feito através de uma rotina em MATLAB que obtém um valor de dado aéreo a cada
5 observações. Referente aos dados terrestres, também através de uma rotina em
ambiente MATLAB foram removidos os dados duplicados, no qual, deletou-se sempre
a segunda observação repetida.

Para o "Experimento Colorado" (EC), o MDE disponibilizado é referente ao SRTM
v4.1 (JARVIS et al., 2008), com resolução de 3". A modelagem do Quase-Geoide foi
realizada para extensão entre 108,5°W e 103,5°W de longitude e 36,5°N e 38°N de
latitude, mesma extensão utilizada por Grigoriadis et al. (2021) que contém todo perfil
GSVS17 para a validação da metodologia.

Afim de evitar o efeito de borda no raio de integração dos pontos mais extremos,
foi necessário ter uma área extrapolada de grade de distúrbios residuais para poder
calcular as anomalias de altura residuais. A extensão desta grade foi extrapolada em
relação à extensão da modelagem adotada, concordante com os diferentes valores
de grau e ordem (G/O) utilizados para modelagem dos longos e parte dos médios
comprimentos de onda de acordo com a regra prática de Rapp.

Foram realizados testes utilizando diferentes G/O na etapa de remoção, sendo
estes, 300, 500 e 719 respectivamente. A ideia de testar diferentes valores de G/O é
avaliar o impacto dos MGGs no resultado final, o que poderá indicar o quão vantajoso
ou desvantajoso é permitir uma maior faixa espectral ao MGG, já que, em contrapartida,
haverá erros de comissão agregados a esses modelos.
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Figura 17 – Área de modelagem (Cinza escuro) e área de extrapolação (Cinza claro)
na região do Experimento Colorado.

Fonte: Autor.

Na figura 17, pode-se observar polígonos identificando a área de modelagem em
cinza escuro, que é a área onde foi modelado o Quase-Geoide, e em cinza mais claro,
a área de extrapolação, que é a área onde foi feita a grade de distúrbios residuais
para posteriormente calcular o Quase-Geoide. Na figura, o perfil GSVS17 encontra-se
inteiramente no interior da área de modelagem, permitindo que a etapa de validação
fosse realizada adequadamente.

Os MGGs utilizados pelas equipes participantes do experimento são o xGEOID17REFB
(WANG et al., 2017), XGM2016 (PAIL et al., 2018) e o GOCO05S (MAYER-GUERR,
2015) conforme Sánchez et al. (2018). Neste trabalho foi utilizado o XGM2016 com G/O
de desenvolvimento de 300, 500 e 719 derivado de dados altimétricos, gravimétricos e
do próprio GOCO05S (PAIL et al., 2018). A escolha deste MGG se justifica pelo G/O
adequado de 719 que será necessário para obter os longos e parte dos médios compri-
mentos de onda e também pela facilidade em obtenção de diferentes funcionais deste
MGG, já que se encontra disponibilizado através da plataforma do ICGEM, diferente do
xGEOID17REFB.

A partir dos dados terrestres, foi necessário obter os distúrbios da gravidade para
a solução do PVCG Fixado. A obtenção dos distúrbios da gravidade se deu a partir
da diferença entre o valor da gravidade real medido em campo e o valor da gravidade
normal em um mesmo ponto (Equação 16).

O principal problema para a realização deste cálculo está no fato de que para
calcular a gravidade normal na superfície terrestre em um ponto p (γp), é necessário
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conhecer a altitude elipsoidal h do ponto, que não se encontra disponibilizada nos
dados terrestres do experimento. Porém, uma vez que as altitudes ortométricas estão
referenciadas ao NAVD88, foi utilizado o modelo geoidal híbrido GEOID18, referenciado
ao mesmo Datum Vertical, para obtenção de valores de altitude geoidal. A ferramenta
de cálculo "INTG" permitiu obter N e já propôs a transformação para IGS08 (NOAA,
2019). Assim, esta opção foi escolhida para a obtenção de h utilizando a Eq. (87).

h = H +N. (87)

O próximo passo foi obter γp, através da equação 88, dada por Gemael (1999),

γP = γ

[
1− 2h(1 + α− 2α sin2 φ+m)

α
+

3h2

a2

]
(88)

onde h é a altitude elipsoidal, γ é a gravidade normal do ponto no elipsoide, φ é a
latitude geodésica do ponto, a é o semi-eixo maior do elipsoide, α é o achatamento
e m é a razão entre a força centrífuga no equador e a gravidade no equador. Os
valores utilizados estão relacionados ao elipsoide GRS80, que serviu como base para
o NAD83 e foi adotado para o Experimento Colorado (SÁNCHEZ et al., 2021), e pode
ser acessado em (MORITZ, 2000). Vale destacar que γ foi obtido com a fórmula
internacional da gravidade do GRS80 (MORITZ, 2000), conforme eq. 89.

γ = γe(1 + 0.0052790414 sin2 ϕ+ 0.0000232718 sin4 ϕ

+ 0.0000001262 sin6 ϕ+ 0.0000000007 sin8 ϕ), (89)

onde γe é a gravidade normal no equador e ϕ é a latitude do ponto.
O último passo realizado nos dados gravimétricos terrestres antes de calcular o

distúrbio da gravidade foi a correção da gravidade atmosférica, pois o elipsoide de
referência (Terra Normal) possui a massa atmosférica atribuída ao mesmo. Para esta
correção, foram somados os valores de correção aos dados gravimétricos, através da
equação 90 dada por Wenzel (1985).

CATM = 0,874− 9,9× 10−5H + 3,5625× 10−9H2 (90)

Com isto, calculou-se o distúrbio da gravidade completo para cada observação
gravimétrica através da equação 16.

Referente aos dados gravimétricos aéreos, os pré-processamentos utilizados foram
semelhantes aos apresentados para os dados terrestres. Foi aplicada a correção
atmosférica, e γP foi calculado na altitude elipsoidal do gravímetro a bordo da aeronave,
logo, os distúrbios foram obtidos nesta altura. Cabe dizer que não foram feitas filtragens
adicionais de erros de alta frequência de variação em gravidade, uma vez que a
reamostragem diminui o efeito e a NGS já realizou filtragens nos dados.
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Após todos estes processos, foi obtido o espectro completo dos distúrbios da
gravidade para os dados aéreos e terrestres do Experimento Colorado, no qual, se
deu prosseguimento para a etapa de remoção dos longos, parte dos médios, curtos
e curtíssimos comprimentos de onda, para obtenção dos distúrbios da gravidade
residuais. Estas etapas (incluindo a etapa de remoção) foram feitas para os três casos
de G/O testados em planilhas eletrônicas do software EXCEL.

3.1.2 ETAPA DE REMOÇÃO

Para garantir um maior nível de suavização na etapa de remoção, é importante
verificar os valores de média e desvio padrão do conjunto de dados residuais. Espera-
se que a grade de distúrbios residuais tenha a média de seus valores o mais próximo
de zero, para que os dados estejam o mais suavizados possível para geração da grade
de anomalias de altura residuais (SANSÒ; SIDERIS, 2013).

Para a etapa de remoção, foi necessário obter distúrbios da gravidade relacionados
aos longos, parte dos médios, curtos e curtíssimos comprimentos de onda. Referente
aos longos e parte dos médios comprimentos de onda, os distúrbios foram obtidos
através da plataforma do ICGEM para todos os pontos gravimétricos terrestres e aéreos.
Como os dados gravimétricos utilizados se encontram no conceito de maré-livre, a
parte do espectro que será removida também se encontra neste conceito.

Nesta etapa, foram testados G/O de 300, 500 e 719 como já mencionado, e foi
selecionado para modelagem do Quase-Geoide àquele que obteve o melhor desvio
padrão em relação ao perfil GSVS17. Este teste foi realizado, solucionando o PVCG
Fixado pontualmente para cada estação deste perfil, esta etapa é abordada nos
próximos tópicos desta dissertação. Isto permite uma avaliação do erro de comissão
do MGG utilizado em equilíbrio com a suavização adequada da grade de distúrbios de
gravidade residuais. Os dados encontram-se vinculados ao elipsoide GRS80 e o termo
de grau zero foi calculado pelo próprio serviço do ICGEM.

Referente aos curtos e curtíssimos comprimentos de onda, a técnica RTM foi
aplicada no domínio espectral. Para isto, utilizou-se o modelo topográfico Earth2014
(HIRT; REXER, 2015) para obter os valores de δgRTM entre os G/O de 301, 501 ou
720 (de acordo com o grau de remoção utilizado) até G/O máximo do modelo de 2189.
Para complementar os curtos comprimentos de onda com G/O mais desenvolvidos, foi
utilizado o modelo ERTM2160 (HIRT et al., 2014) para obtenção de G/O superiores até
o máximo de aproximadamente 81000. Vale ressaltar que os dados aéreos utilizaram
somente o modelo EARTH2014 até G/O máximo de 2189, já que, por não serem tão
susceptíveis aos efeitos da topografia do terreno, os valores obtidos com o ERTM2160
eram insignificantes (GRIGORIADIS; VERGOS, 2020).

A justificativa para utilização destes modelos, além da fácil disponibilidade em
acesso aberto, se dá no fato de que diversas instituições do Experimento Colorado
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utilizaram estes modelos para modelagem dos curtos comprimentos de onda (GRIGO-
RIADIS; VERGOS, 2020), (LIU; SCHMIDT; SÁNCHEZ, 2019), (WILLBERG; ZINGERLE;
PAIL, 2019), o que permite validar a solução proposta com a menor tendência possível
devido à utilização de outros dados.

O modelo Earth2014 é facilmente obtido na plataforma do ICGEM, inserindo as
coordenadas das observações gravimétricas. Para o modelo ERTM2160, a Univer-
sidade Curtin disponibiliza o modelo gratuitamente em seu site. Nele, são baixados
os dados RTM globalmente distribuídos em forma de imagens e a rotina MATLAB
para obter os valores de δgRTM para cada observação. Com isto, a soma entre os
valores obtidos com o EARTH2014 e o ERTM2160 permitiu a obtenção dos curtos e
curtíssimos comprimentos de onda até G/O máximo de aproximadamente 81000.

Os distúrbios de gravidade obtidos através dos modelos foram removidos do espec-
tro completo calculado na seção anterior, e assim, obteve-se os distúrbios da gravidade
residuais que foram necessários para a realização da solução fixada do PVCG.

3.1.3 GERAÇÃO DA GRADE DE DISTÚRBIOS DA GRAVIDADE RESIDUAIS

A geração da grade de distúrbios residuais se deu através do método de Colocação
por Mínimos Quadrados, no qual, a partir da covariância das observações, neste caso,
a covariância dos distúrbios da gravidade residuais, estimou-se a função covariância
empírica que melhor descreveu a distribuição da covariância original e interpolou-se
à funcional desejada para criação de uma grade destes valores. Assim, a técnica
de Colocação realizou o ajustamento pelo método dos mínimos quadrados (MMQ)
ao mesmo tempo em que realizou a interpolação para geração da grade (SANSÒ;
SIDERIS, 2013).

A técnica de colocação foi empregada através de uma rotina MATLAB que utilizou
a função "griddataLSC" desenvolvida por Jack (2024) para aplicação desta técnica.
Os dados de entrada foram as coordenadas dos pontos e os distúrbios da gravidade
residuais para os dados terrestres e aéreos. Também foi necessário uma lista de
coordenadas que definissem a grade de interpolação, no qual conteve valores de
latitude, longitude e altitude elipsoidal.

A função logarítmica planar 3D foi utilizada tendo em vista que ela foi utilizada
por diversas instituições no EC (AUTh, Curtin, DTU, GSI, ITU, NTIS-GEOF, Polimi)
e pelo fato de que, por ser uma função tridimensional, ela é mais benéfica quando
se utiliza dados terrestres e aéreos, o que indica uma maior proximidade estatística
entre os valores empíricos e o modelo de covariância ajustado (GRIGORIADIS et al.,
2021). Para mais informações sobre a aplicação e a construção desta função pode-se
consultar Forsberg (1987).

Ao utilizar a interpolação 3D, todos os dados utilizados são reduzidos para a superfí-
cie física, através de suas altitudes elipsoidais. Isto faz com que tanto os dados aéreos
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como os terrestres fiquem em uma mesma superfície de referência (superfície terrestre),
ao mesmo tempo em que é gerada a grade de distúrbios da gravidade residuais, ou
seja, a interpolação e a etapa de Downward Continuation é realizada simultaneamente
nos dados. As altitudes elipsoidais no terreno para a grade interpolada foi obtida a
partir do MDE, dos quais foi retirado de cada pixel o valor de N em EGM96, a partir
da função "geoidheight" do MATLAB. Mais informação sobre Colocação por Mínimos
Quadrados podem ser acessadas em Ruffhead (1987).

Por fim, com a variância empírica ajustada para a covariância dos dados, foram
interpolados os distúrbios da gravidade residuais conforme a lista de coordenadas que
definem uma grade com resolução espacial de 1’ (tamanho da grade ideal de acordo
com a frequência de Nyquist). Com esta grade, foi possível dar prosseguimento para a
etapa de solução do PVCG que será abordada no próximo tópico.

3.1.4 SOLUÇÃO FIXADA DO PVCG

Após obter a grade de distúrbios da gravidade residuais, foram calculadas as
anomalias de altura residuais através do PVCG Fixado pelas séries de Brovar, utilizando
a solução numérica das integrais. Os parâmetros de entrada foram os distúrbios
da gravidade residuais calculados, permitindo com que fosse calculado o potencial
anômalo T na superfície terrestre em cada ponto, e, através da equação 91, obteve-se
as anomalias de altura residuais ζres para modelagem do quase-geoide.

TP = ζPγ0, (91)

no qual γ0 é a gravidade normal no teluroide, calculada a partir da equação 88, porém,
utilizando a altitude normal ao invés da elipsoidal.

Para obtenção de T , foram utilizados os termos de grau 0 e 1 da série de Brovar
(Equações 64 e 65), no qual permitiu a solução de forma analítica em que T fosse
representado através de uma camada superficial generalizada com uma densidade
de superfície associada a função núcleo H(ψ). Devido ao fato de que a topografia da
região do EC é muito acidentada, foi utilizado o termo ζ1 para agregar maior precisão e
confiabilidade no resultado final.

O núcleo utilizado foi o de Hotine, com as modificações de Wong e Gore (1969), por
serem amplamente utilizadas no EC (AUth, Curtin, DTU, NGS). O grau de modificação
foi escolhido através de testes no qual foi calculada as soluções do PVCG diretamente
para os pontos do perfil GSVS17, e feita a restauração das anomalias de altura residuais
diretamente nestes pontos utilizando o XGM2016 e a combinação entre o Earth2014 e
ERTM2160. As anomalias de altura foram calculadas utilizando graus de modificação a
cada 30 valores, até o grau máximo de 300. Além disso, foram testados estes valores a
cada 0,1°de raio de integração, até um grau máximo de 4°.
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O conjunto escolhido foi aquele que obteve o menor desvio padrão para com o perfil
GSVS17. Esta etapa foi realizada através de uma rotina MATLAB que utilizou como
dados de entrada, a grade de δgres, o MDE SRTM v4.1, um arquivo de texto contendo
a latitude e a longitude das estações GSVS17, e outro arquivo de texto contendo os
dados de restauração (ζMGG, ζRTM ), o termo de grau zero do IHRS, os dados de ζ de
referência do perfil GSVS17 e o ζMédio da média das soluções realizadas no EC.

Após a escolha adequada do grau de modificação e do raio de integração, foi
solucionado o PVCG através de três rotinas MATLAB. A primeira, tratou de calcular ζ0
utilizando δgres como termo μ0 das séries de Brovar. Para isto, utilizou-se como dados
de entrada a grade de δgres (grade com i pontos de δgresi conforme figura 18) e o MDE.
A segunda rotina calculou a grade do termo μ1 (Grade com j pontos de μ1j ), utilizando
a grade de δgres, o MDE e a grade ζ0 calculada na rotina anterior (grade com j pontos
de ζ0jres ). E por fim, a terceira rotina tratou de calcular o termo ζ1 e combiná-lo com o
termo ζ0, utilizando a grade de δgres, a grade com ζ1, a grade com μ1 e o MDE, gerando,
por fim, a grade com valores de ζres. A figura 18 ilustra as diferentes grades utilizadas
neste processo.

Figura 18 – Grades utilizadas para solução do PVCG.

Fonte: Autor.

Por fim, com as anomalias de altura residuais, deu-se prosseguimento para a
etapa de restauração, para obtenção do modelo de Quase-Geoide para o Experimento
Colorado.

3.1.5 ETAPA DE RESTAURAÇÃO, CÁLCULO DO MODELO DE QUASE-GEOIDE E
ANÁLISE DOS RESULTADOS

Na etapa de remoção, foram subtraídas as contribuições dos longos, partes dos mé-
dios, curtos e curtíssimos comprimentos de onda, resultando no distúrbio da gravidade
residual. Através do PVCG, abordado no capítulo anterior, com δgres, foram calculadas
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as anomalias de altura residuais ζres. Para a obtenção do modelo Quase-Geoidal, foi
necessário todo o espectro das anomalias de altura, logo, foi necessário restaurar a
parte que foi removida na etapa "remove".

Referente aos longos e parte dos médios comprimentos de onda, assim como na
etapa de remoção, foi utilizado o mesmo MGG para realizar sua restauração. Então,
foram obtidas as anomalias de altura através do MGG XGM2016 até G/O que obteve o
menor desvio padrão nos testes apresentados anteriormente.

Estes valores foram obtidos para as coordenadas de cada pixel da grade das
anomalias de altura residuais. As especificações deste processo foram as mesmas
apresentadas anteriormente, utilizando o elipsoide GRS80, o conceito Maré-Livre, e o
termo de grau zero calculado pelo ICGEM.

Os curtos e curtíssimos comprimentos de onda foram restaurados utilizando a
técnica RTM com a combinação do modelo Earth2014 e o ERTM2160. A principal
diferença se deu no fato de que foram calculados os efeitos RTM para cada pixel da
grade residual e não somente nos dados gravimétricos e aéreos como antes.

Com isto, estes valores foram somados à grade de anomalias residuais, e assim,
obteve-se um Modelo Quase-Geoidal para o Experimento Colorado através da solução
proposta. Como último passo, o termo de grau zero referente ao IHRS foi adicionado
em todos os pontos do modelo, conforme eq. (92),

ζIHRS = ζ − W0IHRS − U0

γ
, (92)

no qual ζIHRS é a anomalia de altura com o termo de grau zero adicionado, ζ é a
anomalia de altura somente com o termo de grau zero do ICGEM e γ é a gravidade
normal do ponto no elipsoide de referência. Os cálculos e métodos apresentados nesta
seção foram todos realizados em ambiente EXCEL.

A validação disto se deu através da comparação dos resultados com o perfil topo-
gráfico GSVS17 e com 12 soluções para o modelo Quase-Geoidal do Experimento
Colorado, sendo elas, POLIMI, CASM, DGFI, DTU, GEOF, IAPG, KTH, NGS, AUTh,
Curtin, GSI e CGS, no qual, encontrando-se dentro das discrepâncias obtidas por estas
soluções, e obtendo valores estatísticos adequados em relação ao perfil GSVS17, foi
considerada validada a solução, e assim, a mesma foi aplicada na estação PPTE no
Brasil, para o cálculo do Geopotencial.

As 12 soluções foram obtidas através dos modelos Quase-Geoidais disponibilizados
pelo ISG - International Service for the Geoid (2024) e seus modelos foram interpolados
para cada ponto do perfil GSVS17. Os valores de ζ do perfil GSVS17 foram obtidos
através dos valores de altitude normal e altitude elipsoidal disponibilizados por VanWes-
trum (2024), assim, ζ foi calculado a partir da relação ζGSV S17 = h−HN . Isto permitiu
que fossem calculadas as discrepâncias de cada solução (inclusive a solução proposta
nesta pesquisa), para com os valores de ζ do perfil GSVS17 e fossem calculados
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valores estatísticos de desvio padrão, média, erro médio quadrático e discrepância
máxima e mínima.

Para analisar a importância da escolha adequada dos graus de modificação de
Wong e Gore (WG), foram obtidos valores de anomalias de altura pontualmente para
cada estação GSVS17 utilizando o mesmo raio de integração porém com valores de
modificação de 180 e 210. Estes resultados são apresentados no tópico 4.1.

3.2 SOLUÇÃO APLICADA À ESTAÇÃO PPTE

Com a solução proposta validada, aplicou-se a mesma no cálculo do número
geopotencial na estação IHRF PPTE, referenciado ao W0 do IHRS, no qual buscou-se
analisar os resultados e compará-los com outras soluções aplicadas por outros estudos
e metodologias nesta região. Foram testadas diferentes configurações como G/O de
remoção dos MGGs, graus de modificação WG e raios de integração, a fim de definir
a melhor configuração para obtenção de T e demais funcionais para a estação IHRF
PPTE.

A estação RBMC PPTE está localizada no Campus da UNESP (Universidade
Estadual Paulista), no município de Presidente Prudente, no estado de São Paulo.
As coordenadas da estação utilizadas para os cálculos deste trabalho encontram-se
no descritivo desta estação dado pelo IBGE, com latitude de -22,1199, longitude de
-51,4085 e altitude elipsoidal de 431,049. A topografia da região pode ser vista na figura
19 que apresenta o MDE SRTM GL1 (USGS, 2015) com 30m de resolução espacial
para uma região de aproximadamente 300km de raio no entorno da estação.
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Figura 19 – Topografia da estação PPTE com o MDE SRTM GL1.

Fonte: O autor.

O relevo no entorno da estação PPTE varia entre 24m e 1362m, com um valor médio
de 480,94m e um desvio padrão de 162,70m. A região próxima à estação é pouco
acidentada, com altitudes variando entre 300m e 400m. A região mais acidentada se
encontra à Sudeste da estação PPTE, próximo ao estado do Paraná. Nesta região
há variações na altitude entre aproximadamente 400m e 1300m, devido ao segundo
planalto paranaense, no qual se encontram diversas formações rochosas que tornam o
relevo acidentado.

Em comparação com a região do EC, a estação PPTE possui uma topografia
pouco significativa, com isto, houve um impacto menor na modelagem dos curtos
comprimentos de onda (Técnica RTM).

Os próximos tópicos irão orientar o leitor referente a metodologia já aplicada no
tópico anterior, porém adaptada à região da estação PPTE. A Figura 20 apresenta o
fluxograma metodológico que foi seguido para obtenção das funcionais do geopotencial
na estação PPTE. Vale ressaltar que foram testadas diversas soluções, variando seus
dados de entrada e configurações da solução do PVCG (Tabela 3).
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Tabela 3 – Diferentes configurações propostas para as soluções

Soluções G/O do MGG
Raio
de

integração

Grau
de modificação

WG
1 100 200 100
2 200 100 200
3 TESTES

Assim, o fluxograma mostra a metodologia para obtenção individual de cada solução.

Figura 20 – Fluxograma Metodológico para a estação PPTE.

Fonte: Autor.

3.2.1 CÁLCULO DOS DISTÚRBIOS DE GRAVIDADE E ETAPA DE REMOÇÃO

Para a modelagem do Geopotencial na estação PPTE foi necessário obter dados
gravimétricos no entorno da estação até um raio de 210 km conforme recomendado
por Sánchez (2017) e Sánchez et al. (2021). Foram utilizados dados gravimétricos
terrestres do IBGE, USP (Universidade Federal de São Paulo), ON (Observatório
Nacional), ANP (Agência Nacional do Petróleo, Gás Natural e Biocombustíveis do
Brasil), BGI (Bureau Gravimetrique International) e Petrobrás. A estes dados, foram
acrescentados dados de levantamentos próprios da UFPR.
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Ao total, foram obtidos 26738 dados de gravimetria terrestre, cobrindo um raio
de 300km no entorno da estação PPTE (Figura 21). O raio de 300km, maior do
que o recomendado, foi utilizado para que se tivesse uma extrapolação de dados
para a geração da grade de distúrbios residuais e solução do PVCG. Estes dados se
encontram no conceito de Maré-Média, para os dados de gravidade, e Maré-Livre para
as coordenadas de latitude, longitude e altitude elipsoidal.

Figura 21 – Dados Gravimétricos em um raio de 300 km da estação PPTE.

Fonte: Autor.

Primeiramente, foi realizada uma análise de dados duplicados, assim como no
caso do EC, removendo-os. Foram encontrados um total de 2805 dados repetidos,
totalizando um total de 23933 dados para uso. Esta detecção e remoção foi feita
através de uma rotina em ambiente MATLAB que definiu limiares de distância e valores
de gravidade. Todos os dados que estavam a uma distância de 0,003°e com uma
diferença de gravidade de até 0,5 mgal foram removidos.

Vale ressaltar que nem todos os dados gravimétricos tinham a altitude elipsoidal
como sua coordenada altimétrica. Alguns dados tinham altitude ortométrica ou normal,
nestes casos, utilizou-se o modelo de ondulação geoidal MAPGEO2015 (IBGE, 2015)
para transformar as altitudes ortométricas em altitudes elipsoidais e o modelo de
conversão de altitudes hgeoHNOR2020 (IBGE, 2021) para converter as altitudes
normais em altitudes elipsoidais.

A próxima etapa foi obter os distúrbios de gravidade a partir dos dados gravimétricos,
para isto, foi necessário obter o valor de gravidade normal na superfície terrestre de
cada observação. Também foi necessário que os distúrbios estivessem no conceito de
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Maré-Zero conforme a metodologia proposta por Sánchez et al. (2021).
As observações de gravidade inicialmente se encontravam no conceito de Maré-

Média e não Maré-Zero, assim, após realizar a correção atmosférica conforme Eq. 90,
transformou-se g para o conceito Maré-Zero. A obtenção de γP a partir da Eq. 88
fornece o valor no conceito de maré-média, uma vez que desconsidera os efeitos de
maré permanente (MORITZ, 1980). Portanto, houve a necessidade da conversão do
valor de γP para o conceito de maré-zero. Assim, através da Eq. 16, obteve-se os
valores de δg das observações no conceito Maré-Zero.

Somente após o cálculo do geopotencialW é que houve a conversão para o conceito
Maré-Média. Estas transformações são realizadas utilizando a metodologia proposta
por Sánchez et al. (2021) a partir das equações de Ekman (1989) conforme Rapp
(1989), mais especificamente a metodologia em verde na Figura 22.

Figura 22 – Metodologia para conversão de marés para o IHRF.

Fonte: Sánchez et al. (2021).

Na etapa de remoção, foram utilizados dois G/O de remoção advindos de MGGs,
sendo estes 100 e 200 respectivamente. A escolha destes G/O se deu devido ao uso
de raios de integração de 100km e 210km conforme recomendado em Sánchez et
al. (2021) e também utilizados na dissertação de Silva (2020). Com isto os G/O de
remoção de MGGs são concordantes com os raios de integração segundo a regra de
Rapp (RAPP, 1977).

O uso destes dois raios de integração para os cálculos permitiu testar se há a
necessidade de se utilizar um raio de integração maior, como o de 210 km, ou se o uso
do raio de 100 km já é adequado para a estação PPTE. O MGG utilizado para esta
etapa foi o XGM2019e, que utiliza como base o MGG GOCO6S (KVAS et al., 2019),
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nova versão do GOCO05s que foi base do XGM2016, e também a combinação com
dados terrestres.

Os curtos comprimentos de onda foram modelados utilizando a combinação do
Earth2014 com o ERTM, modelando parte do espectro entre o G/O de remoção do
MGG até aproximadamente 81000, como feito em 3.1.2. Os curtos comprimentos de
onda também foram obtidos utilizando somente o modelo ERTM2160, o que permitiu a
modelagem entre G/O 2190 até G/O de aproximadamente 81000. Com isto, obteve-
se dois conjuntos de δgres, aquele que utilizou o G/O de remoção de 100 (que será
chamado de conjunto 1) e o que utilizou o G/O de 200 (que será chamado de conjunto
2) a partir do XGM2019e, e para cada conjunto foi testada a utilização e não utilização
do Earth2014 para modelagem dos G/O entre o MGG e o ERTM.

A ideia de não utilizar o modelo Earth2014 para modelar os G/O até 2189 foi para
permitir que uma maior parte do espectro gravitacional fosse modelada pela solução
do PVCG Fixado, a fim de verificar os resultados disto na modelagem das anomalias
de altura residuais, como é apresentado no Tópico 4.2. A figura 23 apresenta como se
dá a faixa espectral entre cada modelo e o PVCG utilizado. Para os casos em que há o
uso do Earth2014, o PVCG trata de modelar apenas a parcela residual da remoção
acima do G/O 81000 e regiões transitórias entre o MGG e o modelo Earth2014.

Figura 23 – Graus e ordens dos modelos e do PVCG utilizado.

Fonte: O Autor.

Após obtidos os distúrbios de gravidade residuais nos conjuntos de dados com
diferentes G/O de remoção, um procedimento para detecção/identificação/remoção de
outliers foi realizado. Este foi baseado no uso do critério dos 3-sigma na vizinhança
local de cada ponto, considerando os 15 pontos mais próximos. Para tal propósito,
também foi desenvolvida uma rotina em ambiente MATLAB. Em todos os casos foram
considerados outliers e removidos da amostra 17 pontos.
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3.2.2 GERAÇÃO DA GRADE DE DISTÚRBIOS DE GRAVIDADE RESIDUAIS PARA
PPTE

A geração da grade de δgres se deu a partir do uso da Colocação por Mínimos
Quadrados, seguindo a mesma metodologia apresentada na etapa de validação desta
dissertação em 3.1.3. Como os dados de gravimetria utilizados para a estação PPTE
foram somente dados terrestres, teve-se mais liberdade para testar outras funções
covariância bi-dimensionais, diferente da etapa de validação no EC, em que era neces-
sário utilizar a função logarítimica planar 3D devido ao uso de dados aéreos e terrestres
em conjunto.

Foram testadas nove funções covariância para definir qual a mais adequada para
geração da grade, sendo elas, a função covariância exponencial, a função de Fourier,
Gaussiana, de Hirvonen, Logarítimica 3D, Markov de 2ª ordem, Polinomial de seno,
Polinomial e função de Reilly. Para mais informações sobre o modelo matemático
destas funções, consultar Duquenne, Everaerts e Lambot (2005). Com isto, utilizou-se
para geração da grade a função que apresentou o melhor índice R². Os resultados
encontram-se apresentados nos capítulos posteriores desta dissertação.

Ao considerar a frequência de Nyquist e o raio de integração de 210km, a resolução
espacial das grades foram de 3’. Com as grades geradas (utilizando o conjunto 1 e
o conjunto 2), deu-se prosseguimento para a etapa de "Compute", para cálculo das
anomalias de altura residuais.

3.2.3 CÁLCULO DAS ANOMALIAS DE ALTURA RESIDUAIS PARA A ESTAÇÃO
PPTE

Assim como na seção 3.1.4, o cálculo de ζres se deu pela solução do PVCG Fixado
pelas séries de Brovar com a modificação do núcleo de Wong-Gore. Para descobrir a
configuração mais adequada para a estação PPTE, como o grau de modificação WG e
o raio de integração, foi realizado o mesmo teste abordado anteriormente, utilizando
apenas o termo ζ0 das séries de Brovar. A ideia destes testes para o caso da estação
PPTE foi definir uma solução alternativa às soluções que seguem a regra de Rapp,
para identificar se é possível obter melhores resultados na modelagem final.

Ao seguir a regra de Rapp, o conjunto 1 que utilizou o G/O de remoção de 100
a partir do MGG, deverá ter um raio de integração de aproximadamente 200 km,
enquanto que o conjunto 2 (G/O de remoção de 200), deverá ter um raio de integração
de aproximadamente 100 km. O grau de modificação WG também deverá respeitar o
G/O de remoção do MGG para cada conjunto, ou seja, no conjunto 1, WG deverá ser
de 100 e no conjunto 2 de 200.

Além destas duas configurações para o conjunto 1 e 2, submeteu-se estes conjuntos
ao mesmo teste realizado na seção 3.1.4. Para isto, utilizou-se como validação,
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a anomalia de altura da estação PPTE, obtida através de seu memorial descritivo
disponibilizado pelo IBGE, através da relação ζ = h−HN .

Com a rotina MATLAB, calculou-se ζres para a estação PPTE através das séries de
Brovar apresentadas em 2.5.1, e realizou-se a restauração pontualmente para PPTE.
Com isto, a configuração escolhida, foi a que apresentou a menor diferença para com o
ζ calculado a partir do descritivo da estação PPTE.

Vale ressaltar que para a estação PPTE, o cálculo de ζ1 chegou em um valor
considerado insignificante no resultado final. Foi feito um teste para analisar o valor de
ζ1 utilizando G/O de remoção do XGM2019 de 200, raio de integração de 100km e grau
de WG de 200, isto resultou em um ζ1 de -5,05×10−6m (aproximadamente -0,05mm)
com isto, foi somente o utilizado o ζ0 neste caso.

Assim, foram calculadas 3 soluções de W e demais funcionais para PPTE (Tabela
3). A solução 1, utilizou o conjunto 1 de dados de δgres, e seguiu a regra de Rapp, com
raio de integração de 200km, e valor de WG de 100. A solução 2 também seguiu a
regra de Rapp para o conjunto 2 de dados de δgres, com raio de integração de 100km,
e valor de WG de 200. Por fim, a solução 3 utilizou o conjunto e as configurações que
apresentaram a menor diferença para com ζIBGE, sem estar concordante com a regra
de Rapp.

Com as 3 soluções definidas, como já abordado na seção 2.5.1, deu-se prossegui-
mento aos processamentos para cálculo de ζres0, obtendo o valor final de ζres.

Após a etapa de restauração, foi obtido o valor de ζ para a estação PPTE, e, através
da fórmula de Bruns adaptada para o quase-geoide, foi obtido o potencial anômalo T
no conceito de Maré-Zero (Equação 91).

Para o cálculo do Geopotencial (Equação 12), foi necessário conhecer o valor do
esferopotencial UP , que foi calculado através da equação rigorosa de Heiskanen e
Moritz (1967) conforme eq. 93.

UP (u, β) =
GM
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]
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Nas quais, E é a excentricidade linear. a e b são o semi-eixo maior e menor do elipsoide
de referência GRS80 e β é a latitude reduzida do ponto (no caso, estação PPTE).
Mais informações sobre a construção matemática das equações acima podem ser
encontradas em Heiskanen e Moritz (1967) e Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006).
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Com a obtenção de TP e UP foi obtido o valor de Geopotencial provisório Wprov

para PPTE. Conforme abordado em Sánchez et al. (2021), para o caso em que foram
utilizadas coordenadas geodésicas no conceito de Maré-Livre e a modelagem de
funcionais do geopotencial no conceito Maré-Zero, foi necessário aplicar um fator de
correção ΔWITRF (Equação 97) em Wprov, para assim, obter W no conceito Maré-Zero.

ΔW ITRF = −0,5901 + 1,7475 · sen2ϕ+ 0,0273 · sin4ϕ[m2/s2] (97)

Por fim, com a aplicação desta correção, adicionou-se o termoWT também abordado
em Sánchez et al. (2021) a partir da eq. 98. Este termo permitiu a conversão de W

no conceito Maré-Zero para W no conceito Maré-Média, como é recomendado para o
IHRS.

WT = 0.9722− 2.8841 · sen2ϕ− 0.0195 · sen4ϕ[m2s−2]. (98)

Por fim, o número geopotencial CP foi obtido através da eq. 99.

CP = W0IHRS
−WP , (99)

Este processo conduziu a um valor de CIHRF similar aos números geopotenciais
usados em redes de nivelamento nacionais e continentais, como indicado por Mäkinen
(2021). A partir da equação 100 abordada em Hofmann-Wellenhof e Moritz (2006),
também foi possível calcular o valor de altitude normal HN para PPTE.

HN =
CP

γ

[
1 +

(
1 + f +m− 2f sin2 ϕ

) CP

aγ
+

(
CP

aγ

)2
]
, (100)

onde f é o achatamento do elipsoide de referência.
A comparação entre as 3 soluções calculadas nesta dissertação permitiu concluir se

a utilização de modelos mais atuais e aprimorados tem um impacto significativo, positivo
ou negativo (em comparação com os valores apresentados pelo SGB), na modelagem
do número geopotencial e, consequentemente, na altitude normal nas estações do
IHRF. Além disso, a utilização do raio de integração e o grau de modificação WG
também foram analisados, para definir qual a configuração mais vantajosa para este
estudo.

Estes resultados foram comparados com os resultados obtidos por demais estudos
e pelo valor de ζ calculado pelo IBGE, o qual permitiu saber se o método proposto
é eficiente e pode ser uma solução alternativa para cálculo de valores relacionados
ao IHRF. Dentre os estudos utilizados para comparação dos resultados encontram-se
os dados do SAMQGEOID2023 (GUIMARÃES; MATOS; BLITZKOW, 2024), o modelo
quase-geoidal para américa do sul de 2021 (MATOS et al., 2021), o modelo quase-
geoidal de São Paulo (SILVA et al., 2020), os valores encontrados para PPTE por
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Blitzkow et al. (2022), Ribeiro (2019) e Blitzkow et al. (2024) para comparação das
altitudes normais, Silva (2020) e Blitzkow et al. (2022) para o potencial perturbador T e,
por fim, Blitzkow et al. (2022) e Ribeiro (2019) para o geopotencial W .

No próximo capítulo são apresentados os resultados da etapa de validação no EC e
posteriormente os resultados encontrados nesta seção.

4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Este capítulo foi subdividido em duas sessões, a primeira, referente aos resultados
obtidos na região do Experimento Colorado, no qual foi analisado o modelo quase-
geoidal estatisticamente com o perfil GNSS-Nivelamento GSVS17 e com 12 soluções
de instituições participantes do Experimento.

A segunda sessão é referente aos resultados obtidos utilizando a solução abordada
para calcular o valor do Número Geopotencial CP e demais funcionais na estação
PPTE, em Presidente Prudente. Os resultados serão comparados com os valores
dados pelo IBGE e também por demais estudos mencionados anteriormente.

4.1 VALIDAÇÃO NO EXPERIMENTO COLORADO

A primeira análise feita foi em relação aos dados de δgres, para concluir se a etapa
de remoção se demonstrou satisfatória na suavização dos dados. Para isto, como
valores ideais a serem alcançados têm-se a média de todas as observações de δgres
próxima de zero, menor desvio padrão e menor amplitude (GRIGORIADIS; VERGOS,
2020). A Tabela 4 apresenta os resultados.

Tabela 4 – Estatísticas referentes à etapa de remoção utilizando diferentes valores de
Grau e Ordem.

Distúrbios de gravidade
Residuais Dados Terrestres Dados Aéreos

Grau e Ordem de Remoção 300 500 719 300 500 719
Média (mgal) 0,71 0,46 0,78 0,57 0,51 0,49

Desvio Padrão (mgal) 10,94 8,32 6,98 6,64 4,18 3,19
Mínimo (mgal) -228,98 -218,45 -202,72 -25,39 -21,28 -20,47
Máximo (mgal) 60,96 70,00 75,68 33,08 26,26 21,49

Todos os valores de G/O de remoção utilizados obtiveram uma média dos resíduos
próxima de zero e desvio padrão na unidade do mgal, com exceção do G/O 300 para
dados terrestres, o que indica uma suavização adequada nos dados para adentrar
a etapa de Colocação por Mínimos Quadrados 3D. Os altos valores de mínimos e
máximos nos dados terrestres indicam que algumas observações de distúrbios de
gravidade não tiveram uma remoção adequada através dos MGGs e da técnica RTM,
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obtendo um valor residual significativo. Além disso, em comparação com os dados
aéreos, o desvio padrão também apresentou valores maiores, indicando uma maior
flutuação nos valores residuais e sugerindo que o problema pode estar na modelagem
dos curtos e curtíssimos comprimentos de onda utilizando o modelo ERTM2160, em
função de sua resolução espacial de 250 m.

Como a técnica RTM nos dados aéreos utilizou somente o modelo topográfico
EARTH2014 até G/O máximo de 2189, já que valores calculados com o ERTM2160
mostraram-se insignificantes nestes dados, há uma grande possibilidade de que o
modelo ERTM2160 possa estar realizando uma modelagem menos fidedigna pela
resolução espacial de 250 m em algumas observações.

Com isto, seria interessante o uso de um modelo digital de elevação com maior
resolução espacial para utilizar a técnica RTM no domínio espacial, além de considerar
também as densidades provenientes de modelos como UNB Topo_DensT (SHENG
et al., 2019), como feito por (LIN; LI, 2022). Vale ressaltar que a região onde se
encontram estes dados é uma região muito acidentada, com altitudes variando entre
aproximadamente 1800 m e 3400 m, ou seja, os efeitos da topografia do terreno são
muito mais evidentes e a técnica RTM deve ser realizada com muito cuidado.

Apesar de algumas observações terem obtido valores residuais altos, a média
ainda se encontrou próxima de zero, o que indica que a flutuação dos valores de
distúrbios residuais foi suavizada adequadamente para a etapa de Colocação por
Mínimos Quadrados 3D.

A grade de δgres foi gerada para as 3 configurações de G/O utilizados, a função
Logarítmica Planar 3D utilizada apresentou resultados adequados conforme figura
24 que apresenta a função covariância ajustada e a função covariância empírica dos
dados, em conjunto com o coeficiente R2. A tabela 5 apresenta os coeficientes que
descrevem a função covariância ajustada.

Tabela 5 – Coeficientes da função covariância ajustada.

Coeficientes G/O 300 G/O 500 G/O 719
C0 (mgal²) 82,329 43,708 29,739

D (m) 7376,097 14752,194 11064,146
T (m) 18440,243 3688,049 3688,049
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Figura 24 – Função covariância ajustada e empírica. (a) Para G/O de 300. (b) Para
G/O 500. (c) Para G/O 719.

(a)

(b)
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(c)

Fonte: O Autor

Conforme pode ser visto, a medida que aumenta-se o G/O de remoção, mais suave
tornam-se as funções ajustadas. Na figura 24 é possível concluir que a convergência
da função covariância ajustada à função covariância empírica torna-se cada vez mais
próxima a medida que utiliza-se G/O de remoção maiores, inclusive o índice R2 é mais
próximo de 1 com valores de G/O maiores.

Isto pode ocorrer devido à utilização do MGG XGM2016 para remoção dos longos e
parte dos médios comprimentos de onda ou devido ao uso do modelo Earth2014, no
qual, quanto menor o G/O de remoção utilizando o MGG, maior a parcela do espectro
que deve ser modelada pelo Earth2014, o que pode ter feito com que a suavização da
solução que utilizou G/O 300 tenha sido menos efetiva com a utilização do ERTM2160
(Figura 25). É necessário realizar mais estudos analisando as interseções das curvas
de potências espectrais para se obter melhores conclusões sobre este assunto.
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Figura 25 – Grade de distúrbios de gravidade residuais para os valores de G/O de
remoção de 300, 500 e 719.

Fonte: O Autor.

Vale ressaltar que a relação entre o XGM2019 e o Earth2014 se deu de forma que
(como pode-se ver na figura 23) quanto menor o G/O do MGG, maior a faixa espectral
do Earth2014 e vice-versa, e, como ambos possuem erros de comissão agregados, é
válida a realização de testes para definir qual agrega menos erros e mais contribuições
no resultado final.

Já na etapa de COMPUTE, no que diz respeito à análise de melhor configuração
em termos de raio de integração, grau de modificação WG, considerando os três G/O,
têm-se os resultados apresentados na Figura 26.
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Figura 26 – Testes de G/O de remoção, grau de modificação Wong-Gore e raios de
integração. (a) Para G/O de remoção de 300. (b) Para G/O de remoção de
500. (c) Para G/O de remoção de 719.

(a)

(b)
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(c)

Fonte: O Autor.

Nos testes apresentados, o eixo das abscissas apresenta os valores de raio de
integração testados nos cálculos a cada 0,1°(equivalente a aproximadamente 11 km).
O eixo das ordenadas apresenta o desvio padrão que a configuração apresentou
para com o perfil GSVS17, ou seja, a configuração mais adequada é aquela que
obteve o menor valor de desvio padrão. Cada item da legenda representa um grau
de modificação WG diferente, começando pelo valor 30, e sendo testados a cada 30
valores até o grau máximo de 300.

Para o G/O de remoção de 300, o menor desvio padrão foi de 2,56 cm, que utilizou
a configuração com o grau de modificação de 270 e raio de integração de 0,8°. O G/O
de remoção 500 alcançou o menor desvio padrão com o grau de modificação de 300 e
raio de integração de 0,6°, obtendo um desvio padrão de 3,03 cm. E, por fim, o G/O
719 obteve seu melhor desvio padrão em 3,15 cm, com a configuração que utilizou o
grau de modificação também de 300 e raio de integração de 1°.

Apesar do uso de G/O maiores, como 500 e 719 terem proposto uma melhor
suavização na grade de distúrbios residuais, o G/O de remoção de 300 obteve uma
melhor adequação ao perfil GSVS17. Isto pode estar relacionado aos erros de comissão
do MGG XGM2016 serem maiores que os de comissão do Earth2014, que agregaram
incertezas na solução final. Levando em consideração que a validação do modelo
quase-geoidal se deu com a comparação dos dados do perfil GSVS17, para esta
pesquisa, utilizou-se a configuração que teve o G/O de remoção de 300, grau de
modificação WG de 270 e raio de integração de 0,8°, pelo fato de ter obtido o melhor
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desvio padrão de todas as configurações testadas.
Com isto, a etapa de Compute se deu apenas utilizando esta configuração, obtendo

como resultado final um único modelo Quase-Geoidal (Figura 28).

Figura 28 – Modelo Quase-Geoidal gerado pela melhor configuração em comparação
com o perfil GSVS17.

Fonte: O autor.

O modelo Quase-Geoidal se encontrou próximo do modelo apresentado em Wang
et al. (2021) gerado a partir da média de 14 soluções do Experimento Colorado, o
que indica que a solução proposta obteve resultados promissores e concordantes
com a realidade. As anomalias de altura variaram entre -22 m nas regiões mais
planas, até um máximo de -13 m nas regiões mais acidentadas da área de estudo. A
validação estatística deste modelo se deu a partir das discrepâncias para com o perfil
GSVS17 que passa por entre a região modelada (Figura 12). A figura 29 apresenta
uma adaptação da figura 13, porém com a solução da UFPR, proposta neste trabalho.
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Figura 29 – Solução da UFPR e 12 soluções do EC.

Fonte: Adaptado de Wang et al. (2021).

No eixo X, encontram-se as 222 estações GSVS17, no eixo Y à esquerda, são as
diferenças entre a solução calculada para o perfil (ζGSV S17) e cada solução do EC e
da UFPR. À direita, têm-se a elevação do terreno da região por onde passa o perfil,
variando de 1800 m até 3400 m.

A solução proposta encontrou-se dentro da faixa de valores das 12 soluções do EC,
o que mostra que a solução utilizada é uma alternativa para modelagem Quase-Geoidal
e pode ser testada em outras regiões, como a estação PPTE abordada no capítulo
4.2. Vale ressaltar que entre as estações 20 e 60 houve uma divergência da solução
proposta para com as demais soluções, nas quais as diferenças entre ζUFPR e ζGSV S17

obtiveram valores menores do que as outras 12 soluções do EC.
Para avaliar a importância da escolha adequada do grau de modificação WG na

integral de Hotine, foram calculadas pontualmente para cada estação do perfil GSVS17
mais duas soluções utilizando os graus de modificação de 180 e 210. Os resultados
são apresentados na figura 30.
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Figura 30 – Soluções da UFPR utilizando diferentes graus de modificação Wong e
Gore. (a): Grau de modificação de 180. (b): Grau de modificação de 210.

(a)

(b)

Fonte: O Autor.

Em comparação com a figura 29, pode-se observar que ao alterar os valores
de grau de modificação WG resultou em valores com quase 10cm de diferença nas
discrepâncias para com o perfil GSVS17. A modificação de 210 encontrou-se mais
alinhada às 12 soluções do EC (Figura 30b), não havendo a discrepância entre as
estações 20 e 60 que houve com a modificação de 270. Em relação a modificação de
180, por volta das estações 40 e 80, houve uma discrepância para as demais soluções
do EC, e também resíduos maiores em comparação com o perfil GSVS17.
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Em relação às análises estatísticas, a figura 31 apresenta a média, o erro médio
quadrático (RMS) e o desvio padrão que estas 3 soluções da UFPR, e as demais
soluções do EC obtiveram, em relação às discrepâncias com o perfil GSVS17.

Figura 31 – Valores estatísticos entre anomalias de altura calculadas e as anomalias
de altura de validação do perfil GSVS17.

(a)

(b)
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(c)

Fonte: O Autor.

Apesar do grau de modificação WG de 210 estar mais concordante com as demais
soluções do EC, o desvio padrão da solução principal (que foi definida através dos
testes apresentados) obteve o menor valor em relação aos graus de modificação
testados, o que indica uma melhor precisão ao perfil GSVS17. Em relação às demais
soluções do EC, a solução proposta ficou entre os 3 melhores desvios padrão do
experimento. À medida que o grau de modificação se afasta do grau de 270, maior é o
desvio padrão, chegando ao segundo maior desvio padrão ao utilizar o grau de 180.

O mesmo ocorre para os valores de média e erro médio quadrático (RMS), no qual
a solução principal apresentou os melhores valores dentre as soluções propostas, o
que indica discrepâncias mais baixas num aspecto geral em relação ao perfil GSVS17.
Por outro lado, a diferença entre o datum NAVD88, datum vertical oficial dos Estados
Unidos, e o IHRS não permite concluir com propriedade que as diferenças foram
realmente menores. Com isto, o desvio padrão serve como o indicador principal na
análise estatística destes dados. Os valores de média de todas as soluções permite
concluir que a diferença entre os dois data verticais está em torno de 85,74 cm e 88,77
cm.

Para analisar a consistência dos resultados de cada solução, a figura 33 apresenta
as discrepâncias mínima, máxima e a amplitude entre elas.
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Figura 33 – Valores de mínimo, máximo e amplitudes das soluções do EC e da UFPR.

Fonte: O autor.

Na figura apresentada, o eixo X apresenta os valores de discrepâncias em centí-
metros, o eixo Y apresenta as instituições. No gráfico, em azul são representadas as
barras das instituições que participaram do EC e em vermelho, as soluções da UFPR
realizadas neste trabalho. Na extremidade esquerda de cada barra, encontram-se os
valores mínimos de discrepâncias para com o perfil GSVS17, enquanto que na extre-
midade direita, os valores máximos. Ao centro das barras, os valores apresentados
representam as amplitudes entre os valores máximos e mínimos. Com isto, quanto
menor o valor mínimo, máximo e o valor de amplitude, mais consistente se mostrará a
solução proposta ao perfil GSVS17.

A menor discrepância para com o perfil GSVS17 foi do CASM com valor de 76,94
cm. Dentre as soluções da UFPR a menor discrepância se deu com a solução principal
com a configuração escolhida através dos testes, com um valor de 78,27 cm. O valor
máximo dentre as soluções da UFPR foi da solução que utilizou um grau de modificação
de 180, chegando a 94,72 cm, e o menor valor máximo foi da solução principal com
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90,47 cm. A menor amplitude também foi da solução principal com 12,21 cm enquanto
que a solução que utilizou um grau de modificação de 180 obteve 15,39 cm, sendo a
maior amplitude dentre todas as soluções do EC.

Estes resultados apontam uma boa consistência na solução proposta com os testes
de grau de modificação de WG, evidenciando a importância da realização destes testes.
A solução proposta obteve discrepâncias máxima e mínima baixas em conjunto com
um baixo valor de amplitude em relação às demais soluções, o que permite concluir
uma boa precisão nos resultados.

Todas as análises estatísticas permitiram concluir que a solução proposta obteve
resultados promissores para serem utilizados em outras regiões do planeta. No capítulo
4.2, são apresentados os resultados desta solução na estação PPTE em Presidente
Prudente, no estado de São Paulo.

4.2 RESULTADOS PARA A ESTAÇÃO PPTE

Primeiramente, a Tabela 6 apresenta os resultados estatísticos após a etapa de
remoção para as duas configurações de G/O utilizadas, considerando as duas configu-
rações de faixas espectrais modeladas pela técnica RTM.

Tabela 6 – Estatísticas referentes à etapa de remoção para a estação PPTE.

Distúrbios de gravidade
Residuais Conjunto 1 Conjunto 2

G/O do MGG G/O 100 G/O 200
RTM ERTM Earth2014+ERTM ERTM Earth2014+ERTM

Média (mgal) 3,74 2,68 4,34 2,57
Desvio Padrão (mgal) 12,21 10,29 10,79 7,37

Mínimo (mgal) -53,64 -63,58 -46,25 -57,26
Máximo (mgal) 69,85 62,13 52,61 65,87

A média dos valores de δgres não foi tão próxima de zero quanto àquelas obtidas no
EC, com valores que variaram em um intervalo entre 2,57 mgal até 4,34 mgal. Os dados
residuais que não utilizaram o modelo Earth2014 na etapa de remove apresentaram
maiores magnitudes em comparação aos que utilizaram. Isto ocorre pois houve uma
menor parcela do espectro gravitacional removida nestes casos, o que permitiu uma
parcela maior do espectro de δgres para modelar ζres com o uso da solução do PVCG. O
desvio padrão mostrou que para G/O de remoção maiores, a suavização foi mais efetiva,
com valores menos dispersos. Porém, a média dos valores mostra que o conjunto 1
obteve valores residuais mais próximos de zero quando se utilizou a combinação do
Earth2014 com o modelo ERTM. Os valores mínimos e máximos foram semelhantes
entre os 2 conjuntos de dados, isto também é devido à filtragem de 3σ realizada, que
permitiu remover os dados discrepantes.
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Referente aos testes das funções covariância, a figura 34 apresenta os resultados
da função covariância ajustada a partir dos diferentes modelos matemáticos para o
conjunto 1 de dados.

Figura 34 – Funções de covariância ajustadas e empíricas para o conjunto 1 da estação
PPTE.

(a) Exponencial (b) Fourier

(c) Gaussiana (d) Hirvonen

(e) Log3D (f) Markov
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(g) Polinomial de seno (h) Polinomial

(i) Reilly

Fonte: O Autor.

Referente ao conjunto 1 de dados, os resultados utilizando os dados com o modelo
Earth2014 e sem ele foram quase idênticos, mostrando que a covariância dos dados
não se alterou significativamente ao remover a parte do espectro advinda deste modelo.
Para o conjunto 1 de dados houve uma pequena variação no índice R2 da função
polinomial apenas, no qual o índice R2 no conjunto de dados que utilizou o Earth2014
foi de 0,93041, e o apresentado na figura 34 foi de 0,92734.

O uso das diferentes funções covariância obteve um coeficiente R2 que variou entre
0,35 e 0.93. Isto evidencia a importância de escolher a função covariância adequada,
pois a geração da grade de δgres pode ser muito boa, ou muito ruim de acordo com a
escolha. Vale destacar que, por exemplo, o uso da krigagem, algoritmo comumente
utilizado nesta etapa por outros autores, é dependente também do melhor ajuste da
função semivariograma. Portanto, o uso direto deste interpolador sem investigação do
semivariograma pode resultar em interpolações com baixa acurácia (PEREIRA et al.,
2011).

A função que obteve o melhor coeficiente foi a função polinomial até grau 6, que
atingiu um valor de 0,93, se ajustando muito bem à covariância empírica e sendo a
função utilizada para geração da grade de δgres do conjunto 1. A função que obteve o
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pior resultado foi a função polinomial de seno, com um coeficiente de 0,35, podendo
ser considerado inadequado por estar mais próximo de zero. As funções exponencial,
gaussiana, Hirvonen, Logarítmica 3D, Markov de 2ª ordem e de Reilly obtiveram
coeficientes medianos, variando entre 0,5 e 0,6. E a função de Fourier se adaptou bem
ao conjunto de dados, com um coeficiente de 0,83 considerado bom, porém, não foi
melhor que a função polinomial. Na Figura 35, são apresentados os resultados das
funções covariância para o conjunto 2 de dados.

Figura 35 – Funções de covariância ajustadas e empíricas para o conjunto 2 da estação
PPTE.

(a) Exponencial (b) Fourier

(c) Gaussiana (d) Hirvonen
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(e) Log3D (f) Markov de 2ºordem

(g) Polinomial de seno (h) Polinomial

(i) Reilly

Fonte: O Autor.

Para o conjunto 2, os resultados com e sem o uso do modelo Earth2014 também
foram idênticos para quase todas as funções utilizadas, somente a função polinomial e
a função de Reilly variaram. Na função polinomial o índice R2 variou de 0,80912 sem o
uso do Earth2014 para 0,86902 com o uso. A função de Reilly variou de 0,59173 sem
o uso do modelo para 0,61144 com o uso do modelo.

Em ambos os conjuntos de dados, aqueles que utilizaram o modelo Earth2014 na
etapa de remoção apresentaram índices R2 melhores, provavelmente devido ao fato de



89

que houve uma maior parcela do espectro gravitacional removida nestes casos. Assim,
a parcela residual foi mais suavizada e a função ajustada pode se adequar melhor.

Assim como na Figura 34, para o conjunto 2, a função que melhor se ajustou à
covariância empírica foi a polinomial, com um coeficiente de 0,81 e 0,86, enquanto
que a função polinomial de seno obteve o pior resultado, com um coeficiente de 0,28.
Os resultados foram semelhantes aos abordados no conjunto 1, o que mudou foram
apenas os valores dos coeficientes, e isto se dá pelo G/O de remoção do XGM2019e
utilizado, no qual para o conjunto 1 o valor de 100 fez com que parte dos longos e parte
dos médios comprimentos de onda (entre G/O 101 e 2189) não fossem removidas. O
conjunto 2, que utilizou G/O de remoção de 200, teve uma maior parte do espectro
modelada pelo XGM2019e.

Isto levanta a hipótese de que erros de comissão do MGG possam estar influenci-
ando desde a geração da grade de distúrbios residuais, o que justifica tentar modelar
uma maior parte do espectro com a solução do PVCG.

Já que ambos os conjuntos de dados tiveram um melhor ajuste utilizando a função
polinomial, esta foi escolhida para geração da grade residual em ambos os conjuntos.
A função polinomial é descrita pelo modelo matemático apresentado na eq. 101.

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, (101)

onde n é o grau do polinômio, que foi definido como 6 para a presente dissertação,
tendo em vista que este grau foi o que obteve o melhor índice R2. an são os coeficientes
do polinômio e seus respectivos graus, apresentados na tabela 7, tendo em vista que o
grau 6 foi o grau máximo no qual o valor de R2 se estabilizou ao nível de 10−2.

Cabe ressaltar que o uso de maiores graus pode resultar em problemas de super-
parametrização e perda de significância dos parâmetros polinomiais. Isso pode levar
a resultados inconsistentes. Para mais informações sobre a construção matemática
da função polinomial para Colocação por Mínimos Quadrados, consultar em Burden e
Faires (2011).

Tabela 7 – Coeficientes da função polinomial para os dois conjuntos de dados, com e
sem o modelo Earth2014.

Conjunto 1 Conjunto 2Coeficientes com Earth2014 sem Earth2014 com Earth2014 sem Earth2014
a0 323,7772 315,0255 133,0790 117,9660
a1 −0,0085 −0,0079 −0,0041 −0,0030
a2 7,7537× 10−8 6,5965× 10−8 4,5269× 10−8 2,5286× 10−8

a3 −3,3274× 10−13 −2,5298× 10−13 −2,3617× 10−13 −9,8450× 10−14

a4 7,5689× 10−19 4,8694× 10−19 6,5813× 10−19 1,9196× 10−19

a5 −9,3452× 10−25 −4,5791× 10−25 −1,0059× 10−24 −1,8283× 10−25

a6 5,8854× 10−31 1,6742× 10−31 7,9494× 10−31 6,7722× 10−32
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Com isto, foi possível gerar as grades de distúrbios residuais de cada conjunto,
apresentadas na Figura 36.

Figura 36 – Grade de distúrbios residuais utilizando os dois conjuntos de dados para a
estação PPTE.

Fonte: O autor.
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Visualmente é possível identificar que os conjuntos sem o Earth2014 apresentaram
distúrbios residuais mais elevados em termos de valor absoluto, o que já era esperado,
tendo em vista que menor parte do espectro foi removida. Em relação às estatísticas
das grades residuais, a Tabela 8 apresenta os resultados.

Tabela 8 – Estatísticas das grades de distúrbios residuais

Conjunto 1 Conjunto 2
Conjunto com

Earth2014
sem

Earth2014
com

Earth2014
sem

Earth2014
Média (mgal) -0,57 -0,95 -0,46 -0,29

Desvio Padrão (mgal) 7,36 11 6,18 9,67
Amplitude (mgal) 55,17 90,62 55,67 87,30

Os dados estatísticos mostram que as grades do conjunto 2 tiveram dados residuais
mais próximos de zero e com menor dispersão. Isto pode ser devido ao maior grau de
remoção utilizando MGGs para o conjunto 2. Com isto, o conjunto 1 de dados, terá
maior parte do espectro gravitacional modelada pelo PVCG ou pelo Earth2014.

De qualquer forma, todas as grades residuais apresentaram valores satisfatórios
para adentrar a etapa de cálculo das anomalias de altura residuais. Nesta etapa,
inicialmente é apresentado os testes para ζ0 que permitiu definir a melhor configuração
entre o raio de integração, o grau de modificação WG e o G/O de remoção que mais se
aproxima da anomalia de altura calculada na estação PPTE com base nos dados do
IBGE. Os testes são apresentados na Figura 37.

Figura 37 – Testes para definir melhor configuração para cálculo de anomalia de altura
na estação PPTE.

(a) Conjunto 1 sem Earth2014
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(b) Conjunto 1 com Earth2014

(c) Conjunto 2 sem Earth2014
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(d) Conjunto 2 com Earth2014

Fonte: O Autor.

Para os conjuntos que utilizaram o modelo Earth2014, a configuração que teve o
valor de ζ mais próximo ao do IBGE foi a que utilizou G/O do MGG de 100, raio de
integração de 2.2° (aproximadamente 245 km) e grau de WG de 210. Com isto, a
solução 3 para o conjunto com o modelo Earth2014 utilizou esta configuração. Para
os conjuntos que não utilizaram o modelo Earth2014, a melhor configuração foi a que
utilizou o G/O do MGG de 100, raio de integração de 1.8°e grau de WG de 300, sendo
a configuração utilizada para a solução 3 destes conjuntos.

O menor resíduo obtido a partir dos testes foi para a solução 3 que não utilizou o
modelo Earth2014, com um valor de 0,01 cm de diferença para o valor de ζ obtido com
os dados do IBGE, o que dá indícios de que dar maior faixa espectral à solução do
PVCG é mais vantajoso para obter resultados favoráveis na modelagem de anomalias
de altura, já que o valor foi quase o mesmo do dado pelo IBGE. Vale ressaltar que
para os presentes testes, não foram realizadas conversões de marés seguindo o
recomendado por Sánchez et al. (2021), esta etapa foi realizada somente após a
escolha da configuração, ou seja, o valor de ζ foi analisado no conceito de Maré-Zero.

Os valores de ζ variaram consideravelmente ao não utilizar o modelo Earth2014,
o que reforça a diferença que se tem no resultado final quando se dá maior faixa
espectral à componente obtida com a solução do PVCG. Para obter conclusões mais
concretas, é necessário analisar os resultados finais com as transformações de marés
feitas corretamente em W e HN . Os valores de ζ no conceito de maré-zero de todas as
soluções realizadas podem ser vistos na Tabela 9.
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Tabela 9 – Valores de anomalia de altura na estação PPTE para cada solução proposta.

Soluções
ζ com

Earth2014
(m)

ζ sem
Earth2014

(m)

Contribuição
XGM2019

(m)

Contribuição
PVCG
com

Earth2014
(m)

Contribuição
PVCG
sem

Earth2014
(m)

Contribuição
Earth2014

+
ERTM

(m)

Contribuição
ERTM

(m)

1 -4,9971 -4,8426 -6,0875 0,0844 0,3301 0,3992 -0,0009
2 -4,8866 -4,8669 -5,6955 -0,0517 0,0485 0,1189 -0,0009
3 -5,3893 -5,3182 -6,0875 -0,1322 0,0090 0,3992 -0,0009

Nesta tabela, os valores finais de ζ (coluna 2 e 3) foram obtidos a partir da
soma do XGM2019, da solução do PVCG e da contribuição do Earth2014 (caso
utilizado) e do ERTM, também foi aplicado o termo 0 do IHRF como 0,76 m. To-
dos esses resultados encontram-se em planilhas Excel e podem ser acessados em:
https://github.com/ThiagoKerr/MasterThesis.git.

Os valores de ζ nas soluções que tiveram contribuição do modelo Earth2014 foram
maiores, em termos de valor absoluto, em relação aos que não utilizaram, com dife-
renças de aproximadamente 15 cm para a solução 1, 2 cm para a solução 2 e 7 cm
para a solução 3. A menor diferença se dá, provavelmente pelo fato de que a solução 2
foi a única que utilizou o XGM2019e até G/O de 200, o que deu menos faixa espectral
ao modelo Earth2014 e mais faixa espectral ao MGG. Isto levanta a hipótese de que o
modelo Earth2014 acaba contribuindo significativamente para o resultado final. Para
definir se a contribuição é positiva ou negativa para este caso, é necessário analisar
demais resultados em comparação com outras soluções de demais trabalhos.

A contribuição do modelo ERTM para modelagem dos curtos comprimentos de onda
é mínima, não chegando a 1 mm de contribuição, ou seja, a maior contribuição que o
ERTM teve nestas solução não alcançou 1% da contribuição total da sua combinação
com o Earth2014. Com isto, as soluções que não utilizaram o modelo Earth2014,
tiveram uma parcela maior de contribuição advinda da solução do PVCG, modelando
uma porcentagem significativamente maior do espectro.

A próxima etapa foi realizar o cálculo do potencial anômalo T no conceito Maré-
Zero, a Tabela 10 apresenta os resultados levando em conta os termos de grau zero
referentes ao GM e referentes ao W0 do IHRS.

Tabela 10 – Valores de potencial anômalo final para cada solução proposta.

Soluções
T com

Earth2014
(m²/s²)

T sem
Earth2014

(m²/s²)
1 -47,3910 -48,9034
2 -47,6294 -47,8222
3 -49,5108 -52,0460

Estudos feitos por Silva (2020) também calcularam T para a estação PPTE, utili-
zando o PVCG Fixado, porém usando Transformada Rápida de Fourier para cálculo das
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integrais de Hotine. Foi utilizado o satélite GOCO05S para remoção dos longos e parte
dos médios comprimentos de onda até G/O de 100 e 200, com e sem a técnica RTM
implementada, raio de integração seguiu a regra de Rapp, sendo de 100 km e 200 km
aproximadamente. Estudos realizados por Blitzkow et al. (2022) também apresentaram
os valores de T no Simpósio Sirgas 2022 para a estação PPTE, utilizando o PVCG
Fixado e o MGG GOCO06s com G/O de 100 e 200. Os resultados de T destes estudos
em comparação com o realizado nesta pesquisa podem ser analisados na Figura 38.

Figura 38 – Comparação entre T obtido pela presente pesquisa e por demais estudos.

Fonte: O autor.

As soluções variaram em um intervalo de -47,03 m²/s² até -62,21 m²/s², com uma
amplitude de 15,19 m²/s². Vale destacar que os valores indicados na Figura 38 foram
obtidos com diferentes valores de termo de ordem zero T0, e em diferentes conceitos
de maré, sendo estes os motivos das principais divergências. Posteriormente nos
resultados, estes termos serão padronizados para uma comparação mais justa em
termos de altitude normal.

Com o potencial anômalo, obteve-se os valores do Geopotencial W e do número
Geopotencial CP já no conceito de maré-média seguindo o roteiro matemático indicado
em Sánchez et al. (2021) no item 7.1. Os resultados podem ser vistos na Tabela 11.
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Tabela 11 – Valores de Geopotencial e número geopotencial para todas as soluções
realizadas.

Soluções
W com

Earth2014
(m²/s²)

W sem
Earth2014

(m²/s²)

CP com
Earth2014

(m²/s²)

CP sem
Earth2014

(m²/s²)
1 62632595,01 62632593,49 4258,39 4259,91
2 62632594,77 62632594,58 4258,63 4258,82
3 62632592,89 62632589,79 4260,51 4263,05

Referente aos valores encontrados, as soluções que utilizaram o modelo Earth2014
foram numericamente mais altas para o cálculo de W e, consequentemente, mais
baixas para o valor de CP , o que pode indicar que o modelo pode estar agregando
erros de comissão nos dados. Para isto, é necessário validar com outros resultados.
A figura 39 permite a comparação das soluções obtidas com as de Ribeiro (2019) e
valores atualizados da dissertação de Silva (2020) apresentados no Simpósio SIRGAS
2022 (BLITZKOW et al., 2022) utilizando o MGG GOCO06s com G/O 100 e 200 e a
técnica RTM e a solução do PVCG via integral de Hotine.

A solução de Ribeiro (2019) utilizou os MGGs EIGEN-6C4, GOCO05s e XGM2016
para o cálculo, além de realizar a solução do PVCG via Colocação por mínimos
quadrados, Integral de Stokes via FFT, e via integral de Hotine. Neste estudo, o G/O
dos MGGs foi 200 e o raio de integração foi 210 km, o que, assim como na solução
3 deste trabalho, não segue com rigor a regra de Rapp. Como Ribeiro (2019) teve
muitas soluções, nesta pesquisa foi utilizado a solução que utilizou o MGG XGM2016 e
a integral de Hotine, já que são as soluções que mais se assemelham à solução aqui
proposta. Vale ressaltar que, conforme mencionado anteriormente, cada solução teve
diferentes valores de T0 atribuídos e conceitos de marés diferentes, o que agravou as
divergências entre as soluções.
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Figura 39 – Comparação entre W obtido pela presente pesquisa e por demais estudos.

Fonte: O autor.

Desta vez, a amplitude entre as soluções foi de 14,52 m²/s², isto pode ser devido às
soluções de Blitzkow et al. (2022) terem sido discrepantes em relação à da presente
pesquisa e à de Ribeiro (2019).

A solução 1 sem o modelo Earth2014 foi muito próxima da solução encontrada por
Ribeiro (2019), com uma diferença de 0,22 m²/s². Apesar do uso de G/O advindo dos
MGGs terem sido diferentes, é possível que o uso de um MGG semelhante (como no
caso do XGM2016 e o XGM2019) possa ter contribuído para esta semelhança. Além
disso ambos utilizaram a integral de Hotine para solução do PVCG. Isto indica uma
consistência no resultado final quando se utiliza dados de entrada semelhantes.

Os valores encontrados por Blitzkow et al. (2022) foram significativamente discre-
pantes em relação às demais soluções. isto pode estar vinculado ao uso de gravidade
sintética proveniente de MGG onde há vazios gravimétricos, o que não foi considerado
para a presente pesquisa, mas será investigado futuramente, ou também devido ao
uso de dados gravimétricos mais recentes.

Em relação aos números geopotenciais CP a Figura 40 apresenta os resultados
obtidos em comparação com o valor encontrado no descritivo da estação PPTE, do
IBGE, que servirá como validação para os resultados finais. Devido ao fato de que
o valor do IBGE está relacionado ao DVBI (Datum Vertical Brasileiro de Imbituba), a
Figura 40 também apresenta o valor do IBGE vinculado ao IHRS, utilizando o parâmetro
de translação de 3,79 m²/s² obtido por Sánchez e Sideris (2017).
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Figura 40 – Comparação entre CP obtido pela presente pesquisa e o valor dado pelo
IBGE.

Fonte: O autor.

As soluções sem uso do modelo Earth2014 tiveram diferenças com o valor dado
pelo IBGE menores em relação às soluções que utilizaram este modelo. Isto reforça
que permitir uma maior faixa espectral à componente de ζ obtida com a solução do
PVCG pode ser vantajoso e agrega menos erros de comissão de modelos utilizados.

Entre todas as soluções a que teve a maior discrepância foi a solução 1 (G/O 100,
WG 100 e raio de integração de 200 km) com uso do Earth2014, com uma diferença de
12,33 m²/s² para o valor oficial do IBGE e 8,74m²/s² para o valor vinculado ao IHRS.
Em contrapartida a que apresentou a menor discrepância foi a solução 3 (G/O 100,
WG 210, raio de integração de 220 km) sem o uso do modelo, com uma diferença de
apenas 7,67 m²/s² para o valor oficial e 4,08 m²/s² para o valor vinculado ao IHRS.

Em ambos conjuntos de soluções (com e sem Earth2014), a solução que teve a
menor discrepância foi a solução 3, que foi definida através de testes que já buscavam
a configuração que mais se adequava ao valor de ζ do IBGE. Isto mostra que, ao utilizar
a configuração correta, apesar de não seguir a regra de Rapp, pode-se chegar em
resultados mais acurados em comparação a soluções que seguem esta regra, e até
melhores, como foi apresentado nesta pesquisa e no âmbito do EC, como praticado
por algumas soluções (ver Wang et al. (2021)).

Os últimos resultados obtidos foram referentes às altitudes normais HN , a Tabela
12 apresenta os resultados.
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Tabela 12 – Valores de altitude normal para todas as soluções realizadas.

Soluções
HN com

Earth2014
(m)

HN sem
Earth2014

(m)
1 435,108 435,263
2 435,132 435,152
3 435,325 435,584

Conforme pode ser visto, os resultados obtidos variam ao nível decimétrico com as
diferentes configurações no âmbito da técnica RCR. Isso destaca a importância de se
realizar experimentos analisando diferentes configurações e suas validações. Inclusive
com de outros autores.

Como foi abordado nos resultados anteriores, um fator que deve ser investigado
e que agrava as divergências entre as soluções obtidas por diferentes autores é o
conceito de maré e o termo T0 utilizado por cada um dos estudos. Referente ao termo
T0, algumas soluções utilizaram somente o termo oriundo dos MGGs, com o valor de
-0,93 m em termos de anomalias de altura para grande parte dos estudos e -0,41 m
para o caso do trabalho de Ribeiro (2019).

Outras soluções utilizaram o termo de grau 0 do IHRS com o valor de 0,76 m, assim,
em combinação com o termo de -0,93 m, resultaria em um T0 no valor de -0,17 m, como
foi o caso desta dissertação. Além disto, os conceitos de marés que cada pesquisa
utilizou também não são concordantes, no qual têm-se os conceitos Livre de Maré,
Maré Zero e Maré Média (utilizado nesta dissertação) sendo comparados. A Tabela 13
apresenta as configurações utilizadas nos seis últimos trabalhos que se propuseram a
calcular valores de número geopotencial para estação PPTE no âmbito do IHRS.

Tabela 13 – Configurações de T0 e dos conceitos de maré dos autores a serem compa-
rados

Autor T0 Conceito de maré
UFPR -0,17 Maré Média

SAM QGEOID2023 -0,93 Maré Zero
SAM QGEOID2021 -0,17 Maré Zero

Modelo quase-geoidal
de São Paulo -0,93 Maré Zero

Blitzkow et al. 2022 -0,93 Maré Zero
Blitzkow et al. 2024 -0,17 Maré Zero

Ribeiro 2019 -0,41 Maré Livre

A Figura 41 ilustra a comparação entre os resultados desta pesquisa, com os
resultados destes autores sem nenhum tipo de adaptação nos valores. Assim, cada
solução está com seu devido valor de T0 e seu conceito de maré conforme Tabela
13. Os valores de HN para SAMQGEOID2023, SAMQGEOID2021 e o modelo quase-
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geoidal de São Paulo foram obtidos através da interpolação do valor de ζ dos modelos
para a estação PPTE, utilizando o interpolador bilinear. Assim obteve-se HN diminuindo
o valor de ζ da altitude elipsoidal da estação PPTE no conceito de maré-zero. Os
demais valores foram retirados da referência bibliográfica.

Figura 41 – Comparação entre valores de HN .

Fonte: O autor.

O desvio padrão dos valores foi de 54 cm, o que mostra resultados com uma
precisão decimétrica. Os resultados foram concordantes em um intervalo que variou de
435,108 m até 436,693m, representando uma diferença máxima de 1,585 m, o que é
um valor muito elevado para a precisão que se busca em HN , isto reforça a importância
de se atentar aos conceitos de maré e ao termo T0, pois grande parte desta diferença
se dá pelo fato de que estão sendo comparadas grandezas em diferentes sistemas e
conceitos.

Cabe ressaltar que quando aplicado somente o termo T0 referente à diferença dos
termos GM, o potencial de origem é o GRS80 (U0). Quando é aplicado os dois termos
de T0, tem-se como potencial de origem o W0 do IHRS.

Para uma comparação mais justa, todos os resultados acima foram transforma-
dos para o conceito de maré média conforme feito para a solução proposta nesta
dissertação seguindo a metodologia de Sánchez et al. (2021). Os termos T0 também
foram padronizados para que seguissem a metodologia do IHRS, com o valor de -0,17
m. Os valores de UP , γ e γ0 foram também padronizados como 62632642,18 m²s²,
978765,1919 mgal e 978630,4953 mgal respectivamente. Com isto é possível comparar
todos os resultados sem que haja problemas relacionados a estas configurações. A
Figura 42 apresenta estes resultados e também compara eles com o valor dado pelo
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IBGE. Foi também feita a comparação do valor do IBGE vinculado ao IHRS, obtido a
partir do uso do valor de offset obtido por (SÁNCHEZ; SIDERIS, 2017).

Figura 42 – Comparação entre valores de HN padronizados ao IHRS.

Fonte: O autor.

Com todos os resultados no mesmo conceito de maré e o mesmo termo T0 adicio-
nado, o desvio padrão destes resultados foi de 27 cm, a metade do valor encontrado
anteriormente, e o intervalo máximo destes valores foi de 0,53 m entre a solução 3 sem
o uso do modelo Earth2014 e a solução de Blitzkow et al. (2024).

Na presente pesquisa, a solução que mais se aproximou do valor do IBGE foi a
solução 3 sem o modelo Earth2014, com uma diferença de 78 cm do valor oficial do
IBGE e 40 cm para o valor adaptado ao IHRS. Isto continua reforçando a ideia de que dar
maior faixa espectral ao PVCG pode ser vantajoso na modelagem final do Geopotencial
e das funcionais derivadas deste. Inclusive, todas as soluções que não utilizaram o
modelo Earth2014 se aproximaram mais do valor dado pelo IBGE. A realização de
testes para definir a melhor configuração também permite obter resultados melhores,
já que a solução 3 é a solução que ignora a regra de Rapp e utiliza a configuração que
mais se aproximou do valor de ζ do IBGE.

Alguns resultados foram muito próximos, como por exemplo, a solução 1 com o uso
do Earth2014 e a solução dada por Blitzkow et al. (2022) com uma diferença de 1 mm
nos valores. Isto provavelmente se dá pela semelhança nas configurações utilizadas,
enquanto a solução 1 utilizou o XGM2019 até G/O 100 Blitzkow et al. (2022) utilizou o
GOCO06s, onde é idêntico ao XGM2019 para o G/O 100, além disto, em ambos os
casos foi utilizada a integral de Hotine para solução do PVCG. Além disto, a solução
1 com uso do Earth2014 também foi muito próxima do modelo quase-geoidal de São
Paulo, com uma diferença de aproximadamente 3 mm no valor de HN .
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A solução 2 com o uso do modelo Earth2014 também foi próxima do valor obtido
pelo SAMQGEOID2023, com uma diferença de aproximadamente 1 mm. O que pode
estar ligado ao uso do XGM2019 como MGG utilizado nestas duas soluções.

5 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES

Este trabalho buscou analisar o uso da solução de Brovar no PVCG Fixado com
solução numérica das integrais de Hotine, testando diferentes configurações relacio-
nadas aos graus de truncamento da modificação de Wong-Gore, diferentes raios de
integração e diferentes faixas espectrais para a solução do PVCG. Inicialmente foram
realizados testes na região onde foi feito o Experimento Colorado para que depois a
solução pudesse ser aplicada no Brasil, mais especificamente, na estação IHRF PPTE.

Referente aos resultados obtidos no Experimento Colorado, foi possível concluir
que os resultados obtidos com o uso da solução de Brovar com solução numérica
das integrais encontrou-se alinhado com os resultados dos demais pesquisadores do
experimento. O que indica que a presente solução pode ser testada em outras regiões,
como feito nesta dissertação, para a estação IHRF PPTE.

Os diferentes testes e soluções utilizadas permitiram concluir que o grau de modi-
ficação WG tem uma grande influência no resultado final, com diferenças de quase
10 cm para mudanças de 100 graus de modificação. Com isto, a escolha do grau de
modificação deve ser cuidadosamente embasada para obter uma solução adequada.
A utilização dos testes que alteraram o grau de modificação e o raio de integração
foram uma boa forma de definir o melhor grau de modificação WG para a região do EC.
Assim, sendo também implementada para o cálculo do Geopotencial na estação PPTE.
Inclusive, para o EC, a solução advinda dos testes, definiu o grau de modificação WG
que obteve o resultado final mais concordante com a rede GSVS17.

A concordância do grau de modificação WG e o G/O do MGG na remoção é uma
prática adotada por diversos pesquisadores, além disto, o raio de integração deve ser
definido a partir da eq. 30. Por exemplo, para casos em que o G/O do MGG foi de 200,
o raio de integração deverá ser de 100 km e para casos em que o G/O foi de 100, o
raio de integração deverá ser de 200 km. A partir dos resultados obtidos, foi possível
concluir que, as soluções que não seguiram esta regra, apresentaram valores mais
próximos e concordantes com os valores de validação, como os valores do IBGE, por
exemplo. Inclusive, algumas instituições participantes do EC não seguiram a regra de
Rapp, definindo seu grau de truncamento a partir de testes como feito neste trabalho.

O termo μ1 da série de Brovar obteve um valor considerado insignificante para a
presente pesquisa para a estação PPTE, o que não compensou o esforço computa-
cional para calcular o termo ζ1 da série. Isto ocorreu, provavelmente, pela topografia
do terreno ser pouco acidentada, em comparação com a região do EC, e alterações
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no campo de gravidade estão fortemente relacionadas à topografia do terreno. Além
disto, o uso da técnica RTM na etapa de remoção permite remover boa parte do espec-
tro gravitacional, tornando os campos residuais mais suaves, o que contribui para a
insignificância de termos além do termo μ1. Com isto, para regiões planas, somente o
termo ζ0 já é suficiente para obter um resultado satisfatório, caso esteja-se utilizando a
técnica RTM.

Referente às funcionais do Geopotencial obtidas, a amplitude dos resultados foi de
15,19 m²/s² para T em comparação com os resultados obtidos por Blitzkow et al. (2022)
e Silva (2020). Para W a solução foi comparada com Ribeiro (2019) e com resultados
atualizados de Blitzkow et al. (2022), e foram de 14,52 m²/s². Estes valores poderiam
ser menores caso as soluções comparadas utilizassem o mesmo conceito de maré e o
mesmo termo T0.

Ao comparar com os valores do IBGE, a solução 1, 2 e 3 sem o uso do modelo
Earth2014 foi mais próxima do valor do IBGE do que as soluções que utilizaram o
modelo. Assim conclui-se que a utilização do modelo Earth2014 para contribuir na
modelagem dos curtos comprimentos de onda apresentou resultados não favoráveis
quando comparados aos valores do IBGE e dos demais estudos abordados. Isto pode
ser devido à faixa do espectro modelada por este modelo, que variou entre G/O 101
até 2190 e 201 até 2190 dependendo do conjunto de dados. Ou seja, nestes casos
ele também foi utilizado para modelar parte do espectro relacionada aos médios e até
parte dos longos comprimentos de onda, o que pode ter agregado erros de comissão
deste modelo na solução final. Isto também pode estar relacionado ao fato de que
permitir uma componente espectral maior para a solução PVCG permite obter uma
solução mais dependente da solução do PVCG e dos dados gravimétricos terrestres,
e menos dependente de modelos (ver Figura 23), além de que evita agregar erros de
comissão de outros modelos nas soluções finais.

Os estudos apresentados mostraram a importância de comparar resultados nos
mesmos termos e conceitos, como foi apresentado nas Figuras 41 e 42. Na Figura 41,
grande parte da discrepância envolvida nos resultados se deu justamente devido ao fato
de que foram utilizados diferentes termos T0 e conceitos de marés. Após a adaptação
de todos os resultados para o conceito de maré média e utilização de um T0 como -0,17
m, a diferença nos resultados diminuiu. Isto também evidencia a importância de deixar
claro as configurações utilizadas na modelagem para que estudos posteriores possam
ser feitos de maneira adequada.

A solução mais consistente, e que mais se aproximou do valor do IBGE foi a solução
3 sem o uso do modelo Earth2014. A solução 3 é a solução que propôs um resultado
que mais se aproximou do valor de ζ para PPTE, ela utilizou um raio de integração
de 1,8°, G/O de remoção do MGG de 100 e grau de modificação WG de 300. Com
isto, assim como os resultados obtidos no EC, o uso dos testes para definir o melhor
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grau de truncamento de WG e o raio de integração foram fundamentais para obter
resultados mais acurados. Isto fica mais evidente devido ao fato de que a solução
3 sem o Earth2014 obteve melhores resultados do que a solução 3 com o modelo
Earth2014, já que foi dada a ela uma maior contribuição espectral da solução do PVCG
e uma maior parcela na modelagem do resultado final.

O uso da solução numérica das integrais permitiu que a solução do PVCG fosse
feita de forma vetorizada, o que agregou em um esforço computacional muito menor em
comparação com o uso de Loops no processamento. Apesar de não terem sido feitos
testes que comprovassem a redução deste esforço neste trabalho, a pesquisa feita por
Abdalla e Ferreira (2022) apresenta este método, que foi utilizado nesta pesquisa.

Em relação ao cálculo de HN para a estação, a diferença da solução 3 para com
o valor do IBGE foi de 39,6 cm, estando próximo ao nível centimétrico de soluções
elaboradas por outros autores como Blitzkow et al. (2022) e o SAM QGEOID 2023.
Isto evidencia que o uso da solução de Brovar com solução numérica das integrais é
uma alternativa para cálculo de funcionais do Geopotencial, além de que a presente
pesquisa permitiu obter uma nova solução para a estação PPTE, propondo otimizações
no que se tem como estado da arte nesta área.

Vale destacar que o valor de 0,39 m obtido por Sánchez e Sideris (2017) para
vincular o HN obtido pelo IBGE ao IHRF utilizou toda parte da RAAP (Rede Altimétrica
de Alta Precisão) referenciada ao DVBI. Isto inclui trechos com diferentes níveis de
distorções e precisões. Por isso é explicada a diferença em geral dos valores de HN

das diversas soluções para com o valor dado pelo IBGE referenciado ao IHRS. Mas,
este valor serve como uma referência aproximada para comparação, melhor que o valor
original do IBGE referenciado ao DVBI.

O tratamento matemático final para obtenção dos valores de geopotencial e altitudes
normais não seguiu exatamente as diretrizes dadas por Guimarães et al. (2024), já que
o desenvolvimento deste trabalho se deu antes da publicação do mesmo. Para trabalhos
futuros, é interessante seguir estas diretrizes para obter estes valores de forma mais
padronizada. A formulação matemática desta pesquisa pode ser encontrada neste
documento ou ser analisada mais detalhadamente através das planilhas de cálculo
encontradas em: https://github.com/ThiagoKerr/MasterThesis.git.

Como um breve resumo, as diferenças encontradas entre as soluções podem ser
devido a diferenças na base de dados gravimétricos, no que tange a novos dados não
inclusos, uso de gravidade sintética, tratamento de outliers e forma de obtenção da
grade de dados residuais, sendo um fator crucial para o resultado final, já que a grade
é o dado de entrada para a solução do PVCG. Outras diferenças incluem o uso de
diferentes MDS e diferentes faixas espectrais para as componentes de MGG, RTM e
de solução do PVCG.

Como recomendações futuras, é interessante utilizar as séries de Brovar e a so-
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lução numérica das integrais em conjunto com dados cada vez mais modernos para
acompanhar a evolução no resultado final. Uma boa sugestão é a troca do MDE SRTM
por MDEs mais modernos, como o FABDEM por exemplo, assim, pode-se trabalhar
com superfícies mais concordantes com a realidade. O uso da técnica RTM no domínio
espacial também é muito interessante de se testar, inclusive com o uso de modelos
de densidades que permitirão um melhor conhecimento sob a superfície terrestre,
permitindo uma modelagem mais fiel à área de estudo.

Outra recomendação é aplicar esta metodologia para calcular o valor do Geopo-
tencial e suas funcionais nas demais estações que compõem o IHRS no Brasil, como
BRAZ, SCIM, CUIB, CEFT e MABA. Isto permite obter mais soluções que irão contribuir
para futuras otimizações do IHRF no país. A aplicação de correções como a correção
elipsoidal pode ser testada para tentar diminuir o erro causado pela aproximação esfé-
rica na etapa de solução PVCG. Por fim, é de grande importância continuar trabalhando
e estudando novas maneiras de modelar funcionais do geopotencial para que assim,
possa-se estar obtendo sistemas de referência altimétricos cada vez mais modernos e
precisos.

Por fim, a adição de dados de gravimetria sintética pode vir a contribuir no refina-
mento do resultado final, já que foram utilizados somente dados de gravidade terrestre,
sem uso de gravidade sintética nas regiões de vazios. Algo interessante a acrescentar
futuramente é a determinação da potência espectral global e local, no qual, permitirá
fornecer a melhor combinação dos dados globais e locais como o G/O do MGG e a
técnica RTM. Isto evitaria a realização de testes empíricos para definir qual o G/O mais
adequado. A tese de Ferreira (2011) aborda este método.
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