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RESUMO

As equacbes de estado sdo fundamentais na engenharia quimica, pois
descrevem matematicamente as propriedades termodinamicas de um sistema, sendo
essenciais para modelagem e simulagao de processos. Dentre elas, a equagao de
Virial destaca-se na descricdo de sistemas gasosos simples, apresentando-se como
uma série polinomial da densidade que pode ser truncada conforme a disponibilidade
de seus coeficientes na literatura e a precisdo desejada. Neste trabalho, deduziu-se e
validou-se uma expressao analitica para o segundo coeficiente de Virial volumétrico
B,(T) a partir da termodinémica estatistica, utilizando o potencial intermolecular 12-6
de Lennard-Jones (LJ). O estudo inicia-se com uma contextualizag&o historica das
equacoes de estado, desde a lei dos gases ideais até aplicagdes modernas baseadas
na teoria da perturbagdo, como a teoria SAFT. Apesar das origens empiricas da
equacao Virial, esta encontra bases na termodinamica estatistica, podendo inclusive
ser obtida a partir da descricdo da interpretacdo molecular dos sistemas. Além da
apresentacao dessa deducdo termodinamica, também é abordada a interpretacao
fisica do segundo coeficiente Virial, que contabiliza o efeito das intera¢des de pares
de moléculas no comportamento do fluido. Para enfatizar a relevancia do potencial de
Lennard-Jones como um modelo continuo para descricdo das forcas e atracédo e
repulsdo entre pares de moléculas, discutiu-se as diferengas entre os principais
modelos de interagdo intermolecular. Também foram abordadas metodologias
experimentais para a determinacdo do segundo coeficiente de Virial, geralmente
baseadas no ajuste de polinbmios da densidade para diferentes propriedades
termodinamicas. A deducgéo da expressao analitica de B, (T) empregou integragcéo por
partes, regra de L’Hopital, série de MacLaurin, fungdo Gama, simbolo de Pochhammer
e funcao hipergeométrica confluente. A validagao da equacao foi realizada com dados
experimentais do segundo coeficiente de Virial para gases nobres, diatdmicos e
hidrocarbonetos no intervalo de 100 a 700 K. A expressdo demonstrou boa aderéncia
aos dados da literatura para gases nobres e diatbmicos, com os maiores desvios
observados para criptonio e xenénio. Para os hidrocarbonetos, a precisdo do modelo
foi inferior a das demais substancias, com o etano apresentando a maior divergéncia
entre valores experimentais e calculados. Visando otimizar os parametros de Lennard-
Jones, utilizou-se uma abordagem hibrida combinando o método estocastico Particle
Swarm Optimization (PSO) com o deterministico Levenberg-Marquardt (LM),
resultando em uma melhoria generalizada das métricas estatisticas de ajuste (raiz do
desvio quadratico médio e erro absoluto médio) para todas as substancias, inclusive
xenoénio, criptonio e etano. Além disso, a equagdo mostrou um desempenho
satisfatorio na predigdo da temperatura de Boyle das substancias analisadas. Dado
que a expressao analitica proposta tem a forma de um somatdrio, comparou-se o
numero de termos para convergéncia com outra formulagao disponivel na literatura
para B,(T). Os resultados indicaram que a equagao desenvolvida nesta dissertagao
exigiu menos da metade do numero de termos demandados pela expressdo de
Mamedov & Somuncu (2014) para alcangar uma precisdo de 0,001 cm3*-mol™ em
relagdo ao valor de convergéncia da série. Conclui-se que a expressao analitica do
segundo coeficiente de Virial desenvolvida é valida e aplicavel, mas a escolha do
numero de termos da série e dos parametros de Lennard-Jones deve ser criteriosa.

Palavras-chave: Equacéao Virial, Segundo Coeficiente Virial, Potencial de Lennard-
Jones, Termodinamica Estatistica, Dedu¢cao Matematica.



ABSTRACT

Equations of state are fundamental in chemical engineering as they
mathematically describe the thermodynamic properties of a system, making them
essential for process modeling and simulation. Among these, the Virial equation stands
out in the description of simple gaseous systems, expressed as a polynomial series in
density that can be truncated depending on the availability of its coefficients in the
literature and the desired accuracy. In this study, an analytical expression for the
second volumetric Virial coefficient, B,(T), was derived and validated based on
statistical thermodynamics, using the 12-6 Lennard-Jones (LJ) intermolecular
potential. The study begins with a historical contextualization of equations of state,
from the ideal gas law to modern perturbation theory-based applications such as SAFT
theory. Despite its empirical origins, the Virial equation has solid foundations in
statistical thermodynamics and can even be derived from a molecular interpretation of
thermodynamic systems. In addition to presenting this derivation, the study also
addresses the physical interpretation of the second Virial coefficient, which accounts
for the effect of pairwise molecular interactions on fluid behavior. To highlight the
significance of the Lennard-Jones potential as a continuous model for describing
attractive and repulsive intermolecular forces for a pair of molecules, the differences
between the main intermolecular interaction models were discussed. Experimental
methodologies for determining the second Virial coefficient were also examined,
typically relying on density polynomial fitting for various thermodynamic properties. The
analytical derivation of B, (T) employed integration by parts, L’'Hépital’s rule, MacLaurin
series, Gamma function, Pochhammer symbol, and the confluent hypergeometric
function. The equation was validated using experimental data for the second Virial
coefficient of noble gases, diatomic gases, and hydrocarbons in the range of 100 to
700 K. The expression exhibited good agreement with literature data for noble and
diatomic gases, with the largest deviations observed for krypton and xenon. For
hydrocarbons, the model's accuracy was lower than that of the other substances, with
ethane exhibiting the greatest discrepancy between experimental and calculated
values. To optimize the Lennard-Jones parameters, a hybrid approach was employed,
combining the stochastic Particle Swarm Optimization (PSO) method with the
deterministic Levenberg-Marquardt (LM) method, resulting in a general improvement
in statistical fitting metrics (root mean square deviation and mean absolute error) for
all substances, including xenon, krypton and ethane. Additionally, the equation
demonstrated satisfactory performance in predicting the Boyle temperature of the
analyzed substances. Since the proposed analytical expression is formulated as a
summation, the number of terms necessary for its convergence was compared with
another analytical formulation available in the literature for B,(T). The results indicated
that the equation developed in this dissertation required less than half the number of
terms needed by the expression of Mamedov & Somuncu (2014) to achieve a precision
of 0.001 cm3*mol™ relative to the series' convergence value. It is concluded that the
developed analytical expression for the second Virial coefficient is valid and applicable;
however, the choice of the number of series terms and the Lennard-Jones parameters
should be made with caution.

Key words: Virial Equation, Second Coefficient, Lennard-Jones Potential, Statistical
Thermodynamics, Mathematical Deduction.
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1 INTRODUGAO

Desde o final do século XIX, uma das areas de pesquisa mais proeminentes na
termodindmica tem sido o estudo, avaliagdo e desenvolvimento de equacgdes de
estado (EdE). Smith et al. [1] descreve tais equagbes como correlagdes matematicas
que relacionam temperatura (T), pressao (P) e volume (V) de fluidos.

Entretanto, o escopo destas expressodes vai além destas trés propriedades, se
desdobrando na descrigéo de outras fungdes de estado como entropia (S), entalpia
(H), energia livre de Gibbs (G), energia livre de Helmholtz (A) e potencial quimico (u).
Logo, evidencia-se a relevancia das equagdes de estado em sua ampla aplicabilidade
para o desenvolvimento de processos industriais, possibilitando o calculo de
propriedades de sistemas em equilibrio [2,3].

Para gases suficientemente diluidos, comummente se aplica a EdE conhecida
como equacgao dos gases ideais. A idealizacao referenciada em seu nome vem do fato
de esta correlagcado desconsiderar as forgas atuantes entre as moléculas. Contudo, o
aumento da concentragdo leva a interagdes intermoleculares mais significativas, que
consequentemente precisam ser computadas para representar corretamente o
comportamento do sistema [1,3]. Embora os avangos nesse campo tenham sido
expressivos, as primeiras equacgoes de estado desenvolvidas (como as de Clapeyron,
Van der Waals e a equacado Virial), ainda apresentam notavel precisdo quando
aplicadas a sistemas simples em faixas de temperatura e pressao adequadas [4,5].
Por essa razao, muitos dos livros-texto introdutérios para a formagéo de engenheiros
quimicos enfocam a apresentacdao destas equacbes, visando fundamentar a
compreensao dos comportamentos dos fluidos [1,6].

Pela complexidade que existe na tradugdo de interagdes de ordem
microscopica para propriedades macroscopicas, o estudo das EdE apresenta
significativos desafios conceituais e matematicos. Portanto, & imprescindivel enfatizar
a manipulacdo matematica como uma das principais ferramentas para o dominio de
conhecimentos baseados em ciéncias exatas.

Trabalhos nas areas da fisica e da matematica envolvendo dedug¢des podem
ser datadas até a época de Aristoteles [7]. Todavia, em grande parte do ensino
fundamental e médio, o desenvolvimento matematico tem sido reduzido a aplicagdes
mecanicas de expressdes prontas, sem o devido aprofundamento ou reflexdo sobre

natureza dos objetos de estudo [8]. Dessa forma, compreende-se a fundamentagao
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conceitual e exemplificagdo sozinhas ndo sdo suficientes para preparacdo dos
engenheiros para solugdo de problemas praticos, sendo as dedug¢des necessarias
para integralizacdo do conhecimento e desenvolvimento de autonomia.

O objeto de estudo da presente dissertagcdo € uma EdE classica conhecida
como equacao Virial. Tal expressao foi desenvolvida por Heike Kamerlingh Onnes em
1910, inicialmente como uma proposta empirica de descrever o comportamento de
sistemas gasosos [9]. Apesar de sua formulagdo n&o ter se baseado em nenhuma
teoria fisico-quimica, a equacéo Virial encontra validagao na termodinamica estatistica
— estudo da termodinédmica enfocando a dindmica dos sistemas moleculares [10].
Essa validagao, que permite a interpretacao de cada um dos coeficientes da EJE com
base em interacdes entre moléculas, sera apresentada na presente dissertagdo com
énfase na importancia dos métodos matematicos para traducdo de fundamentos
fisico-quimicos em modelos algébricos.

Desde a primeira publicagéo a respeito da equacéo Virial, extensas pesqusias
relacionadas a determinagao de seus coeficientes foram realizadas. Especificamente
para o segundo coeficiente Virial B,(T), estudos tedricos baseados em potenciais de
interacéo tém sido realizados desde a década de 1930 até os dias de hoje  [11-15].
O intuito de muitas destas exploragdes esta no desenvolvimento de féormulas mais
eficientes para calculo de B2(T), principalmente baseados em modelos de potencial
de interacdo intermolecular. Dentre estes modelos, destaca-se o potencial de
Lennard-Jones (LJ), como uma fungdo continua para descricdo do potencial de
interacao que abrange fendbmenos de atracao e repulsao [16].

Dez anos atras, Mamedov & Somuncu [17] apresentaram uma proposta de
equacgao analitica o célculo do segundo coeficiente Virial a partir do potencial LJ.
Todavia, estes autores optaram por suprimir a dedugédo da equacéo na apresentacao
de seu trabalho. Esse fato permite que a derivacado seja exposta de forma didatica,
possibilitando sua validagao juntamente com uma explicagao detalhada dos principais

fundamentos da equacéao de estado de Virial.
1.1 OBJETIVOS
O objetivo geral deste trabalho é apresentar um estudo de caso baseado na

dedugdo de uma forma analitica para o calculo do segundo coeficiente Virial

empregando o potencial de interagao intermolecular de Lennard-Jones.



19

Ainda, destaca-se os seguintes objetivos especificos do presente trabalho:

a) Apresentar o contexto histérico que levou a proposi¢cao da equacéo Virial, bem
como a sua fundamentacdo na termodindmica estatistica e os principais
meétodos de determinag&o para o segundo coeficiente Virial,

b) Deduzir uma forma analitica para o calculo do segundo coeficiente Virial para
o potencial de Lennard-Jones através do emprego de métodos matematicos;

c) Validar a equagédo obtida a partir da comparagdo de seus resultados com
valores de segundo coeficiente Virial publicados na literatura;

d) Analisar as limitagbes da forma matematica da expressao obtida;

e) Avaliar a aplicabilidade de métodos de otimizagao para ajuste de parametros

do potencial de interagao intermolecular de Lennard-Jones.

1.2 ESTRUTURAGAO DA DISSERTACAO

Este trabalho foi organizado de forma a facilitar o entendimento do leitor. Dessa

forma, a divisdo dos capitulos foi feita seguindo a descrigdo abaixo:

Capitulo 2: Fundamentagéo Tedrica

Neste capitulo, sdo abordados os principais aspectos teéricos que fundamentam este
trabalho. Para facilitar a leitura, ele foi subdividido em quatro subtdpicos, tratando da
das equagbes de estado (2.1), dos conceitos fundamentais da termodinamica
estatistica (2.2), dos potenciais de interacao intermolecular (2.3) e dos métodos de
experimentais para determinagdo do segundo coeficiente Virial (2.4). O ultimo tépico
do capitulo (2.5) corresponde a uma analise critica do estado da arte do calculo do

segundo coeficiente Virial pelo potencial de Lennard-Jones.

Capitulo 3: Ferramental Matematico

O foco deste capitulo € apresentar o arcabougo matematico necessario para
desenvolvimento da formula analitica para o calculo do segundo coeficiente Virial. Os
métodos matematicos apresentados serdo: a integragcao por partes (3.1), a regra de
L’Hospital (3.2), a série de MacLaurin (3.3), a funcdo Gamma (3.4), o simbolo de

Pochhammer (3.5) e a funcdo hipergeométrica confluente (3.6). Em seguida, também
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serdo descritas duas técnicas de otimizacdo: Particle Swarm Optimization (3.7) e

Levenberg-Marquardt (3.8).

Capitulo 4: Deducgéo Analitica

Este capitulo aborda a deduc&o detalhada de uma forma analitica para o segundo
coeficiente Virial para o potencial de interacao intermolecular 12-6 de Lennard-Jones.
A apresentagao foi subdividida segundo a aplicagdo dos ferramentais matematicos
apresentados no capitulo anterior, culminando na forma final da expressao: integragao
por partes (4.1), regra de L’'Hospital (4.2), série de MacLaurin (4.3), fungdo Gamma
(4.4), o simbolo de Pochhammer (4.5), fungao hipergeométrica confluente (4.6). Em
seguida, apresenta-se a consolidagéo da expresséo final (4.7) e sua forma analitica é

confirmada através do uso de um software simbolico (4.8).

Capitulo 5: Validagao da Expresséo

O ultimo capitulo abrange a validagdo da expressédo desenvolvida a partir de dados
experimentais e o ajuste de parametros de Lennard-Jones através de métodos de
otimizacao. Para tal, ele foi dividido em subtdpicos de acordo com os grupos de
moléculas cujos dados experimentais foram empregados na validagao: gases nobres

(5.1), gases diatdmicos (5.2) e hidrocarbonetos (5.3).
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Esse capitulo apresenta uma contextualizagdo da equagao Virial do ponto de
vista histérico e termodindmico, buscando pontuar sua importdncia e quais os
desenvolvimentos cientificos que levaram a sua proposicdo. Também serao
apresentadas as principais metodologias adotadas na literatura para determinacéo do

segundo coeficiente Virial.

2.1 EQUACOES DE ESTADO

Os estudos de Robert Boyle, conduzidos no século XVII, representam um
primeiro marco fundamental no desenvolvimento das equacdes de estado. O trabalho
deste cientista foi dedicado a determinar uma correlagdo empirica entre pressao e
volume de gases em temperaturas constantes. Uma vez que a primeira publicagao de
sua pesquisa se deu em 1660, o autor enfrentou sérias dificuldades experimentais e
criticas por parte da comunidade cientifica da época, tendo inclusive que publicar uma
segunda edicdo de seu estudo em 1662 para aprofundar a descricgdo de seus
experimentos e defender sua metodologia. Em vida, Boyle se referia a sua proposigao
como apenas uma hipotese, mas atualmente ela € conhecida como “Lei de Boyle”
[18-20].

Apesar dos trabalhos de Boyle terem se dado séculos antes de a expressao
‘equacao de estado” ser cunhada, ainda assim sao considerados a origem dessa linha
de estudo, uma vez que apresentam a busca pela determinagao de uma relagao entre

propriedades de estado de um fluido.

2.1.1 Lei dos Gases ldeais

Aquela que viria a ser considerada a primeira equacao de estado é a lei dos
gases ideias ou equacdo de Clapeyron, enunciada por Emile Clapeyron em 1834. Sua
relevancia e popularidade nao se devem s6 ao fato de ser uma expressao inédita para
correlacionar simultaneamente trés propriedades de estado (T, P e V) e sim a
qualidade com a qual a equacgao descreve sistemas gasoso em altas temperaturas e

baixas pressdes [21,22]. Sua formulagdo se encontra apresentada na equacao (1):
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P-v

O surgimento dessa equacao foi uma consequéncia da consolidagédo das
propostas de ao menos outros trés cientistas que vieram antes de Clapeyron e

desenvolveram leis empiricas a respeito do comportamento de gases:

e Leide Boyle (1662): Robert Boyle mostrou que, para uma temperatura
constante, o volume de um gas é inversamente proporcional a sua pressao
[19,21].

e Lei de Charles (1787): Jacques Charles observou que, para uma pressao
constante, o volume de um gas é diretamente proporcional a sua temperatura
[21,23].

e Lei de Gay-Lussac (1802): Joseph Gay-Lussac determinou que, para um
volume constante, a pressdo de um gas é diretamente proporcional a sua

temperatura [21,23].

Uma vez que a lei dos gases ideias apresenta restricdes de aplicabilidade, foi
necessario definir quais as caracteristicas dos sistemas para os quais ela apresenta
boa adesado [3]. Dessa forma, surgiu o “modelo de gas ideal” ou “hipdtese de gas
ideal”.

Apesar de o modelo descrever bem alguns sistemas gasosos, principalmente
quando estes apresentam baixas densidades, os gases ideias nao existem no mundo

real [24]. Ao discutir este modelo, Lucas [24] enfatiza os seguintes pontos:

e O volume ocupado pelas moléculas é negligenciavel em comparagdo com o
tamanho do sistema;
e Forgas de interacéo intermoleculares sao desconsideradas;

¢ O movimento das moléculas ¢é aleatdrio e seus choques sao elasticos;

Atualmente, empregamos a lei dos gases ideias na forma apresentada pela
equagao (2), com o numero de moles na forma explicita. Todavia, este termo n&o

estava explicitado no artigo original de Clapeyron, uma vez que este buscou tragar as
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relagbes entre as propriedades dos gases com um enfoque fenomenoldgico [22].
Ademais, o tema da existéncia ou ndo de atomos e moléculas foi um extensivo debate
ao longo de todo o século XIX, sendo concluido apenas com as contribuigcbes
experimentais de Perrin [25], ao confirmar algumas hipoteses de Albert Einstein e

provar a existéncia de tais particulas.

P-V=n-R-T (2)

Conforme mencionado, o modelo de gases ideias € uma aproximagao. Uma vez
que as forgas intermoleculares e o espaco ocupado pelas moléculas comegam a ser
contabilizados, passa-se a discutir modelos para descricdo de gases reais. Para
correlacionar o volume molar do gas real (v) e o volume molar de um gas ideal (v*9),
foi criada a definigdo do fator de compressibilidade (z) [1]. A expressdo matematica

deste fator esta apresentada na equagéo (3):
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Quanto mais o valor do fator de compressibilidade se aproxima de 1, mais
representativo se torna o modelo de gas ideal. Fisicamente, um valor de z < 1 indica
a predominancia de forgas atrativas e um gas real que ocupa menos volume do que
seria previsto no modelo idealizado. Ja z > 1 representa uma predominancia das
forcas de repulsao e um volume real ocupado maior do que o do gas ideal [1,26].

A Figura 1 — Fator de compressibilidade do metanoFigura 1 apresenta como o
fator de compressibilidade de um fluido, exemplificado pelo metano, pode variar

conforme temperatura e pressao:
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Figura 1 — Fator de compressibilidade do metano.
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Fonte: Adaptado de Smith et al. [1].

2.1.2 Equacéao de Van der Waals

A préxima proposicao historicamente relevante de uma EdE se deu através dos
trabalhos de Johannes Diderik Van der Waals, que em 1873 apresentou a primeira
equacéao para descrigao de sistemas de gases reais [27]. A inovagao da tese do autor
se baseava em sugerir que as propriedades macroscopicas dos sistemas eram
influenciadas por sua estrutura microscopica. Tais ideias sofreram grandes
resisténcias, pois conforme ja mencionado, a existéncia de atomos e moléculas ainda
era um forte tema em debate, apesar de grandes avangos da mecanica estatistica ja
terem sido realizados por autores como Max Boltzmann nessa época [3,28].

A publicacdo mais famosa desta equacéao € a que foi apresentada por Van der
Waals em 1910 quando foi agraciado com o Nobel da Fisica. Neste texto, o autor
discorre sobre o formato da expressao e descreve que o termo a se refere as forgas
atrativas intermoleculares, enquanto b apresenta o volume efetivo ocupado pelas
moléculas [29]. A EdE conhecida como “equacao de Van der Waals”, esta expressa
na equagao (4):

R-T a
P = - — 4
v—>b v2 ()
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Esta expressao inaugura um conjunto de equacgdes de estado conhecidas como
cubicas, pois podem ser reestruturadas em um polinbmio cubico em relagédo ao
volume ou fator de compressibilidade. Outras EdE que integram esse conjunto sao as
de Peng & Robinson (1945) [30], Redlich & Kwong (1949) [31] e Soave (1949) [32].
Apesar de cada uma dessas equagdes de estado sucessivamente apresentarem
melhorias na predicao do comportamento de fluidos reais, estas ainda apresentavam

severas dificuldades na descrigdo de sistemas altamente polares [3].
2.1.3 Equacgéo Virial

Devido a simplicidade da expressao, inicialmente pode-se assumir que a
equacao Virial precedeu a de Van der Waals, todavia o que aconteceu foi o contrario.
A equacao Virial foi desenvolvida por Heike Kamerlingh Onnes e seu primeiro registro
se deu em 1902. O autor acompanhara atentamente o trabalho de Van der Waals e
havia depreendido significativos esforgos para encontrar expressdes consistentes
para os coeficientes a e b. Todavia, seu trabalho acabou por tomar outro rumo ao
propor a expressao polinomial conhecida como equacgao Virial [33]. A expressao

original de Virial esta apresentada na equacao (5):

b, b3 by bs bg

Pv=b+—+—+—+—+—+" 5
Phy T2 3t s ®)

Eventualmente, com a formalizacdo do conceito de fator de compressibilidade,
a equacao Virial passaria a ser mais convencionalmente representada em sua forma
de volume molar a partir da equacgao (6) ou na forma de densidade molar a partir da

equacao (7):

P-v By(T) | B3(T) | Ba(T)
_ = 6
TR A T Sl S s (6)
P-v 5 3
7 =2 =1+By(T) p+Bs(T) - p* + By(T) - p* + - (7)

Apesar de ter surgido como uma proposicdo empirica para a descricao do

comportamento de sistemas gasosos, a equagéao Virial pode ser obtida a partir da
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termodinamica estatistica, de modo que seus coeficientes podem ser interpretados do
ponto de vista das interagcdes microscépicas entre as moléculas [3].

Por natureza de sua definigao, a aplicabilidade da equacgao Virial se encontra
limitada pelo numero de coeficientes empregados para convergéncia da série [4,34].
Posto isso, suas aplicagdes mais comuns sao na forma truncada no segundo e terceiro

termo, apresentadas respectivamente pelas equacdes (8) e (9):

P-v

=7 =1+ B,(T) p (8)
P.
e = 2= 14 By(T) - p+ By(T) - p? (9)

Uma vez que a equacgao Virial pode ser apresentada de diferentes formas,
considerando seus truncamentos, autores como Setzmann & Wagner [35] verificaram
o erro médio para determinacdo de z para diferentes formas da EdE a partir da
temperatura critica (T.) e volume critico (V). A Tabela 1 apresenta essa relagao para
0 metano gasoso, enquanto a Tabela 2 exibe a mesma correlagdo mas para metano

como vapor saturado:

Tabela 1 — Faixas de condicdes e erros associados para calculo fator de compressibilidade do
metano através de diferentes formas da equacéo Virial.

Equacgao Erro <1% Erro <5%

s=1420D pV. < 0,18 pV. < 0,35
z=1+% pV. < 0,1 pV. < 0,2
r=1+20 BZ(ZT) pV. < 0,8 pV. < 1,5

z=1+ LS_)T' d + [B3(T) — B2(T)] - (R%)z pVe < 0,15 pVe < 0,35

Fonte: Adaptado de Poling et al. [36].
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Tabela 2 — Faixas de condicdes e erros associados para calculo do fator de compressibilidade do
metano no estado de vapor saturado através de diferentes formas da equacgéao Virial.

Equacgao Erro <1% Erro <5%
B,(T
z=1 +# T/T.<082  T/T.<09
B,(T)" P
z=14+—" T/T, < 0,7 T/T, < 0,8
B,(T) Bs(T
z=1 +#+ 31/(2 ) T/T, <095 T/T, < 0,99
B,(T)-P P \?
s ng .)T + [B,(T) — B3(TY] - (R : T) T/T. < 0,8 T/T, <09

Fonte: Adaptado de Poling et al. [36].

Apesar de sua origem empirica, a série polinomial proposta na equagao Virial
encontra fundamentos na termodinamica estatistica e promove uma relagao entre as
interacdes moleculares e as propriedades termodinadmicas. A interpretacdo destas
correlagdes reside nos coeficientes Virial. Por exemplo, o segundo coeficiente Virial
B,(T) reflete o efeito das interagdes de pares de moléculas no comportamento do
fluido. Ja o terceiro coeficiente Viral B;(T) considera o efeito de uma terceira molécula,
ainda contabilizando as interagdes par-a-par [24,37].

Os coeficientes Virial sdo fungdes da temperatura, sendo que B, (T) possui uma
temperatura caracteristica conhecida como temperatura de Boyle (Tz). Em
temperaturas acima de Ty o valor de B,(T) € positivo (equacédo 10) e predominam
forcas repulsivas, indicando que o volume efetivo das moléculas contribui
significativamente para o comportamento do gas. Ja abaixo de Ty, tem-se B,(T)
negativo (equacao 11) e predominam forgas atrativas, sugerindo que as moléculas
tendem a se aproximar, reduzindo o volume ocupado pelo fluido em relagdo ao
comportamento ideal. Finalmente, na temperatura de Boyle, o fluido se comporta

como ideal uma vez que o segundo coeficiente Virial € zerado [17,37].

B,(T)>0 para T>Tg (10)

B,(T)<0 para T<Tg (11)

Schultz & Kofke [4] destacam que embora a EdE Virial seja ja bem estabelecida

na literatura, avangos recentes em algoritmos, capacidade computacional e qualidade
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de modelos moleculares renovaram o interesse por sua aplicagdo. Os autores
destacam a ponte que a equagao empirica realiza entre as interagdes moleculares a
as propriedades termodinamicas, permitindo uma compreensao mais profunda dos
comportamentos dos fluidos. Ademais, também se sugere que a equacéo Virial e seus
coeficientes podem servir para validagdo de modelos moleculares e calculos de
primeiros principios a partir da comparagao de dados.

Devido a importancia da equagéo Virial, o segundo e o terceiro coeficiente Virial
foram amplamente estudados e tabelados. Neste sentido, um dos trabalhos mais
completos é o livro “Virial Coefficients of Pure Gases” por Dymond et al. [38]. Além de
compilar dados experimentais coletados por dezenas de outros pesquisadores, 0s
autores desta obra ainda realizaram uma avaliacao critica a respeito da qualidade dos

valores obtidos para cada coeficiente.

2.1.4 SAFT

Uma vez que essa dissertacdo abordara os fundamentos tedricos e
matematicos da termodinamica estatistica, € cabivel apresentar uma das mais
modernas teorias de estado baseadas nela: a Statistical Associating Fluid Theory
(SAFT).

Diferentemente das equacbes apresentadas, a SAFT ndo é uma EdE
volumétrica, ou seja, ndo se trata de uma equacao para determinagédo do fator de
compressibilidade, pressao ou volume. A SAFT é uma notavel aplicagao da teoria de
perturbagdo, uma abordagem que descreve sistemas complexos dividindo a energia
total em um termo de referéncia e uma contribuicdo de perturbacao. Por isso, sua
expressao € um somatorio de contribuicées que levam a determinagéo da energia livre

de Helmholtz residual (A®), como exposto na equacéo (12):
AR — /Segment +Achain +Aassociation (12)
O termo Ase9™ment ¢ comumente apresentado como a soma de dois termos

distintos, como na equacao (13). O primeiro remete a interpretacdo dos segmentos de

cadeia como esferas rigidas (4"ard spheres) g o segundo esta relacionado a dispersdo
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destes segmentos no sistema em decorréncia de forgas de atragdo e repulsao
(Adispersion)

Asegment — Ahard spheres _l_Adlsperswn (13)

Uma propriedade residual corresponde a diferenca entre uma propriedade para
um gas ideal e seu valor real. A partir de um modelo para a descrigdo da AR, pode-se
usar uma série de correlacbes termodinamicas para obtencdo das demais
propriedades de estado de um sistema [39].

A SAFT com termo associativo (4%sso¢tation) foi desenvolvida por Chapman et
al. (1989) [40], cujo trabalho se baseou nos estudos de Wertheim a respeito de
interagdes atrativas altamente direcionais. Os demais termos da equacgéo (12) foram
desenvolvidos em periodos anteriores, como A%¢9™e"t  cuja proposta se encontra nos
trabalhos de Carnahan & Starling (1969) [41] e Alder et al. (1972) [42].

Portanto, a contribuicdo de Chapman et al. [40] encontra mérito ndo apenas na
proposi¢cao de um novo termo, mas também na capacidade de fazer uso de outras
teorias de sua época. Ademais, a SAFT atendeu uma demanda que n&o havia sido
suprida nem pelas melhores equagdes de estado cubicas de sua época: a descrigao
de sistemas associativos [3].

Para melhor descrever a forma como a SAFT interpreta os sistemas

moleculares, um diagrama foi desenvolvido na Figura 2:

Figura 2 — Interpretagdo de um sistema pela teoria SAFT.

D

Fonte: O Autor (2025).
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O quadro A apresenta o fluido inicialmente composto por uma série de
segmentos, interpretados como esferas rigidas (hard spheres). Ja no quadro B, séo
adicionadas forgas atrativas aos segmentos, conforme descrito pelo termo da
disperséo (dispersion). Em seguida, conforme a estrutura da molécula, um dado
numero de sitios de ligagao covalente é adicionado em cada segmento, de modo que
estes comegam a formar cadeias através de suas ligagdes, o que é representado pelo
termo de cadeia (chain) e representado no quadro C. Finalmente, o quadro D mostra
que sitios de associagao intermoleculares sao introduzidos diferentes posicdes das
cadeias, culminando na contabilizagao de efeitos associativos (pontes de hidrogénio)
pelo termo de associagao (association).

Quando uma publicacéo se refere a equacao SAFT, ela esta remetendo a um
conjunto especifico de equagdes para ao calculo de cada uma das contribuicées que
descrevem AR. Sua formulagdo baseada em teoria da perturbagdo, permitiu que
diversos autores propusessem formas alternativas para determinacdo das
contribui¢des, para atender moléculas com diferentes naturezas associativas. Assim,
nos anos seguintes ao surgimento as SAFT, uma série de variantes surgiram, como
por exemplo a HR-SAFT [43], a PC-SAFT [44], a Polar SAFT [45], a PCP-SAFT [46]

e outras.

2.2 TERMODINAMICA ESTATISTICA

De acordo com Rouquerol & Rouquerol [47], a termodinamica estatistica € uma
disciplina que visa empregar uma analise microscopica dos sistemas (escala atbmica)
para compreender os fenbmenos que a termodinamica classica explica apenas em
escala macroscoépica. Uma consequéncia desse proposito é que fungdes de estado,
como entropia e temperatura, devem ser interpretadas no contexto molecular através
do uso de conceitos estatisticos [37,47].

O calculo da energia de um sistema é um exemplo fundamental para
compreender essa proposta, além de se tratar de um dos principais temas abordados
por Ludwig Boltzmann, que € considerado um dos pais da termodinamica estatistica
[47]. Pode-se imaginar um sistema dotado de um numero total de moléculas N,
ocupando um volume ¥V a uma temperatura T. Do ponto de vista macroscépico, caso

as condi¢cdes ambientais se mantenham constante, pode-se afirmar que o sistema se
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encontra em equilibrio e que ha uma energia E associada a ele. Todavia, do ponto de
vista microscopico, uma vez que as particulas ndo se encontram estaticas e sim em
constante movimentacao e interagdo umas com as outras, tem-se para cada instante
de tempo um diferente estado energético E;, oscilando em torno da energia média E.

A Figura 3 apresenta o comportamento grafico esperado para a energia de um
sistema do ponto de vista molecular, considerando os estados energéticos E; como

grandezas discretas:

Figura 3 — Comportamento molecular esperado da energia ao longo do tempo.
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Fonte: O Autor (2025).

Observar a dinamica molecular de um sistema a partir desse ponto de vista é
essencial para compreender o segundo postulado da termodinamica estatistica,
conforme apresentado por Sandler [48]. Esse postulado estabelece que o valor médio
de uma propriedade macroscopica de um sistema € equivalente a média ponderada
do valor dessa propriedade em todos os estados microscopicos acessiveis,
ponderada pela probabilidade de ocorréncia de cada estado. Essa abordagem
pressupde a hipotese ergoddica, que afirma que a média temporal das propriedades
do sistema, ao longo de uma trajetdria suficientemente longa, é igual a média
estatistica sobre o conjunto de microestados acessiveis. Além disso, no limite
termodinamico, onde o numero de particulas tende ao infinito, as flutuagcdes ao redor
dos valores médios tornam-se despreziveis, garantindo que essa equivaléncia seja

valida para sistemas macroscopicos.

Portanto, energia interna do sistema (U), ou energia média (E), é dada pelo

somatorio do produto entre cada nivel energético assumido pelo sistema (E;) e sua
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respectiva probabilidade de ocorréncia (IP;) [24,37]. Isto se encontra expresso na

equacao (14):

U=F=) E-P (14)
i

Deste exemplo, duas novas questdes surgem: uma delas se refere a como
determinar a energia de cada estado do sistema e a outra € como calcular a
probabilidade de ocorréncia de cada estado. Para abordar essa dinamica, a
termodinamica estatistica trabalhara com a proposicdao e validacdo de modelos
moleculares. A consisténcia entre os resultados decorrente destes modelos quando
comparados com os resultados apresentados pela termodinamica classica € uma das
chaves para a validagcao das teorias propostas [47].

E através de analogias entre estas duas abordagens termodinamicas que
equacodes de estado podem encontrar fundamentacéo e explicagao a nivel molecular,

como se verificara para a equacéo Virial ao final do presente topico.

2.2.1 Distribuicao de Boltzmann

Uma das questdes advinda do exemplo da energia foi a de como determinar a
probabilidade de ocorréncia de cada estado energético. A definicdo da termodinédmica
estatistica que € empregada para solucionar esse desafio foi proposta por Ludwig
Boltzmann em 1868 e é conhecida como a distribuicao de Boltzmann [49,50].

Este principio dita que a probabilidade de ocorréncia de um estado (PP;) é
proporcional ao exponencial do negativo da energia do estado (E;) dividida pelo
produto entre a constante de Boltzmann (kz = 1,380649 - 10723 J/K) e a temperatura
do sistema (T), também conhecido como fator de Boltzmann da energia [37]. A
equacao (15) descreve matematicamente essa relagédo, empregando um termo g que

se encontra definido pela equacgao (16):
P; o« exp(=p-E}) (15)

1

ﬁsz_T (16)
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A deducdo desta relacdo advém da tentativa de Botlzmann de descrever
relagdes de probabilidade para sistemas gasosos em equilibrio térmico. Em seu livro,
Sandler [48] aborda uma das consequéncias dessa distribuicdo como o primeiro
postulado da mecanica estatistica: em um sistema com volume e numero de
moléculas constantes, todos os estados de mesma energia possuem a mesma
probabilidade de ocorréncia. Outra implicacao direta de sua forma matematica é que
estados com maiores valores de energia serao estados menos provaveis, implicando
que o sistema tendera a se manter por mais tempo em estados de menor quantidade
de energia [48,49].

Apesar da aplicagdo direta da distribuicdo de Boltzmann no contexto da
termodinamica estatistica, seu uso nao esta restrito a essa area. Atualmente, sua
definigdo € empregada em modelos de redes neurais (como as Restricted Boltzmann
machines) ou em modelos econémicos (como modelos para alocagao de permissoes
no comércio de emissdes) [51,52].

Apenas com base na equagao (15), ainda ndo €& possivel determinar a
probabilidade de forma direta, uma vez que se trata de uma relagdo de
proporcionalidade apenas. Portanto, um termo de normalizagao se torna necessario
para que a soma de todas as probabilidades seja igual a um. A equacgéo (17)

apresenta tal termo, conhecido como fungao de parti¢cao (Q) [37].

e_ﬁ'Ei

= 17
Pi=—9 (17)

2.2.2 Propriedades de Estado

A funcéao de particao é fundamental para a termodinamica estatistica. Conforme
mencionado, ela opera para normalizacdo da probabilidade da distribuicdo de
Boltzmann. Portanto, a funcéo de particao pode ser definida matematicamente como
o somatorio do fator de Boltzmann de todos os estados energéticos disponiveis do

sistema, conforme a equacao (18) [37,53].
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Q=) % (18)
J

Uma vez que os estudos de Boltzmann que culminaram na definicdo da sua
distribuicdo estavam relacionados ao equilibrio térmico de gases, a forma candnica
de Q é tomada como fungao do volume (V), temperatura (T) e numero de moles do
sistema (n) [37].

Retomando a definicdo da energia interna apresentada na equacao (14) e
usando a definicdes de probabilidade (equacao 17) e funcédo de particao (equacgao
18), torna-se possivel encontrar uma definicdo da energia baseada em conceitos da

termodinamica estatistica (equagao 19) [24].

e BEi _ T [0In(Q)
U= Bs e P [6[3 . _[ oT (19)

v.nr

A equacgao da energia interna serve como base para a obtencdo de outras
propriedades de estado termodinamicas. A deducao completa individual de cada uma
delas foge do escopo da presente dissertacdo, mas o passo-a-passo pode ser
encontrado de forma detalhada e didatica em materiais como o de Hill [37], Lucas [24]
e Sandler [6]. Um resumo geral do método dedutivo, que se baseia largamente em
analogias entre a termodinamica estatistica e a termodinamica classica sera
apresentado a seguir.

Partindo da definicdo da energia interna na equagéao (14), é possivel reescreve-
la como duas diferenciais parciais, resultando na equagao (20). Em seguida, a
aplicacao de formas manipuladas das equacgdes (17) e (19) permitem transformar a

equacéo (20) na (21):

i i
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U= —%-d[ziIPi-ln([P’i)] +Zpi : [Z’; v

lanj
Vizj

A equacéao (21) possui uma forma e termos diferenciais coincidentes com a

equacgao fundamental da termodinamica, expressa pela equagéao (22):
dU=T-dS—P-dV+Z,uj-dnj (22)

Pode-se entdo criar uma analogia entre as duas equacgdes, de modo a identificar
uma forma da termodinamica estatistica para representar as fungbes de estado da
termodinamica classica. Resgatando a defini¢do de g (equacéo 16) e realizando uma
comparacgao entre as equacgdes (21) (22), é possivel encontrar uma definigdo para o

diferencial da entropia, dada pela equagéo (23):

S=—ky-d [Zipi -ln(IP’i)] (23)

Partindo desta equacao e realizando uma integracdo empregando cristais
perfeitos como condigao de condig¢ao inicial (entropia € nula quando a temperatura
tende a zero), é possivel chegar em uma expressao para a entropia em termos da

funcao de particdo, conforme a equacéo (24):

a1
1 l n(Q) (24)

1
S =—kg" i[P)i'ln(Pi)=_E'ln(Q)_E' T

v.nr

Pode-se entdo estender essa metodologia da analogia entre a termodinéamica
classica e a termodinamica estatistica para encontrar a definicdo de outras
propriedades de estado, como pressdo (equacao 25), energia livre de Helmholtz
(equacao 26), entalpia (equacgao 27), energia livre de Gibbs (equacao 28) e potencial

quimico (equagao 29):
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B 1 [8n(@
P—Zpi ]P)i—E [ PTG . (25)
1
A=U—T'S=—E.1H(Q) (26)
- v _ T |an(@ vV [2In(@
H=vrP V=g |, "5 [ v |, 27)
G—A+P-V—_l.ln(Q)++K_l01n(Q)
) B gl o |, (28)
_[94 1 [aIn(@
ul‘[a_ni rvmn B l o o, (29)

2.2.3 Fungao de Particao

Uma vez enfatizada a importancia da fungao de particao como ponto de partida
para a determinacdo das propriedades termodinamicas, € necessario encontrar
propostas para o seu calculo. Nesse sentido, a termodinamica estatistica costuma ser
divida em dois tipos de sistemas: os n&o interagentes e os interagentes [37].

O primeiro grupo, remete aos sistemas nos quais nao ha interagao entre as
moléculas. Um exemplo classico de sistema n&o interagente € o modelo de gas ideal,
todavia, esse nao € sistema que se enquadra nessa categoria. Gases nobres podem
se comportar como um sistema nao interagente em dadas condi¢des, devido a sua
inércia e formato molecular [37,48].

Para sistemas simples multi-moleculares n&o interagentes, a fungao de particao
total (Q) é definida a partir de uma aproximacao matematica (equacgao 30) envolvendo
a funcado de particdo de uma unica molécula (q) e o numero total de moléculas
presentes (N;). Ja para a definicdo de q, realiza-se a razoavel consideragcédo de que
as diferentes formas de energia sdo independentes e portanto tem-se que a fungéo
de partigdo para uma unica molécula pode ser descrita como o produto entre as

funcdes de partigdes dos diferentes tipos de energia contabilizados (equagao 31),



37

como translacional ((q]translacional)s eletronica (Qeletrénica)1 nuclear ((qlnuclear)1

vibracional (Qyipracionar) € OUtras [48].

q"'"
Q~—— (30)
Ny!
q = Q¢ransiacional * Yetetronica * Qnuctear " Qvibracional *** (31)

Cada uma destas funcbes de particdo, relacionadas a tipos especificos de
energia, sdo baseados em modelos da mecanica estatistica para a descricdo de
moléculas. Pode-se citar, por exemplo, o modelo particle-in-a-box, comummente
empregado na definicdo da fungao de parti¢cao translacional [54,55].

Ja para sistemas interagentes, a funcao de parti¢ao total pode ser definida, para
casos praticos, através de uma aproximacao de sua forma classica. Sua expresséo,
representada na equacéo (32), € dada pelo produto entre uma funcéo de particdo que
foi definida para os sistemas nao interagentes (equagao 30) e um termo conhecido

como funcgé&o de particdo configuracional ou integral configuracional (Z) [24].

2.2.4 Integral Configuracional

De acordo com Lucas [24], a integral configuracional expressa a contribuigao
da energia de interagao intermolecular para a funcao de particao total, considerando
a distribuicdo espacial das moléculas. Para melhor explorar esse conceito, sera

tomado como base o sistema apresentado na Figura 4:



38

Figura 4 — llustragdo de um sistema interagente.
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Fonte: O Autor (2025).

Considerando este sistema de volume (V) e temperatura (T') definidos, com cada
molécula i tendo sua posi¢cao cartesiana representada por um vetor r;. Todas estas
molécula sdo dotadas de uma dada energia intramolecular (que envolve as energias
translacional, eletrdnica, nuclear, vibracional e outras), além de interagirem entre si.

Caso este sistema fosse composto por apenas duas moléculas (Molécula 1 e
Molécula 2), posicionadas em coordenadas fixas dadas respectivamente pelos
vetores r{ = (x1,V1,71) € 12 = (X2,¥,,2,), Seria possivel definir um valor especifico
para seu potencial de interagao intermolecular (U). Nesse caso, o fator de Boltzmann
desse potencial de interagdo poderia nos descrever a contribuicdo configuracional
para a funcao de particdo do sistema. Entretanto, como as moléculas podem ocupar
diferentes posigbes no espaco ao longo do tempo, mesmo em um sistema em
equilibrio, faz-se necessario integrar o fator de Boltzmann do potencial de interagao
intermolecular ao longo do volume disponivel para as moléculas.

Dessa forma, a integral configuracional para esse sistema com apenas duas
moléculas é dada pela equacgao (33). E essencial enfatizar que cada uma das integrais
do termo central da equacgao correspondem a integrais triplas em relacéo aos trés
eixos que descrevem o vetor de posi¢cao das moléculas. Ja o potencial de interagao
intermolecular € uma funcao da temperatura, volume e das posi¢cdes de cada uma das

moléculas, conforme a equacéo (34).
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U= 'U(Tl, rz) (34)

(33)

Para um sistema dotado de N moléculas interagentes, tem-se que Z e U seriam

expressos pelas equagdes (35) e (36):

Uu
Z(T, V,nT) = f "‘j f e_kBT . dr1 ' drz “'drNT (35)
|4 vJv

U=UyTe - TNy) (36)

2.2.5 Aditividade aos Pares

A integral configuracional (equagédo 35), assim como a definigdo original da
funcdo de particdo (equagado 18), ndo apresentam uma solugédo analitica direta e
simples. Ambas dependem de propostas de modelos de potencial de interagao
intermolecular — que serao apresentados adiante nesta dissertacdo. Esse desafio ndo
costuma ser abordado através da proposicao direta de uma equacao potencial que
seja funcao de todas as posigcdes de todas as moléculas (como sugere a equacgao 34),
o0 que se faz é inicialmente simplificar o desafio através de uma aproximacéao
termodinamica.

O principio da aditividade aos pares (pairwise additivity) € uma aproximacao em
que a energia total de interacdo em um sistema de muitas particulas é assumida como
a soma das interagdes entre pares de particulas, ou seja, cada interacédo depende
apenas das propriedades de dois corpos por vez [37,56].

Para essa abordagem, é necessario nao mais usar as posi¢oes individuais
das moléculas no espago cartesiano e sim definir um novo sistema de coordenadas
espaciais, agora baseado na distancia entre as duas moléculas. A Figura 5 ilustra
como se daria essa dinédmica, na qual uma molécula seria considerada como a origem

e um novo vetor ry, forneceria a distancia entre elas. Considera-se que a molécula
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escolhida como referéncia para o vetor € indiferente, de modo que tanto o potencial
U(rq12) € o potencial U(r,,) teriam igual valor e ndo precisariam ser contabilizados
duas vezes.

O modulo do vetor de distancia ry, e a representacdo do potencial de

interacdo intermolecular se encontram respectivamente nas equagdes (37) e (38):

Figura 5 — Distancia entre duas moléculas para aditividade aos pares.

12(X2,¥2,22)

r1(X1,¥1,21)
ri2 -
/ ’
,_

Fonte: O Autor (2025).

rz = rz| = \/(x1 —x2)%+ (y1 —x2)% + (y1 — y2)? (37)

© para 11,0

Ulry,z) = Ulrp) = UG =g Do 1127 (38)

A equacéo (38) também descreve que a medida que duas moléculas ficam
muito préxima, comeca a haver repulsao entre os seus nucleos e um aumento do
potencial intermolecular — sendo que a medida que a distancia tende a zero o potencial
tende a infinito. Analogamente, a medida em que a distancia tende ao infinito e as
interacoes se tornam mais fracas, o potencial intermolecular tende a zero [37].

Ao trabalhar com um sistema envolvendo trés moléculas, como o
representado pela Figura 6, a aditividade aos pares aproximaria o potencial de
interacdo intermolecular pelas interagbes entre cada par de moléculas, conforme a
equacao (39) [48].
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Figura 6 — Distancias entre trés moléculas para aditividade aos pares.
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Fonte: O Autor (2025).

U(ry,12,13) = U(ryz) + U(re3) + U(re3) (39)

Para que a aditividade aos pares nao fosse apenas uma aproximacgao e sim

uma constatacdo direta dessa aditividade, seria ainda necessario um termo que

descreve as influéncias simultdneas entre os pares, dado por U(riz, T13,723)-

Todavia, com excegéo dos sistemas de fluidos muito densos, pode-se negligenciar

U(rq12,T13,T23), POr ser muito menor que os demais [48].

Seguindo o padréo das equacgdes (37) e (39), pode-se generalizar a aditividade

aos pares para um conjunto de N; moléculas através da equagao (40). Aplicando o

conceito desta equacao para o fator de Boltzmann do potencial de interacao

intermolecular, resulta no produtério presente na equagao (41) [37,48].

Nr-1 Np

U = ’U(TI,TZ,--',TNT) =~ z Z U(rl]) (40)

i=1 j=it+1

Nr—1 Np

e~ [ T] it (41)

i=1 j=i+1
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2.2.6 Fungao de Meyer

Apesar de a aplicacédo dessa aproximagao auxiliar em grande medida a
solugdo da integral configuracional, ainda €& necessaria mais uma proposta da
termodinamica estatistica para levar a integral até sua forma irredutivel.

A funcado de Meyer, também chamada de fungéo de cluster de Mayer, € um
conceito fundamental na mecanica estatistica e € utilizada para descrever a interacao
entre particulas em um sistema [54]. Matematicamente, essa expressdo pode ser

definida pela equacgao (42):

f=e WP 1 (42

Aplicando-a na expressao da integral configuracional para aditividade aos

pares (combinagao da equacgao 35 com a 41), obtém-se a equacéo (43):

N7—1 Np

Z(T,V,nT)=fV---foV [T]]c+0-dri-dry-ary, (43)

i=1 j=i+1

Mediante o desenvolvimento do produtério da equacgao (43), € possivel
acessar uma série de somatorios. A partir deste ponto, a deducdo matematica que se
segue nao é trivial e exige o emprego de aproximagdes numéricas. O livro de Sandler
[48] apresenta em maiores detalhes o desenvolvimento dos diferentes somatorios
formados no interior da integral da equacao (43) e a interpretagcado de cada um deles
conforme as interagbes intermoleculares. Essa derivagdo também envolve a

conversdo das coordenadas cartesianas e dos vetores r;; para um sistema de
coordenadas esfeéricas, no qual r;; passa a indicar o modulo da distancia entre duas

moléculas. Considerando apenas interagdes nao ciclicas entre pares de moléculas, a
forma final da integral configuracional obtida apés uma série de tratamentos

numeéricos se encontra expressa pela equacgao (44):
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A partir de uma expressdo conhecida para a fungdo de particdo
configuracional, €& possivel obter outras propriedades termodindmicas, como

demonstrado no subtépico 2.2.2.

2.2.7 Coeficientes Virial

Os conceitos apresentados até o momento tiveram o intuito de apontar as
origens da funcéo de particdo configuracional e seu conceito, que esta intimamente
relacionado as interagdes intermoleculares. O passo seguinte da dedugao é retomar
a equacao da pressao para termodinamica estatistica (equacéao 25). Nela, ao invés de
substituir a fungdo de particdo total pela sua forma para sistemas interagentes
(equacéo 32), pode-se optar por avaliar apenas a parcela configuracional, resultando

na equacao (46). Desenvolvendo a diferencial parcial, chega-se na equagéao (47) [48].

01In(Q) 01n(2) 1
,3 [ lT’nT ,8 [ - ,8 v (46)
2

Retomando a expresséao de f (equacéo 16) e definindo o numero de moléculas
a partir do numero de moles n; e o numero de Avogadro N, (equacédo 48) e a
densidade molar p como a razao entre o numero de moles e o volume V (equagéo

49), é possivel expressar a equacao (47) na forma da (50) [48].
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Ny = Nyy - np (48)
Ny
=—=- 49
P=7=1 (49)
P b1
=1—Nyy—- 50
p-(kgNgy)-T i) p (50)

A equacao (50) é analoga a equacao Virial truncada no segundo coeficiente
(equacao 8). Partindo dessa analogia, o segundo coeficiente Virial a partir de

principios da termodinamica estatistica € dado pela equacao (50) [48].

,81 fee) _U(Ti]')
Bz(T) = _NAV? = ZﬂNAVf 1 —e kpT - T‘l%- : drij (51)
0

Na apresentacao dos coeficientes Virial, no primeiro topico do presente capitulo
enfatizou-se que o segundo coeficiente computava efeito das interagdes de pares de
moléculas no comportamento do fluido. Essa proposicao é fundamentada na
aditividade aos pares e no formato da equacgado do segundo coeficiente Virial para a
termodinamica estatistica, uma vez que se baseia em uma integral que envolve uma
funcao de interacao intermolecular que computa a relacéo de forgcas entre apenas um
par de moléculas [24,37].

Para apresentar os demais coeficientes Virial, € preciso retomar a equagéo (43).
No desenvolvimento matematico que a transformou na equacéao (44), os termos de
interacdes ciclicas entre trés ou mais moléculas foram desconsiderados. A medida
que cada uma dessas interagdes de ordem superior comeca a ser computadas, outros
coeficientes Virial surgem. Em seu livro, Sandler [48] demonstra através de esquemas
moleculares os diagramas de interacao e as expressdes que sao desenvolvidas para
eles a partir da equagao (43). A obra inclusive apresenta em maiores detalhes o

passo-a-passo até o terceiro coeficiente Virial, dado pela equacao (55) [47,57].

87T2NAZV © (00 ~Tii+Tik
B3(T) = — f j f |fij “fik* fike " Tij ikt Tj - dryj - drye - drye - (52)
o Yo

3 |TU—Tm
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2.3 POTENCIAL DE INTERACAO INTERMOLECULAR

De acordo com Smith et al. [57] as fungbes de potencial de interagao
intermolecular (U) sdo expressbes da termodindmica estatistica que buscam
descrever as forgas intermoleculares atrativas ou repulsivas. Por consequéncia, pode-
se empregar tais funcbes como base para modelagem, visando determinar as
propriedades macroscopicas de sistemas.

Uma das abordagens disponiveis na literatura € a da escolha de uma unica
expressdo para U que vise aproximar todas as interagdes de uma dada espécie
quimica. Seguindo essa estratégia, modelos como o de esferas rigidas, pogo
quadrado e Lennard-Jones foram propostos [24,57].

Ja uma abordagem mais complexa, envolve considerar que as moléculas séao
formadas por seguimentos, interpretados como esferas rigidas. Sendo nesse caso as
funcdes de potencial de interacéo intermolecular aplicadas para determinar forcas de
interacao entre sitios especificos de moléculas distintas. Esta € a base por tras de
equacgdes de estado modernas, como a familia SAFT [57,58].

O presente topico se destina a apresentacdo dos modelos de funcédo de
potencial de interag&o intermolecular e o valor obtido para o segundo coeficiente Virial
para cada um deles a partir da expressdo obtida no contexto da termodinédmica
estatistica (equacédo 50). Para tal, as fungdes U apresentadas se referirdo a interagao
de moléculas aos pares, sendo a distancia r;; dada pela distancia entre os centros de

duas moléculas esféricas conforme representado na Figura 7:

Figura 7 — Representagdo de um par de moléculas.

Fonte: O Autor (2025).
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2.3.1 Potencial para Gases ldeias

Para gases ideais, tem-se que um dos fundamentos hipotéticos a seu respeito
€ a auséncia completa de forgcas de interagao intermoleculares. Portanto, para eles a

funcado de potencial de interagao intermolecular (U) é dado pela equacéao (53):
U=0 (53)

Tomando essa expressao e substituindo-a na equacgao (51), o segundo

coeficiente Virial sera igual a zero, conforme a equagao (54):
B,(T) =0 (54)

Essa resposta matematica funciona como uma validacdo da equacgao (51)
para o calculo do segundo Coeficiente Virial, porque uma vez que seus coeficientes

sejam zerados, a equagao Virial se transforma na lei dos gases ideias.

2.3.2 Potencial para Esferas Rigidas

Com excecado do modelo de gas ideal o modelo de esferas rigidas (hard
spheres ou HS) é o mais simples para descrever potenciais de interagao
intermolecular. Uma representacédo matematica e o grafico da fungéo U para esferas

rigidas se encontram na equacéo (55) e na Figura 8, respectivamente:

o |, T'ijSO'

U(riy) = {0 Ry (55)
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Figura 8 — Grafico do potencial de interagdo para esferas rigidas.

U(r;) 1 '

ij

Fonte: O Autor (2025).

Como remete o nome, nesse modelo as moléculas sdo representadas por
esferas rigidas, sendo a unica forga presente a repulsiva. Essa for¢ca atua quando as
moléculas entram em contato, momento em que o potencial de interagao
intermolecular se torna infinito devido a repulsdo entre elas. Isso acontece quando a
distancia r;; assume o valor de o, que para moléculas idénticas, refere-se ao diametro
da molécula. Ja em distancias superiores a esse diametro de contato, ndo ha qualquer
interacao entre as moléculas e por isso a fungado U se torna zero [39,59].

Esse modelo é especialmente util para estudar fendmenos dominados pelos
nucleos das moléculas. Simulagdes indicam que mesmo fluidos complexos em
condi¢cbes proximas a cristalizagdo se aproximam do comportamento de sistemas
modelados por esferas rigidas. Isso ressalta sua relevancia na analise de
propriedades fisicas com menor complexidade computacional [60].

Para determinar o segundo coeficiente Virial a partir desse potencial, sera
necessario dividir a integral da equacao (51) em duas integrais: uma delas indo de

zero até o e outra de ¢ até o infinito, conforme a equacgao (56).
g a
B,(T) = 2mtNyy, f (1—0) 75 -dry; + lim lZnNAV f (1—=1)-rf-dry| (56)
0 a—c o

A primeira integral resultara em uma expressdo em funcdo de ¢ enquanto a
segunda se reduzira a zero, resultando na equacéao (57). Essa expresséo fornece o

valor de B,(T) em moléculas/m3 caso o didametro o seja imputado em metros.
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ZHNAV
3

By(T) = o’ (57)

2.3.3 Potencial para o Po¢o Quadrado

Assim como o para esferas rigidas, o modelo do pogo (square well ou SW)
quadrado continua a representar as moléculas como esferas e contabilizar a forga de
repulsao a partir de uma distadncia menor do que o didmetro de contato. Entretanto,
uma nova regiao € introduzida para contabilizar a forga de atragdo. Esta componente
de atragéo é representada graficamente como um pogo quadrado de profundidade €
que se da quando as moléculas estdo préximas, mas ainda nédo se “encostam’
[61,62].

A equacao matematica e o grafico da funcao U para esse modelo se encontram

dispostas na equacao (57) e na Figura 9:

[ee} , rij <o
U(T‘ij) ={—€ , 0<1;<0"Rgy (58)
0 , o 'RSW < rij

Figura 9 — Grafico do potencial de interagdo para pogo quadrado.

r 3
U(r;)) '

v

e ——
)

v

&
<

st'a

Fonte: O Autor (2025).
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O potencial do pog¢o quadrado introduz dois novos coeficientes ajustaveis: e
para definir a profundidade do pogo e Ry, para definir a proporgcéo de sua extensao
em relagdo ao didametro de contato o. Para que tanto as forgas atrativas quanto as
repulsivas sejam devidamente representadas, o parametro Rgy, precisa ter valor maior
que 1. Gragas a introdugao do fendmeno da atragdo, o modelo SW geralmente obtém
uma razoavel acuracia para calculo dos coeficientes de Virial quando comparado aos
valores experimentais [63].

Aplicando o potencial descrito pela equagdo (58) na (51), obtém-se trés

integrais distintas, apresentadas na equacao (58):

o
B,(T) = 2nNAV] (1=0)-r5-dry;
0
o‘Rsw €
+ ZnNAVf (1 —e kBT) L1 dry (59)
o

a
+ lim lZnNAVf 1-1) -rl%- . drijl
a—0o o

Nas primeiras duas integrais, o termo dentro dos parénteses € constante e pode
ser colocado em evidéncia. Ja o valor da terceira integral é igual a zero. Portanto, a

equacéo (59) se transforma na (60):

€

g € o'‘Rsw
Bz(T) = ZHNAVf 7"5' . drl'j + (1 —e kBT) ' ZT[NAVf 7"5' - drij (60)
0 o

A solugao das integrais e reorganizagao dos termos resultara na equacgao (61),
expressdo para o calculo do segundo coeficiente Virial para pogo quadrado. Na
expressao, o parametro Rsw é adimensional, enquanto € deve ser dado em Joule (J)
caso a constante de Boltzmann seja empregada em J/K. Finalmente, para o emprego

de o em metros o valor de B,(T) é determinado em moléculas/m3.

2t [ (1 o557 k8 - ) o)

B,(T) = 3
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2.3.4 Potencial de Lennard-Jones

O potencial de interagdo molecular proposto por John Edward Lennard-Jones
(potencial de Lennard-Jones, LJ ou ainda potencial 12-6) € uma fungéo continua que
encontra ampla aplicacdo para descrigao de propriedades termodinamicas de fluidos
simples. A forma matematica da expressao é baseada no potencial de Mie [64], porém,
o potencial recebe o nome de Lennard-Jones por ter conseguido realizar a ponte entre
este modelo classico de interacdo e as novas teorias quanticas de sua época [65].

Ao invés de compartimentalizar o potencial de interagdo propondo valores
constantes para diferentes regides com comprimentos e alturas ajustaveis como os
modelos ja apresentados, a potencial LJ descreve a interagdo entre duas moléculas
nao ligadas como uma fung¢ao continua da distancia que as separa. Quanto menor a
distancia, ha predominam as forgas repulsivas devido a sobreposi¢ao dos orbitais
eletrbnicos. Para distancias moderadas, ha predominancia da forga atrativa, devido
as interacdes dipolo-dipolo. Finalmente, para grandes distancias é esperado que as
moléculas ja ndo exergam forgas de modulo significativo umas sob as outras e o
potencial tenda a zero [39,66,67].

A equacao do potencial de Lennard-Jones esta apresentada na equacgéao (62)

e a Figura 10 apresenta de forma genérica o formato esperado para a fungao:

we=|(3) )]

Figura 10 — Grafico do potencial de interagédo para Lennard-Jones.
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Fonte: O Autor (2025).
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O parametro g apresentado na Figura 10 nao representa o didmetro de contato
das particulas e sim o ponto de menor valor para o potencial de interacéo
intermolecular, cuja profundidade é dada por €. Para obter o valor desta distancia de
minimo U, basta derivar a equagéo (62) em fungdo de r;; e iguala-la a zero. O
resultado obtido sera um valor proporcional ao didmetro de contato o, apresentado na

equacao (63):

g=02 (63)

Assim como os demais potenciais apresentados até o momento, o potencial de
Lennard-Jones é considerado um potencial de curto alcance [68]. Essa limitacdo deve
ser considerada, especialmente diante da presenca de interacées de longo alcance,
como as forgas eletrostaticas e dipolo-dipolo. No entanto, nesta dissertagao, o
segundo coeficiente Virial obtido a partir do potencial de Lennard-Jones foi validado
apenas para sistemas gasosos simples, sendo os gases nobres um exemplo classico

de substancias que sédo, em geral, bem representadas por esse potencial.

2.4 DETERMINACAO EXPERIMENTAL

Uma vez que se compreende a importancia do segundo coeficiente Virial e sua
fundamentagado termodinamica, € possivel apresentar como B,(T) € determinado
experimentalmente. Sua determinacdo, nunca é feita de forma direta, sendo
comumente obtido a partir de regressdes em dados PVT (presséo, volume e
temperatura). Alternativamente, pode-se derivar uma expressao para o segundo
coeficiente Virial a partir de outras propriedades como velocidade do som no meio,
indice de refragao e constante dielétrica [69].

O enfoque deste tdpico sera para metodologias de determinacao de B,(T) para
sistemas gasosos, uma vez que estes também serdo os sistemas empregados na

validacao da expressao analitica a ser desenvolvida.
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2.4.1 Dados PVT

Uma vez que a equagao Virial € uma EdE que pode ser escrita como uma
expansao em séries de poténcias da densidade para determinacdo do fator de
compressibilidade (equagao 6), a presente metodologia se baseia em realizar um
ajuste dos parametros para a série a partir do valor de z calculado com dados
experimentais. Sendo os coeficientes Virial fungdes da temperatura, o processo de
regressao é feito utilizando conjuntos isotérmicos de pressao e volume. Para tal, o
nuamero minimo de pontos experimentais necessarios deve ser igual a ordem do
coeficiente Virial no qual se deseja truncar a expressao. Usualmente, verifica-se os
erros obtidos para os polinbmios de diferentes graus, visando determinar a partir de
qual ordem a inclusao de novos coeficientes Virial deixa de ser significativa para o
ajuste do modelo [70].

Ao longo das décadas que sucederam a proposicdo da equagao Virial,
diferentes aparatos foram empregados para determinagao das curvas PVT que seriam
regredidas para obtencdo de B,(T), B;(T) e outros. A Figura 11 apresenta o
equipamento empregado por Roper [71] para determinagdo do segundo Coeficiente

Virial de hidrocarbonetos insaturados:

Figura 11 — Exemplo de aparato para determinacéo de volume molar.
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Fonte: Adaptado de Roper [71].

No sistema apresentado, o globo H de volume fixo é o recipiente principal da

medig¢ao, estando esse sempre submerso no banho E para que sua temperatura seja
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controlada. A alimentacdo de gases é feita pela linha da valvula S1, enquanto as
valvulas S4 e S5 sado empregadas para esvaziamento e o manémetro de mercurio
indicado em B serve para determinagao da pressao. A massa do gas € determinada
pela diferenga entre a massa do sistema com o globo cheio e com ele evacuado [71].

Dependendo do fluido avaliado, pode-se encontrar problemas na determinacao
de dados PVT precisos devido a adsorgao. De acordo com Harvey & Lemmon [72]
todos os valores de segundo coeficiente Virial do vapor d’agua produzidos antes de
1980 podem ser considerados obsoletos, devido a erros na determinacao dos dados
termodinamicos por causa da adsor¢ao. No mesmo trabalho, os autores propéem uma
correlagdo para B,(T) da agua envolvendo uma proposta de correcdo para

contabilizacao deste fendbmeno fisico.

2.4.2 Fator de Compressibilidade

Apesar da variedade de densimetros e outros instrumentos disponiveis para a
determinacao dos dados PVT, o Aparato de Burnett destacou-se na determinacao de
coeficientes Virial, sendo especialmente util para condi¢des de alta pressao. A Figura

12 ilustra esse equipamento:

Figura 12 — Aparato de Burnett.

Sistema

de Vacuo

Fonte: Adaptado de Yin & Wu [73].
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O elemento fundamental do sistema € a célula de compressibilidade,
composta por duas camaras de volumes distintos, conectadas por uma valvula de
expansao e imersas em um banho isotérmico. Inicialmente, o gas analisado é injetado
na cdmara A a uma presséo inicial, enquanto a camara B € evacuada. Em seguida, a
valvula de expans&o entre as camaras € aberta e apos a estabelecido o equilibrio a
pressao € aferida novamente. A partir da série de dados de pressao e da constante
do equipamento, cujo valor € calculado a partir de uma relagao entre os volumes das
camaras, € possivel determinar o valor do fator de compressibilidade para cada uma
das condigdes testadas [73,74]. O artigo de Silberberg et al. [75] apresenta todos os
procedimentos matematicos envolvidos no método de Burnett;

Nota-se que a técnica deste equipamento difere fundamentalmente da
apresentada anteriormente, pois envolve apenas a afericdo de pressao e temperatura,
nao necessitando-se conhecer a massa de gas e tampouco o volume das camaras —
mesmo que seja necessario ter o valor da constante do aparato que foi determinada
pelo fabricante com base nestes volumes [75].

Essa diferenca se reflete também no calculo do segundo coeficiente Virial,
uma vez que nao ha dados volumétricos ou de densidade determinados
experimentalmente. O trabalho de Pfefferle et al. [70] apresenta a forma adequada de
aplicar os dos experimentais do Aparato de Burnett para obtencdo dos coeficientes
Virial, partindo de uma forma da EdE em func&o da pressé&o, apresentada a seguir

como equacéo (64).

z=14+B,-P+B; P*+B, P*+B,-P*+ By P>+ - (64)

Nessa expressdo, os coeficientes B;, B; e B, podem ser traduzidos nos
coeficientes Virial da forma volumétrica. Para realizar esse desenvolvimento
matematico, basta partir da equagao (6) e substituir o volume molar por v =
P.R~1.T~1.z71. Agrupando as poténcias de R, T e z junto dos coeficientes Viriais

volumétricos obtém-se uma expressao analoga a equacgao (64).
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2.4.3 Outros Coeficientes Virial

Na literatura, é possivel encontrar uma variedade de coeficientes Virial que nao
se referem diretamente a EdE. Isso ocorre, pois diferentes propriedades fisico-
quimicas podem ser descritas no formato de uma “série Virial” - uma série polinomial
da densidade. Portanto, ndo é incomum encontrar expressdes como “segundo
coeficiente Virial dielétrico” ou “segundo coeficiente Virial acustico”. Através de
relacdes termodinamicas, é pode-se determinar B, a partir destes outros coeficientes.

Uma vez que o valor de constante dielétrica (¢) para um gas ideal consegue ser
expresso como funcdo da densidade, é possivel reescrever a equacao Virial em
funcao de €. Para isso, € preciso combinar a EdE com a equacéao de Clausius-Mossotti
negligenciando os coeficientes Virial dielétricos de terceira ordem ou superiores,
resultando na equacao (65), conforme apresentado por Gaiser et al. [76].

Nessa expressao, A, € a polarizabilidade molar, B,.(T) € o segundo coeficiente

Virial dielétrico e X, € a compressibilidade do capacitor usado para medir a

suscetibilidade X', dada pela equagao (66).

X By(T) — B2 (T) B3(T)
Px————— |1+ X + “ X% 65
% + % 34, (34,)2 (65)
&
X=—-1 (66)
€o

Qutra propriedade que se correlaciona termodinamicamente com os
coeficientes Virial volumétricos através da densidade é o indice de refragao. Para tal,
deve-se empregar a lei de Lorentz- Lorentz para refragao especifica (r) na forma da
equacgao (67). Nessa equacédo, L, corresponde a refragdo e os coeficientes do
polindmio sao os coeficientes Virial de refracao [77].

Truncando a equacao (67) no terceiro termo, é possivel obter uma expressao
para densidade, conforme a equagao (68). Por sua vez, esta equagédo pode ser
substituida na definigdo do fator de compressibilidade, resultando na equacéo (69). A
partir dessa relagdo envolvendo z que os coeficientes Virial volumétricos podem ser

conectados aos de refragao [77].
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— Ln — 2
r_?_Blr+B2r'p+B3r'p + - (67)
p:L_”_L_".(&r+2322T_B”'B3T.<L_”)3 (68)
Bir  Bir \Byr Bf, By,
P B B By, - B3, — B?
7 = “ir + 2r + 1ir 3;‘ 2r (69)
R-T \L, By By,

Ha ainda outras propriedades cuja dependéncia da densidade pode ser bem
descrita por uma série polinomial, como € o caso da velocidade do som no fluido (W).
Para W especificamente, a relacdo dos coeficientes Virial acusticos e volumétricos se

da através de equacgdes diferenciais, conforme trabalhado por Bruch [78].

2.5 ANALISE CRITICA DO ESTADO DA ARTE

Na literatura, atualmente existem duas propostas de derivagao analitica para o
calculo do segundo coeficiente virial a partir do potencial de interagao intermolecular
de Lennard-Jones.

A primeira delas foi desenvolvida por Mamedov e Somuncu (2014) [17]. No
entanto, o procedimento matematico utilizado foi omitido, sendo mencionados apenas
0 uso da aproximacéao da fungao exponencial por uma série de Maclaurin (um caso
especifico da série de Taylor) e a aplicagao da fungdo Gamma. Além disso, embora
os autores tenham realizado uma validagdo do modelo com dados experimentais
disponiveis na literatura, ndo foram apresentadas métricas de validagdo, como erros
ou desvios.

A segunda abordagem, desenvolvida por Somuncu (2019) [79], diverge da
primeira ao empregar a série de Fourier para a representagao da fungédo exponencial,
resultando em uma equacao dependente da funcdo Gamma e da fungao do cilindro
parabdlico. No entanto, assim como no trabalho anterior, o procedimento dedutivo foi
omitido, sendo que o foco do artigo foi a avaliagdo da capacidade da equacgédo em

prever a temperatura de Boyle para diferentes compostos.
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Apesar da existéncia desses modelos, nenhum forneceu uma descricdo
completa do procedimento algébrico utilizado na obtengdo de B,(T) ou apresentou
métricas estatisticas resultantes do seu procedimento de validacdo. Além disso,
nenhuma das publicagbes avaliou a possibilidade de otimizagcdo dos parametros do
modelo.

Portanto, a presente dissertacao se diferencia por:

e Apresentar o procedimento analitico completo para a obtencdo de uma
equacgao inédita para o segundo coeficiente Virial a partir do potencial de
interacao intermolecular de Lennard-Jones;

e Validar o modelo de forma detalhada com dados da literatura, tanto para a
representacdo do comportamento de B,(T), quanto para a predicdo da
temperatura de Boyle;

e Avaliar o uso de técnicas de otimizagdo para o ajuste dos parametros de

Lennard-Jones, visando melhorar o desempenho dos modelos matematicos.
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3 FERRAMENTAL MATEMATICO

Conforme enfatizado na segao introdutéria desta dissertagdo, para desevoler
uma dedugdo matematica contextualizada que ampare o estudante no dominio do
objeto de estudo, é necessario primeiramente o desenvolvimento de um arcabougo
matematico. Por isso, este capitulo se dedica a apresentar as ferramentas
matematicas necessarias para a solu¢ao analitica do segundo coeficiente Virial.

Dentre as ferramentas que serdo empregadas, pode-se citar:

e Integragao por Partes, para manipular integrais complexas;

e Regra de L'Hopital, para avaliar limites que resultam em formas
indeterminadas;

e Série de Maclaurin, para aproximar fungdes por meio de séries de poténcias;

e Funcado Gama, para avaliagéo de integrais com exponenciais e leis de poténcia;

e Simbolo de Pochhammer, para colocar adequar a expressao para o formato de
uma fungéo hipergeométrica;

e Funcdo Hipergeométrica Confluente, para sumarizar somatoérios que

apresentem sua forma recorrente;

Ademais, serdo também apresentados dois métodos de otimizagao, sendo um
estocastico (Particle Swarm Optimization) e um deterministico (Levenberg-
Marquardt). Estes serdo empregados em uma posterior etapa de analise / validacao

da expressao deduzida quando confrontada com dados experimentais.

3.1 INTEGRACAO POR PARTES
Integracdo por Partes € uma técnica de integragado obtida a partir da regra do

produto, que pode ser empregada para integracéo do produto de duas fungdes. Sua

forma aplicada a integrais definidas se encontra representada na equacao (70):

b b
J fO)-g'(x)-dx = [f(x)- g(0)]iza —f fl(x) - g(x) - dx (70)
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O primeiro termo do lado direito da igualdade corresponde a diferenga entre a
avaliacao do produto de fungdes nos limites superior e inferior de integragao, conforme

apresentado pela equacgao (71):

[f () - g(0)1iza = [f(B) - g(b) — f(@) - g(a)] (71)

Para a aplicagdo deste método, é necessario que a fungdo f(x) seja
diferenciavel e que g'(x) seja integravel. Esse método é especialmente util quando o
produto f(x) - g'(x) ndo é diretamente integravel, podendo a aplicagédo da integracéo
por partes resultar em uma solugdo, uma integral equivalente ou uma integral
recorrente. Na fisica e na engenharia, o uso desta técnica auxilia na resolucao de
integrais envolvendo fungdes logaritmicas, trigonométricas inversas e polinomiais
[80].

3.2 REGRA DE L’'HOSPITAL

A regra de L'Hopital € um teorema do calculo diferencial que auxilia na
avaliacao de limites indeterminados na forma 0/0 ou o /. A regra dita que o limite
da razédo entre duas fungdes deve ser igual ao limite da razdo de suas derivadas,

conforme expresso pela equagao (72):

lim? % = i L)
x>cg(x)  x=eg'(x)

(72)

Para que essa técnica seja aplicavel, é necessario que as fungdes f(x) e g(x)

sejam ambas diferenciaveis quando x — c e que g'(x) seja diferente de zero [80].
3.3 SERIE DE MACLAURIN
A série de Taylor € um método matematico que propdem aproximar uma fungao

f(x) por um somatério centrado ao redor de um ponto (x,) no qual o valor da fungéo

e suas derivadas sejam conhecidos [81].
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A tentativa de aproximar funcbes por séries de polinomiais foi um tema
trabalhado por diversos autores, mas foi o livro de Taylor [82] que se tornou a primeira
publicagdo oficial da metodologia para constituicdo de tais séries. Sua expressao

matematica esta disposta na equacéao (73):

f) = Z SO (73)

Quando o ponto centrado da série é x, = 0, tem-se o caso especial da Série de
Taylor conhecido como Série de MacLaurin. Aplicando x, = 0 para a equagao (73),
obtém-se a (74):

xk
fe=) 7 f ™ (0) (74)

k=0

No contexto da deducéo da forma analitica do segundo coeficiente Virial, sera
necessario empregar a Série de MacLaurin da fungdo exponencial. Tal relagéo se

encontra representada na equagao (75):

’i’;— (75)

3.4 FUNCAO GAMMA

A fungdo Gamma, geralmente representada por I'(a), € uma expressao do
conceito de fatorial que se estende além dos numeros naturais, podendo a ser
qualquer numero complexo com excegao dos inteiros n&o positivos [83].

A definigdo dessa fungcdo em suas formas fatorial e integral estdo dispostas

respectivamente nas equacgdes (76) e (77):

I'(a) = (a—1)! (76)
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I'(a) = fooxa_l -e™¥ - dx (77)
0

3.4.1 Consequéncia da Definicdo

A propriedade mais conhecida da fungcdo Gamma se encontra representada na

equacao (78), sendo esta uma consequéncia direta de sua defini¢ao fatorial:
Na)=(a—1)'T(a—-1) (78)
3.4.2 Identidade da Constante no Exponencial

Para a presente deducgdo, sera necessario obter derivar uma propriedade da

fungdo Gamma partindo da equacao (79), na qual ¢ € uma constante:
* _x
f x*1.e7c-dx (79)
0

Para levar esta expressao a um formato no qual a fungdo Gamma possa ser
evidenciada, sera necessario realizar a troca de variavel expressa pelas equacgoes
(80) e (81):

6 =" 80
=~ (80)
de 1
—=—5c-df =dx (81)
dx ¢
Aplicando a troca, obtém-se a equacao (82):
00 x X
j x4 l.eTcdx = J @-c)*1-ef-c-db (82)
0 0

Colocando as constantes para fora da integral, chega-se na equacao (83), cujo

lado direito apresenta a forma integral da fungdo Gamma (equagéao 77).
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(oe]

X
J B-c)*1-efc-do= caj 6% 1-e7%.dp (83)
0 0

Substituindo a definicdo da equacgéo (77) na (83), tem-se a (84). Esta é uma
das propriedades da funcdo Gamma que sera empregada na obtengdo da forma

analitica do segundo coeficiente Virial.

(0]

c®-T'(a) = f x4 e" - dx (84)

0
3.4.3 Duplicagao de Legendre

Duplicacédo de Legendre é o nome dado a uma identidade da fungdo Gamma
que correlaciona I'(2a) e I'(a) [84]. Sua forma matematica esta representada na

equacao (85):

[(2a) - 21-2% /T = T(a) - T (% + a) (85)

A derivacao dessa expressao parte de uma manipulacao da funcao Beta e suas
identidades, com o uso de coordenadas esféricas. A utilidade dessa identidade sera
apresentada no proximo topico, para obtencgao de relagdes especificas do Simbolo de

Pochhammer.

3.5 SIMBOLO DE POCHHAMMER

O simbolo de Pochhammer, assim como a fungado Gamma, é forma matematica
para expressao de fatoriais [85]. A notacdo desse simbolo € apresentada a seguir,

através da equacgao (86), na qual a e n representam duas constantes genéricas:

1 , n=0

(a)(")={a-(a+1)---(a+n—1) , n>0 (86)

Em sua forma fatorial, o simbolo de Pochhammer é dado pela equacéo (87):
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- 1)!
@ = (67)

3.5.1 Relagdo com a Fungdo Gamma

Uma consequéncia da definigao fatorial do simbolo de Pochhammer € que ele

pode ser relacionado a fungdo Gamma (equagéao 76) através da equacéo (88):

I['(a +n)

T (88)

(@m) =

3.5.2 Duplicagdo de x + 1

Um caso especifico do simbolo de Pochhammer que € util na deducéo da forma
analitica do segundo coeficiente Virial é aquela que surge no desenvolvimento
matematico da duplicagdo de x + 1. A deducdo da expresséo de interesse se inicia
substituindo a = x + 1 na formula da Duplicagéo e Legendre (equacéo 85), resultando

na equacao (89):
1
r2x +2)-2v"2*2. g =T(x+1) T (E +x+ 1) (89)

Desenvolvendo as operagdes matematicas basicas e substituindo I'(x + 1) pela

sua forma fatorial, tem-se a equacgao (90):
3
F(2x+2)-2‘1"2"-\/E=x!-1‘(§+x) (90)

Em seguida, pode-se isolar I'(2x + 2) e substitui-lo por sua forma fatorial,

obtendo a equacéo (91):

F(%+x) 91)

— — 92X . ..
F(2x+2) = 2x + 1) =2°* - x! V)2
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Sabe-se que I'(3/2) é igual a v/rr/2. A aplicagéo desse valor na equagéo (91)

resulta na (92):

r
(2x + 1)! =22x-x!-(—

r(3)

O lado direito da expressao possui uma razdo de fungdes que remete a

(92)

definigdo do simbolo de Pochammer da equacao (88). E possivel concluir a deducdo

com a equacgao (93), que sera util no desenvolvimento analitico do préoximo capitulo:

(2x + 1) = 22 - 51 - (;)x 93)

3.5.3 Duplicagao de x + 1/2

Analogamente ao subtopico anterior, sera realizando um desenvolvimento da
Duplicagdo e Legendre (equagao 85), s6 que dessa vez empregando a = x + 1/2,

conforme a equacao (94):

F(2x+1)-21‘2x‘1-\/ﬁ=F(x+%>-[‘(%+x+%) (94)

Desenvolvendo as operacdes matematicas basicas e substituindo I'(x + 1) pela

sua forma fatorial, tem-se a equacao (95):

r(2x+1)-2-2x-\/E=r<x+%)-r(x+1)=r(x+%)-x! (95)

Em seguida, pode-se isolar I'(2x + 1) e substitui-lo por sua forma fatorial,

obtendo a equacao (96):
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1
Mx+5
I2x +1) = (2x)! = 2%* - x! M (96)
v
Sabe-se que I'(1/2) é igual a v/m. A aplicagdo desse valor na equagéo (96)

resulta na (97):

(2x)! = 22 - x! - (97)

Novamente, identifica-se a definicdo do simbolo de Pochammer da equacéao
(88). E possivel concluir a deducdo com a equacdo (98), que sera util no

desenvolvimento analitico do proximo capitulo:

(2)! = 22 - x1 - (%)(x) (98)

3.6 FUNCAO HIPERGEOMETRICA DE CONFLUENTE

A funcao hipergeométrica confluente ou fungao hipergeométrica de Kummer é
o nome dado a solugao proposta por Ernst Eduard Kummer em 1837 para equagao
confluente hipergeomeétrica [86]. A equagéo (99) apresenta a fungéo, sendo que (a) )

e (¢)n) sé@o simbolos de Pochhammer:

M(a,c,x) = {F,(a,c,x) =
— (C)(n) n!

(99)

Fora do contexto da solugéo de equacdes diferenciais, a fungao hipergeométrica
de Kummer pode ser empregada para generalizacdo de somatorios que tenham a

mesma férmula de recorréncia que a sua.
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3.7 PARTICLE SWARM OPTIMIZATION (PSO)

Particle Swarm Optimization (PSO) é um algoritmo de otimizagao estocastico
proposto por Kennedy & Eberhart [87] e inspirado no comportamento coletivo de
enxames, como bandos de passaros ou cardumes de peixes.

Trata-se de um método estocastico, pois utiliza mecanismos de aleatoriedade
para explorar o espaco de busca. Cada particula do enxame representa uma possivel
solugao e se desloca no espago multidimensional ajustando sua posigdo com base na
melhor solugao individual e coletiva encontrada. Esse processo ocorre por meio da
atualizagao das velocidades das particulas segundo equagdes que incorporam fatores
de inércia, influéncia pessoal e influéncia do grupo [87].

Dentre as vantagens de métodos estocasticos, pode-se citar que os
mecanismos de aleatoriedade presentes em sua formulagao auxiliam a obtencéo do
minimo global da fungdo objetivo, ao permitirem o algoritmo escapar de minimos
locais. Além disso, tais algoritmos apresentam uma boa eficacia para otimizagdo em
comparagao a metodos deterministicos [88].

Em sua analise revisional sobre o PSO, Wang et al. [89] apontam como
vantagens do método sua robustez e sua facilidade de combinado com outros
algoritmos de otimizacao para melhoria de performance. Ademais, pode-se citar
também a rapida convergéncia da técnica e sua Otima capacidade de explorar o
dominio de solugao proposto.

Devido a sua simplicidade e acessibilidade de implementacdo quando
comparado a outros métodos estocasticos e seu bom desempenho em problemas
continuos de alto numero de dimensdes, escolheu-se o PSO como método

estocastico para o ajuste de parametros da presente dissertagao.

3.8 LEVENBERG-MARQUARDT (LM)

O algoritmo de Levenberg-Marquardt (LM) é um método deterministico de
otimizacao iterativa projetado para resolver problemas de minimos quadrados nao
lineares. Ele foi desenvolvido por Levenberg [90] e aprimorado por Marquardt [91],
combinando os métodos de Gauss-Newton e gradiente descendente para melhorar a

eficiéncia e estabilidade da convergéncia.



67

O LM pertence a categoria de métodos quasi-Newtonianos, pois estima a matriz
Hessiana sem computa-la diretamente. Seu comportamento varia dinamicamente, de
modo que longe do 6timo, o método se aproxima do Gradiente Descendente,
garantindo estabilidade. Ja proximo do 6timo, ele se comporta como o0 método de
Gauss-Newton, proporcionando rapida convergéncia quadratica. Ademais, o método
utiliza um parametro de amortecimento (1) para controlar a transigcdo entre estes
comportamentos, aumentando a robustez do algoritmo contra problemas de ma
condigdo numérica [92].

Justamente pela robustez com a qual combina as vantagens da velocidade do
método de Gauss-Newton e a estabilidade do método do Gradiente Descendente, o

método LM é fortemente aplicado por cientistas e engenheiros [93].
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4 DEDUGAO ANALITICA

Uma vez apresentada a fundamentagédo da equacéao Virial na termodinémica
estatistica, pode-se iniciar a deducado de uma expressao analitica para B,(T) a partir
de sua forma integral, recapitulada pela equagao (100). Essa equagao apresenta o
segundo coeficiente Virial como uma funcao da temperatura e do modelo de potencial

de interagdo intermolecular — que sera essencialmente uma fungéo da distancia r;;

entre um par de moléculas ij.

o) _‘U(T‘i]')
B,(T) = 2nNyy, f [1 —e ksT ] i dry; (100)

0

Como potencial de interacéo intermolecular sera empregado o potencial LJ,
retomado pela equacéo (101). Essa expresséo para U € dada pela soma de dois
termos, sendo que aquele que esta elevado ao expoente 12 representa as forgas

repulsivas enquanto o elevado ao expoente 6 contabiliza as forgas atrativas.

U(r)) = 4e- [<£> - <i> ] =4e-(y " —y7%) (101)

rij Ti]

Observando a forma da equacéo (100), um ponto de partida para solugéo seria
realizar uma troca de variavel de modo a remover o termo riﬁ- da integral. Para tal, se
propdem a variavel y cuja propria expressao e a derivada se encontram nas equagoes

(102) e (103), respectivamente:

y= (%)3 (102)
bty -1

Aplicando essa troca, o potencial de interagao intermolecular passa a ser dado

pela equagao (104):
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UY) =4e- O™ =y (104)

Ja para a expressao de B,(T) (equagado 100), as equacdes (105) e (106)

apresentam sua evolugao:

® _Uu» 1\% ¢ 2
BZ(T)=27TNAVJ Il—e kBTl-(a-yS) -§-y_3-dy (105)
0
2N,y 03 (@ _Uy)
BZ(T)=Tf 1—e ksT|-dy (106)
0

4.1 INTEGRACAO POR PARTES

Uma vez trabalhado o termo rj- na exponencial, outro motivo de contingéncia &
o numero 1 dentro dos colchetes. Isso porqué caso a integral fosse dividida na soma
de outras duas, esse termo causaria B,(T) a tender a infinito. Portanto, para
desenvolver uma forma equivalente dessa expressao, sera utilizada a integragao por
partes.

Inicialmente, € necessario identificar uma fungao f(y) e propor uma g(y),
dispostas conforme a definigdo da integracao por partes (equacao 70). Tais fungdes

se encontram apresentadas nas equagdes (107) e (108), respectivamente.

fo) =1 Tt (107)

gy =y (108)

A proposta para g(y) se fundamenta no valor de sua derivada, denotada pela

equacgao (109). Essa proposta satisfaz a definigdo da técnica de integragao.

g =1 (109)
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Ja a derivada de f(x) precisa ser desenvolvida por regra da cadeia, como
apresentado pela equacéao (110). A equagao (111) apresenta a derivada de U(y) e a

equacao (112) demonstra a forma final de f'(y):

1 du(y) _um
’ — . . kT 110
FO= 5 a0 (110)
dU(y) s 5
4e _u»
f'O)=7=(-4y°+2y7%) e kT (112)
kT

Substituindo as equagdes para g(y) (equacdes 108 e 109) e f(y) (equacdes
107 e 112) na equacgao da integragao por partes (equacao 70), obtém-se a equacéao
(113):

@ _uU»
f ll_e kBT].l.dy
0

_U» yoe
:[<1_e kBT>.yl (113)
y-0
© 4e 6))
—| = (—4y 7 +2y3)-e kT -dx
Cr T

4.2 REGRA DE L’'HOSPITAL

Na descri¢ao da integracao por partes, foi mencionado que o primeiro termo do
lado direito da igualdade da equacao (70) é ser descrito pela (71). De acordo com tal
definicdo, tem-se que o primeiro termo do lado direito da equagéo (113) pode ser

expresso na forma da equacéao (114):
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_UW) y=e
(1=<57)

y—=0
_uy) _uy)
= lim I(l —e kBT> -yl — lim [(1 —e "BT>-yl
y—0o y_,0+

Optou-se por expressar a avaliagao das fungdes através de um limite pois ainda

(114)

€ necessario verificar se algum deles resultara em algum tipo de indeterminagéao.
Ademais, o segundo limite foi escolhido como y — 0* devido a defini¢cdo de y (equagéo
102), pois como 7;; pode apenas assumir valores positivos, avaliagéo do limite pela

direita seira a unica abordagem fisicamente possivel.
4.2.1 Limite Tendendo a Zero

Avaliar y - 0" é o mais intuitivo dos extremos. Considerando a aplicagdo desse
limite para o potencial de interagao intermolecular (equacado 115) e o seu fator de

Botlzmann (equagéo 116), pode-se concluir que a forma completa do limite tendera a
zero (equacgao 117):

Jim, UR) = lim, 4e- (7 = y7) = o0 (115)
_uw)
lim e *8T =0 (116)
y-0t
_Uu
lir51+l<1—e kBT>-yl=0 (117)
y—)

4.2.2 Limite Tendendo ao Infinito

Ja para y - o, 0 desenvolvimento ndo é ftrivial. Os limites do potencial de
interag&o intermolecular (equacédo 118) e do seu fator de Boltzmann (equagao 119)
indicam que o limite completo (equagédo 120) sera um produto entre zero e infinito —

consequentemente uma indeterminacgao.
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lim U(y) =lim4e-(y™*—y2) =0
lim U(y) = lim 4e- (™" —y™%) (118)
_u»
lim e kT =1 (119)
y-0+

_Uuy)
lim I<1 —e kBT> -yl =[1—1]- o =0+ - Indeterminagio (120)

y—>o

Para este tipo de indeterminagdes, costuma-se aplicar uma troca de variaveis
que deixe o limite em uma forma na qual a regra de L’Hospital € aplicavel. Portanto,

se propdem a variavel 9 cuja expressao e a derivada se encontram equagao (121):
9=yl (121)

Aplicando essa troca, a equacao (120) se transforma na (122). Enquanto a
expressao do potencial de interagcéo intermolecular (equag¢do 101) sera reescrito na

forma da equacéo (123):

UM)
i ~%or m (L2 122
(1 B)'y]—ga%a D 122
UW) = 4e - (9% — 92) (123)

Com essa troca, o limite completo se torna uma indeterminagéo de zero sobre

zero, conforme a equacao (124):

_uw
tim (224" ) 20, fndeterminaca (124)
Jim | ——F— =5~ Indeterminagio

Nesse cenario, é possivel aplicar a regra de L’'Hospital (equagao 72), cujo

resultado se encontra na equacgao (125):
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UW) 1 du@) -4%9
) 1—e ksT : kgT d1(9 ) e ket 12
am | ———— | = lim \ 1 / (125)

Avaliando o limite da derivada de U(Y) (equagdo 126) e do seu fator de

Botlzmann (equagao 127), obtém-se que o limite da equacgao (128) é igual a zero:

_(dUu) : 3
ﬁll)lgl_'_( 79 ) = 19ll)r(r)1+[4€ (49° —29)] =0 (126)
_u®)
lim (e kBT> =1 (127)
y—)OO

/k du(ﬁ) e
lim | X&T =0 (128)
9-0*t \ /

Dessa forma, solucionando o primeiro termo do lado direito da equacéo (113)

(cujo valor & zero conforme as equagdes 114, 117 e 128) e rearranjando as constantes

para fora da integral do segundo termo, tem-se a equacgao (129):

_U) Uy
f [1—6 kBTl-l-dy———j (—4y™* + 2y 2)-e ksT -dy (129)
0

4.3 SERIE DE MACLAURIN

Com parte dos obstaculos de integracao resolvidos, é necessario ainda realizar
duas trocas de variaveis para expressar a deducao de forma mais conveniente. A
primeira delas € um agrupamento de termos na forma de T* (equagéao 130). Aplicando

essa troca apenas na integral da equagéao (129) resultara na (131):

T+ =2 (130)
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o _Uu®»)
f (—4y™+2y™%)-e kT -dy
0 (131)
e 4 4
=f (—4y™t+2y72) e T 0TV gy
0

A segunda troca envolve a proposta de uma variavel z, cuja expressao propria

e a de sua derivada se encontram expressas nas equagoes (132) e (133):

4
2= (132)

d 16 5

d—;z—ﬁz—z\/ﬁ-zz (133)

A aplicacéo dessa segunda troca e a reorganizagdo dos termos constantes

para fora da integral, transformara a equacao (131) na (134):

*® 4 (4 o _
f (—4y~*+2y7) e T 0T ) gy
0

(134)
V2 (°r 1 31 _z.27
=Tf [—Z4+z4]-e T*" T - dz
0

Para finalizar os preparativos para implementacdo da série de MaclLaurin, &
preciso transformar a soma presente no exponencial da equacéo (134) em um produto

de fungdes exponenciais, conforme a equagao (135):

V2 (1 1 31 _z .2z
T_f [—Z 44z 4]'8 "' T - dz
0

(13%5)
V2 (°r 1 31 _z 2z
:Tf [—Z4+z4]-e T"-eT" -dz
0

A expressao da série de MacLaurin da funcado exponencial foi apresentada na
equacgao (75). Aplicando sua definicdo ao segundo exponencial da equacéao (135),
tem-se a (136):



75

&
Nl?r

(o] wl
a# SEd) ZT

(136)

A sequéncia das equacgbes (137) e (138) representam respectivamente a
substituicdo da funcdo exponencial por série de MacLaurin e a reorganizagao da

integral com o somatorio conforme seus termos dependentes.

V2 (1 1 31 _z 2z
Tf [—z4+z4]-e TF-eT" -dz
0

w [r2\* (137)
_ﬁj“’[ b e () x|
= 4 . Z Z e Il Z Z

(138)

w (2\F
ey o 1 k 3 k
=g.z (T) J [_Z—z+7+z—z+z e T - dz
0

Pode-se ainda reescrever esta ultima expressido, que vem sendo trabalhada
desde a equacao (131), na forma da (139). Sendo as integrais I; e I, dadas pelas
equacoes (140) e (141):

o [/2
f (—4y™t+2y72) e Tt dy—ﬁ Z @-(hﬂz) (139)
0

® 1k _z
11=—J z 42T -dz (140)
0

® 3k _z
Izzf z 42T -dz (141)
0
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4.4 FUNCAO GAMMA

Analisando a forma da equacéao (140), em comparagao com a propriedade da
fungdo Gamma desenvolvida na equagéao (84), pode-se identificar os valores de c e a
como 0s expressos nas equacgdes (142) e (143), respectivamente. Dessa forma, a

equacao (140) pode ser reescrita em termos da fungdo Gamma como a (144):

=T (142)
1 3 k
—1=—_4— =4 143
a—1 4+2—>a 4+2 ( )
© 1k k_3 k 3
b= [ A=~ E r (54 (144)
0

Analogamente, para a equagéo (141), tem-se as equagdes (145), (146) e

(147)
c=T" (145)
3 1k
P S SIS . 146
a—1 4+2—>a 4+2 (146)
© 3k z k. 1 kK 1
12=J 753 dz = (1)@ 1 (54 4) (147)
0

Substituindo essas duas integrais na equagao (139), obtém-se a (148):

V2

T

s

2 k
S RO IR R |

=
Il

0
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4.5 SIMBOLO DE POCHHAMMER

Uma breve avaliagao do somatério da equagao (148) permite dividi-lo em dois

somatorios distintos, conforme a equacgao (149):

_ i l(ri)k () (149)
k!

E possivel rearranjar os termos da equagao (149) através da manipulacéo de

T*, resultando na forma equivalente dada pela equacgao (150):

k1

k

)| SR NCTE My 3 CAAS ) e

k=0 k=0

Para facilitar as transformacgdes analiticas seguintes, esses somatorios serao

referenciados como S; e S,, conforme as equacdes (151) e (152), respectivamente:

k 3

e ) e

k 1

e 3 red)

O objetivo da préxima etapa sera reorganizar estes somatorios de forma que

a funcéo hipergeométrica confluente (equacao 99) apareca de forma explicita neles.
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Primeiramente, cada um dos somatdrios sera dividido em dois outros, que em seguida

serdo rearranjados para obtencéo de duas fungdes hipergeométricas.

4.5.1 Desenvolvimento dos Somatorios S;; € S;»

O somatdrio S; (equacao 151) pode sera dividido em outros dois, chamados

Si1 € S1,, como demonstrado na equagao (153):

Zl T o F(g%) =S11 + 51 (153)

Essa divisao se dara através de uma troca para que se possa obter uma forma
na qual a variavel de indexagdo do somatorio, indicada por k para S;, se apresente
sem uma divisdo por dois no exponencial do termo 1/T*. Sendo assim, para S;; a

nova variavel de indexagao proposta é dada pela equacéao (154):
k =2m (154)

Implementando essa troca, obtém-se a expressdo de S;; descrita pela

equacgao (155):

2, | 2zm (m-3)
N ;) (Zn)! ' (Ti> T (m * 2) (195)

E possivel reescrever S;; em uma forma equivalente, trazendo termos
independentes da m para fora do somatoério. Esse desenvolvimento resultara na

equacao (156):

511=—(T)4zl(§:;| N -F<m+%)l (156)
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Para compreender a necessidade de um segundo somatorio S;,, € preciso
verificar os termos de S; e S;; para diferentes valores de suas variaveis de indexagao.

A sequir, a Tabela 3 apresenta essa comparagao:

Tabela 3 — Avalia¢des dos termos de S; e S;; para diferentes valores de k e m.

Valor de k oum Termo de S Termos de S,
—(T")%- F(Z) —(T")%- F(Z)
1 *1 5 2 *—l 7
2 ir(g) —2-yr ()
1 7 2 5 11
2 2Ty -T2 2o E-r(=
Z(T)4F(4> 3(T)4F<4)
22 3 9 4 9 15
3 _Z rya-r(2 _x *——.(_J
3(T)4F(4) s TG
A 2 S (1 2 - (19
_—— 4_- —_— —_—— 4,. —_—
3 (™ (4) 315 () (4)

Fonte: O Autor (2025).

Observa-se que a série S;; supre apenas termos do somatério S; para variavel
de indexacéo igual a zero ou valores pares (0, 2, 4, 6, ...). Portanto, ainda € necessario
um segundo somatorio (S;,) que contemplara os termos de S; nos quais k assume
valores impares (1, 3, 5, 7, ...).

Portanto, para S;, propdem-se a variavel de indexacao retratada na equagao
(157):

k=2m+1 (157)

Aplicando esta troca na S;, obtém-se a expressdo de S;; descrita pela

equacao (158):

oo 2m+1 3

S ) i R YRS N

m=0

Realizando a mesma reorganizagao que foi feita para S,;, a equacao (158) se

transforma na (159):
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m

S, =—2- (") Z) l(ziz—rl)' (Ti) -F(m + Z)l (159)

A Tabela 4 permite verificar que o somatério S;, ira contemplar os termos de

S; nao fornecidos por S, ;:

Tabela 4 — Avaliagbes dos termos de S; e S, para diferentes valores de k e m.

Valor de k oum Termo de S Termos de S,
3 3 1 5
: @) k()
(T)41"4 2(T)41“4
1 5 22 3 /9
1 cwie) e
2(T)41"4 3(T)41"4
1 7 22 7 13
z ety Rt
(™ 4 15 (y=-r 4
3 22 3 /9 22 u 17
-3 () ~35 T (3)
2 5 11 22 15 21
: Gt et
37 () 2 2835 T TG

Fonte: O Autor (2025).

4.5.2 Desenvolvimento dos Somatérios S,; € S5,

Analogamente ao que foi implementado para S;, o somatério S, também sera

dividido em duas novas séries, conforme a equacéo (160):

oo k 1
2k 1 (7_1) k1
SZZ; i) rarg)|= s (160)

O somatério S,;, sera obtido pela mesma troca de variavel de indexacao
apresentada pela equacao (154) (k = 2m), resultando na equacéao (161). A equacéao
(162) apresenta uma forma equivalente da expressao apos reorganizacéo dos termos
independentes de m:

22m ( 1 )(m"%)

Sa1 = ot \ T
' (2m)!

e -F(m+1) (161)
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22m

hczl_(T)‘Z[(Zm)| = -F(m+%>l (162)

A série S,; supre apenas termos do somatério S, para k igual a zero ou
numeros pares (0, 2, 4, 6, ...). Dessa forma, para S,, sera empregada a troca de
variavel de indexagao da equagao (157) (k = 2m + 1), para contemplar os termos de
S, para os valores de k impares (1, 3, 5, 7 ...), resultando na equacgao (163). A equagao
(164) apresenta uma forma equivalente da expressao apos reorganiza¢céo dos termos

dependentes de m:

o + 2m+i 1
Z (Zf:l-l_ll)' (i*)( Z 4).F(2m2+1+%> (163)
R ALY [ 5 W GRS I
m=0

4.5.3 Fusao dos Somatorios S;, € S,

Uma vez que S; e S, foram abertos em quatro novos somatorios (S;4, S12, So1
e S,,), € possivel recombinar esses somatdrios em duplas conforme o formato de suas
expressodes. A primeira fusdo a ser realizada sera dos somatérios S;, € S,;.

Para isso, serdo necessarias duas alteracdes na forma de S;,. A primeira
delas consiste em reescrever I'(m + 1/4) a partir da aplicacédo da identidade
apresentada na equacgéao (78), o que resulta na equacao (165). A segunda se refere a
abrir o primeiro termo do fatorial de (2m + 1)! em um produto, como feito na equacéao
(166).

m

Sip= —2- (T"i- Z) l(zriz—rl)'(%) (m +%> - (m +%>l (165)
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12 = =2+ (1) Z l(Zm +1) - (2m)! <i>m ' (m +%> ' F(m +%>l (166)

Pode-se entdo somar S;, e S,; para obter a equacéo (167). Uma vez que
ambos os somatorios partem de m = 0, € possivel colocar em evidéncia termos iguais
que sao fungéo dessa variavel de indexacgao, conforme a equacéo (168). As equacgdes
(169) a (171) apresentam outras simplificagdes para obtencdo da forma final do

somatorio.

swrnm e Z [ G o)

= 22m 1\™ 1 1 1en
_2'(T*)Z'gol(2m+1)-(2m)!'<F) '<m+Z>'F<m+Z)l
. 1

srosam ot 3 0 ) (- 2] o

(_) -F(m+1>- 2m+1—2m—% | (169)

o (Zm)' * 4 2m+1

Lo | 22m 1™ 1 %
Sar ¥ 512 = (T Z 2m)! <_) 'F(m+1>' 2m + 1 (170)
srs =TS I )] o

Para introduzir o simbolo de Pochhammer nessa expressdo, € necessario
ainda recorrer dois duas identidades desenvolvidas no capitulo anterior. A primeira
delas é a relagéo entre o simbolo e a fungdo Gamma (equagao 88), que quando
aplicada aI'(m + 1/4) resultara na equacgao (172). Ja a segunda envolve a duplicagao

de x + 1 (equagao 93), que nesse caso sera adaptada para m + 1, promovendo a
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obtencao da equacao (173). A forma final da fusao de S,;, e a S;,, com as devidas

constantes rearranjadas para fora do somatorio, esta exposta na equacgao (174)

S21F 512 = (T;)Z ' ZO l(zfr DI (Tl)m T G) ' @(m)l (172)

521 + 512 -

-PIH
Mg
N
3
5;
v
S
L
N———
3
-
/-~
e
N————
/-~
e
~—
g
—~
—
N
w
o

m
4.5.4 Fusao dos Somatodrios S;; € S,,

Para realizar a fusdo dos somatorios S;; € S,,, sera necessario aplicar algumas
transformacdes algébricas as suas expressodes. Iniciando os procedimentos analiticos

por S,,, O primeiro passo sera trocar sua variavel de indexagao para n conforme a
equacéo (175), resultando na (176):

n=m+1 (175)

s S ()]

Reorganizando os termos da expressao, obtém-se a equacéao (177). Ainda é
possivel melhorar a apresentacao de S,,, multiplicando o interior do somatorio por

2n/2n, de forma que o termo (2n)! aparega e o fator 1/2 externo ao somatério seja
suprimido. Portanto, a forma final de S,, sera a equacgao (178)
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3 & 2n n
are b S (B o)

7 (177)

5, = (Tt Z[é), - (n_l).n]

7 (178)

Observa-se que o somatorio de S,, agora inicia-se por n = 1. Para fundir os

dois somatérios em um s6 € necessario que S;; também inicie pelo mesmo valor. Para

isso, a variavel de indexagdo de S;; sera alterada conforme a equacgao (179)
resultando na (180):

(179)

S0 = ~(T)% Z[én), =) r(ne) (180)

4

Ainda é preciso que tanto S;; quanto S;, apresentem a mesma fungdo Gamma
no seu interior. Para isso, a identidade apresentada na equacao (78), pode ser

implementada para reescrever I'(n + 3/4) em fungao de I'(n — 1/4), fornecendo como
resultado a equacgéao (181).

o= rh S o) oD e

Finalmente, para fazer com que ambos os somatérios comecem no mesmo

termo (n = 1), sera necessario extrair do somatério da equacao (181) o termo de n =
0, conforme apresentado na equacgao (182):

\
~

N
Blw

At S ey o

O préximo passo da condensacéao é a soma das séries (equagao 183)



85

n

v = 3 (5 (o]
T SR - -]

(183)

Blw

(T)

Consolidando os termos similares a expresséo pode se resumir a um Unico
somatorio, como demonstrado pela equagao (184). Desenvolvendo as operagdes

matematicas no interior deste somatorio, obtém-se a equacao (185).

3
(T*)4 1
522+511: F(__)+

- o () ra=3) (=0 3)

(184)

Blw

Sy + i1 = (T;) _F(_ Z) (T4)4 Z é:;' (_) F(n —%)l (185)

Diferentemente de na fusédo de S;, € S,;, 0 lado direito da equagao (185)
possui um termo além do somatério. Esse termo surgiu como consequéncia de a
variavel de indexagao comecar por n = 1. Observando a expressao no interior do
somatorio da fusao de S;; e S,,, pode-se verificar qual seria o valor esperado no caso

n = 0, conforme demonstrado pela equagao (186):

o G oD o

Quando n =0 o termo obtido € o mesmo que esta sendo adicionado ao
somatorio na equagao (185). Dessa forma, € possivel suprimir esse termo ao trocar o

inicio do somatorio por n = 0, como na equagéo (187):
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Syp + 811 = (T )4 Z lé:;' . (n_%)l (187)

Para introduzir o simbolo de Pochhammer nessa expressdo, € preciso
recorrer a duas identidades desenvolvidas no capitulo anterior. A primeira delas se
refere a relagcdo entre o simbolo e a fungdo Gamma (equacado 88), que quando
aplicada aI'(m — 1/4) resultara na equacao (188). Ja a segunda envolve a duplicagao
de x + 1 (equacédo 93), que neste caso sera adaptada para m + 1/2, promovendo a
obtencdo da equacao (189). A forma final da fusdo de S;; e a S,,, com as devidas

constantes evidenciadas para fora do somatério, esta exposta na equacgao (190).

oS D]

) ()<—><><>

n

: ()
522+S11:( ! (——) Z (") *! (190)

(n)

4.6 FUNCAO HIPERGEOMETRICA DE CONFLUENTE

O ultimo recurso matematico necessario para finalizagdo do desenvolvimento
da expressao analitica do segundo coeficiente Virial € a funcdo hipergeométrica
confluente, apresentada na equacao (99). Observando essa definicdo, € possivel

transformar a equacao (174) na (191), ja a equacao (190) se torna a (192):

1
(T")= 1 31
Sy1+ 812 = 'F(_>' 1F1< »?F) (191)

B
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3
(T*)7 1 11 1 192
Sutsu=—-1(-3) i (-737) "

4.7 EXPRESSAO FINAL

Implementando de forma incremental cada uma das etapas da solugao
desenvolvida, partindo da equacéao (100), obtém-se a as equagdes (193) a (200)

o) _U(T'ij)
Bz(T) = ZﬂNAvf 1 — e kpT ) 7‘5- ) drl'j

(193)
0
2N, o3 _u»m
BﬂT):%j ll—e kBTl-dy (194)
0
2nN,,03 4 *® _u»
By(1) = T 2 [y 2y e T - dy (195)
B
2N, o3 4e V2
By(T) = - T — 22 Z T+ 1) (196)
B
k=0

o (1)" Ca e k1 (197)
e R R R R LR ()

2nN,y03 4e 2
B,(T) = — ;,‘V o a i+ (198)

2nNyyo® e V2
Bz(T) = - ;V kBT 4 (511 + 8512+ S0 + 522) (199)
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Reorganizando os termos constantes e substituindo T* por sua definicao

(equacao 130), a equacgao (200) se transforma na (201):

(201)

A forma final da equagéo analitica para o segundo coeficiente Virial é a equagéo
(201). Essa equacao exige que o valor do didmetro molecular seja imputado em
metros (m), que a temperatura seja fornecida em Kelvin (K) e o valor de € em Joule
(J), para que o segundo coeficiente Virial seja dado em m3.mol™1.

Para uma unidade mais conveniente, pode-se empregar alternativamente a
equacao (202), na qual o valor de ¢ deve ser fornecido em (A) e o valor de B,(T) €

calculado em cm3.mol 1.

By(T) = —107%*-

F( 1) F( 11 e>+2 € F<1> F(13 e)
4) VI 42" kgT keT ~\4) Y'1\4’2"kp

(202)

4.8 CONFERENCIA POR SOFTWARE SIMBOLICO

Embora essa dissertagdo pontue a importancia do processo dedutivo na
compreensao dos modelos termodinamicos, ndo se pode deixar de mencionar a

existéncia de ferramentas computacionais que suportam o que facilitam o
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desenvolvimento de expressodes analiticas. O Wolfram Mathematica, por exemplo, é
um software de computacao simbdlica e numérica que permite a solugao analitica de
equacgdes de maneira simplificada e automatizada.

Uma solugdo equivalente a apresentada pode ser obtida no Wolfram
Mathematica com apenas trés linhas de cdédigo. A Figura 13 apresenta os inputs
utilizados e o resultado encontrado:

Figura 13 — Expresséao analitica do segundo coeficiente Virial para o potencial de Lennard-Jones
obtida por software de matematica simbdlica.

uij = 4xepsx* ((sigma/rij)Al2 = (sigma/rij)A6)
func = (1 - Exp[-uij/ (k% t)])xrijr2
b = NAV % 2 x Pi % Integrate[ func, {rij, ©, Infinity}, Assumptions = {eps > 0, sigma > 0, k > 0, t > 0}]

4 eps|- +

rij®  rij

12

sigma® si gmau]

teps s'igrrla6 's'igmau

3% rijt?
l1-e Kt rij?

. 1/4 . .
NAV rr sigma® (ﬂ) (Gamma[—l] Hypergeometri chl[—i, N E] +2 [ Gamma[l] Hypergeometﬂchl[l, ER ]
kt 4 4 27 kt kt 4 4 2 kt

342

Fonte: O Autor (2025).

A primeira linha de codigo se refere a definicdo do potencial intermolecular de
Lennard-Jones. Em seguida, especifica-se a fungcdo a ser integrada. Por fim, a
expressao analitica é calculada por meio do ultimo comando.

A expressao fornecida pelo Wolfram Mathematica é idéntica a equagéao (201),
sendo assim, a derivacao desenvolvida é validada. Através do modulo Wolfram Alpha,
€ possivel solicitar uma explicacdo detalhada da solugdo analitica. Todavia, quando
tentou-se aplicar esse procedimento para verificacdo do passo-a-passo, o software
informou que as etapas intermediarias ndao estdo disponiveis para esse problema,

denotando a complexidade do desenvolvimento matematico requerido.
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5 VALIDAGAO DA EQUAGAO

Como ja abordado no capitulo introdutério dessa dissertacdo, Mamedov &
Somuncu [17] também realizaram o desenvolvimento de uma derivagao analitica para
o segundo coeficiente Virial para o potencial de interagao intermolecular de Lennard-
Jones. E possivel obter a mesma férmula que estes autores seguindo a derivacéo
dessa dissertacdo até a equacéo (148). Todavia, Mamedov & Somuncu [17] n&o
realizaram qualquer tipo de validagao ou otimizacdo de parametros para a equagao
encontrada.

Posto isso, este capitulo se destina a validagdo da forma analitica de B,(T),
através da comparacao dos valores calculados pela equacao (202) com valores
experimentais reportados na literatura.

Conforme apresentado na fundamentacgao teodrica, o segundo coeficiente Virial
nao € medido diretamente, mas sim derivado do ajuste de dados de pressao-volume-
temperatura ou fator de compressibilidade. Pesquisadores como Dymond et al. [38] e
Sengers et al. [94] se dedicaram a consolidagdo de valores de B,(T) para diversos
componentes com o objetivo de desenvolver seus proprios modelos numeéricos para
o segundo coeficiente Virial. Um diferencial de seus trabalhos foi que além de
agruparem dados de reportados na literatura, também realizaram a avaliagao critica
dos mesmos, oferecendo valores indicagao de quais seriam recomendados. Portanto,
para a validagdo da equacéao (202), foi escolhida a base de dados de Dymond et al.
[38].

Ainda sao necessarios outros dois inputs para aplicagdo da equagao
desenvolvida, os parametros o e € do modelo de Lennard-Jones para potencial de
interagéo intermolecular. Estes costumam ser obtidos da regressao de conjuntos de
dados envolvendo propriedades termodinamicas. Uma vez que Mamedov & Somuncu
[17] consolidaram tais parametros para diversos compostos com intuito de aplica-los
em sua propria expressao analitica, optou-se por reaproveitar os valores sugeridos
por estes autores.

Para avaliar a capacidade da equacao (202) de descrever o comportamento
dos valores experimentais de B,(T), foram escolhidas duas métricas estatisticas: a
raiz do desvio quadratico meédio (Root Mean Square Deviation ou RMSD) e o erro

absoluto médio (Mean Average Error ou MAE).
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O RMSD é descrito matematicamente pela equagao (203). Essa métrica é
amplamente utilizada para avaliar modelos matematicos, pois ao computar de forma
quadratica as diferengas entre os valores reais e previstos, acaba por penalizar de
forma mais severa os erros grandes. Portanto, trata-se de uma métrica sensivel a

outliers.

n
1
RMSD = H-Z(Bem—Bcau)2 (203)
i=1

Em segundo lugar, para avaliar a magnitude do desvio do modelo, sera
calculado o MAE, conforme a equacao (204). Essa métrica trata todos os erros de
forma linear, portanto melhor o erro médio real esperado em unidades fisicas do

problema.

n
1
MAE = E ’ Z|Bexp,i - Bcal,i| (204)
i=1

Como os parédmetros de LJ sdo comumente obtidos a partir de regressodes
envolvendo dados termodinamicos, um algoritmo de otimizagao foi executado com o

intuito de obter um conjunto de ¢ e € a partir dos dados de B,(T):

1. Uma primeira estimativa dos parametros foi obtida pelo método Particle Swarm
Optimization (PSO), utilizando a minimizagao do erro quadratico médio (Mean
Squared Error ou MSE), dado pela equagao (205), como funcéo objetivo (FO).
O espaco de busca escolhido foi de valores entre 0 e 20 A para o e entre 0 e
1000 J para €. O emprego dessa técnica de otimizacao estocastica teve como
intuito identificar a regido na qual os valores étimos globais estariam;

2. Em seguida, refinou-se a busca dos melhores valores imputando os resultados
do PSO como estimativa inicial para o algoritmo deterministico de Levenberg-

Marquardt (LM). Manteve-se a mesma FO para esta segunda etapa.
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1 - 2
FO = MSE = —- Z(Bexp,i — Beari) (205)

=1

A Tabela 5 apresenta os valores de o e € usados por Mamedov & Somuncu
[17] e os resultados para as métricas estatisticas de validagao. Os dados de B,(T) de
Dymond et al. [38] foram limitados ao intervalo de 100 a 700 K, visando padronizar a

comparagao entre diferentes substancias.

Tabela 5 — Métricas estatisticas da validagdo da expresséo do segundo coeficiente Virial utilizando
parametros de LJ da literatura.

Substancia o(A) e€/ks (J) RMSD MAE

He 2,56 10 0,78 0,61
Ne 2,75 35 0,28 0,23
Ar 3,40 120 2,77 1,44
Kr 3,60 171 14,46 7,80
Xe 4,10 220 10,42 6,34
Hz 2,81 39 3,29 3,14
02 3,58 118 5,02 3,31
N2 3,74 95 3,21 1,41
CO 3,76 110 7,77 6,74
CH4 3,81 148 7,86 3,02
C2Hs 3,95 243 53,86 42,42
CsHs 5,64 242 19,94 14,24

Fonte: O Autor (2025).

A Tabela 6 apresenta os parametros de LJ ajustados via PSO e LM, validados

com o0 mesmo conjunto de dados experimentais mencionado anteriormente.
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Tabela 6 — Métricas estatisticas da validagdo da expressédo do segundo coeficiente Virial utilizando
paradmetros de LJ ajustados.

Método PSO Método LM usando PSO como estimativa inicial
o(A) elks (J) o (A) elks (J) RMSD MAE
He 2,64 4,73 2,63 5,95 0,25 0,18
Ne 3,00 43,11 2,76 35,64 0,22 0,16
Ar 1,69 363,04 3,49 116,76 1,93 1,01
Kr 3,95 154,21 3,95 154,24 5,30 4,08
Xe 2,85 414,77 2,85 414,72 8,28 6,86
H: 2,99 32,43 2,92 31,56 0,49 0,37
02 3,56 115,80 3,56 115,80 3,26 1,61
N2 3,78 94,54 3,78 94,63 3,13 1,41
CO 3,78 100,48 3,78 100,48 1,00 0,68
CH4 4,00 142,13 4,00 142,13 4,15 3,26
C2He 5,16 191,47 5,16 191,47 11,18 7,86
CsHs 2,81 744,77 2,81 744,84 13,51 10,09

Fonte: O Autor (2025).

Além de avaliar a capacidade da equagédo (202) de descrever os dados
experimentais de B,(T), também foi verificado se a expressdo consegue prever
adequadamente a temperatura de Boyle (Tj), definida como a temperatura na qual o
segundo coeficiente Virial vale zero. Para isso, realizou-se a aplicagdo do método de
otimizacdo de Levenberg-Marquardt, adotando como fung&o objetivo o quadrado de
B,(T) (equacgao 206).

FO = [B,(D)]? (206)

A analise considerou tanto os parametros de Lennard-Jones (LJ) da literatura
quanto os ajustados neste estudo (Tabela 6), restringindo-se a substancias cuja Tp
estivesse entre 100 e 700 K, em conformidade com o intervalo no qual a equacgao
(202) foi avaliada. A estimativa inicial utilizada foi de 400 K para todos os
componentes. Para validagao dos resultados, os valores de referéncia foram obtidos

por interpolagao dos dados experimentais fornecidos por Dymond et al. [38].
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Tabela 7 — Temperatura de Boyle obtida a partir da expresséo do segundo coeficiente Virial utilizando

parametros de LJ da literatura e ajustados.

Substéncia Tg,experimetal (K)  TB,parametros da literatura (K) TB,parametros ajustados (K)
Ne 122,4 121,7 121,8
Ar 401,6 410,2 399,1
Kr 573,2 584,5 973,8
H> 107,8 134,7 107,9
02 402,3 403,3 395,8
N2 326,6 326,4 3234
(610) 345,0 376,0 3434
CHa 509,9 507,2 485,8

Fonte: O Autor (2025).

Finalmente, pode-se avaliar velocidade de convergéncia da equacao (202)

dissertacao e aquela proposta por Mamedov & Somuncu [17], comparando 0 numero

de termos necessarios para que cada expressao atingisse uma precisdo de 0,001

cm3.mol' em relagédo ao seu valor limite — valor para o qual a série tende quando

infinitos termos sdo computados. A

Tabela 8 apresenta o numero maximo de termos necessario para descri¢ao de

B,(T) no intervalo de 100 a 700 K para as duas equagdes, utilizando parametros de

Lennard-Jones da literatura ou ajustados.

Tabela 8 — Comparagédo do numero de termos necessarios para calculo do segundo coeficiente Virial

por diferentes expressdes analiticas utilizando parametros de LJ da literatura e ajustados.

Mamedov & Somuncu [17]

Equaciao (202)

Substancia
Literatura Ajustados Literatura Ajustados
He 7 6 2 2
Ne 10 10 4 4
Ar 19 18 8 7
Kr 23 22 9 9
Xe 26 37 11 16
Ha 11 10 4 4
O2 19 18 8 7
N2 17 17 7 7
CoO 18 17 7 7
CHs 21 21 9 9
C2He 28 25 12 11
CsHs 29 49 12 25
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Fonte: O Autor (2025).

5.1 GASES NOBRES

A expressao “gases nobres” se refere aos gases monoatémicos formados pelos
elementos quimicos do grupo 18 da tabela periédica. Sao chamados de nobres devido
a sua baixa reatividade, consequéncia de sua camada de valéncia completa. Na
presente validacao, foram utilizados dados dos cinco gases nobres de menor massa
molar: hélio (He), nebnio (Ne), argdnio (Ar), cripténio (Kr) e xenbnio (Xe).

A Figura 14 contrasta os dados experimentais de Dymond et al. [38] e as curvas
determinadas pela equacédo (202) empregando os parametros de Mamedov &
Somuncu [17]. Ja na Figura 15, as curvas foram construidas por parametros de

Lennard-Jones ajustados por otimizagao.

Figura 14 — Comportamento do segundo coeficiente Virial para gases nobres utilizando parametros
de LJ da literatura.

100

—-100 1

—200 A

Hélio Experimental
—— Heélio pelo Potencial 12-6 de LJ
% Nebdnio Experimental
—— Nednio pelo Potencial 12-6 de L)
%  Argénio Experimental
—— Argédnio pelo Potencial 12-6 de L)
—400 x  Criptonio Experimental
= Criptonio pelo Potencial 12-6 de L]
Xenbnio Experimental
Xenodnio pelo Potencial 12-6 de L)

B,(T) (cm3.mol?)

—-300 1

-500 T ' .
0 200 400 600 800

Temperatura (K)

Fonte: O Autor (2025).
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Figura 15 — Comportamento do segundo coeficiente Virial para gases nobres utilizando pardmetros
de LJ ajustados.
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Fonte: O Autor (2025).

Para os gases nobres, para ambos os conjuntos de parametros a solugao
analitica descreveu de forma adequada o comportamento dos dados experimentais,
conforme demonstrado pelos graficos. No entanto, a analise visual da Figura 14 indica
que para os parametros de Mamedov & Somuncu [17] geram maiores desvios para
os valores de B,(T) em temperaturas mais baixas, particularmente para argénio,
criptdnio e xendnio. Numericamente, essa observagao pode ser validada pelos valores
de RMSD e MAE da Tabela 5.

A aplicacdo de técnicas de otimizacado foi efetiva, fato evidenciado pela
comparacgao dos valores de RSMD e MAE da Tabela 5 (parametros da literatura) e da
Tabela 6 (parametros ajustados). Essa melhoria ressalta como pequenas alteracbes
nos parametros de Lennard-Jones podem impactar a qualidade preditiva do modelo.

Ainda comparando estas tabelas, nota-se que para o e € da literatura, o
cripténio apresentou os maiores RSMD e MAE, ja para os parametros ajustados, foi o
xendnio foi quem apresentou o maior valor para essas métricas. Usando os
parametros de Mamedov & Somuncu [17] observa-se na Figura 14 um continuo
aumento do desvio com diminuicdo da temperatura. Ja quando os parametros foram

reajustados, a Figura 15 deixa nitida a priorizagdo da qualidade do ajuste para a regido



97

abaixo de 350 K, na qual ha maior densidade de dados e os valores de B,(T)
apresentam maior médulo. Portanto, apesar de a otimizagdo de parametros permitir
melhores resultados estatisticos, ela compromete o modelo em uma faixa de
temperaturas diferente daquela comprometida pelos parametros da literatura.

Sendo os gases nobres formados por moléculas monoatémicas, pode-se
avaliar os valores ajustados de o a partir de seu significado como didametro molecular.
Com excecgao do xendnio, a consisténcia fisica desse parametro foi mantida em sua
otimizacdo, de modo que o segue a tendéncia de aumento da massa molar dos
compostos. O mesmo comportamento se observa para os valores de ¢, conforme a
Tabela 6.

Para a predigdo da temperatura de Boyle, a Tz do criptbnio obtida por
otimizacao empregando os parametros de LJ ajustados foi a que apresentou maior
distdncia do valor experimental de Tz. Os demais gases nobres apresentaram
resultados razoavelmente proximos, com erros de no maximo 9 K, de acordo com a
Tabela 7.

Ja para a velocidade de convergéncia, a equagao (202) apresentou 0s
melhores resultados, necessitando de menos da metade dos termos que a expressao
de Mamedov & Somuncu [17] para obter uma mesma precisao, independentemente
do gas nobre ou conjunto de parametros avaliado. O maior numero de termos
demandado para calculo de B,(T) de um gas nobre foi 16, para o xenénio, enquanto

o hélio encontrou boa precisdao com apenas 2 termos, conforme a Tabela 8.

5.2 GASES DIATOMICOS

O conjunto de gases diatdmicos escolhido para o segundo grupo de validagao
foi composto pelo gas hidrogénio (H;), gas oxigénio (O;), gas nitrogénio (N,) e
monoxido de carbono (CO).

As curvas do segundo coeficiente Virial obtidas pela equagéo (202) utilizando
os parametros de LJ da literatura comparadas com dados experimentais estao
dispostas na Figura 16. Ja Figura 17 apresenta os mesmos dados experimentais, mas
comparados com curvas calculadas empregando parametros ajustados por

otimizagao.
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Figura 16 — Comportamento do segundo coeficiente Virial para gases diatdmicos utilizando
parametros de LJ da literatura.
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Figura 17 — Comportamento do segundo coeficiente Virial para gases diatdmicos utilizando
parametros de LJ ajustados.
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Diferentemente dos gases nobres, que possuem uma forma semelhante a uma

esfera e por isso tendem a apresentar um alto grau de concordancia com potenciais
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intermoleculares como o de Lennard-Jones, os gases diatdbmicos introduzem
moléculas maiores e a combinagdo de atomos diferentes na mesma molécula (no
caso do monoxido de carbono). Entretanto, quando observados os resultados para as
métricas de validacdo na Tabela 5 e na Tabela 6, os desvios apresentados pelos
gases diatdmicos foram inferiores aos de gases nobres como o cripténio e o xendnio.

O modelo também descreve bem os dados experimentais empregando ambos
os conjuntos de parametros. Utilizando o e € apontados por Mamedov & Somuncu
[17], a substancia que apresentou o maior RMSD e MAE foi o monéxido de carbono,
conforme apresentado na Tabela 5. Como ja estabelecido, esta € a unica substancia
formada por atomos diferentes, portanto, era esperado que ela apresentasse maiores
desvios. Por outro lado, para os parametros de Lennard-Jones ajustados, a substancia
com o maior RMSD foi o gas oxigénio, principalmente devido a desvios em
temperaturas mais baixas, onde o médulo de B,(T) € maior.

Quanto a determinagéo da temperatura de Boyle, o maior desvio obtido foi de
aproximadamente 27 K para o gas hidrogénio utilizando os parametros de LJ da
literatura. Para todas as demais substancias, utilizando os dois conjuntos de
parametros, ndo houve distancias maiores que 7 K, de acordo com a Tabela 7. Os
valores de ¢ e € da literatura foram mais favoraveis ao gas oxigénio e o nitrogénio,
enquanto os parametros ajustados promoveram valores mais proximos de Ty para o
gas hidrogénio e o mondxido de carbono.

Novamente, quanto a velocidade de convergéncia, a equagéo (202) apresentou
resultados superiores aos daquela proposta por Mamedov & Somuncu [17]. O niUmero
de termos demandados pelas diferentes substancias foram muito similares a
quantidade demandada pelo argbnio, sendo que a maior parte dos gases diatdmicos

avaliados encontrou boa precisao com o uso de 7 termos, conforme a Tabela 8.

5.3 HIDROCARBONETOS

Os hidrocarbonetos sédo substancias formadas principalmente por carbono e
hidrogénio. As cadeias atdbmicas com esses dois elementos podem variar em
tamanho, sendo que as menores geralmente sdo encontradas na forma gasosa. Para
validar a expressdo analitica do segundo coeficiente Virial, foram escolhidos trés

hidrocarbonetos alcanos, ou seja, que nao apresentam insaturagbes como ligagoes
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duplas ou triplas. Em ordem progressiva de numero de carbonos, sdo eles o metano
(CH4), etano (CzHs) € propano (CsHs).

Os perfis de B,(T) obtidos utilizando os paréametros da literatura e aqueles
ajustados via otimizacdo s&o apresentados na Figura 18 e na Figura 19,

respectivamente:

Figura 18 — Comportamento do segundo coeficiente Virial para hidrocarbonetos utilizando pardmetros
de LJ da literatura.
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101

Figura 19 — Comportamento do segundo coeficiente Virial para hidrocarbonetos utilizando parametros
de LJ ajustados.
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Quando comparados as outras substancias avaliadas, os hidrocarbonetos
mostram a maior divergéncia entre os dados experimentais e os valores calculados
com parametros da literatura. Na Figura 18, os desvios significativos do segundo
coeficiente Virial do etano séo observados para todas as temperaturas abaixo de 550
K, enquanto o propano também apresenta desvios consideraveis em temperaturas
mais baixas.

Ao tentar otimizar os parametros de Lennard-Jones, o ajuste prioriza a
adequacgao numérica para as regides com maior densidade de pontos experimentais
e valores com o maior moédulo, reduzindo a capacidade preditiva em temperaturas
mais altas, conforme evidenciado na Figura 19. Ademais, o aumento do RMSD e do
MAE com o crescimento do numero de atomos de carbono, conforme apresentado
pela Tabela 6, sugere que, a medida que a cadeia do hidrocarboneto se alonga, o
potencial de Lennard-Jones se torna menos eficaz na representacao das interagdes
intermoleculares.

A medida que o potencial de LJ se torna menos representativo para as
moléculas, o ajuste de parametros por métodos de otimizagdo gera valores de

parametros de LJ descaracterizados de seu significado fisico. Isso pode ser
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exemplificado pelos valores de o apresentados na Tabela 6, na qual o metano exibe
um didmetro molecular maior do que o propano, apesar de ser composto por um
numero menor de atomos.

Apesar de o e € da literatura terem apresentado os piores valores para as
métricas de avaliagao de adequacio do modelo, na predi¢cao da temperatura de Boyle
do metano, estes se sobressairam aos parametros ajustados. Enquanto o desvio
obtido pelos parametros da literatura foi de aproximadamente 2 K, os ajustados
tiveram uma distancia de 24 K do valor experimental, de acordo com a Tabela 7.

Finalmente, avaliando a velocidade de convergéncia dos somatorios,
novamente a equagao (202) apresenta o menor numero de termos necessarios.
Enquanto para os parametros da literatura, o calculo de B,(T) para os hidrocarbonetos
avaliados demande no maximo 12 dessa expressdo, tem-se que os parametros
ajustados exigem um numero significativamente maior — sendo esse valor maior que
o dobro para o propano conforme a Tabela 8. Isso se deve ao formato da curva gerada
pelos parametros de LJ ajustados, que em temperaturas proximas a 100 K apresenta
modulos significativamente maiores para o segundo coeficiente Virial em comparagéo

aos valores calculados a partir dos parametros da literatura.
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6 CONCLUSOES

A presente dissertagdo abordou a equagao Virial do ponto de vista das
interagbes intermoleculares. Além de apresentar conceitos fundamentais da
termodinamica estatistica e como estes se relacionam para fundamentar a equacéao
Virial, o trabalho também detalhou o processo de obtencdo de uma solucdo analitica
para o segundo coeficiente Virial, B,(T), utilizando o potencial de interagao
intermolecular 12-6 de Lennard-Jones.

A narrativa construida para a apresentacao da deducgao enfatiza que tanto o
dominio de métodos matematicos quanto dos fundamentos da termodinamica é
essencial para se trabalhar com equagdes de estado e suas interpretacdes. Ademais,
também se ressalta a importancia do conhecimento em estatistica e otimizacao para
ajuste de parametros de modelos, sendo que a qualidade dos parametros encontrados
nao deve ser avaliada apenas do ponto de vista numérico, mas também do fisico. A
combinagao dessas ferramentas é vital para se abordar os desafios complexos da
engenharia.

Empregando parametros de LJ obtidos da literatura foi possivel validar a
confiabilidade da expressao desenvolvida, comparando os valores fornecidos por ela
com dados experimentais de B,(T) de 100 a 700 K para alguns gases nobres, gases
diatdmicos e hidrocarbonetos. Ademais, através da aplicagdo de algoritmos de
otimizacgao, foi possivel obter parametros de LJ otimizados.

Os resultados confirmam que muitos gases puros — especialmente aqueles com
massas moleculares mais baixas e geometrias moleculares simples — sdo bem
descritos pelo potencial de Lennard-Jones, reforcando sua aplicabilidade dentro de
determinadas condicdes. Apesar de desvios moderados apresentados pelo xendnio e
o criptdnio, tanto os gases nobres quanto os gases diatdbmicos foram bem
representados pela equagdo desenvolvida, tanto usando parametros de Lennard-
Jones da literatura quanto os otimizados. Ja os hidrocarbonetos apresentaram uma
maior divergéncia, especialmente para os valores do segundo coeficiente Virial do
etano calculado utilizando parametros de LJ da literatura.

Avaliou-se também a capacidade do modelo em determinar a temperatura de
Boyle (temperatura na qual o segundo coeficiente Virial vale zero) para as substéncias
cujo valor de T estava na faixa de 100 a 700 K. A equacao apresentou desempenho

satisfatério com excegao do criptonio utilizando parametros de LJ otimizados, uma vez
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que o processo de otimizagao priorizou o ajuste do modelo em uma regido com maior
densidade de dados, causando desvios na regiao de sua Tj.

Uma vez que a expressdo desenvolvida foi apresentada no formato de um
somatorio, foi realizada a comparacgao da sua velocidade de convergéncia com a série
proposta por Mamedov & Somuncu [17] para B,(T). Os resultados indicaram que a
expressao desenvolvida nesta dissertagdo exigiu menos da metade do numero de
termos demandados pela série de Mamedov & Somuncu [17] para alcangar uma
precisao de 0,001 cm3®*-mol™ em relagao ao valor de convergéncia da série.

Finalmente, a dissertacdo elenca que avaliacdo critica dos parametros
otimizados é um ponto chave para que estes possam ser aplicados a obtenc&o de

variaveis termodinamicas.

6.1 PROXIMOS PASSOS E TRABALHOS FUTUROS

A partir dos temas abordados neste estudo, foram elencadas algumas

sugestdes de temas para trabalhos futuros:

e Desenvolvimento de uma solugao analitica para o terceiro coeficiente Virial;

e Determinacao do segundo coeficiente Virial para outros modelos de potencial
de interacao intermolecular e comparagao dos valores obtidos para elencar o
grau de complexidade demandado para descrigdo das interagdes
intermoleculares de diferentes substancias;

e Validagao da forma analitica do segundo coeficiente Virial para misturas;

e Andlise comparativa do gasto e desempenho computacional para diferentes
métodos de calculo do segundo coeficiente Virial,

e Revisado de literatura a respeito do modelo Lennard-Jones e os métodos de

determinacao dos seus parametros;
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