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RESUMO

Os erros sao uma parte importante do processo de aprendizagem de matematica porque
representam uma md compreensao de um conceito, uma falsa concep¢ao ou misconception. Por
estarazao, o diagndstico de erros pode ajudar professores e ambientes inteligentes de aprendizagem
a escolher o tipo de assisténcia mais apropriado para o aluno. Trabalhos anteriores utilizaram
abordagens como sistemas especializados baseados em regras (bug library) e algoritmos de
agrupamento (clustering) para identificar conceitos errados. A biblioteca de bugs exige um
trabalho intensivo dos desenvolvedores para identificar previamente todos os possiveis equivocos
e regras de codificacdo para cada um deles. Além disso, estas solugdes ndo sdo capazes
de detectar misconceptions para 0s quais as regras nao foram explicitamente codificadas no
sistema. As solugdes baseadas em agrupamento superam estes dois inconvenientes aprendendo
automaticamente a identificar misconceptions a partir dos erros mais comuns cometidos pelos
estudantes. Para a correta e eficiente identificagdo de misconceptions, as solugdes de agrupamento
devem escolher uma representacdo adequada do problema e seus passos e utilizar algoritmos de
agrupamento capazes de identificar padrdes de acordo com a solucdo escolhida. Este trabalho
propde a comparacdo de diferentes algoritmos de clustering, incluindo Breathing K-Means
(BKMeans) e Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise (DBSCAN) como
novas abordagens, com o K-Modes utilizado na solu¢do proposta em Gomes e Jaques (2020).
Esta comparacdo visa avaliar se as novas solucdes representam um avanco em relacdo ao
método anterior. Utilizando também arvores de expressdo para representar etapas da solucio do
problema algébrico, este estudo avalia a eficicia e eficiéncia dessa abordagem na identificagdo
de misconceptions no processo e resolucao de equacdes de primeiro grau. Os dados foram
coletados de um sistema tutor inteligente para auxiliar os alunos a resolver equacdes de primeiro
grau e compreendem 1.319 registros de passos incorretos de alunos nesse tutor. Para os
testes, utilizamos drvores de expressao para representar as equagdes em formato padronizado
e vetorizado, os algoritmos de agrupamento identificaram 51 clusters com DBSCAN, 93 com
K-Modes e 94 com BKMeans. Embora o DBSCAN tenha gerado menos clusters, apresentando
uma maior taxa de ruido, K-Modes e BKMeans foram mais eficazes na formagdo de grupos
bem definidos. Em relacdo a avaliacao da qualidade dos clusters, o Silhouette Score médio
foi de 0,94 para o DBSCAN, e de 0,96 para os algoritmos K-Modes e BKMeans, indicando
que, embora o DBSCAN consegue detectar clusters com boa coesdo, os demais algoritmos
apresentaram resultados ligeiramente superiores, com melhor separagcdo e menor dispersao. Além
da andlise quantitativa, este trabalho também estabelece conexdes entre os clusters identificados
e as categorias tedricas de misconceptions descritas na literatura, demonstrando que os padrdes
descobertos pelos algoritmos correspondem a misconceptions mateméticas reconhecidas, como
erros de vocabuldrio, erros computacionais e convicgdes erroneas.

Palavras-chave: Falsas concepgoes. Clusterizagdao. Algoritmos de Agrupamento, Aprendizado
de Mdaquina. Aprendizagem de Matemadtica. Sistema Tutor Inteligente.



ABSTRACT

Errors play a crucial role in mathematics learning, often reflecting a poor understanding
of a concept or a misconception. Therefore, diagnosing errors can help educators and intelligent
learning environments choose the most appropriate assistance for students. Previous work has used
rule-based expert systems (bug libraries) and clustering algorithms to identify incorrect concepts.
Bug libraries require extensive developer effort to pre-identify all possible misconceptions and
coding rules for each one. Furthermore, these solutions are unable to detect misconceptions
for which rules have not been explicitly coded into the system. Clustering-based solutions
overcome these two limitations by automatically learning to identify misconceptions from the
most common errors made by students. To correctly and efficiently identify misconceptions,
clustering solutions must choose an appropriate representation of the problem and its steps
and use clustering algorithms capable of detecting patterns based on the chosen solution. This
study proposes a comparison of different clustering algorithms, including Breathing K-Means
(BKMeans) and Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise (DBSCAN) as
novel approaches, alongside K-Modes, which was used in the solution proposed by Gomes and
Jaques (2020). The objective of this comparison is to assess whether these new approaches
represent an improvement over the previous method. Using expression trees to represent steps in
solving algebraic problems, this study evaluates the effectiveness and efficiency of this approach
in identifying misconceptions in the process of solving first-degree equations. The data was
collected from an intelligent tutoring system designed to assist students in solving first-degree
equations and consists of 1,319 records of incorrect student steps in this tutor. For the tests,
expression trees were used to represent the equations in a standardized and vectorized format.
The clustering algorithms identified 51 clusters with DBSCAN, 93 with K-Modes, and 94
with BKMeans. While DBSCAN generated fewer clusters with higher noise, K-Modes, and
BKMeans were more effective in forming well-defined groups. In terms of cluster quality
evaluation, the average Silhouette Score was 0.94 for DBSCAN, and 0.96 for both K-Modes and
BKMeans, indicating that while DBSCAN was able to detect clusters with good cohesion, the
other algorithms produced slightly superior results, with better separation and less dispersion.
In addition to the quantitative analysis, this study also establishes connections between the
identified clusters and the theoretical categories of misconceptions described in the literature. The
findings demonstrate that the patterns detected by the algorithms correspond to well-documented
mathematical misconceptions, such as vocabulary errors, computational errors, and erroneous
beliefs.

Keywords: Misconception. Clustering. Machine Learning. Mathematic Learning. Intelligent
Tutoring System.
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1 INTRODUCAO

No cenério educacional brasileiro, os dados do Sistema de Avaliacao da Educacao
Basica (SAEB, 2017) revelam um quadro preocupante: mais de 63% dos alunos do 9° ano
apresentam conhecimento insuficiente de matemadtica. No ensino médio, a situacdo € ainda mais
alarmante, com quase 72% dos alunos demonstrando conhecimento considerado baixo, sendo
que 22,5% encontram-se no nivel mais baixo de proficiéncia. Estas estatisticas refletem desafios
profundos no ensino e aprendizagem da matematica em nosso pais, desafios estes que demandam
novas abordagens e solugdes inovadoras.

Estudos na drea de educagcdao matematica indicam que as falsas concepgoes (ou miscon-
ceptions, em ingl€s) t€m um impacto significativo na aprendizagem (Schmidt, 1997), podendo
explicar, em parte, os nimeros preocupantes apresentados. Estas falsas concepcdes representam
compreensoes incorretas de conceitos fundamentais que, quando ndo identificadas e corrigi-
das a tempo, comprometem todo o desenvolvimento subsequente do aprendizado matematico.
Dessa forma, ao identificar e corrigir precocemente, € possivel proporcionar uma base sélida
para o aprendizado subsequente, por meio de intervencdes especificas de professores e tutores
computacionais (Fuchs et al., 2021).

A identificacdo de falsas concepcdes matemdticas durante o processo de aprendizagem é
um desafio significativo tanto para educadores quanto para sistemas computacionais de apoio ao
ensino. Este desafio se intensifica na drea de dlgebra, onde a compreensdo abstrata de conceitos €
essencial para o progresso do estudante em matematica avangada.

Os Sistemas Tutores Inteligentes (STIs) representam uma abordagem inovadora no
auxilio ao processo de ensino e aprendizagem, visando fornecer feedback personalizado e
adaptativo aos estudantes. No entanto, a arquitetura atual desses sistemas frequentemente
se depara com desafios significativos, particularmente no que diz respeito a identificacio e
tratamento de erros de aprendizagem. A maioria dos STIs ainda utiliza bibliotecas de erros
pré-programadas (bug libraries). Esse método tradicional requer a codificagdo manual de regras
para cada possivel erro, demandando um esfor¢o consideravel de especialistas e introduz uma
rigidez que compromete a capacidade do sistema de compreender e responder a novas falsas
concepgoes.

Embora existam trabalhos envolvendo ambientes inteligentes de aprendizagem que
buscam identificar falsas concep¢des na matemadtica, a identificacio totalmente automadtica ainda
¢ considerada um desafio (Yasin, 2017). Uma revisdo sistemadtica da literatura revela que a maioria
dos estudos nesta drea estd limitada a aplicacdo em dominios especificos da matemética (Fatio
et al., 2020; Jabal e Rosjanuardi, 2019; Kiiciik et al., 2011; Untarti e Kusuma, 2019), sem abordar
de forma abrangente o problema da identificacdo automadtica e continua de misconceptions através
de métodos de aprendizado de mdquina. Além disso, hd uma escassez de pesquisas que abordem
a representacao adequada de expressdes matemadticas, particularmente em estruturas complexas
como equagoes algébricas.

Nesse contexto, este trabalho se baseia nas contribui¢des iniciais de Gomes e Jaques
(2020), que propuseram uma abordagem baseada em agrupamento para identificacdo automadtica
de falsas concepgdes em dlgebra. Aquela pesquisa utilizou normalizac¢io de equacdes (substituindo
valores numéricos por varidveis padronizadas) e aplicou o algoritmo de clustering K-modes para
agrupar padroes de erros semelhantes. Embora promissora, a abordagem anterior apresentou
limitagcdes importantes, como dificuldades no tratamento de estruturas algébricas complexas
(especialmente no tratamento de parénteses e fracdes), presenca de ruido nos clusters identificados
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e dependéncia de um unico algoritmo de agrupamento. O presente trabalho avanca essa linha de
pesquisa ao introduzir um método de representacdao mais robusto baseado em drvores de expressao
e ao comparar o desempenho de multiplos algoritmos de clustering (DBSCAN, K-modes e
BKMeans) na identificacdo de misconceptions na resolucao de equacoes algébricas.

Diante deste cendrio, o problema central desta pesquisa é como identificar automatica-
mente, sem interven¢do humana, padrdes de falsas concepgdes algébricas a partir dos passos de
resolucdo de problemas realizados por estudantes em sistemas tutores inteligentes?

A partir desse problema, este trabalho tem como objetivo desenvolver e avaliar métodos
automatizados para a identificacdo de falsas concepgdes (misconceptions) e erros recorrentes
cometidos por estudantes durante o processo de aprendizagem de dlgebra, utilizando técnicas
de aprendizado de mdquina para identificar padrdoes em dados coletados de um sistema tutor
inteligente.

Para alcancar o objetivo, este trabalho adota uma abordagem metodoldgica estruturada
em seis etapas principais:

1. Coleta de dados: Utilizacdo de registros de log do Sistema Tutor Inteligente PAT2Math
(Personal Affective Tutor to Math), coletados de estudantes do sétimo ano de escolas da
grande Porto Alegre. Foram recuperados especificamente os registros que contém passos
incorretos de resolugdo de equagdes, totalizando 1.319 entradas.

2. Pré-processamento e representacao: As equacdes foram padronizadas substituindo
valores numéricos por simbolos padronizados e, em seguida, convertidas para o formato
de 4rvores de expressao, utilizando notacao pds-fixa. Esta representacdo permite capturar
a estrutura hierdrquica das operagdes matematicas de forma nao ambigua.

3. Extracao e vetorizacao de caracteristicas: A partir das drvores de expressao, foram
extraidas caracteristicas relevantes como nimero total de nds, contagem de operadores,
contagem de varidveis e profundidade da drvore. Estas caracteristicas foram vetorizadas
para criar uma representacao numérica adequada para os algoritmos de clustering.

4. Aplicacao de algoritmos de clustering: Foram implementados e comparados trés
algoritmos distintos: DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with
Noise), K-Modes e BKMeans (Breathing K-Means). Cada algoritmo foi configurado com
parametros especificos determinados empiricamente para otimizar o desempenho.

5. Avaliacido quantitativa: A qualidade dos agrupamentos foi avaliada utilizando o Silhouette
Score, que mede a coesdo interna e a separacao entre clusters. Esta métrica permite comparar
objetivamente o desempenho dos diferentes algoritmos.

6. Andlise qualitativa: Os clusters gerados foram analisados para identificar padrdes
significativos que representam falsas concepcdes. Estes padrdes foram relacionados com as
categorias tedricas estabelecidas na literatura, particularmente as classificacdes propostas
por Holmes et al. (2013).

Com essa metodologia, esse trabalho visa contribuir para o avanco do estado da arte
na identificacdo automatica de falsas concepcdes matematicas através de uma nova abordagem
baseada em drvores de expressdo para representar equacoes algébricas no contexto de andlise
automatizada, criando um método que nao depende de bibliotecas de erros pré-programadas,
permitindo a identificacdo de padrdes ndo previstos previamente;

No contexto educacional, as contribuicdes se refletem em auxiliar professores na
identificacdo precoce de falsas concepcdes, permitindo intervengdes pedagdgicas direcionadas a
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partir da possibilidade de sistemas tutores mais adaptativos que podem personalizar o feedback
com base nos padrdes especificos de erro identificados.

Esta dissertagcdo estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 2, apresentamos os
fundamentos tedricos que embasam este trabalho, incluindo conceitos de Sistemas Tutores
Inteligentes, misconceptions na matemadtica e drvores de expressdao. O Capitulo 3 discute
os trabalhos relacionados, contextualizando nossa pesquisa no panorama mais amplo dos
estudos sobre deteccdo de misconceptions. No Capitulo 4, detalhamos a metodologia proposta,
descrevendo os processos de coleta de dados, pré-processamento, representacao por arvores
de expressao e aplicacdo dos algoritmos de clustering. O Capitulo 5 apresenta os resultados
obtidos com cada algoritmo, seguidos de uma andlise comparativa e discussao da relacdo entre
os clusters identificados e as categorias tedricas de misconceptions. Por fim, o Capitulo 6 traz as
conclusdes do trabalho e sugestdes para trabalhos futuros.



15

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente capitulo estabelece os fundamentos tedricos que alicercam esta pesquisa,
apresentando conceitos essenciais para a compreensao do trabalho desenvolvido. Inicialmente,
abordamos os Sistemas Tutores Inteligentes na Secdo 2.1, explorando sua definicdo, classificacdo
e funcionamento, com énfase especial no PAT2Math, sistema utilizado como base para este
estudo. Em seguida, aprofundamos a discussao sobre misconceptions na matematica na Secao
2.2, distinguindo-as de erros simples e apresentando taxonomias relevantes, como a proposta
por Holmes e colegas (2013), que categorizam as falsas concepg¢des em misconceptions de
vocabuldrio, erros computacionais e conviccdes errdneas. O capitulo também introduz as drvores
de expressdao na Secdo 2.3 como estruturas de dados adequadas para representar equagdes
matematicas, destacando sua importancia para a andlise computacional dos padrdes algébricos.
Por fim, exploramos técnicas de clustering na Sec¢do 2.4, incluindo Breathing KMeans, K-Modes
e DBSCAN, fundamentais para a metodologia de identificacdo automaética de misconceptions
desenvolvida neste trabalho. Esta fundamentagdo tedrica estabelece as bases conceituais
necessdrias para compreender a abordagem metodolégica proposta nos capitulos subsequentes.

2.1 SISTEMAS TUTORES INTELIGENTES

Sistemas tutores inteligentes (STIs) sdo sistemas computacionais de ensino que utilizam
técnicas de inteligéncia artificial (IA) para oferecer instru¢do personalizada e adaptativa aos
estudantes (Woolf, 2009). Esses sistemas sdo projetados para simular a interacdo entre um aluno
e um tutor humano, proporcionando suporte e orientacao durante o processo de aprendizagem
(Anderson et al., 1995). Os STIs conseguem identificar as necessidades individuais dos estudantes,
adaptando-se ao seu ritmo e estilo de aprendizagem, a fim de melhorar a eficicia do ensino
(Corbett et al., 2001). Além disso, esses sistemas fornecem feedback imediato e contextualizado,
auxiliando os alunos a superar dificuldades e aprimorar suas habilidades (Aleven et al., 2011).

Sistemas tutores inteligentes foram desenvolvidos para diversos dominios, como mate-
madtica, ciéncias, linguagem e programacao. Uma classificagdo possivel € conforme o tipo de
interacao que eles desenvolvem com os alunos, que pode ser baseado em conversacdo, baseado
em simulagdo, baseado em tarefas e baseado em aprendizado colaborativo (Duffy e Roehler,
1995).

Os sistemas baseados em conversacao focam na interagdo por meio de didlogos com os
alunos, utilizando recursos de processamento de linguagem natural para orientar e esclarecer
davidas. Um exemplo € o AutoTutor, que auxilia os estudantes em diversos topicos através de
conversas em linguagem natural (Graesser et al., 2005; Nye et al., 2014).

Os sistemas baseados em simulag¢do proporcionam um ambiente virtual no qual os alunos
podem explorar e aprender por meio da experimentacdo. Esses sistemas sao geralmente utilizados
para ensinar habilidades préticas ou conceitos complexos. Um exemplo € o SimCityEDU, que
ajuda os alunos a entenderem conceitos relacionados ao planejamento urbano e a sustentabilidade
(Ventura et al., 2014).

Os sistemas baseados em aprendizado colaborativo promovem a interacao entre os
alunos e facilitam a troca de ideias e a construcao do conhecimento em conjunto. Esses sistemas
podem utilizar técnicas de inteligéncia artificial para mediar discussoes, propor atividades e
incentivar a colaboracdo. Betty’s Brain € um sistema tutor inteligente que ajuda os estudantes
a aprenderem conceitos de ciéncias através da construcdo e ensino de um agente de software



16

chamado Betty (Leelawong e Biswas, 2008). Os alunos trabalham juntos para ensinar Betty,
desenvolvendo e refinando modelos mentais de conceitos complexos, enquanto recebem feedback
do sistema sobre a precisao de suas representacoes e a eficicia de seu ensino.

Os sistemas baseados em tarefas focam em auxiliar os alunos na realizacao de tarefas
especificas, fornecendo orientacao passo a passo e feedback personalizado. Estes sistemas sao
comuns no ensino de matemadtica e programacdo. Um exemplo é o Cognitive Tutor, que oferece
suporte individualizado aos estudantes em matematica (Anderson et al., 1995; Ritter et al., 2007).
Existem dois tipos de STIs baseados em tarefas: baseados em passos ou em respostas. No
STI baseado em passos, o estudante insere todos 0s passos necessarios para a resolucao de um
problema e recebe feedback para cada etapa. J4 no STI baseado em resposta, o feedback € dado
apenas para a soluc¢do final (Vanlehn, 2011).

Para acompanhar e fornecer suporte ao aluno durante o processo de resolucao de
um problema de um determinado dominio, um STI baseado em passos € dividido em dois
lagos: o externo (Outer Loop) e o interno (Inner Loop). O outer loop determina, com base no
conhecimento inferido pelo tutor, qual deve ser a préxima tarefa que o aluno devera solucionar,
enquanto o inner loop auxilia o aluno na resolu¢do passo a passo em uma tarefa para o aluno
aprender. Esse laco € executado para cada etapa, dando feedback minimo (certo ou errado) ao
final de cada uma delas, até a resolu¢do completa (Vanlehn, 2016).

2.1.1 Biblioteca de erros

As bibliotecas de erros (bug libraries) sao um componente importante de sistemas tutores
inteligentes que aumentam sua eficdcia ao catalogar os erros comuns dos alunos. As bibliotecas
podem identificar e corrigir erros comparando as respostas dos alunos com erros conhecidos e
oferecendo feedback direcionado. O desenvolvimento dessas bibliotecas € uma tarefa ardua que
envolve a geracdo manual de uma lista de todos os erros possiveis. No entanto, 0s avangos no
aprendizado de maquina resultaram na criagc@o de bibliotecas de erros dindmicas, que podem ser
geradas e atualizadas automaticamente com base nas intera¢des dos alunos. Essa abordagem
nao sé reduz a carga de trabalho dos professores, mas também aumenta significativamente a
adaptabilidade e escalabilidade dos STI’s, resultando em uma melhor aprendizagem dos alunos e
em um ensino mais individualizado (Baftes, 1994).

2.1.2 PAT2Math

O STT utilizado neste trabalho é o PAT2Math (Personal Affective Tutor to Math), o
qual € um tutor baseado em passos e emprega Inteligéncia Artificial para auxiliar estudantes no
aprendizado e resolug@o de equagdes algébricas de primeiro grau, dando feedback e orientacao
a cada etapa do processo de resolucdo (Jaques et al., 2013). Sua arquitetura segue o modelo
classico de STIs, onde o laco externo do PAT2Math possui uma sequéncia de tarefas fixas,
enquanto o laco interno auxilia na resolu¢do passo a passo.

O modelo de dominio do PAT2Math € caracterizado como um sistema especialista
baseado em regras que possibilita a resolucdo dos exercicios e a avaliacao das respostas dos
estudantes (Jaques et al., 2008). Este modelo contém o conhecimento necessdrio sobre as regras e
operagOes algébricas para resolver equacdes de primeiro grau, permitindo que o sistema verifique
se os passos executados pelo aluno estdao corretos. No PAT2Math, o modelo cognitivo, sendo
uma extensao do modelo de dominio, € responsavel por avaliar e corrigir, se necessdrio, cada
etapa enviada pelo aluno (Seffrin et al., 2012).

As equagdes para os alunos resolverem sao organizadas em niveis de dificuldade. Cada
nivel contém planos com equagdes isomorficas que funcionam com as mesmas operagoes
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Figura 2.1: Interface do STI PAT2Math

algébricas. O aluno deve resolver um nimero minimo de equagdes em um plano que mostre que
ele ou ela domina as operacdes algébricas trabalhadas para acessar o préximo plano.

Na Figura 2.1, € apresentado o funcionamento do PAT2Math. A figura é dividida em
seis quadros que ilustram as etapas de funcionamento do sistema.

O quadro A mostra a equacao inicial fornecida pelo sistema ao aluno, que ndo pode
ser alterada. A partir dessa equacao, o aluno insere passos de resolu¢cdo no quadro B, conforme
julgar adequado para chegar a solu¢do da equacdo. O sistema identifica os passos corretos e
permite a inser¢ao de um préximo passo, fornecendo um feedback minimo apds cada passo
inserido pelo aluno.

No quadro C, € ilustrado um feedback positivo do sistema, indicando que o passo
inserido pelo aluno estéd correto. Porém, caso o passo esteja incorreto, o sistema fornece um
error-feedback juntamente com uma mensagem de ajuda, conforme ilustrado no quadro D.

Se o aluno precisar de ajuda para prosseguir na resolucio de uma equagao, pode solicitar
uma dica ao sistema no botao de dicas. O botdo de dicas e um exemplo de dica sdo exibidos no
Quadro E.

Por fim, o quadro F mostra os conteidos que ja foram ou que ainda serdo vistos pelo
aluno. Nessa versdao mais recente da interface web do PAT2Math, foram inseridos componentes
de gamificacdo, como pontuacdo, ranking da turma, erros e dicas gratuitas, visando evitar
comportamentos como gaming the system e help refusal (Azevedo et al., 2018).
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2.1.2.1 Integracdo do Modelo de Deteccdo Automadtica de Misconceptions

O sistema atual do PAT2Math ja possui um mecanismo de detec¢do e resposta a
erros dos estudantes, porém baseado em uma biblioteca de erros (bug library) pré-programada.
Esta abordagem apresenta limitacdes significativas, por requerer codificagdo manual de regras
para cada possivel erro e ndo consegue identificar misconceptions para as quais nao foram
explicitamente criadas regras.

O modelo de deteccdo automética de misconceptions desenvolvido neste trabalho pode
ser integrado ao PAT2Math como um componente adicional que opera paralelamente ao modelo
pedagdgico. Esta integracao ocorrerd em duas etapas principais:

A solugdo proposta consiste na integragdo de um novo componente de deteccao
automadtica de misconceptions, projetado para operar paralelamente ao modelo pedagdgico
existente. O sistema processaria em tempo real os registros de passos incorretos dos estudantes.

Uma préxima etapa consiste em transformar a deteccao de misconceptions em agdes
pedagdgicas. Para os estudantes, isso significaria receber um feedback personalizado. A proposta
representa uma transformacao significativa do PAT2Math, pretendendo converté-lo de um sistema
baseado em regras estdticas para um ambiente de aprendizagem adaptativo. O diferencial estd na
capacidade de identificar misconceptions em tempo real. Esta integracdo constitui uma proposta
tedrica e ainda nao foi implementada, representando um potencial caminho de evolugdo para o
sistema de tutoria matematica.

2.2 MISCONCEPTIONS NA MATEMATICA

Para fundamentar adequadamente este estudo, € essencial estabelecer uma distincao clara
entre “‘erros” e “falsas concepgdes” (misconceptions) no contexto da aprendizagem matematica.
Estas distin¢cdes sd@o fundamentais ndo apenas para a compreensao tedrica do problema, mas
também para o desenvolvimento de abordagens eficazes de identificacdo e intervencao.

Erros siao desvios pontuais do procedimento correto, que podem ocorrer por diversas
razdes circunstanciais como desatencao, cansaco, interpretacdo equivocada de uma notacao
especifica, ou falhas na execucao de um algoritmo que o estudante compreende conceitualmente.
Os erros sdo geralmente isolados, inconsistentes e podem ser facilmente corrigidos quando
apontados ao estudante.

Por exemplo, quando um estudante calcula erroneamente 3 X 4 = 13, mas ao ser
questionado percebe imediatamente o equivoco, isso caracteriza um erro simples, ndo uma
misconception. Como destacado por Abimbola (1988), os erros podem ser identificados e
corrigidos pelo proprio aluno e ndo necessariamente indicam uma falta de conhecimento
conceitual.

Misconceptions (falsas concepgdes), por outro lado, sao compreensdes estruturalmente
incorretas de um conceito matemadtico fundamental. Elas representam modelos mentais equivoca-
dos que o estudante desenvolve e utiliza consistentemente. Schmidt (1997) define misconception
como um erro decorrente de uma compreensdo insuficiente ou incorreta de um conceito essencial
para a resolucdo de uma tarefa.

As misconceptions sao caracterizadas pela sua persisténcia e sistematicidade. Quando
um estudante comete repetidamente o mesmo tipo de erro em diferentes contextos, aplicando
consistentemente um raciocinio incorreto, provavelmente estamos diante de uma misconception.

Por exemplo, se um estudante resolve equagdes do tipo x + a = b como x = b + a (sem
inverter a operacao), isso indica uma misconception sobre o conceito fundamental de equacdes
algébricas e operacoes inversas. Mesmo quando alertado sobre o erro, o estudante tenderd a
repeti-lo, pois o problema estd na sua compreensao conceitual.
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Sison e Shimura (1998) acrescentam que uma misconception também pode ser originada
por tracos comportamentais, como tédio ou distragdo, que impedem uma compreensao completa
do contetdo apresentado. Na matemadtica, a compreensao adequada dos conceitos é fundamental
para a resolucdo de exercicios, tornando as misconceptions muito comuns €, as vezes, inevitaveis
no processo de aprendizagem (MEC, 1997).

Além disso, com base nas revisdes sistematicas citadas em The Learning Agency Lab
(2023), apresentamos algumas das misconceptions mais comuns na matematica. Um exemplo é
a crenca de que a multiplicagdo sempre resulta em um nimero maior, onde um aluno acredita
que ao multiplicar 0,5 por 0,5, o resultado serd maior, quando, na verdade 0,5 x 0,5 = 0, 25.
Outro exemplo € a ideia de que a divisdo sempre resulta em um nimero menor, por exemplo
1 +0,5 = 2. Outro erro frequente € a interpretacdo erronea de fracdes como nimeros inteiros,
onde um aluno vé a fragdo % e acredita que 3 e 4 sdo nimeros separados em vez de uma tnica
quantidade representando trés partes de um total de quatro, o que pode levar a somar ou subtrair
as fracOes incorretamente, como pensar que % + 4—1‘ ¢ igual a j—t, o que € correto, mas pode ser
confundido como 4 em vez de 1. Finalmente, hd a crenca de que a adicao de zeros a direita
de um numero sempre aumenta seu valor, onde um aluno acredita que adicionar zeros apos
a virgula em 3,2 resulta em um ndmero maior, como 3,200, quando, na verdade, 3,2 e 3,200
sdo equivalentes. Estas misconceptions destacadas sdo baseadas em revisdes sistematicas de
estudos anteriores, que ajudam a entender os desafios que os alunos enfrentam na aprendizagem
matemadtica e fornecem percepcoes sobre como abordar esses problemas de maneira eficaz. A
Tabela 2.1 lista as misconceptions elencadas por The Learning Agency Lab (2023) que estao
especificamente relacionadas a resolucao de equacoes de primeiro grau.

E possivel observar que, na matemaética, os misconceptions estao associados a estrutura
das equacdes e nao aos valores numéricos utilizados (Elmadani et al., 2012). Por exemplo,
as equacdes (x +3 = 6) e (x +2 = 4) t€ém a mesma estrutura e podem ser representadas por
(x + a = b). Dessa forma, se aplicarmos essa estrutura padronizada no exemplo acima, ainda é
possivel observar e entender qual foi o erro cometido (x +a =b | x = b + a).

A corregdo de misconceptions, em contraste com a simples correc¢ao de erros isolados, é
importante porque atinge mais alunos e melhora a compreensao do assunto. Holmes et al. (2013)
propdem que tal abordagem nao apenas facilita uma assimilacdo mais robusta dos conceitos
matematicos, mas também fomenta o desenvolvimento do pensamento critico e estimula uma
reflexdo ponderada sobre a esséncia da disciplina matematica. Além disso, o artigo aponta que,
ao identificar os principais misconceptions ao invés de focar em erros individuais do aluno, os
professores conseguem tomar decisdes mais informadas sobre o que ensinar e quando intervir
individualmente.

2.2.1 Categorias de misconceptions segundo Holmes

Holmes et al. (2013) propdem uma taxonomia abrangente que classifica as misconceptions
matemadticas em trés categorias principais. Esta classificacao fornece um framework tedérico
contra o qual podemos avaliar os padrdes identificados algoritmicamente.

2.2.1.1 Misconceptions de vocabulario

Esta categoria refere-se a interpretacdes incorretas da terminologia matemadtica e
a compreensdo deficiente do significado preciso de termos ou conceitos especificos. Estas
misconceptions ocorrem quando o estudante atribui significados imprecisos ou incorretos a
expressoes, simbolos ou notagdes matematicas.

Exemplos comuns incluem:
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fica "a resposta é"em vez de expres-
sar uma relac@o

Tépico Concepcao erronea Exemplo
Dificuldade com a sintaxe danotag¢do | Escrever 2x+3 = 5 como 2x =
Equacdes e algébrica 5+3
. - : - — . ;
desigualdades Acreditar que o sinal de igual signi- | Interpretar 3x + 7 como "a

resposta € 7", sem realizar a
operagao correta

Erro na ordem de inversao (erro de
reversao)

Escrever x — 5 = 10 como 5 —
x=10

Nao verificar a solu¢do ou cometer
erros ao verificar a solucao

Resolver 2x = 8 para x = 4
€ nao substituir x na equacao
original para verificar a solu-
cao

Dificuldade em entender o conceito
de combinar ou nao combinar termos
semelhantes

Combinar 3x + 2x correta-
mente como 5x, mas combinar
3x+4 incorretamente como 7x

Acreditar que as propriedades comu-
tativa e associativa sao verdadeiras
para subtracao e divisao

Pensarque a —b = b —a ou
a/b=>bla

Expressoes e
operagoes
algébricas

Com expressdes que envolvem sub-
tracdo, os estudantes escrevem in-
corretamente a expressao, como por
exemplo, 4 —nem vezden — 4

Representar "4 subtraido de
um numero'como 4 — n em
vezden—4

Visualizar variaveis como rétulos ou
unidades, ou acreditar que o valor de
uma variavel esta relacionado a sua
posi¢do no alfabeto

Acreditar que x tem sempre
um valor maior que y porque
"x"aparece antes de "y'"no al-
fabeto

Nao entender que as varidveis podem
representar quantidades varidveis

Pensar que, se x = 2 em uma
equacao, entdo x sempre sera
2 em todas as equacoes

Aplicacdo incorreta da operacdo in-
versa (adicionado pela autora)

Resolver 4x = 8 como x =
8 -4

Tabela 2.1: Concepgdes erroneas na resolucio passo a passo de equacdes de primeiro grau, com exemplos.
Fonte: The Learning Agency Lab (2023)

* Interpretar o sinal de igualdade (=) como “o resultado é” em vez de uma relacio
equivaléncia entre expressoes

de

* Confundir o significado de operadores mateméticos, como interpretar a subtragdo como
simples remocao sem considerar a ordem

* Mal-entendidos sobre o significado de varidveis, confundindo-as com unidades ou valores

fixos

2.2.1.2 Erros computacionais

Esta categoria refere-se a falhas sistematicas na aplicag@o de procedimentos ou algoritmos
matemadticos. Diferentemente de simples enganos aritméticos (que seriam categorizados como
erros), 0s erros computacionais representam padroes consistentes de aplicagdo incorreta de
procedimentos matematicos devido a uma compreensao inadequada de sua fundamentagao.
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Exemplos incluem:

* Aplicacdo consistentemente incorreta das regras de sinais na dlgebra (como sempre
converter um sinal negativo para positivo ao mudar de lado em uma equagao)

* Padrdes recorrentes de omissao de etapas essenciais em algoritmos matematicos
* Aplicagdo incorreta da ordem das operacoes

E importante notar que a categoria “Erros Computacionais” na taxonomia de Holmes
nao se refere a simples enganos de cdlculo (como 7 + 8 = 14), mas sim a padrdes sistematicos
que refletem uma incompreensao procedural.

2.2.1.3 Convicgoes erroneas

Representando falhas mais profundas na compreensdo matemadtica, as convicgdes
errdneas sao crencgas conceituais falsas que os estudantes desenvolvem sobre a natureza dos
objetos e operagdes matematicas. Estas misconceptions sao frequentemente as mais dificeis de
corrigir por estarem enraizadas de forma fundamentalmente incorreta.

Exemplos significativos incluem:

* A crenca de que a multiplicacdo sempre resulta em um nimero maior (falha ao compreender
a multiplicacdo por fragdes ou nlimeros negativos)

* A noc¢ao de que a divisdo sempre produz um resultado menor que o dividendo (sem
considerar casos como divisao por fracdes menores que 1)

* A ideia de que equagdes algébricas s6 podem ter uma solucao

2.3 ARVORES DE EXPRESSAO

Uma érvore de expressdo € uma estrutura de dados em forma de drvore bindria, utilizada
para representar expressoes matemdticas. Uma drvore bindria € uma drvore em que cada né pode
ter no maximo dois filhos, chamados de filho esquerdo e filho direito (Knuth, 1998). Na arvore
de expressdo, cada n representa um operador, enquanto as folhas representam os operandos, ou
seja, as constantes e varidveis da expressdo. Na Figura 2.2, podemos observar um exemplo da
representacao da equacao 2x + 3x = 6 em uma arvore de expressao.

Usar uma drvore de expressdo para representar uma expressao matematica apresenta
diversas vantagens. Primeiramente, permite uma avaliacdo facil da expressdao ao percorrer a
arvore e realizar as operacdes em uma ordem natural. Além disso, permite uma modificacio facil
da equacdo, como mudar a ordem das operacdes ou adicionar, ou remover termos, € possibilita a
simplificacdo da expressao aplicando identidades e regras matematicas.

Adicionalmente, usar arvores de expressao para representar expressoes matematicas
esclarece a ordem das operacoes (Lample e Charton, 2019). Consequentemente, considera
a precedéncia e associatividade e elimina a necessidade de parénteses. Pesquisas anteriores
indicaram que a representacdo de expressdes matemadticas na resolucao de problemas pode
influenciar os resultados de algoritmos de aprendizagem de méaquina (Gomes e Jaques, 2020).

Como mencionado na Sec¢do 2.2, em matemadtica, um misconception estd associado
a estrutura da equacgdo e nao aos valores numéricos. Dessa forma, a utilizagdo da arvore de
expressao nos permite representar essas equagoes de maneira estruturada e sem ambiguidades
em relacdo as operagdes (Lample e Charton, 2019).
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Figura 2.2: Representacdo da equacdo 2x + 3x = 6 em uma arvore de expressao

2.4 CLUSTERING

A clusterizacdo, também conhecida como andlise de agrupamento, € uma técnica
fundamental na drea de aprendizado de mdquina e mineracao de dados. Trata-se de um processo
de agrupamento de objetos ou dados similares em clusters, com base em suas caracteristicas
ou propriedades comuns. Essa técnica visa principalmente encontrar estruturas ou padrdes
intrinsecos nos dados, sem a necessidade de rétulos ou categorias predefinidas. Ela permite
identificar grupos naturalmente formados nos dados, o que pode levar a uma melhor compreensao
dos fendmenos subjacentes e auxiliar na tomada de decisdes (Aggarwal e Reddy, 2014).

Existem vérias abordagens para realizar a clusterizacio, e a escolha do método depende
das caracteristicas dos dados e dos objetivos do problema em questdo. Nesta secdo, discutiremos
brevemente alguns dos principios e abordagens utilizados nesse trabalho.

2.4.1 Breathing KMeans

O algoritmo Breathing KMeans (BKMeans) € uma versao aprimorada do tradicional
K-Means, projetado para resolver as limitacdes relacionadas a inicializa¢ao dos centroides e a
convergéncia em dados complexos. O BKMeans introduz uma estratégia de “respiracido”, onde
novos centroides sdo adicionados em dreas de alto erro (etapa de inspirag¢do) e centroides de baixa
utilidade sdao removidos (etapa de expiragdo), permitindo uma adaptacao dinamica e ndo local dos
centroides. Diferentemente do algoritmo tradicional, que depende fortemente da inicializacdo
dos centroides e pode exigir multiplas execugdes para alcangar resultados precisos, o BKMeans
executa essas etapas iterativamente para refinar e melhorar a qualidade dos clusters de maneira
mais eficiente. Além disso, mantém a simplicidade do K-Means, utilizando a inicializacio e
ajustando a profundidade de respiracdo para equilibrar a qualidade da solu¢do e o tempo de
computag¢do. Como resultado, nao sé produz melhores resultados de clusterizacdo, mas também
reduz significativamente o tempo de execuc¢ado, tornando-se uma alternativa melhor para tarefas
de clusterizagdo complexas (Fritzke, 2020).

2.4.2 K-Modes

O K-Modes € um algoritmo de clusterizagcao especificamente projetado para agrupar
dados categoricos, sendo uma extensao do algoritmo K-Means tradicional. No K-Modes, a
distancia entre os pontos € calculada com base na dissimilaridade dos atributos categoricos,
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utilizando uma medida de distancia baseada em modos, ao invés da distancia euclidiana usada
no K-Means. Esse algoritmo visa particionar os dados em K clusters, onde cada cluster é
representado por um modo, sendo o valor mais frequente para cada atributo no cluster. O
processo de clusterizacdo envolve a selecdo inicial de centroides, a atribui¢ao de pontos de dados
ao cluster mais similar e a atualizagdo iterativa dos modos até a convergéncia. Essa abordagem ¢
particularmente qtil para lidar com conjuntos de dados que contém varidveis categéricas. De
acordo com Huang, o K-Modes mantém a eficiéncia do K-Means enquanto adapta o algoritmo
para lidar com a natureza discreta e nao ordenada dos dados categéricos, garantindo resultados
localmente 6timos e uma aplicacao mais ampla em diversos contextos praticos (Huang, 1997,
Wang, 2009).

2.4.3 Clusterizacao Baseada em Densidade

O DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) é um
algoritmo de clusterizacdo baseado em densidade que consegue descobrir clusters de forma
arbitrdria em um conjunto de dados. Essa abordagem € especialmente titil quando os clusters t€ém
formas irregulares ou quando a quantidade de clusters € desconhecida. A principal vantagem do
DBSCAN ¢ que ele nao requer que o nimero de clusters seja especificado previamente.

O funcionamento do DBSCAN envolve dois parametros principais: o raio (epsilon), que
define a vizinhan¢a de um ponto de dados, € o nimero minimo de pontos (MinPts) que um ponto
deve ter em sua vizinhancga para ser considerado um ponto central de um cluster. O algoritmo
DBSCAN opera da seguinte maneira: um ponto € considerado um ponto central se possui pelo
menos MinPts em sua vizinhanga. Para cada ponto central, o DBSCAN tenta expandir o cluster
agregando pontos densamente conectados. Se um ponto estd no raio de um ponto central, ele é
adicionado ao cluster. Pontos que nao pertencem a nenhum cluster sdo considerados ruido ou
outliers. No entanto, a eficicia do DBSCAN depende da escolha adequada dos parametros, que
podem ser dificeis de determinar sem conhecimento prévio do conjunto de dados (Ester et al.,
1996; Khan et al., 2014).

2.4.4 1Indice de silhueta

O Indice de silhueta (Silhouette Score) é uma métrica amplamente utilizada para avaliar a
qualidade de clusters formados por algoritmos de agrupamento, medindo o quao similar um ponto
€ ao seu proprio cluster (coesdo) em compara¢ao com outros clusters (separacdo). Essa métrica
fornece uma forma intuitiva de entender a proximidade dos pontos dentro do mesmo cluster e a
separagdo entre clusters diferentes. O indice varia de -1 a 1, no qual valores altos (préximos a 1)
indicam que os pontos estdo bem agrupados e separados de outros clusters, sugerindo uma boa
estrutura. Valores préximos a 0 indicam clusters sobrepostos, € valores negativos sugerem que
muitos pontos podem estar no cluster errado. Esta métrica € especialmente ttil para comparar a
desempenho de diferentes algoritmos, como BKMeans, DBSCAN e K-Modes, e também para
determinar o ndmero ideal de clusters. Além disso, o Silhouette Score pode ser visualizado
graficamente, facilitando a interpretacio e validagao dos resultados (Rousseeuw, 1987).

2.5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais que embasam o presente
trabalho. Iniciamos com uma discussao sobre Sistemas Tutores Inteligentes, com foco especial
no sistema PAT2Math, que serviu como fonte dos dados analisados nesta pesquisa. Em seguida,
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exploramos o conceito de misconceptions na matemética, diferenciando-os de simples erros e
apresentando as principais categorias tedricas propostas na literatura.

Também introduzimos as arvores de expressao como uma forma estruturada de repre-
sentar equagdes algébricas, destacando suas vantagens para a andlise computacional de padrdes
matemadticos. A combinagdo destes trés elementos tedricos fornece o alicerce para a metodologia
desenvolvida neste trabalho.

A compreensdo dos STIs e seu funcionamento € crucial para contextualizar a origem e
natureza dos dados utilizados. O entendimento das misconceptions matematicas define o que
estamos buscando identificar, enquanto as arvores de expressao oferecem o meio através do qual
podemos representar e analisar as equagdes algébricas de forma estruturada.

Por fim, apresentamos os fundamentos tedricos e técnicos que sustentam a metodologia
de nossa pesquisa, com uma exploracdo aprofundada das técnicas de clustering, detalhando
métodos essenciais como o Breathing KMeans, K-Modes, DBSCAN e a métrica de Indice de
Silhueta. Cada um desses algoritmos oferece abordagens distintas para agrupamento de dados,
revelando diferentes estratégias para identificar padrdes e estruturas em conjuntos de dados
complexos. A compreensao dessas técnicas de clustering € crucial para o desenvolvimento de
nossa abordagem de identificacdo de misconceptions matematicas.

No préximo capitulo, abordaremos os trabalhos relacionados, contextualizando nossa
pesquisa no panorama mais amplo dos estudos sobre detec¢cdo de misconceptions em sistemas de
tutoria inteligente. Essa revisao permitird situar nossa contribuicao metodoldgica em relacio aos
avangos existentes na darea de educacdo matemadtica assistida por tecnologia.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Esta sec@o descreve os trabalhos relacionados ao presente estudo, que descrevem
métodos para identificacdo de misconceptions em diferentes dreas de estudo. Para a selecao dos
trabalhos descritos foram utilizadas as palavras-chave misconceptions diagnosis, mathematical
misconceptions, algebra misconceptions € machine learning na busca de artigos no Google
Académico e nas bibliotecas digitais cientificas SOL, ACM, IEEE e Springer. Os trabalhos foram
pré-selecionados com base no seu titulo e aps uma nova selecao foi realizada a partir da leitura
do resumo.

3.1 FELDMAN ET AL. (2018): SINTESE DE PROGRAMAS

O trabalho de Feldman et al. (2018) visou identificar misconceptions desconhecidas
na literatura. Foram realizados dois experimentos principais. O primeiro experimento tentou
gerar programas de reconstrucdo para 40 erros catalogados por Ashlock (Ashlock, 1990),
um pesquisador reconhecido por seu trabalho extensivo na andlise e classificacdo de erros
sistemdticos no aprendizado de matemadtica. Ashlock desenvolveu uma taxonomia abrangente de
erros matematicos comuns, com foco especial nos padrdes recorrentes observados em estudantes
do ensino fundamental. O primeiro experimento tentou gerar programas de reconstru¢do para 40
erros descritos por Ashlock, enquanto o segundo experimento usou dados de estudantes coletados
pela MetaMetrics. O trabalho propds uma forma de identificacdo de misconceptions, explorando
as respostas dos estudantes e analisando todos os possiveis caminhos para obter tais respostas. A
identificacdo de misconceptions foi realizada por meio de uma abordagem de sintese de programas,
que reconstréi procedimentos 16gicos potencialmente empregados pelos alunos, baseando-se
exclusivamente nas respostas finais fornecidas. Esta metodologia permite a anélise de caminhos
conceituais possiveis para elucidar as concepgdes equivocadas na resolucdo de problemas de
matematica. O primeiro experimento visou medir quantas misconceptions conhecidas foram
identificadas. Eles conseguiram identificar 28 das 40 misconceptions conhecidas (70%). Para o
segundo experimento, utilizaram-se dados de estudantes coletados do sistema de aprendizagem
MetaMetrics. Os dados compreenderam as respostas de 296 alunos para 32 problemas de adi¢ao
e subtracdo. Grupos de solugdes com trés ou mais solugdes do mesmo aluno foram definidos,
resultando em 868 grupos, dos quais 111 apresentaram pelo menos uma misconception. Os
resultados indicaram que o algoritmo conseguiu reconstruir a soluc¢do para 86% dos grupos,
dos quais 77 foram classificados como precisos (o algoritmo reconstruiu a misconception
corretamente) e parcialmente precisos (a reconstru¢ao nao representou o processo de solucao
real). Os autores observaram que o MetaMetrics permite apenas a entrada da solugao final
do problema ¢ uma limitacdo, uma vez que 0s passos no processo de resolucdo dos alunos,
que poderiam ajudar na identificacdo de misconceptions, sao omitidos. A solucdo proposta
também pressupde que todos os problemas dentro do mesmo grupo sao resolvidos de maneira
semelhante, o que nem sempre € verdadeiro. Assim, o ruido algoritmico pode ser produzido por
erros aleatdrios que ndo sdo resultados de misconceptions. Esse estudo inova na identificacdo de
misconceptions desconhecidos na literatura, empregando uma abordagem analitica das respostas.
A relevancia deste trabalho para o trabalho proposto estd na sua abordagem sistemaética e na
utilizacdo de dados reais de estudantes.
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3.2 ANDERSSON E JOHANSSON (2015): CLUSTERIZACAO

O trabalho de Andersson e Johansson (2015) objetivou identificar misconceptions em
um ambiente inteligente de aprendizagem projetado para ensinar matemdtica a criancas de 6 a 10
anos, por meio de uma versao digitalizada do jogo bancédrio Montessori, onde os alunos executam
operagdes de adi¢do e subtracdo com material concreto simulado. Para identificar misconceptions,
o estudo analisou caracteristicas como a configuracao atual dos elementos no tabuleiro interativo,
os itens nas dreas de troca, a resposta dada ao problema matematico, e a quantidade de elementos
nas dreas especificas para trocas. Os autores propuseram o uso de técnicas de agrupamento para
agrupar erros e identificar misconceptions relacionadas a esses erros. Uma primeira solugao
foi desenvolvida utilizando o algoritmo k-means, que exigia que o ndmero de clusters de dados
existentes fosse conhecido antecipadamente. A segunda implementacdo utilizou o algoritmo
DBSCAN, que determinou automaticamente o nimero de clusters, mas exigia o conhecimento
de certos valores de pardmetros. Os autores fizeram uma modificacdo adicional empregando
uma variante fuzzy de DBSCAN (FN-DBSCAN), que atribui um nivel de confianca a cada erro
associado a um cluster. No entanto, em um teste com usudrios reais, o algoritmo nio foi capaz de
identificar misconceptions, possivelmente devido ao pequeno nimero de pontos de dados de
diferentes alunos. Para uma avaliacdo mais precisa da solucao, os autores desejavam testd-la
com misconceptions comuns. Portanto, eles criaram usudrios simulados com misconceptions
conhecidas. Apds vinte iteracdes, o sistema identificou 107 erros e uma possivel misconception.
Ap6s quarenta rodadas, foram identificados 206 erros e trés possiveis misconceptions. Os autores
concluiram que o algoritmo se comporta melhor analisando os dados do usudrio a longo prazo.
Focando em um ambiente de aprendizagem inteligente para criancas, esse trabalho utiliza técnicas
de agrupamento para identificar misconceptions. As implementacoes dos algoritmos k-means e
DBSCAN sao diretamente aplicdveis ao trabalho proposto, porém aplicados em um diferente
contexto.

3.3 ELMADANI ET AL. (2012): MINERACAO DE DADOS

Elmadani et al. (2012) emprega mineracao de dados para identificacao de misconceptions
no EER-Tutor, utilizado para ensinar criacdo de modelos conceituais de banco de dados (Entidade-
Relacionamento - ER) e caracterizado como um STI baseado em restricdes. A interface de
entrada do sistema permite que os usudrios criem esquemas EER que satisfazem um conjunto
de requisitos e submetam suas solugdes, que sdo verificadas quanto a violagdes de restrigoes.
Essas restricdes avaliam a solu¢do do estudante em termos de corre¢do semantica e sintdtica. O
sistema registra informagdes detalhadas de cada sessao, incluindo cada tentativa do estudante
em cada problema e seu resultado, bem como o histérico de cada restricao violada. Embora
ele forneca feedback para erros de temporizagdo, ele nao pode determinar se esses erros sao
devidos a misconceptions. Os autores usaram o algoritmo FP-Growth de mineragdo de regras
para identificar possiveis misconceptions com base nas relagcdes mais comuns entre violacdes de
restricoes nos modelos ER construidos pelos alunos. O banco de dados consiste em registros
detalhados de 1135 modelos de estudantes e as viola¢des de restri¢cdes associadas. Um especialista
analisou os dados para identificar possiveis misconceptions sobre os erros coletados. O préximo
passo foi gerar regras de associa¢cdo com um nivel minimo de confianga de 0,9. O processamento
de dados realizado pelo algoritmo gerou 912 conjuntos. Em média, uma restri¢do apareceu em
44 conjuntos. O maior nimero de ocorréncias foi de 238; eles apareceram no trabalho de pelo
menos 6700 alunos sendo considerados misconceptions. Os autores comecaram a desenvolver
uma hierarquia baseada em resultados, indicando que uma violag@o de restricdo no topo de
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uma hierarquia pode indicar que o resto do ramo estd errado. Os especialistas analisaram os
resultados e os consideraram satisfatorios. Nesse estudo € destacada a aplicabilidade de técnicas
de mineracdo de dados na identificacdo de padrdes de erro. Essa abordagem € particularmente
relevante devido ao foco na andlise de padroes de respostas erradas, sendo um dos aspectos
centrais da proposta atual.

3.4 GOMES E JAQUES (2020): CLUSTERIZACAO COM DADOS NORMALIZADOS

O trabalho de Gomes e Jaques (2020) € o mais semelhante e também usa algoritmos
de clustering para identificar misconceptions algébricas em um sistema de tutoria baseado em
etapas que ajuda os alunos a resolver equacdes passo a passo. Neste trabalho, as equagdes foram
normalizadas e agrupadas com k-modes. Para os testes, recuperaram apenas os registros nos
quais o aluno digitou a resposta errada. Os dados consistem em etapas de resolucdo de equacdes
de primeiro grau e feedback minimo do tutor (se um passo estava correto ou incorreto). Os
resultados indicaram ser possivel identificar misconceptions automaticamente com clustering.
No entanto, a estrutura interna usada para representar a equagao e o grande nimero de termos
especiais em uma equacao (por exemplo, parénteses) levaram a alguns problemas e resultados
incorretos. Embora este seja o trabalho mais semelhante, nosso trabalho difere em dois aspectos.
Primeiro, usa uma drvore de expressao para representar as etapas de resolu¢ao de problemas
dos alunos em vez da normalizacdo das equacdes. O trabalho de Gomes e Jaques (2020) usa
equacoes normalizadas, mas sem tratamento para caracteres especiais. Essa decisdo levou a
saidas com estrutura inconsistente. Além disso, esses termos adicionais em uma equacao tornam
a representacao maior para cada entrada, tornando-a mais dificil de agrupar. Segundo, o trabalho
proposto usa o algoritmo DBSCAN em vez do k-modes. O uso de clustering categérico (k-modes)
resulta em clusters que tém alguns resultados ruidosos que, em alguns deles, ndo representam
um cendrio real ou uma misconception. Ja com o uso do DBSCAN, uma das suas vantagens €
lidar melhor com dados ruidosos. Isso ocorre porque o DBSCAN nao exige que todos os pontos
de dados em um cluster tenham a mesma forma. Como resultado, o DBSCAN pode identificar
clusters que nao sdo perfeitamente esféricos, gerando menos ruido.

3.5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho realizou uma revisao de estudos que empregam algoritmos para identi-
ficacdo de misconceptions em problemas matemdticos. As metodologias abordadas incluem
o uso de arvores de expressdo, técnicas de agrupamento e algoritmos de mineragdo de dados.
Os trabalhos citados sdo relevantes para o atual projeto, pois cada um desses estudos aborda
a identificacdo de misconceptions na drea da matematica utilizando diferentes metodologias e
ferramentas, fornecendo informagdes e abordagens que podem ser comparadas ou até mesmo
integradas na metodologia proposta.

Por exemplo, o trabalho de Feldman et al. (2018) prop6s uma abordagem para identificar
misconceptions, explorando as respostas dos alunos e analisando todas as possiveis solugdes
para um problema. J4 Andersson e Johansson (2015) utilizaram técnicas de agrupamento para
agrupar erros e identificar misconceptions. Elmadani et al. (2012) utilizou o algoritmo FP-Growth
(de mineracgdo de regras) para identificar possiveis misconceptions com base nas relagdes mais
comuns entre violacdes de restri¢des nos modelos ER construidos pelos alunos.

O trabalho proposto difere das abordagens anteriores em dois aspectos. Primeiramente,
adota o use de arvores de expressao para representar as etapas de resolucdo de problemas dos
alunos, oferecendo uma alternativa a normalizagdo de equagdes, conforme explorado em Gomes
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e Jaques. Adicionalmente, utiliza o algoritmo DBSCAN para o agrupamento das solucdes, em
contraste ao k-modes, que apresenta alguns resultados ruidosos e inconsistentes, que pode ser
uma alternativa vidvel e eficaz para identificar de forma automatica, sem interven¢do humana,
misconceptions em problemas matematicos.

Tabela 3.1: Comparacao trabalhos relacionados

Trabalho

Método de Aprendi-
zado de Mdquina

Area de Estudo

Algoritmos

Feldman et al.
(2018)

Andersson e Johans-
son (2015)

Elmadani et al.
(2012)

Gomes e Jaques
(2020)
Trabalho Proposto

Andlise de respostas

Agrupamento

Mineracdo de regras

Agrupamento

Agrupamento de 4r-
vores de expressao

Diversas areas

Matematica basica

Criacdo de modelos
conceituais de Banco
de Dados

Resolucdo de equa-
coes
Resolucdo de equa-
coes

Exploracdo de cami-
nhos

K-means, DBSCAN,
FN-DBSCAN

FP-Growth, Regras
de Associacdo

K-Modes

DBSCAN, K-Modes,
BKMeans

Analisando a Tabela 3.1, podemos observar alguns padrdes significativos. A maioria dos
trabalhos recentes nesta drea tem adotado técnicas de agrupamento (clustering) como abordagem
principal para identificacdo de misconceptions, embora com variacdes nos algoritmos especificos
empregados. Esta tendéncia reflete a adequagdo das técnicas ndo supervisionadas para descobrir
padrdes naturais em dados educacionais sem depender de categorizacdes prévias.

Em termos de dreas de aplicacdo, poucos trabalhos focam especificamente na resolugao
de equacdes algébricas, ressaltando a contribui¢@o potencial do presente estudo.

Quanto aos algoritmos, nota-se uma evolugao da aplicacdo de técnicas mais simples
para abordagens mais sofisticadas e especializadas. O trabalho de Andersson e Johansson (2015)
ja explorava a comparacao entre diferentes algoritmos de clustering (K-means, DBSCAN e
FN-DBSCAN), estabelecendo um precedente importante para nossa abordagem comparativa.

Ao analisar as limita¢des destes trabalhos, identificamos alguns padrdes recorrentes:

* Dependéncia de dados completos: O trabalho de Feldman et al. (2018) demonstra
limitacdes por basear-se apenas nas respostas finais dos estudantes, sem acesso aos passos
intermedidrios. Esta dependéncia de dados completos restringe a capacidade de identificar
misconceptions que se manifestam durante o processo de resolucao.

* Necessidade de grandes volumes de dados: Andersson e Johansson (2015) demonstraram
que seus algoritmos necessitavam de grandes volumes de dados coletados ao longo do
tempo para identificar padrdes significativos, o que pode limitar a aplicabilidade em
cendrios com dados escassos.

* Intervenciao humana na interpretacao: Elmadani et al. (2012) ainda dependia significa-
tivamente de especialistas humanos para interpretar os resultados e confirmar a presenca
de misconceptions, limitando a automatiza¢do completa do processo.
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* Representacao inadequada das estruturas: O trabalho de Gomes e Jaques (2020)
enfrentou desafios na representacdo adequada de estruturas matemadticas complexas,
particularmente com operadores especiais e parénteses, resultando em clusters com
inconsisténcias estruturais.

Nossa proposta atual busca superar estas limitagdes através de uma representagdo mais
robusta baseada em arvores de expressao e da comparagao sistemdtica de multiplos algoritmos
de clustering. Esta abordagem permite capturar com fidelidade a estrutura hierarquica das
expressOes matematicas, reduzir a necessidade de interven¢do humana na interpretacao dos
resultados, e identificar misconceptions mesmo com volumes moderados de dados.
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4 METODO

Este trabalho propde a comparacao de diferentes algoritmos de clustering para identificar
misconceptions algébricas no log de respostas dos estudantes em um sistema de tutoria baseado
em etapas. Também utilizamos a estrutura de arvore de expressao para representar as etapas de
resolucao de problemas dos estudantes.

As etapas para o desenvolvimento do trabalho consistem em: (1) coleta de dados, (2)
pré-processamento e representacdo das equacdes utilizando arvores de expressdo. A partir dessa
representacdo, (3) fazemos a extracao e vetorizacao das caracteristicas dessas expressoes, (4)
aplicamos as transformacdes necessdrias para cada algoritmo. Com os dados representados
corretamente para cada teste, (5) aplicamos os algoritmos de clusterizagdo para identificar os
padroes das equacdes representando misconceptions. E, por fim, (6) aplicamos uma métrica de
avaliacdo da qualidade dos agrupamentos (Silhouette Score), e (7) analisamos qualitativamente os
agrupamentos gerados, investigando se os padroes identificados pelos algoritmos correspondem
aos misconceptions esperados e verificando a consisténcia dos grupos formados. Essas etapas
sdo explicadas mais detalhadamente nas préximas subsecoes.

4.1 COLETA DE DADOS

Como explicado na Secdo 2.1, o PAT2Math € um STI que auxilia os estudantes na
resolucdo de equacdes de primeiro grau, ou seja, fornece assisténcia para cada etapa da resolugao
do problema pelo aluno na forma de um feedback minimo (certo ou errado), feedback de erro e
dicas quando o aluno fica bloqueado e nao sabe como proceder.

A coleta de dados para este estudo foi realizada entre fevereiro de 2017 e maio de 2019,
em escolas da rede publica da regido metropolitana de Porto Alegre. Durante o periodo de coleta,
os estudantes utilizaram o sistema PAT2Math como parte regular de suas atividades curriculares
de matemdtica, sob a supervisao de seus professores. No total, os estudantes resolveram 330
equacoes diferentes, distribuidas em diversos niveis de dificuldade conforme a progressao do
conteudo programatico. Estas equacdes variavam desde formas simples como x +a = b até
estruturas mais complexas envolvendo fragdes, miltiplas operacdes e parénteses. A interacao
dos estudantes com o sistema gerou um conjunto de dados abrangente, contendo 1.319 registros
de passos incorretos, utilizados para a anélise neste trabalho.

Para cada etapa do aluno, o banco de dados PAT2Math armazena um registro. O registro
de cada etapa tem o ID do aluno, o nivel de dificuldade da equacao, a etapa atual fornecida pelo
aluno, sua etapa anterior e o feedback minimo fornecido pelo PAT2Math para a etapa (se esta
certo ou errado). Devemos primeiro detectar e avaliar o erro que o aluno cometeu para identificar
uma concepgao errada. Consequentemente, s precisamos recuperar os registros onde a etapa
atual estd errada. Entdo, neste estudo, usamos as etapas erradas e anteriores.

A Tabela 4.1 apresenta uma amostra representativa dos dados coletados do sistema
PAT2Math para andlise neste estudo. Cada linha da tabela contém um par de passos sequenciais
na resolucdo de uma equacao algébrica por um estudante, onde a coluna “Passo Anterior”
representa a equacdo em um determinado estdgio da resolucdo. Este € o passo que o estudante
havia completado corretamente ou que estava tentando modificar. E a coluna “Passo Errado”
representa a etapa de resolucao identificada pelo sistema como incorreta. Este passo contém o
erro ou misconception que procuramos identificar.



31

Tabela 4.1: Exemplos dos dados coletados

Passo Anterior | Passo Errado
x+7=12 x=12+7
Xx+3=15 x=15+3
x=15-8 X=2
X+5=-4 x=-4+5
x=-4-5 x=-1
x=-4-5 x=1
x=-4-5 x=5
x=-11-7 x =18
x=-11-7 x=18
X+6=-12 x=12-6
X+6=-12 x=-12+6

A andlise destes pares permite identificar padrdes sistemdticos de erro que revelam
misconceptions especificas. Por exemplo, nas duas primeiras linhas da tabela, observamos o
mesmo padrao de erro: ao tentar isolar a varidvel x, o estudante move o termo constante para
o outro lado da equagdo sem inverter a operagdo, resultando em uma adi¢cdo quando deveria
ser uma subtracdo. Este € um exemplo cldssico de misconception na aplicagcdo das regras de
manipulacdo algébrica.

Também podemos observar outros tipos de erros, como cdlculos aritméticos incorretos
(por exemplo, x = 15 — 8 resultando em x = 2 em vez de x = 7), e erros de sinal nas operagdes
com numeros negativos (como x = —4 — 5 calculado como x = —1, x = 1 ou x = 5, quando o
resultado correto seria x = —9).

4.2 PRE-PROCESSAMENTO DOS DADOS

Uma das principais etapas desse trabalho € o pré-processamento dos dados de entrada,
dividido em trés etapas: 1) padronizacdo das equacoes, 2) criagdo de drvores de expressao e 3)
extragdo e 4) vetorizacdo das caracteristicas das equacoes.

Na primeira etapa (Etapa 1), a equagao foi padronizada substituindo valores numéricos
por letras. Uma falsa concepc¢ao algébrica nao depende dos valores numéricos dos termos de
uma equacdo. Portanto, x + 3 = 6 e x + 2 = 4 representam equagOes isomorficas, que podem
ser denotadas por x + a = b, 0 que ainda permite identificar a falsa concepcao. Isso é possivel
porque expressdes matematicas, como equagdes, possuem uma forma estruturada diferente de
respostas textuais.

Na segunda etapa (Etapa 2), a equagao foi representada como uma arvore de expressao
usando a notagdo pds-fixa, também conhecida como “notagdo polonesa reversa” (NPR). Uma
arvore de expressdo ¢ uma maneira de representar expressoes matematicas em uma estrutura
hierdrquica semelhante a uma 4rvore. Cada né interno da arvore representa um operador e cada
no folha representa um operando. Usar uma drvore de expressdo para representar uma expressao
matemadtica tem varias vantagens. O uso de drvores de expressao para representar expressoes
matemadticas esclarece a ordem das operagdes (Lample e Charton, 2019). Consequentemente,
cuida da precedéncia e associatividade e elimina a necessidade de parénteses. Pesquisas anteriores
indicaram que a representacdo da expressao matemadtica na resolucao de problemas pode ter
um efeito nos resultados dos algoritmos de aprendizado de maquina (Gomes e Jaques, 2020).
A NPR ¢é uma notacdo matematica na qual os operadores seguem seus operandos. Ela ndo
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precisa de parénteses como as notacoes infixas, tornando seu uso mais simples para algoritmos
de aprendizado de maquina.

Na terceira etapa (Etapa 3), caracteristicas sdo extraidas das arvores de expressao
resultantes. As caracteristicas incluem o nimero total de nds, a contagem de operadores, a
contagem de varidveis e a profundidade da drvore. Em seguida, (Etapa 4) essas caracteristicas
sdo vetorizadas, transformando as caracteristicas extraidas em uma matriz numérica, facilitando
o processamento com algoritmos de clustering.

Abaixo estd um exemplo ilustrando cada uma das etapas realizadas, utilizando a equagao
"x + 5 = 7" como referéncia.

1. Padronizacao das equacoes: A equacdo "x + 5 = 7" é padronizada para "x + a
= b".

2. Criacao de arvores de expressao:

Exemplo de drvore de expressdo para a equagdo x + a = b:

/ N\

/N

3. Extracao e vetorizaciao das caracteristicas:

1 { "total_nodes’: 5,

2 "operator_count’: {’'=": 1, '+': 1},
3 "variable_count’: 2,

4 "depth’: 2 }

4. As caracteristicas sao transformadas em vetores numéricos: [5, 1, 1, 2, 2]

4.3 CLUSTERING

Para o agrupamento, foram utilizados trés algoritmos distintos: DBSCAN, k-modes e
BKMeans. Cada um desses algoritmos possui caracteristicas e parametros especificos, os quais
sdo detalhados a seguir.

4.3.1 DBSCAN

O Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise (DBSCAN) é um método
de agrupamento baseado em densidade que identifica clusters em um conjunto de dados ao
detectar regides de alta densidade separadas por regides de baixa densidade. O algoritmo é
particularmente eficaz em identificar clusters de formas arbitrdrias e € robusto a ruidos e outliers.

O processo do DBSCAN inicia selecionando um ponto aleatério e, em seguida, identifica
todos os pontos que estdo em uma distancia e deste ponto. Se o niimero de pontos dentro desse
raio for igual ou superior a um nimero minimo de pontos (minPts), um novo cluster € formado.
Este processo € repetido para cada ponto no cluster recém-formado, expandindo-o até que nao
haja mais pontos que satisfacam os critérios de densidade. Pontos que ndo pertencem a nenhum
cluster sdo considerados ruido.
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Uma caracteristica distintiva do DBSCAN, em comparac¢do com algoritmos como o
k-modes, é que nao é necessario definir o niimero de clusters a priori. No entanto, ¢ fundamental
definir os seguintes parametros:

* € (eps): distdncia maxima para que um ponto seja considerado vizinho de outro ponto no
cluster. Neste trabalho, utilizamos € = 0,3.

* minPts: nimero minimo de pontos necessarios para formar um cluster denso. Utilizamos
minPts = 2.

Esses valores foram escolhidos com base em experimentagdes preliminares para
equilibrar a sensibilidade do algoritmo na detec¢do de clusters significativos nos dados.

4.3.2 K-MODES

O algoritmo k-modes é uma extensdo do k-means projetada para lidar com dados
categéricos. Em vez de utilizar a distancia euclidiana, como no k-means, o k-modes utiliza uma
medida de dissimilaridade adequada para varidveis categdricas, como a distancia de Hamming.
O algoritmo agrupa os dados atribuindo cada ponto ao cluster cujo modo (valor mais frequente)
€ mais proximo, atualizando os modos iterativamente para minimizar a dissimilaridade total
dentro dos clusters.

Os principais parametros do k-modes sao:

¢ k: nimero de clusters. Neste estudo, definimos k = 100.

* init: método de inicializacdo dos modos. Utilizamos o método Huang’, adequado para
conjuntos de dados categoricos.

* n_init: nimero de vezes que o algoritmo serd executado com diferentes modos iniciais.
Definimos n_init = 5 para aumentar a probabilidade de encontrar uma solu¢do 6tima.

4.3.3 BREATHING KMEANS (BKMEANS)

O Breathing KMeans (BKMeans) € uma variante do k-means que incorpora um
mecanismo de “respiragdo” para ajustar dinamicamente os tamanhos dos clusters durante o
processo de agrupamento. Isso permite que o algoritmo lide melhor com dados que possuem
clusters de diferentes tamanhos e densidades.

Os parametros principais para o BKMeans sao:

¢ k: ntmero inicial de clusters. Utilizamos k£ = 100.

* breathing_rate: taxa de respiracdo utilizada para ajustar dinamicamente o tamanho dos
clusters. Usamos breathing_rate = 5, um valor que pondera entre qualidade e tempo de
execucgao.

* tolerance: critério de convergéncia para parar as iteracdes. Usamos o valor padrio de
0,0001.

A escolha de k = 100 para ambos os algoritmos foi fundamentada na busca por um
equilibrio entre a granularidade dos clusters e a interpretabilidade dos resultados, com base
em andlises anteriores. Ao iniciar com um nimero maior de clusters, os algoritmos t€ém a
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flexibilidade de identificar padrées mais especificos e sutis nos dados, o que € especialmente
relevante em conjuntos de dados complexos ou heterogéneos. Esse valor elevado de k permite que
os algoritmos explorem uma variedade maior de possiveis agrupamentos, refinando iterativamente
os clusters para melhor representar a estrutura intrinseca dos dados. Além disso, utilizar o mesmo
valor de k em ambos os algoritmos, facilita a comparacao direta dos resultados, proporcionando
uma avaliacdo consistente do desempenho e capacidade de identificagdo de padrdes nos dados.

4.4 METRICA DE AVALIACAO: SILHOUETTE SCORE

Para avaliar a qualidade dos agrupamentos obtidos pelos algoritmos de clusterizacao,
utilizamos o Silhouette Score (Rousseeuw, 1987), uma métrica que fornece uma interpretacao e
validagdo da consisténcia dos dados nos clusters identificados. Essa métrica € baseada em uma
andlise da coesdo (distancia média do ponto aos demais pontos do mesmo cluster) e da separagdo
(menor distdncia média do ponto aos pontos de outros clusters). O Silhouette Score varia de -1 a
1 e fornece uma medida da qualidade do agrupamento para cada ponto.

Valores proximos de 1 indicam que o ponto estd bem alocado dentro de seu cluster
e bem separado dos outros clusters, sugerindo uma boa definicdo dos agrupamentos. Valores
proximos de 0 indicam que o ponto estd na fronteira entre clusters, sem uma clara distingao.
Valores negativos sugerem que o ponto pode ter sido atribuido ao cluster incorreto, indicando um
possivel erro de agrupamento.

O Silhouette Score médio de todos os pontos fornece uma medida geral da qualidade do
agrupamento. Um valor médio elevado indica que os clusters estao bem definidos e separados
entre si.

No contexto deste trabalho, calculamos o Silhouette Score médio apds aplicar cada
algoritmo de clusterizacdo aos dados, o que nos permitiu:

* Comparar a eficdcia dos diferentes algoritmos, observando qual algoritmo produz clusters
com maior coesdo interna e melhor separacio externa.

* Avaliar a adequagdo dos pardmetros escolhidos, como o valor de k nos algoritmos k-modes
e BKMeans, verificando se esses valores resultam em uma estrutura de clusters significativa.

Como o Silhouette Score depende das distancias entre os pontos, a escolha da medida de
distancia apropriada e a padronizagdo dos dados sdo cruciais para obter uma avaliagdo confidvel.
Nos algoritmos que utilizam distancias métricas (como BKMeans e DBSCAN), asseguramos a
padronizacdo dos dados para evitar que caracteristicas com magnitudes maiores influenciassem
indevidamente o cdlculo das distancias.

4.5 PSEUDOCODIGO

O pseudocddigo apresentado no Cédigo 1 ilustra as etapas necessdrias para realizar a
clusterizacdo de equagdes utilizando os algoritmos KModes, BKMeans ou DBSCAN. A seguir,
apresentamos uma explicacao detalhada de cada parte do pseudocédigo:

1) Funcido carregar_dados: Esta func¢ao € responsavel por carregar as equacoes
que servirdo como entrada para o processo de clusterizagdo. As equacdes podem ser provenientes
de uma base de dados, de um arquivo ou de qualquer outra fonte de dados estruturados.

2) Funcao extrair caracteristicas: Esta fungdo realiza a extragdao das
caracteristicas das equagdes. Para cada equagdo, uma arvore de expressao € gerada utilizando
a funcdo gerar_arvore_expressao, e as caracteristicas relevantes sdo extraidas com a
funcdo extract_features_from_tree. As caracteristicas incluem:
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¢ Numero total de nds na arvore;

Contagem de operadores presentes;

¢ Numero de variaveis utilizadas;

Profundidade méaxima da arvore.

3) Funciao vetorizar caracteristicas: Apds a extracdo, as caracteristicas
das equacodes estdo em formato de diciondrio ou estrutura similar. Esta fungdo converte essas
caracteristicas em uma representacdo vetorial numérica, utilizando técnicas como a vetorizagao
com um DictVectorizer. Isso facilita a andlise pelos algoritmos de clusterizagdo, que requerem
dados numéricos.

4) Funcao padronizar_dados: Alguns algoritmos de clusteriza¢do sio sensiveis a
escala das caracteristicas. Esta funcdo aplica uma padronizagdo aos dados vetoriais, normalmente
utilizando um StandardScaler, para que todas as caracteristicas tenham média zero e variancia
um. A padronizagdo € especialmente necessaria para os algoritmos BKMeans e DBSCAN.

5) Funcdo aplicar_algoritmo_clusterizacao: Esta funcdo aplica o algo-
ritmo de clusterizacao escolhido aos dados. Os passos incluem:

* Inicializar o algoritmo com os pardmetros necessarios (parametros), que podem variar
dependendo do algoritmo (por exemplo, o ndmero de clusters para KModes e BKMeans,
ou eps emin_samples para DBSCAN);

* Executar o método fit_predict para realizar a clusterizacio;

* Calcular a pontuacdo média de Silhouette usando silhouette_score, que avalia a
qualidade dos agrupamentos formados.

6) Funcao main: Esta € a funcdo principal que coordena todo o processo:

» Carrega as equacoes utilizando carregar_dados;
» Extrai as caracteristicas das equacdes com extrair_caracteristicas;
e Vetoriza as caracteristicas através de vetorizar_ caracteristicas;

* Verifica se o algoritmo escolhido € BKMeans ou DBSCAN. Se for, aplica a padronizag¢do
dos dados usando padronizar_dados, pois esses algoritmos sdo sensiveis a escala
das caracteristicas, ou seja, a magnitude dos valores pode influenciar significativamente os
resultados da clusterizagdo. Ao padronizar as caracteristicas, garantimos que nenhuma
delas terd um impacto desproporcional no processo de formagao dos clusters.

* Aplica o algoritmo de clusterizacdo com aplicar_algoritmo_clusterizacao;

* Recebe os clusters resultantes e a pontuacao de Silhouette para analise.

Este pseudocddigo demonstra a aplicacao pratica de diferentes algoritmos de clusteri-
zacdo para agrupar equacOes matematicas, utilizando drvores de expressdo para representar as
caracteristicas estruturais de cada equag@o. Ao converter as equacdes em representacdes vetoriais
e aplicar técnicas de clusterizacgdo, € possivel identificar padrdes e agrupamentos nos dados, o que
pode ser ttil para andlises educacionais e para a identificagdo de erros comuns entre os alunos.
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Algoritmo 1: Algoritmo de Agrupamento (KModes, BKMeans ou DBSCAN)

Data: Equagoes
Result: Clusters e Pontuagdo Silhouette

1 Func¢do extrair_caracteristicas (equations):
2 features = [];

3 foreach equation em equations do

4 tree = gerar_arvore_expressao (equation) ;
5 features.append(extract_features_from_tree(tree));

6 end

7 return features;

8 Funcao vetorizar_caracteristicas (features):
flattened_features = flatten_features(features);

10 X = dict_vectorizer.fit_transform(flattened_features);

1 return X;

12 Fun¢do padronizar_dados (X):
13 X_scaled = standard_scaler.fit_transform(X);
14 return X_scaled;

15 Fun¢do aplicar_algoritmo_clusterizacao (X, parametros) :
16 clusters = algoritmo.fit_predict(X);

17 silhouette_avg = silhouette_score(X, clusters);

18 return silhouette_avg, clusters;

19 Funcao main():

20 equations = carregar_dados ();

21 features = extrair_caracteristicas (equations) ;

22 X =vetorizar_caracteristicas (features);

23 if algoritmo é BKMeans ou algoritmo é DBSCAN then

24 ‘ X =padronizar_dados (X);

25 end

26 silhouette_avg, clusters = aplicar_algoritmo_clusterizacao (X,
parametros) ;

27 Inicio do Programa;
28 main();
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Este pseudocddigo é genérico e pode ser adaptado para qualquer um dos trés
algoritmos mencionados. Ao especificar o algoritmo e seus pardmetros na fungdo
aplicar_algoritmo_clusterizacao, 0 processo se ajusta conforme as necessida-
des especificas de cada método de clusteriza¢do. A padronizagdo condicional dos dados garante
que apenas os algoritmos que requerem essa etapa (BKMeans e DBSCAN) a realizem, mantendo
a integridade dos dados para o KModes.

O uso de drvores de expressao na extracao de caracteristicas permite capturar a estrutura
sintdtica das equagdes, fornecendo uma representacao rica para a andlise. A combinagdo dessas
técnicas facilita a identificacdo de padrdes, erros comuns e possiveis dreas de dificuldade entre os
estudantes, contribuindo para aprimorar estratégias educacionais e personalizar o ensino.

A implementacao completa do cddigo e os resultados obtidos podem ser encontra-
dos no repositério GitHub: https://github.com/joicecg/masters—-identify—
misconceptions.

4.6 CONSIDERACOES FINAIS

Aqui apresentamos uma metodologia para a identificacdo de misconceptions em equacoes
algébricas em registros de estudantes baseada em agrupamento (clustering). Inicialmente,
descrevemos o processo de coleta de dados a partir do sistema de tutoria PAT2Math, que
registrou as etapas de resolucao de equacdes dos alunos. Em seguida, apresentamos as etapas
de pré-processamento dos dados, incluindo a padronizacdo das equacdes, a criacdo de arvores
de expressao, e a extracdo e vetorizacao das caracteristicas das equacoes. Esses passos foram
fundamentais para preparar os dados para os algoritmos de clustering.

Discutimos a aplicagdo de trés algoritmos diferentes: DBSCAN, k-modes e BKMeans.
Cada algoritmo foi escolhido por suas caracteristicas especificas e parametros adequados a
natureza dos dados e ao objetivo do estudo. Por fim, abordamos a métrica de avaliacdo utilizada,
o Silhouette Score, para avaliar a qualidade dos agrupamentos formados.
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S RESULTADOS

Ap6s aplicadas as etapas de extracao, pré-processamento e clusterizacao dos dados,
descritas no Capitulo 4, aqui apresentamos os resultados da dissertacdo. Nao foi aplicado nenhum
tipo de tratamento ou etapa de pds-processamento adicional.

Para avaliar a qualidade dos agrupamentos formados, utilizamos a métrica de avaliacao
Silhouette Score. Essa métrica é essencial para validar a eficdcia dos algoritmos aplicados e
fornecer uma anélise quantitativa da qualidade dos grupos formados.

Os resultados apresentados a seguir refletem diretamente a aplicacido dos algoritmos
DBSCAN, k-modes e BKMeans nos dados, juntamente com as observacdes baseadas na andlise
dos valores de Silhouette Score.

Em todos os testes realizados neste estudo, empregamos um conjunto de dados consistente
e unificado, o qual também foi utilizado em Gomes e Jaques (2020). A utilizacao do mesmo
conjunto de dados empregado nesse estudo anterior permite a andlise de consisténcia e a
possibilidade de avaliar as melhorias ou diferencas alcancadas pela implementacao das novas
técnicas propostas neste trabalho em relagao aos métodos anteriormente aplicados.

5.1 KMODES

Para o primeiro teste, foi utilizado o mesmo algoritmo e parametros utilizados por
Gomes e Jaques (2020) (um agrupamento categoérico (k-modes)), com exce¢dao do nimero de
clusters. Para definir o ntimero de clusters utilizados, usamos o Elbow Method, que retornou um
valor de 100 clusters. Além disso, a abordagem difere apenas no formato de entrada. Nesse novo
teste, as equacdes sao representadas como arvores de expressao com notagao pés-fixada, como
explicado na Sec¢do 4.2.

O resultado gerou um total de 93 clusters distintos, os quais sao avaliados a seguir.

A Tabela 5.1 mostra uma parte dos resultados obtidos com a utilizagdo do KModes.
Cada linha representa um cluster identificado, com o respectivo misconception e exemplos das
equagdes associadas.

Tabela 5.1: Clusters gerados pelo KModes

1D Misconception Passo Anterior Passo Errado

0 Aphc'aglao 1ncorre~ta de v+ b=aa Y =aa+b
adi¢ao/subtracao

0 Aphc'aglao 1ncorre~ta de - b= —aa x=aa+b
adi¢ao/subtracao

57 Aplicagdo incorreta das (ax +bb)/c = (aaax)/b+c | —(ax)/bb = (aaax)/b —c/d

regras de divisdo

Aplicacdo incorreta das

57 regras de divisdo (—ax+bb)/c = (aaax)/b+c | —(ax)/bb = (aaax)/b - c/d
Manipulagdo incorreta _ B _

69 de fracdes complexas (aax — bb)/c = aaax/b+c | (aax — bb)/c = aaax/b + ¢
Manipulagdo incorreta (—ax + bbb)/cc — dddx = —ax + bbb — cc - dddx =

69 ~
de fragcdes complexas —aaaa —aaaa + b - (ccex + dddx)

Continua na préxima pagina
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Continuacao da Tabela 5.1

ID Misconception Passo Anterior Passo Errado
Ma4 compreensio do
75 | . P .. x=-a->b xX=a
isolamento da variavel
Ma4 compreensao do
75 | . P .. x=-aa->b X =aa
isolamento da variavel
Combinacao incorreta
77 ¢ aax —bb—cx=ax—-b—-cc | aax—-bx=ax—-b—-cc—e
de termos semelhantes
Combinacao incorreta
77 ¢ aax —b—-—cx=ax—-b —cc aax —bx=ax—-b—-cc—d
de termos semelhantes

Com base nos clusters gerados pelo algoritmo KMODES para identificar concepgdes, a
Tabela 5.2 apresenta uma visdo geral dos clusters gerados pelo algoritmo conforme o nimero de
instancias, os IDs dos clusters correspondentes, uma descri¢do genérica para cada agrupamento

e exemplos representativos de cada categoria:

Tabela 5.2: Caracteristicas dos agrupamentos gerados pelo KMODES

Numero de
Instancias no
Cluster

IDs dos Clusters

Caracteristica dos Agrupamentos

1,2,9, 10, 14, 20, 22,
23,25, 27,28, 32, 33,
35, 36, 40, 42, 45, 49,
1 51, 52, 55, 56, 58, 59,
63, 66, 67,69, 71, 74,
77, 80, 81, 82, 83, 85,
86, 87, 88, 89, 90, 92

Padrdes Unicos ou Muito Raros
Equagdes ou concepgdes que aparecem
apenas uma vez, possivelmente
representando casos excepcionais ou
ruido nos dados.

4,6,7,11, 12,15, 18,
19, 21, 24, 29, 30, 31,

Pequenos Agrupamentos
Padrdes que ocorrem poucas vezes,

2-5 34,37, 38, 41,43, 44, o ~
46. 47. 50. 57. 60, 62. indicando concepgdes menos comuns,
64.70, 76.78. 91 mas ainda significativas.
Padroes de Frequéncia Moderada
n recem com um
6-20 3,3, 13, 16, 26, 39, 48, frngéfgﬁiiie?lﬁe?i?grf; erep(r:(i)senliana:io
61, 65, 68, 73, 84 . o
conceitos ou equagdes relativamente
comuns.
Padroes de Alta Frequéncia
21-50 0.8. 17. 54,79 Concepg(zes que ocorrem com bgstante
frequéncia, indicando conceitos
amplamente reconhecidos ou utilizados.
Padroes Muito Comuns
51-150 53 Concepcdes predominantes que aparecem

muitas vezes, refletindo os conceitos mais
comuns identificados pelo algoritmo.

Continua na proxima pagina
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NumAero’ de IDs dos Clusters Descricao
Instancias
Padroes Extremamente Comuns
Concepg¢des dominantes que representam
151+ 72,75 a maioria das instancias, indicando os
conceitos mais recorrentes e
significativos.

— Cluster 87: x + (bx + ¢) = aa, ax

Padroes Unicos ou Muito Raros:

b

— Cluster 59: %+c=a,x:a—b-c

* Pequenos Agrupamentos:

— Cluster21: x=a—-b, x=a--b

— Cluster 62: ’ZC =aa, x ="

aa

Padroes de Frequéncia Moderada:

— Cluster 16: x+b =aa, x+b —c =aa

— Cluster 68; x = 444  — 4ad

bb > -bb

Padroes de Alta Frequéncia:

— Cluster4: x+b =aa, x=aa+b

— Cluster 79: x+b =aa, a— bb =x

— Cluster 53: ax =—-a+b, x = 4

Padroes Muito Comuns:

b

Padroes Extremamente Comuns:

— Cluster 72: x + b = —aa, x = —aa

— Cluster 75: x+b=-a, x=a

5.2 BREATHING KMEANS

+cx =aa

O BKMeans incorpora um mecanismo de respiracao que ajusta os tamanhos dos clusters
durante o processo de clustering. Essa caracteristica permite que o algoritmo lide melhor
com dados que apresentam clusters de diferentes tamanhos e densidades, promovendo uma
identificacdo mais precisa de padrdoes complexos.

A aplicacdo desse método resultou um total de 94 clusters distintos, os quais sao

avaliados a seguir.

A Tabela 5.3 mostra uma parte dos resultados obtidos com a utilizacdo do BKMeans.
Cada linha representa um cluster identificado, com o respectivo misconception e exemplos das

equagdes associadas.
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Tabela 5.3: Clusters gerados pelo BKMeans

ID Misconception Passo Anterior Passo Errado
Aplicacao incorreta de
6 p QN - x+b=aa x=aa+b
adi¢ao/subtracao
Aplicacao incorreta de
6 | PR : x—bb=-a X=a+bb
adi¢ao/subtracao
1 Aplicacdo incorreta das —axtbb _ aaax , _ax _ agax _ ¢
regras de divisdo ¢ b bb b d
1 Aplicacdo incorreta das axtbb _ gaax . . _ax _ aaax _ ¢
regras de divisdo ¢ b bb b d
20 Manipulagdo incorreta —axtbbb _ g4dy = —aadd —ax + bbb — cc - dddx =
de fracdes complexas cc B —aaaa + b - (ccex + dddx
¢ p
20 Mampulagao ncorreta aax—bb — aaax . aax—bb — agax _ .
de fracdes complexas ¢ b ¢ b
Combinacao incorreta
72 ¢ aax —b—-—cx=ax—-b—cc aax —bx=ax—-b—-cc—d
de termos semelhantes
Combinacao incorreta
72 de termosgsemelhantes aax —bb—cx=ax—-b—-cc | aax—-bx=ax—-b—-cc—e
Interpretagao errOnea
~ aax—bx _ ax+bbb _ b _ ax+bbb
73 das opferag~oes com = a- 2 =2
racoes
Interpretagdo errOnea
73 das operagdes com “‘”‘C—_'bb =42 4 a-— % = %
fracoes
Ma compreensao do
92 | . P . x=aa->b XxX=a
isolamento da variavel
Ma compreensao do
92 | . P . x=—-a->b XxX=a
isolamento da variavel

Com base nos clusters gerados pelo algoritmo BKMEANS para identificar concepgdes,
a Tabela 5.4 apresenta uma visao geral dos clusters gerados pelo algoritmo conforme o nimero de
instancias, os IDs dos clusters correspondentes, uma descri¢do genérica para cada agrupamento
e exemplos representativos de cada categoria:

Tabela 5.4: Caracteristicas dos agrupamentos gerados pelo BKMEANS

Instancias no

Numero de

Cluster

IDs dos Clusters

Caracteristica dos Agrupamentos

4,7, 10, 20, 21, 22, 27,
29, 35, 36, 37, 40, 42,
45,46, 47,49, 55, 57,
1 59, 60, 62, 64, 68, 69,
70,71,72,73,74,79,
80, 81, 82, 83, 84, 85,
86, 87, 88, 89, 90

Padrées Unicos ou Muito Raros
Equacdes ou concepgdes que aparecem
apenas uma vez, possivelmente
representando casos excepcionais ou
ruido nos dados.

Continua na préxima pagina
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NumAero. de IDs dos Clusters Descricao
Instancias
2,6,8,9,12, 15,17, 18, Pequenos Agrupamentos
23, 26,30, 39, 48, 43, Padrges ue oforrle)m oucas vezes
2-5 44, 66, 50, 65, 54,78, indicando%once oes rlslenos comun,s
51,76, 52, 53, 67, 75, mas aindap;;i nificativas ’
56, 58, 61, 63, 77 & :
Padroes de Frequéncia Moderada
g0 ML, St e e o e
32,33, 34, 38, 41 quen ara, rept
conceitos ou equagdes relativamente
comuns.
Padroées de Alta Frequéncia
21-50 0.5. 16, 24. 25 Concepgc:es guc? oc_orrem com bgstante
frequéncia, indicando conceitos
amplamente reconhecidos ou utilizados.
Padroes Muito Comuns
51-150 91 Copcepgoes predorpmantes que aparecerp
muitas vezes, refletindo os conceitos mais
comuns identificados pelo algoritmo.
Padroes Extremamente Comuns
Concepg¢des dominantes que representam
151+ 3,93 a maioria das instancias, indicando os
conceitos mais recorrentes €
significativos.
+ Padrdes Unicos ou Muito Raros:
— Cluster 84: x+b=a, x+b=a+b
— Cluster 81: —x — bbb = —aaa, x = aaa
* Pequenos Agrupamentos:
. —ax+bb _ _ extff
— Cluster 8: —‘”“C* =45+ 9 - ﬁ e el I 2

— Cluster 56: —x = aa, —x =aa X -b

Padroes de Frequéncia Moderada:

— Cluster 16: x + bb = aa, x + bb = aa — bb

— Cluster 25: x+b =aa, x=aa - b

Padroes de Alta Frequéncia:

— Cluster 5: x + b = aa, x = aa + b (Multiplas instancias)

Padroes Muito Comuns:

— Cluster 91: ;- = —aa, x = 4" (Miltiplas instancias)

Padroes Extremamente Comuns:
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— Cluster 3: x = —a — b, x + bb = —aa (Numerosas instancias)

— Cluster 93: x = aa — b, x = a + bb (Mais de 500 instancias)

5.3 DBSCAN

O DBSCAN ¢ utilizado para identificar clusters em regides de alta densidade nas
respostas dos estudantes, sem a necessidade de definir o nimero de clusters. O algoritmo € eficaz
em lidar com dados ruidosos e detectar clusters de formas arbitrarias.

O resultado gerou um total de 51 clusters distintos, os quais sdao avaliados a seguir.

A Tabela 5.5 mostra uma pequena parte dos resultados obtidos por essa implementagao.
A tabela representa o contetido de trés clusters gerados.

Tabela 5.5: Clusters gerados pelo DBSCAN

ID Misconception Passo Anterior Passo Errado
Aplicagdo incorreta de
0 P ({ - x+b=aa x=aa+b
adi¢ao/subtracao
Aplicacdo incorreta de
0 | PP A x—bb=-a x=a+bb
adi¢ao/subtracao
Aplicacdo incorreta de
0 P % - x—b=-aa x=aa+b
adi¢ao/subtracao
Mai compreensao do
1 . . x=aa-b xX=a
isolamento da varidvel
Mai compreensao do
1 . . x=—-a-—-b>b xX=a
isolamento da varidvel
Mai compreensao do
1 . . x=-aa—-b X =aa
isolamento da varidvel
Manipulagdo incorreta _ batc awxth
38 ~ X =aa- = x ===
de fracdes complexas ce
33 Manipulagdo incorreta ax _ aax+bb dx = aax + BB
de fra¢oes complexas bb cee ce
33 Manipulagdo incorreta x=bb _ _ . bb X _ cec _ —x+bb
5 = bb ~ ddd
de fracdes complexas ce ce ce
Combinacao incorreta _
39 ¢ xbb — _y 4 bb aax —bx=ax—-b—-cc—-d
de termos semelhantes ce ce
Combinagao incorreta
39 axtbb _ gaax 4 . ax = aax + L&
de termos semelhantes ¢ b ce
39 Combinagao incorreta X _ ccc _ —x+bb 4 _ b = axtbbb
de termos semelhantes bb  ddd ce c ce




Tabela 5.6: Caracteristicas dos agrupamentos gerados pelo DBSCAN
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Caracteristica dos Agrupamentos

Padroes Unicos ou Muito Raros
Equacgdes ou concepgdes que aparecem
apenas uma vez, possivelmente
representando casos excepcionais ou
ruido nos dados.

Pequenos Agrupamentos
Padrdes que ocorrem poucas vezes,
indicando concepg¢des menos comuns,
mas ainda significativas.

Padroes de Frequéncia Moderada
Concepgdes que aparecem com uma
frequéncia intermedidria, representando
conceitos ou equacgoes relativamente
comuns.

Padroes de Alta Frequéncia
Concepgdes que ocorrem com bastante
frequéncia, indicando conceitos
amplamente reconhecidos ou utilizados.

Padroes Muito Comuns
Concepcdes predominantes que aparecem
muitas vezes, refletindo os conceitos mais

comuns identificados pelo algoritmo.

Padroes Extremamente Comuns
Concepg¢des dominantes que representam
a maioria das instancias, indicando os
conceitos mais recorrentes e
significativos.

Numero de
Instancias no IDs dos Clusters
Cluster
1 _
6,9, 10, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 24, 25, 27, 28,
2-5 29, 30, 32, 33, 35, 36,
37, 38, 39, 40, 43, 44,
45, 46, 47, 48, 49
2,5,12, 14, 15, 22, 23,
6-20 26, 31, 34, 41, 42
21-50 4,7,8,13
51-150 11
151+ 1,3
* 0

Ruido e entradas unicas
Todas as instancias que ndo se encaixam
em nenhum outro cluster

* Pequenos Agrupamentos:

— Cluster 17: x =a — b, x* = aa

— Cluster44: ax —b=—-x+bb, ax +x =—a+ bb

* Padroes de Frequéncia Moderada:

— Cluster 15: x+b=aa, x+b—-c=aa+b

aa

— Cluster 26: v

—ax =aa, x =
* Padroes de Alta Frequéncia:

— Cluster4: x—b=aa, x=aa—->b
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— Cluster 13: x+b=—-a, x+b—-c=-a+b

* Padroes Muito Comuns: Exemplos de Clusters:

— Cluster 11: aax =a, x = %

* Padroes Extremamente Comuns: Em geral, representam erros de cédlculo

— Cluster 1: x =aa - b, x =aa

— Cluster 3: x — bb = aa, x = —aa

O fato de o DBSCAN nao ter identificado clusters unicos pode ser atribuido as
caracteristicas do algoritmo e dos dados. Além disso, o DBSCAN cria um cluster especial
identificado como -1, que agrupa todos os dados considerados “ruidos”, ou seja, aqueles que
ndo pertencem a nenhum cluster denso. Quando os dados sdo escassos ou distantes, o algoritmo
pode identificar muitos pontos como ruido, sem alocar esses pontos em clusters especificos.

5.4 ANALISE DO SILHOUETE SCORE

Como métrica de avaliacdo os resultados obtidos foram:
* KModes: 0.9632164242942686
* BKMeans: 0.9632164132655501
* DBSCAN: 0.9392371231653901

Os Silhouette Scores dos trés algoritmos indicam a qualidade do agrupamento de
maneira geral. O KModes e 0 BKMeans apresentam pontuagdes quase iguais, 0 que sugere que
ambos conseguem criar agrupamentos bem definidos, com boa coesdo interna e separacao entre
os clusters. Esse desempenho € um indicativo de que esses algoritmos mantém a qualidade do
agrupamento consistentemente. J4 o DBSCAN apresenta um desempenho ligeiramente inferior,
indicando que, embora ainda produza agrupamentos bons, a qualidade é um pouco mais afetada
em comparagao aos outros dois. Esse desempenho inferior do DBSCAN pode ter sido causado
por uma m4 escolha de parametros, como os valores de densidade e distancia, que sdo sensiveis
a ajustes e podem impactar a defini¢ao dos clusters, especialmente em dados com distribui¢ao
irregular ou complexa que podem representar clusters com diferentes densidades. Em resumo,
KModes e BKMeans parecem ser robustos e estdveis, enquanto o DBSCAN pode exigir ajustes
mais refinadas de seus parametros para manter a qualidade do agrupamento.

5.5 DISCUSSAO

Os resultados demonstram que a utilizagao de arvores de expressao para representar as
equacdes e a aplicacdo dos algoritmos DBSCAN, K-Modes e BKMeans permitiram a identificagao
de misconceptions de forma mais precisa e detalhada do que em trabalhos anteriores. A andlise
dos clusters gerados revelou padrdes especificos de erros que podem ser utilizados para aprimorar
o ensino de algebra e o desenvolvimento de STIs mais eficazes.

E importante enfatizar que as limitacdes citadas por Gomes e Jaques (2020) foram na
maioria resolvidas na abordagem atual, sendo elas:
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1. Representacao inadequada de estruturas especiais: Gomes e Jaques (2020) relataram
dificuldades no tratamento de caracteres especiais como parénteses nas equagdes, resultando
em estruturas inconsistentes nos clusters gerados. Esta limitacdo foi superada no presente
trabalho através da adocao de arvores de expressdo, que representam naturalmente a
estrutura hierdrquica das equagdes, incluindo parénteses e expressoes complexas, sem
ambiguidades. A notacdo pés-fixa utilizada na representacdo das drvores elimina a
necessidade de tratamento especial para parénteses, preservando a estrutura 16gica da
equacio.

2. Ruido nos clusters: O trabalho anterior também identificou a presenca de resultados
ruidosos em alguns clusters, que ndo representavam cenarios reais ou misconceptions
genuinas. A abordagem atual mitigou este problema com a representacdo através de
arvores de expressdo, que reduziu a variabilidade ndo significativa nos dados e com a
implementagdo de algoritmos mais robustos.

3. Limitacao a um tnico algoritmo de clustering: O presente trabalho expandiu significativa-
mente esta abordagem, implementando e comparando trés algoritmos distintos (DBSCAN,
K-modes e BKMeans), cada um com caracteristicas especificas que se complementam para
uma identificacdo mais abrangente e robusta de misconceptions.

Estas melhorias metodoldgicas resultaram em clusters mais homogéneos e interpretéveis,
como evidenciado pela qualidade dos agrupamentos (mensurada através do Silhouette Score) e pela
maior correspondéncia entre os padrOes identificados e as categorias tedricas de misconceptions
estabelecidas na literatura.

A Figura 5.1 apresenta exemplos de clusters identificados no trabalho anterior (Gomes
e Jaques, 2020). Ao comparar estes resultados com os clusters obtidos na abordagem atual
(Tabelas 5.2, 5.4 e 5.6), podemos observar melhorias significativas em diversos aspectos. Os
clusters anteriores (Figura 5.1) apresentavam frequentemente estruturas inconsistentes, com
parénteses desbalanceados ou expressdes mal formadas, como exemplificado pela equacao
"X + bb — ccx) = aaa + bbb"que contém um paréntese de fechamento sem o correspondente
de abertura. Em contraste, os clusters obtidos com a representagao por arvores de expressao na
abordagem atual sdo estruturalmente consistentes e bem formados.

Enquanto os clusters anteriores frequentemente agrupavam equacdes que representavam
diferentes tipos de misconceptions, os clusters atuais demonstram maior homogeneidade seméan-
tica, agrupando consistentemente equacdes que refletem o mesmo padrdo conceitual de erro.
Por exemplo, o cluster KMODES 0 (Tabela 5.2) contém exclusivamente exemplos da mesma
misconception: a aplicacdo incorreta de adi¢ao/subtracdo ao isolar varidveis.

Por fim, a abordagem anterior apresentava dificuldades particulares com fragdes e
expressoes algébricas complexas. A metodologia atual, especialmente através da representacao
por arvores de expressdo, permite identificar misconceptions em construcoes algébricas mais
sofisticadas, como demonstrado nos clusters relacionados a manipulagdo incorreta de fracoes
complexas (por exemplo, KMODES 69 e DBSCAN 38).

Estas melhorias qualitativas nos clusters identificados sdo corroboradas pelos resultados
quantitativos do Silhouette Score, que indicam maior coesdo interna e melhor separacdo entre
clusters na abordagem atual. A combina¢do de uma representacdo estruturalmente rica (arvores
de expressdo) com algoritmos de clustering apropriados resultou em uma identificacao mais
precisa e interpretdvel de misconceptions algébricas.

E importante enfatizar que as limitacdes citadas por Gomes e Jaques (2020) foram na
maioria resolvidas. Com base nesse resultado, pode-se observar que o uso da drvore de expressao,
além de resolver alguns problemas citados acima, ndo afeta o desempenho do algoritmo.
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Figura 5.1: Resultados utilizados como base

Result
Evaluation
Previous Step Wrong Step
X =—aa
x —b=aa
X =aa
X+ b=—aa X =—a Calculation Error
x+ b=aa X =a
x=aa —b x = aa
(aax + bb) — (cc — ddx) aax + bb — cc 4+ ddx I —
= (—aa + bbx) — (—ccx + dd) = —aa + bbx + ccx + dd = P
a*(x —c) _ﬁ =g *x =g P . EX =E Polynomial Multiplication
e d d b misconception
aa x
—x—bb=? —E=aa+bb
Inverse Operations
x+ bb=—a x=—a-+bb misconception
ax + bb = ax + bb ax + bx =aa — bb
x+b=aa x+b—c=aa—b
—x — bbb = —aaa —x — bbb + ccc = —aaa + bbb Unkhown ]Sol.amn
misconception
ax — bb = aa ax + bb = aa + bb
aax + bb = aax — bb aax — bbx = —aa — bb No misconception or error
a
(aax + bb) — (cc — ddx) T
= (—aa + bbx) — (—ccx + dd)
Rax-= SR Noisy
x ccc —x+bb X
— — — | — e —x
bb ddd cc bb

(Gomes e Jaques, 2020)

A distribuicao dos clusters sugere que existem poucos conceitos extremamente comuns,
um nimero moderado de conceitos muito comuns e uma variedade de conceitos menos frequentes
e unicos. Essa estrutura pode indicar uma hierarquia de concepgdes, onde alguns conceitos sao
fundamentais e amplamente utilizados, enquanto outros sdo mais especializados ou especificos. E
interessante notar que, embora os conceitos mais comuns representem a base do conhecimento, as
concepcoes menos frequentes podem fornecer percepcdes validas sobre abordagens alternativas
ou erros comuns.

Para uma anélise mais detalhada, recomenda-se examinar as caracteristicas especificas
de cada cluster, como a complexidade das equacdes, a diversidade das varidveis envolvidas e a
similaridade entre as concepg¢des agrupadas. Isso permitird uma compreensao mais profunda das
tendéncias e padrdes nas concepcoes identificadas. Além disso, uma andlise da dispersao dentro
de cada cluster ajudaria a identificar potenciais outliers ou padrdes ndo tao evidentes em uma
primeira observacgao.

Em relacdo ao estado da arte da drea, esses resultados representam um avango ao
apresentar uma nova abordagem para a identificacio de misconceptions, que se baseia na
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andlise da estrutura das equacdes e ndo apenas dos valores numéricos. A utilizacdo de arvores
de expressdo permite uma representacao mais completa e precisa das equacoes, facilitando a
identificac@o de padrdes e a diferenciagdo entre erros e misconceptions. A aplicac¢do de diferentes
algoritmos de clustering permitiu uma andlise mais robusta e abrangente dos dados, a compara¢ao
entre os resultados dos algoritmos contribuiu para a validagdo da metodologia.

Além disso, este trabalho contribui para o desenvolvimento de STIs mais eficazes, ao
possibilitar a coleta de informacdes detalhadas sobre as dificuldades dos estudantes e permitir
a personalizacdo do ensino. A identificacdo das misconceptions mais comuns e a andlise dos
padrdes de erros podem ser utilizadas para aprimorar o feedback oferecido pelos STIs, tornando-o
mais direcionado e eficaz.

5.5.1 Relagdo com as categorias tedricas

(Holmes et al., 2013) propuseram uma classificacdo de misconceptions matematicas em
trés categorias principais: Misconceptions de Vocabuldrio, Erros Computacionais e Convicgdes
Erroneas. Ao analisar os clusters identificados pelos algoritmos de agrupamento em nosso estudo,
é possivel estabelecer conexdes diretas com estas categorias tedricas, conforme demonstrado na
Tabela 5.7.

Tabela 5.7: Mapeamento entre clusters identificados e as categorias tedricas de Holmes et al. (2013)

Holmes Clusters Misconception Exemplo
K-modes: 0, 77 Aplicacdo incorreta de adi- | x + b = aa
Misconcentions BKMeans: 6, 72 | cdo/subtragcao x=aa+b
PHONS | DBSCAN: 0, 39
de Vocabulario . .
Combinacao incorreta | aax —bb —cx =ax —b —cc
de termos semelhantes aax —bx=ax—-b—-cc—e
K-modes: 75,79 | Ma compreensdo do isola-| x=—-a—b
BKMeans: 92, 93 | mento da variavel X=a
Erros
Computacionais DBSCAN: 1, 11
P Erro de calculo simples x=-aa->b
X =aa
. K-modes: 57, 69 | Manipulacdo incorreta de fra- | (aax — bb)/c = aaax/b + ¢
Convicgoes ~
Erroneas BKMeans: 11, 73 | ¢des complexas (aax —bb)/c = aaax/b +c
DBSCAN: 38

Holmes et al. (2013) definem misconceptions de vocabulédrio como aqueles relacionados
ao uso inadequado de terminologia e uma compreensao deficiente do significado de termos ou
conceitos especificos em matemdtica. Em nosso estudo, identificamos diversos clusters que se
alinham perfeitamente com esta categoria. Por exemplo, nos clusters K-modes 0 e BKMeans 6,
observamos a aplicacdo incorreta de operacdes de adi¢ao e subtragdo, onde os estudantes falham
em compreender o significado correto do sinal de igualdade e das operagdes inversas, mantendo o
termo na mesma posi¢ao ao transferi-lo para o outro lado da equacdo (x + b = aa = x = aa + b).

Erros computacionais sdo definidos como falhas predominantemente de célculo, como a
omissao de um sinal negativo durante o processo de resolucdo. Esta categoria foi abundantemente
representada em nossos clusters. Nos nossos resultados, observamos erros relacionados ao
isolamento da varidvel, onde estudantes incorretamente calculam x = —a — b como x = a,
omitindo ou invertendo incorretamente os sinais. Estes erros ndo representam necessariamente
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uma incompreensao profunda do conceito, mas sim falhas no processamento algoritmico das
operacoes.

Ja as convicgdes errdneas siao falhas mais profundas na compreensao matematica,
manifestam-se em nosso estudo principalmente nos clusters relacionados a operacdes complexas,
como divisao e manipulacdo de fragdes. Por exemplo, a aplicacdo incorreta das regras de divisdao
observada no cluster K-modes 57 demonstra uma falsa concepg@o sobre como a divisao interage
com outros operadores na equacdo. Similarmente, a manipulagdo incorreta de fracdes complexas
sugere uma incompreensao mais profunda das propriedades fundamentais das operagdes com
fracdes.

Também € interessante notar que alguns clusters identificados em nosso estudo apre-
sentam caracteristicas que se sobrepdem a multiplas categorias de Holmes, sugerindo que as
misconceptions reais dos estudantes frequentemente combinam aspectos de diferentes categorias
tedricas. Por exemplo, a md interpretacdo das regras de inversdo ao isolar varidveis pode ser
interpretada tanto como um erro computacional quanto como uma convic¢ao erronea sobre as
propriedades fundamentais das operacoes algébricas.

5.5.2 Analise com o estado da arte

Ao realizar uma andlise comparativa entre os resultados obtidos neste trabalho e aqueles
relatados na literatura atual, € possivel identificar avancos significativos tanto na metodologia
quanto na qualidade de identificacao de misconceptions em dlgebra. A principal contribuicao
metodoldgica deste estudo reside na combinacao inovadora de drvores de expressao com multiplos
algoritmos de clusteriza¢do, uma abordagem que permitiu superar vdrias limitacdes presentes em
trabalhos anteriores.

O trabalho de Feldman et al. (2018) apresentou uma metodologia para identificagio
de misconceptions baseada em sintese de programas, alcan¢cando 70% de identificacdo das
misconceptions conhecidas. No entanto, sua abordagem dependia exclusivamente de respostas
finais e apresentava limitagdes ao assumir homogeneidade no padrao de resolucao dentro de
um mesmo grupo. Nossa metodologia, em contraste, analisa todos os passos intermedidrios da
resolucdo, identificando misconceptions com maior precisao (com um Silhouette Score médio
superior a 0,93 para todos os algoritmos testados) e sem depender de pressupostos sobre a
homogeneidade das solucdes dentro de um grupo.

Comparando com a abordagem de Andersson e Johansson (2015), que também utilizou
técnicas de clusterizacdo para identificar misconceptions, nosso trabalho apresenta duas vantagens
significativas. Primeiro, enquanto eles utilizaram dados simulados para validar seu método,
nossa abordagem empregou dados reais de estudantes interagindo com um STI em ambiente
escolar. Segundo, seus resultados demonstraram uma capacidade limitada de identificagdo (trés
possiveis misconceptions apds quarenta rodadas), enquanto nossa abordagem identificou dezenas
de padrdes distintos de misconceptions a partir de um Unico conjunto de dados.

Em relacdo ao trabalho de Elmadani et al. (2012), que utilizou mineracdo de regras de
associacdo para identificar misconceptions, nossa metodologia oferece uma vantagem crucial:
a completa automatizacdo do processo. Enquanto ele ainda depende de andlise humana para
interpretar os resultados e confirmar a presenga de misconceptions, nossa abordagem baseada
em clusterizacdo e arvores de expressao permite a identificacdo automadtica de padroes que
caracterizam misconceptions sem intervencao humana, representando um avancgo significativo
para aplicagcdes em larga escala.

Quando comparamos especificamente com o trabalho anterior Gomes e Jaques (2020),
que serviu como base inicial para este estudo, as melhorias sdo particularmente notdveis. A
principal limitacao no trabalho anterior estava na representacao das equagdes, que nao tratava
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adequadamente caracteres especiais como parénteses, resultando em estruturas inconsistentes
nos clusters. Nossa abordagem baseada em drvores de expressdo resolveu completamente
essa limitacao, resultando em clusters mais homogéneos e interpretaveis, como evidenciado
pelo Silhouette Score. Mas este trabalho difere significativamente do anterior ndo apenas pela
representacao em arvores de expressdo, mas também pela implementagdo de algoritmos mais
robustos e adequados ao problema (DBSCAN e BKMeans), pela aplicacdo de técnicas avancadas
de processamento de dados, pela comparacao sistematica entre diferentes métodos de clustering,
e pela andlise mais aprofundada da relacdo entre os clusters identificados e as categorias tedricas
de misconceptions. Esta abordagem multifacetada representa uma evolugao substancial em
relacdo ao trabalho anterior, permitindo identificar padrdes mais precisos e significativos nas
misconceptions algébricas.

Portanto, este trabalho avanca o estado da arte na identificacdo automdtica de misconcep-
tions matematicos em vdrios aspectos fundamentais. Por exemplo, com a representagdo estrutural
preservando a semantica e hierarquia das operacoes e facilitando a extracdo de caracteristicas
relevantes.

Esse trabalho também possibilita a diminuicao da dependéncia de bibliotecas de erros
pré-definidas, ja que nossa metodologia permite capacidade de descoberta ndo supervisionada de
falsas concepgoes.

5.5.3 Limitagdes e trabalhos futuros

Apesar dos avangos, € importante reconhecer as limitacdes remanescentes em nossa
abordagem. Os clusters gerados, embora homogéneos, ainda requerem interpretacdo humana para
a classificagao final do tipo especifico de misconception. Esta limita¢do aponta para a necessidade
de desenvolvimento de métodos para a caracterizagdo semantica dos clusters identificados.

Outro trabalho futuro € a integrac@o de técnicas de processamento de linguagem natural
para fornecer feedback personalizado baseado nas misconceptions identificadas. Essa integracao
completaria o ciclo de adaptagdo, permitindo que o sistema ndo apenas identifique padroes de
erro, mas também comunique efetivamente ao estudante a sua dificuldade.

5.6 ACESSO AOS RESULTADOS COMPLETOS

Somente uma amostra representativa dos clusters identificados foi apresentada neste
capitulo. No entanto, reconhecendo a importancia da transparéncia cientifica e o valor potencial
dos resultados completos para pesquisadores da drea, todos os clusters gerados pelos trés
algoritmos, juntamente com seus exemplos e andlises detalhadas, estdo disponiveis para consulta.

Todo o codigo-fonte utilizado neste trabalho, juntamente com os conjuntos de dados (ano-
nimizados) e os resultados completos em formato digital estdo disponiveis no repositério GitHub:
https://github.com/joicecg/masters—identify-misconceptions. Este
repositério inclui os resultados completos de todos os clusters gerados pelos algoritmos K-
Modes, BKMeans e DBSCAN, a implementacdo dos algoritmos de clusterizagdo com as
configuracdes utilizadas e o conjunto de dados processado e anonimizado.
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6 CONCLUSAO

As falsas concepg¢des sdo comuns no ensino de matematica, onde os estudantes podem
desenvolver uma compreensao incorreta de conceitos e principios matematicos por vdrias razoes
e representam um desafio significativo para educadores e alunos, dificultando a construgao de
um entendimento sélido dos conceitos matemadticos. Este estudo propde e compara abordagens
para identificar falsas concepcdes em matemdtica. As técnicas apresentadas visam fornecer uma
maneira mais precisa e eficaz de identificar essas falsas concepgdes para auxiliar os alunos a
superé-las.

Nesse trabalho foram exploradas trés abordagens para o agrupamento de dados: o algo-
ritmo DBSCAN, o k-modes e o Breathing KMeans (BKMeans), cada um com suas caracteristicas
especificas. A aplicacdo do DBSCAN, que se distingue por sua capacidade de lidar com ruidos;
A técnica de k-modes demonstra ser eficaz na identificagdo de agrupamentos homogéneos, mas
com algumas limitagdes ao lidar com dados tnicos, 0 que pode comprometer a interpretagao do
resultado. Ja o BKMeans € util para ajustar dinamicamente o tamanho dos clusters, permitindo
uma flexibilidade maior na adaptag@o ao formato dos dados.

Para a entrada dos algoritmos de clustering, as respostas dos estudantes sdo inicialmente
padronizadas para garantir que todas as varidveis contribuam igualmente para o processo de
agrupamento. Depois, sdo representadas por meio de arvores de expressao. A partir dessa
representacdo, sdo extraidas caracteristicas relevantes das equacdes, como varidveis, operadores
e a complexidade estrutural, sendo entdo vetorizadas para criar um formato numérico adequado
para os algoritmos de clustering.

A avaliacdo dos agrupamentos foi realizada com base no Silhouette Score, o que
possibilitou medir a coesdo e a separacdo dos clusters gerados, comparando as diferentes
abordagens propostas.

Quanto a andlise qualitativa dos agrupamentos, podemos observar que, embora 0s
conceitos mais comuns representem a base do conhecimento dos estudantes, as concepgdes
menos frequentes oferecem uma perspectiva valiosa sobre abordagens alternativas ou equivocos
recorrentes.

Os algoritmos testados tém capacidade de interpretar qualquer conjunto de dados com
equacoes de primeiro grau. Todos os trabalhos relacionados apresentados sdao limitados a uma
quantidade ou tipo especifico de entrada, limitando o uso da solu¢do. A metodologia proposta
nao so superou as limitagdes de estudos anteriores, mas também proporcionou uma ferramenta
util para melhorar a compreensao das dificuldades algébricas dos estudantes, contribuindo com
um avango para o aprimoramento de sistemas tutores e a personalizacdo do aprendizado.

Os resultados apresentados continuam em um formato bruto, sem nenhum tipo de
andlise feita pelo algoritmo, criando uma dependéncia da interpretacdo de um agente humano.
Como préximas etapas, podemos implementar uma etapa de pds-processamento que consiga
interpretar e analisar os clusters e seus misconceptions. A saida dessa etapa seria uma forma facil
para o usudrio final, seja ele o aluno ou professor, conseguir entender o problema identificado.
Com essa informacdo podemos apresentar dicas e materiais extras para o aluno compreender o
conceito ou ainda mostrar a forma correta de resolver.

Além disso, como possivel pesquisa futura, podemos avaliar a aplicacio de técnicas de
aprendizagem supervisionada para refinar a classificacdo de misconceptions, organizando por
niveis de complexidade. Essa abordagem permitiria também avaliar a gravidades desses erros,
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podendo levar ao desenvolvimento de estratégias de ensino mais personalizadas, adaptadas as
necessidades de cada estudante.
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