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RESUMO

Bacias de atracao crivadas sao caracterizadas por nao possuirem subconjuntos abertos em
seu interior. Essas bacias surgem em sistemas cadticos multiestaveis a partir de bifurcagoes
blowout e apresentam leis de escala caracteristicas. Além disso, o atrator associado possui
a propriedade de variabilidade de dimensao instéavel (VDI), o que indica que trajetérias
numéricas podem nao representar o comportamento real das érbitas do modelo por longos
periodos de tempo. Neste trabalho, estudam-se dois sistemas — um discreto e um continuo
— que exibem bacias crivadas devido a presenca de uma variedade de sincronizagao. As
leis de escala esperadas sdo verificadas e mostra-se que elas podem ser corretamente
estimadas por um modelo estocastico proposto por Ott e colaboradores, inclusive quando o
sistema apresenta dimensoes relativamente altas e esta sujeito a perturbacoes. Utilizando o
conjunto de orbitas periddicas imersas nos atratores crivados, evidencia-se a existéncia de
VDI em ambos os sistemas e, para o caso discreto, sua intensidade é quantificada através da
medida de contraste. [sso permitiu constatar que a intensidade de VDI é maxima proximo
a pontos criticos. O estudo de VDI por meio das orbitas peridédicas é complementado
pela andlise das distribui¢oes de expoentes de Lyapunov em tempo finito, o que corrobora
tanto a validade do modelo estocastico como a maximizagao da variabilidade da dimensao

proximo a bifurcagdes blowout.

Palavras-chave: sincronizagao de caos; bacias de atragao crivadas; variabilidade de dimensao

instavel; teoria de 6rbitas periddicas.



ABSTRACT

Riddled basins of attraction are characterized by the lack of open subsets in their interior.
These basins emerge in multistable systems through blowout bifurcations and exhibit
characteristic scaling laws. Moreover, the riddled attractor possesses the property of
unstable dimension variability (UDV), which indicates that numerical orbits may not
accurately represent the behavior of real orbits of the system over long periods of time. In
this work, two systems — one discrete and one continuous — are studied, both of which
exhibit riddled basins due to the presence of a synchronization manifold. The expected
scaling laws are verified, and it is demonstrated that they can be accurately estimated by
a stochastic model proposed by Ott and collaborators, even when the system is relatively
high-dimensional and subject to perturbations. Using the set of periodic orbits embedded
in the riddled attractors, the existence of UDV is shown in both systems, and for the
discrete one, its intensity is quantified using the contrast measure. This allowed us to verify
that near critical points the UDV intensity is maximized. The study of UDV through
periodic orbits is complemented by an analysis of the distribution of finite-time Lyapunov
exponents, which corroborates the validity of the stochastic model and the maximization

of UDV near blowout bifurcations.

Key words: chaos synchronization; riddled basins of attraction; unstable dimension vari-

ability; periodic orbit theory.
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1 INTRODUCAO

Sistemas dinamicos sao utilizados para modelar sistemas reais nas mais variadas
areas do conhecimento, como na Ecologia [1, 2, 3], Quimica [4, 5, 6, 7] e Fisica [8, 9, 10, 11].
Eles determinam, através de equagoes de diferenca ou equagoes diferenciais, como um

dado estado de um espaco de fase apropriado evolui no tempo.

Dentro do estudo de sistemas dinamicos dissipativos, os conceitos de atrator e
bacia de atragdo sao extremamente relevantes [12, 13, 14]. Atratores, sendo subconjuntos
do espaco de fase que atraem 6rbitas com determinadas condigoes iniciais, servem como
possiveis solugoes assintoticas do sistema, enquanto o conjunto de condi¢oes iniciais que

convergem para um atrator é dito estar em sua bacia de atracao.

Desde o trabalho pioneiro de Lorenz [11], ao estudar um modelo simples de con-
vecgao forcada, observou-se que atratores podem ser conjuntos bastante complicados
do espaco de fase. O atrator encontrado por Lorenz é um exemplo de atrator caotico,
apresentando sensibilidade as condi¢oes iniciais e estruturas fractais [15]. Desse modo,
qualquer perturbacao em relagao a uma condicao inicial no atrator ¢, em média, amplificada
exponencialmente pela dindmica, até que a distancia entre a orbita inicial e a perturbada

seja da ordem do diametro desse atrator.

Sistemas dinamicos cadticos exibem uma vasta gama de comportamentos complexos,
especialmente quando apresentam multiestabilidade, caracterizada pela coexisténcia de
dois ou mais atratores. A presenca de multiplos atratores ocorre em varios modelos de
interesse bioldgico e fisico [16], e pode resultar em complicadas bacias de atracao, que
tipicamente manifestam propriedades fractais [17]. A fractalidade das bacias, por sua vez,
tem importantes consequéncias para a previsibilidade do comportamento das érbitas do

sistema.

Em sistemas multiestaveis com bacias de atracao fractais, se torna relevante o
conceito de incerteza quanto ao comportamento assintético de condigoes iniciais [18].
Qualquer condicao inicial em um sistema fisico é determinada apenas dentro de um
intervalo de incerteza. O mesmo ocorre em simulagoes numéricas, onde existem erros de
arredondamento e de aproximacao [19]. Portanto, pode-se imaginar que uma dada condigao
inicial, na realidade, é representada por uma esfera no espaco de fase, centrada no ponto
escolhido e de raio igual a maxima incerteza — denotando as possiveis condicoes iniciais
incertas para o sistema. Se essa esfera intersectar a fronteira da bacia de atracao de um
atrator, nao sera possivel determinar com certeza o comportamento assintotico da condicao
inicial, ou seja, em qual bacia de atracao esse ponto realmente se encontra. Nesses casos,

considera-se que a condicao inicial é incerta para essa amplitude de incerteza [20].
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Sistemas com miltiplos comportamentos assintotico distintos podem apresentar
as chamadas bacias crivadas [21, 22]. Essas bacias sao caracterizadas por nao possuirem
subconjuntos abertos e por apresentarem regioes no espaco de fase arbitrariamente proximas
do atrator crivado que convergem para um segundo atrator. Isso resulta em buracos
de volume positivo no espaco de fase, localizados na vizinhanc¢a do primeiro atrator e
pertencentes a bacia do segundo. Esses buracos ocorrem ainda em qualquer escala e exibem
fractalidade [23, 24].

Uma das primeiras observacoes de bacias crivadas foi feita para mapas em 1992,
por Alexander et al. [21]. No ano seguinte, Ott et al. [23] analisaram a formacao de
bacias crivadas e algumas de suas leis de escala para um sistema continuo, consistindo
de uma particula forcada periodicamente na presenca de atrito e sujeita a um potencial
biestavel. Diversos outros estudos foram realizados para entender as condigoes de formacao

e propriedades dessas bacias [25, 26, 27, 28].

De um ponto de vista de incerteza em relacao ao comportamento assintotico, as
bacias crivadas sao caracterizadas pela presenca de pontos com comportamento assintético
incerto em toda uma vizinhanga de seu atrator [21, 23, 29]. Isso sugere que experimentos
fisicos ou numéricos envolvendo esse tipo de sistema podem enfrentar problemas de
reprodutibilidade de resultados devido a perturbagoes. Um exemplo de modelo ecoldgico,
no contexto de competi¢ao entre duas espécies, que apresenta essas bacias foi estudado na
Referéncia [30]. Cazenes et al. encontraram exemplos em modelos populacionais [31, 32],

enquanto as Referéncias [33, 34] mostram resultados experimentais em circuitos elétricos.

Para a existéncia dessas bacias, ¢ necessario que um atrator esteja contido num
subespago vetorial invariante pela dindmica, que ele seja transversalmente (em relagao
ao subespaco) estavel e que existam 6rbitas periddicas transversalmente instaveis imersas
no atrator, isto é, arbitrariamente proximas dele [21, 22]. A estabilidade transversal é
determinada pelo maior expoente de Lyapunov [35] associado as direges transversais ser
negativo [36]. Existe, portanto, uma bifurcacao que dé origem as bacias crivadas, chamada
bifurcagao blowout [25, 26, 33], quando o expoente de Lyapunov transversal se anula,

fazendo com que o atrator passe a ser (ou deixe de ser) transversalmente estavel [37].

As condigoes necessarias para a ocorréncia de bacias crivadas, como a exigéncia de
um subespago invariante com um atrator caético, podem ser restritivas e dificeis de verificar
em sistemas de altas dimensoes de interesse fisico. Muitos sistemas apresentam dinamica
e propriedades similares, mas nao possuem, ou nao é possivel verificar formalmente, a
presenca de uma bacia crivada [38, 39, 40]. A despeito disso, é esperado que algumas
das conclusoes envolvendo atratores crivados sejam analogas para esses sistemas. Varios

exemplos sao discutidos na segao VIII do artigo de revisao [22].

A necessidade de érbitas periddicas transversalmente instaveis num atrator crivado

estavel, por sua vez, implica a presenca de variabilidade de dimensao instével (VDI)



Capitulo 1. Introdugdo 14

[41]. Essa propriedade surge quando diferentes pontos de um atrator possuem variedades
instaveis locais de dimensoes distintas. A VDI indica uma quebra de hiperbolicidade para o
conjunto, o que pode gerar problemas de sombreamento em pseudo-trajetorias [42]. Devido
a erros de truncamento ou de integracao inerentes a experimentos numéricos, as trajetorias
numéricas sempre sao perturbadas em relagao as érbitas reais, constituindo, na realidade,
pseudo-trajetorias [43, 19]. Em sistemas nao-hiperbdlicos, como no caso de sistemas com
VDI, as pseudo-érbitas podem nao representar corretamente o comportamento do sistema
dindmico [44, 45, 46]. Portanto, a presenga de VDI nao é apenas uma observagao tedrica —
verificar e quantificar a intensidade de VDI pode ter importantes consequéncias praticas

para estimar o tempo que trajetorias numéricas representam corretamente trajetorias reais.

O conjunto de érbitas periddicas é também relevante para estudar a dindmica
cadtica [47], com atratores cadticos tipicamente possuindo um ntimero infinito e denso
dessas 6rbitas [48, 49]. Em sistemas hamiltonianos, por exemplo, as 6rbitas periddicas
tém relacao com os niveis de energia [50, 51|, enquanto em teoria de controle de caos elas
servem como os conjuntos invariantes passiveis de serem estabilizados [52]. A drea da
dinamica que tem por objetivo estudar a estrutura, a dinamica simbolica e propriedades
estatisticas de um atrator cadtico através do conjunto de érbitas periddicas imersas nele é
chamada teoria de érbitas periédicas (uma referéncia compreensiva do assunto pode ser
encontrada no livro [53]). Em particular, para atratores hiperbélicos, pode-se relacionar a

medida natural do atrator com uma medida definida nessas 6érbitas invariantes [54].

Entretanto, hiperbolicidade é uma condi¢ao bastante restritiva e sistemas de
interesse fisico geralmente violam essa condigdo por diferentes motivos. Por exemplo,
uma forma de quebra de hiperbolicidade ocorre em crises homoclinicas, onde tangéncias
das variedades estaveis e instaveis de um ponto peridodico descumprem a condi¢ao de
transversalidade para as variedades [55, 56]. Outra possibilidade, presente em sistemas
com bacias crivadas, é a existéncia de VDI, o que impossibilita a decomposicao continua do
espaco tangente de um atrator em variedades estaveis e instaveis devido a variabilidade de
dimensao da variedade instavel ao longo de um atrator cadtico. Apesar disso, alguns estudos
indicam que a relacao entre a medida natural e medidas definidas em Orbitas periddicas

ainda é valida nesses sistemas nao-hiperbélicos como uma aproximagao [27, 49, 54].

Pode-se, portanto, identificar a bifurcacao blowout e a formacao de bacias crivadas
utilizando somente as Orbitas periddicas imersas no atrator. As estabilidades transversais
dessas Orbitas estao relacionadas com a intensidade de VDI, através da chamada medida
de contraste [57]. HA um interesse em calcular a intensidade de VDI na vizinhanga de
bifurcagoes blowout, pois existem evidéncias de que a VDI deve ser maxima proximo
a pontos criticos [58], de modo que, préximo desses pontos, se espera que o tempo de

sombreamento seja minimo devido & quebra de hiperbolicidade [44, 59].

Perto de bifurcagoes blowout é onde também se pode estudar a bacia crivada e a
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dinamica transversal do sistema por meio de um modelo estocéastico proposto por Ott e
colaboradores [29]. Nesse modelo, se argumenta que o logaritmo da distancia ao atrator
caotico segue aproximadamente uma caminhada aleatoria enviesada no limite de difusao.
O modelo procura explicar e quantificar algumas das leis de escala caracteristicas que
surgem nessas bacias [23] utilizando somente a distribui¢ao de expoentes de Lyapunov

transversais em tempo finito [41].

O objetivo deste trabalho é estudar algumas das propriedades dessas bacias crivadas,
verificar se o modelo estocastico proposto por Ott e colaboradores é valido num sistema
de maior dimensao e relacionar esses conceitos com a teoria de orbitas periddicas e com
a presenca de VDI. Para isso, foram construidos dois sistemas que apresentam bacias
crivadas. O primeiro se refere a um mapa bidimensional, onde o conjunto de orbitas
periddicas pode ser obtido analiticamente, de modo que é possivel explorar a teoria de
orbitas periddicas de forma mais detalhada. O segundo é um sistema continuo em seis
dimensoes, onde ficam mais evidentes alguns dos obstaculos ao se estudar bacias crivadas
em sistemas continuos em maiores dimensoes, e onde se tem maior interesse em verificar o
modelo estocastico. Nesse segundo caso, sao utilizadas algumas ferramentas para mostrar
a existéncia das bacias e a presenca de VDI sem ter acesso direto a todas as orbitas
periddicas imersas no atrator cadtico. Esses dois sistemas se complementam, o primeiro
permite uma analise mais profunda principalmente quanto a intensidade de VDI, enquanto
o segundo apresenta métodos para se verificar e caracterizar bacias crivadas em sistemas

mais complicados e préoximos da realidade de sistemas fisicos de interesse.

O trabalho estd dividido em cinco segdes. A Secao 2 apresenta uma fundamentagao
teorica com alguns dos principais resultados da literatura relacionados as bacias crivadas,
ao modelo estocastico de Ott, a teoria de orbitas periddicas e a VDI. A Secao 3 introduz
um mapa acoplado bidimensional que exibe bacia crivada. Demonstra-se que ele satisfaz
todas as condigoes para a existéncia dessas bacias, que valem as leis de escala esperadas,
bem como que elas podem ser estimadas por um modelo estocastico nas proximidades
das bifurcagoes blowout. Ademais, é verificado para esse sistema a relacao entre a medida
natural do atrator cadtico e medidas associadas as érbitas periddicas, com essas érbitas
permitindo quantificar a intensidade de VDI através da medida de contraste. Com isso,
observa-se que a intensidade de VDI é maxima proximo a pontos criticos. A Secao 4
introduz um fluxo gerado ao acoplar dois sistemas do tipo Lorenz, inspirados num sistema
fisico cadtico proposto por Elwakil [60]. Novamente, observa-se que todas as condigoes
para bacias crivadas sao satisfeitas, assim como as leis de escala caracteristicas. Para esse
sistema, também se constata a validade dos resultados do modelo estocastico proposto na
Referéncia [29] de maneira mais geral, considerando os efeitos de perturbagdes nas leis
de escala. As conclusoes e perspectivas futuras sdo apresentadas na Se¢ao 5. Fruto deste

trabalho, foram publicados dois artigos [61, 62].
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2 SISTEMAS DINAMICOS COM BACIAS
CRIVADAS

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

Sistemas dindmicos sdo sistemas descritos por um espaco de fase (ou de estados) e
uma regra que determina como um dado estado evolui no tempo [12]. Eles sdo classificados
em duas categorias que dependem se o tempo é considerado uma variavel discreta, onde
a regra é dada por uma equacao diferenca, ou continua, onde a regra é definida por um
conjunto de equacoes diferenciais. Sistemas dindmicos sao importantes nas mais variadas
areas do conhecimento, sendo utilizados para modelar, por exemplo, sistemas fisicos,

quimicos, bioldgicos e econdmicos [12, 63].

Um sistema dindmico discreto é determinado por um par (f,€2), onde © é um
conjunto chamado espago de fase e f uma func¢ao (ou mapa) f: Q — Q. A fungao f indica
como um ponto no espago de fase evolui num tempo discreto m € N, isto é, a cada ponto

Ty € Q é associado o ponto 1 = f(zm).

Dado z¢ € €, o conjunto das imagens, I'(z¢), devido a sucessivas aplicagoes de f é

chamado de érbita ou trajetéria de zy:
C(zog) ={ f™(xg) € Q| meN}, (2.1)

onde a notacao f™ indica a composicao da fun¢ao f um nimero m de vezes. Se a fungao
f for invertivel, de modo que nao exista ambiguidade em relacao a qual ponto é o inverso
de x em €2, pode-se considerar também as sucessivas pré-imagens de xy como parte de sua

orbita.

Embora o tempo em sistemas fisicos comumente seja uma variavel continua, varias
propriedades desses sistemas podem ser estudadas construindo-se um sistema dinamico
discreto. Geralmente isso é feito através da selecao de estados em tempos discretos
associados a algum fendmeno de interesse. Uma possibilidade é considerar os estados em
tempos peridédicos, os chamados mapas estroboscdpicos, como feito na construgao do mapa
do rotor duplo [64]. Outra alternativa é utilizar as se¢oes de Poincaré, onde se constréi um
mapa através da sucessao de estados obtidos pela interse¢ao da solugao continua com uma
superficie apropriada no espago de fase [14]. Esse tipo de andlise permite obter informagoes
acerca do sistema de interesse, como a presenca de caos, estabilidade, dinamica simbdlica

e fractalidade, estudando um sistema discreto mais simples.

Se o tempo for uma variavel continua, define-se um sistema dinamico continuo por

um par (G, 2), onde, novamente, (2 é um conjunto chamado espago de fase e G : QxRT — Q.
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Um ponto z(0) € Q é transportado devido a dindmica para um ponto z(t) num tempo ¢,

tal que
dx
— = 2.2
=G (2.2
ou, de modo equivalente,
t
uw:xmyg/amw%wﬁﬁ (2.3)
0

Nesse caso, dado que o sistema de equagoes diferenciais satisfaz as condi¢oes para existéncia

e unicidade de solugoes, a érbita I'(x(0)) é definida para todo ¢ real e é dada por:

T(2(0) = {z(t) Q| t e R} (2.4)

O conjunto de solugoes para sistemas continuos pode ser descrito por um fluxo

®:Q xRT — Q que, dado um ponto zg no espaco de fase e um tempo ¢, associa-os a

tunica curva z(t) que satisfaz a lei do sistema dindmico e que em ¢ = 0 é igual a x, isto é:
G0t — G(D(w0,t),1),

! (2.5)
O (0, 0) = .

Em sistemas dinamicos na Fisica, é comum que o espaco de fase seja uma variedade

diferenciavel de dimensao n. Nesse caso, o sistema ¢é dito ter dimensao n.

Se a funcdo G nao depender explicitamente do tempo ¢, o sistema ¢ chamado
autonomo. Qualquer sistema dinamico nao-autonomo de dimensao n pode ser transformado
num sistema auténomo de dimensao n + 1, bastando redefinir a variavel temporal. Por

exemplo, dado G(z,t) nao-auténomo de dimensao n

dx
— = G(x,t 2.6
= Gla,1), (26)
pode-se definir G(y), ¥y = (41,92, - - - , Ym, ), auténomo de dimensdo n + 1 com varidvel
temporal s, tal que
dy
ds (2.7)
dt ]
ds
onde ¥ = (Y1, Y2, - - -, Ym). Portanto, todos os sistemas continuos a seguir serao considerados

autonomos.

Um importante conceito em sistemas cadticos é a ideia de conjuntos invariantes.

Dizemos que um conjunto I C 2 é um conjunto invariante de um sistema dinadmico se

f(I)cI  sistema (f,€Q) discreto;

(2.8)
O(I,t) C I sistema (G, ) continuo com fluxo ®(z,t);
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isto é, um conjunto ¢ invariante se a dinamica faz com que qualquer ponto desse conjunto
permaneca nele para todo tempo ¢t. Conjuntos invariantes sao extremamente relevantes no
estudo de sistemas cadticos, pois eles sao os candidatos a soluc¢oes assintoticas para esses
sistemas. O caso mais simples é um ponto fixo z¢, onde f(zy) =z ou G(zy) = 0 (ponto
de equilibrio). Outros exemplos incluem o6rbitas periddicas, ciclos limites e atratores (ou

repulsores) cadticos [14].

De modo a simplificar a notacao, a partir de agora x(t) serd considerado como um
ponto de uma 6rbita no tempo ¢, que comega em x(0), independentemente de ¢ ser discreto

ou continuo. Além disso, o espaco de fase ) sera considerado como um subconjunto de R"™.

Um tipo especial de conjunto invariante é chamado atrator. Existem diferentes
defini¢oes de atrator, tipicamente com a ideia central de ser um conjunto invariante A
que atrai determinadas Orbitas do espaco de fase e serve como um estado assintotico do
sistema [65]. Neste trabalho, num contexto de bacias crivadas, se considera como atrator
a defini¢ao discutida inicialmente por Milnor [13, 21]: Seja A C © um conjunto fechado,
definimos a bacia de atragao B(A) como o conjunto de pontos do espago de fase que

eventualmente convergem para A, isto é,
B(A) ={x(0) € Q| Jim dist(z(t),.A) =0}, (2.9)
[e.e]
onde dist(z, A) é a funcao distdncia entre um ponto z e o conjunto .4, dada por
dist(y, A) == inf ||y —w]. (2.10)
weA
O conjunto A é dito atrator no sentido fraco de Milnor se:
e A medida de Lebesgue em R"™ de §(.A), u(5(A)), é estritamente positiva, isto é, o
volume em R™ de 3(.A) é positivo;
 Naio existe um subconjunto fechado A’ C A com (A") = 5(A).
O primeiro item da defini¢ado afirma que os pontos atraidos para o atrator formam um
conjunto de volume positivo no espago de fase, mas nao exige, como é comum em outras
defini¢oes de atrator, a existéncia de uma cobertura de A contida na bacia de atragao
[43, 14]. A segunda parte da definigdo acima indica que nao é possivel reduzir o atrator

para um “sub-atrator”; ou seja, o atrator é em certo sentido minimal [13]. Uma alternativa

para garantir o segundo item ¢é exigir a existéncia de uma érbita densa no conjunto A [22].

2.1.1 Caos e expoentes de Lyapunov

Sistemas cadticos sao sistemas dindmicos caracterizados por exibirem sensibilidade
as condigoes iniciais e serem topologicamente transitivos [48]. Neles, a distancia entre

orbitas inicialmente préoximas cresce, em média, exponencialmente, até atingir um plato
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determinado pelo didmetro de um subconjunto caético do espago de fase. Assim, qualquer
incerteza ou perturbagao numa condicao inicial resulta na inviabilidade de se predizer o
comportamento preciso da solu¢ao por longos periodos de tempo. A existéncia de caos
num sistema pode ser identificada pela presenca de atratores cadticos, de forma que um
grande nimero de condigoes iniciais (na bacia do atrator) converge para um conjunto

invariante com propriedades cadticas.

E possivel identificar a sensibilidade quanto as condicdes iniciais e, consequen-
temente, a presenga de caos, utilizando o conceito de expoente de Lyapunov [66]. Esse
expoente estd relacionado com a tendéncia média de orbitas proximas se aproximarem ou
se afastarem devido a dindmica. Para ilustrar isso, considere um mapa x,,+1 = f(x,,) e

condi¢Oes iniciais préximas g e xg, tais que yg = x¢ + dp. Entao
Y = fYm-1) = T + Df(@m-1)(dm-1) + O|dm-1*), (2.11)
de modo que o vetor distancia entre os pontos num tempo m é
A = Ym — T = Df(2p1)(dp1) + O(|dpm_1]?). (2.12)
Recursivamente, substituindo d,,_1, na equagao acima,

. = Df (1) [Df (2m—2)(dm—2) + O|dm—2]*)] + O|dma|*),
A = D f (2 1) D f(Tm—2)(dm—2) + O(|dm—2|2)v
(2.13)

dp = Df(@m-1)Df(xm-2)... Df(x2)Df(1)Df(x0)do + O(|do[*).

Logo, dado um vetor distancia inicial dy, apos m iteragoes o vetor distancia entre os pontos

¢é determinado em primeira ordem por

O espectro de Lyapunov num tempo finito ¢ para uma érbita I'(zg) é o conjunto
de n ntmeros, \;(zg,t), chamados expoentes de Lyapunov em tempo finito ¢, dados pelo
logaritmo dos valores singulares da transformagao D f*(x) dividido pelo tempo t. Sendo

0i(o, t) 0 i-ésimo valor singular, associado ao vetor singular v; de D f*(x), entao [41]
1
)\Z'(xo,t) = ;10g<0’1($0,t)) (215)

Esse niimero descreve como em média a distancia entre duas solugoes inicialmente

préoximas se comporta. Para yog = xg + v;, isto €, dy = v;, tem-se

" d o
\dy| = |Df'(z0)do| = \/dE? [Dft(x0)]" Dft(xo)dy = o;|do| = "d;" = eMhil@ot), (2.16)
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v

=
U, - s
UQ
Figura 1 — Diagrama ilustrando o papel dos expoentes de Lyapunov na deformagiao de uma
esfera de condicoes iniciais em R3 devido & dindmica do sistema.

Como os vetores singulares formam uma base de R™, pode-se generalizar a ideia acima para
0 = o + >, a;v;, de modo que, para tempos grandes, o maior expoente de Lyapunov
i=1 ) ) 9

serd dominante para o comportamento de |d|.

O espectro de Lyapunov em tempo infinito é o limite, dado que ele exista, t — oo
de /\Z‘<(L'0, t)

Uma forma de visualizar o que os expoentes de Lyapunov representam ¢é considerar
uma esfera de condigoes iniciais de raio dy no espaco de fase. Para tempos t pequenos, essa
esfera se deformara num elipsoide devido a dinamica do sistema. Os vetores singulares
v; determinam as diregoes dos eixos do elipsoide, enquanto os termos dy exp(tA;(x(0),1))
correspondem ao tamanho do eixo associado a dire¢ao v;. O diagrama da Figura 1 ilustra
esse comportamento em um espaco de fase tridimensional. A esfera é esticada nas diregoes

com expoentes positivos e contraida nas dire¢oes com expoentes negativos.

Os expoentes de Lyapunov sdo especialmente relevantes quando a 6rbita I'(zg) é a
orbita cadtica num atrator com medida natural ergddica, tal que a média espacial sobre o
atrator de qualquer fungao integravel é igual a média temporal da funcao aplicada a érbita
caotica. Nesse caso, pelo teorema de Oseledets [67, 68|, o limite 2.17 nao s6 existe, como ¢é
independente de xy para quase todas as condigoes iniciais, de acordo com a medida natural
do atrator. Quando bem definidos (o artigo [69] mostra alguns exemplos de sistemas onde
os expoentes nao existem), os expoentes de Lyapunov passam a caracterizar o atrator
como um todo, e indicam quando existe dependéncia em relagao as condig¢oes iniciais e,

consequentemente, quando o sistema pode apresentar caos.

Se um atrator possui \; > 0, entdo existe um campo vetorial v;(x(t)) ao longo da
6rbita cadtica x(t) que indica diregdes nas quais 6rbitas proximas de xy, em média, se

afastam exponencialmente dessa Orbita inicial, apresentando, portanto, sensibilidade as
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condigoes iniciais.
Pode-se fazer o mesmo raciocinio para o caso continuo. Considere um sistema

dindmico continuo definido por G : 2 — €2, onde 2 C R",

i = G(x). (2.18)

Dado o fluxo desse sistema ®(z¢,t) e um vetor uy € R", considere uma outra
solugdo, préxima da primeira em ¢t = 0, da forma ®(zq + uo, t). Entao,

(I)(ZL'[) + Ug, t) = (I)(l'(), t) -+ Dx(I’(l'o, t)(UO) + O(|U0|2), (219)

onde D, é a derivada em relagao a variavel espacial o € R™. Definindo ainda d(t) =
O(xg + up, t) — P(xo,t) e J(xo,t) = Dy P(x0,1), obtém-se:

dJ(ilZ'O,t) . d@(l’o,t) .
20 = p, U0 b, [6(8(0,)] (2.20)
Usando a regra da cadeia,
. dJ(xg,t
J(xg,t) = (d;) = (D, G)(P(xq,t)) o J(xg,t). (2.21)

A relagao acima indica a dindmica para o operador J(xg,t). Pela Equagao 2.19, o vetor

distancia entre as orbitas segue
d(t) = J (o, t)d(0) + O(|d(0)|*), (2.22)

com J(xg,0) = I o operador identidade. Portanto, a distancia entre 6rbitas proximas é
determinada em primeira ordem pelo operador J(xg,t) (de forma andloga ao que D f™(xg)
é para mapas na Equacao 2.14). O espectro de Lyapunov em tempo finito ¢ é dado pelos

valores singulares o;(x¢,t) de J(zo,t) [59]
1
)\i(ﬂfo,t) = ElOgO}(lﬁ,t)7 (223)
e o espectro em tempo infinito é obtido pelo limite, dado que ele exista,

Da mesma forma que para mapas, o interesse aqui é principalmente quando a érbita é a
orbita cadtica num atrator com medida ergddica, de modo que o teorema de Oseledets
assegura a existéncia do limite acima e garante que para quase toda condicao inicial no

atrator o espectro ¢ o mesmo [68].

Ao contrario de mapas, no entanto, calcular numericamente J(xg,t) nao é tao
simples. E necessario integrar o sistema simultaneamente no espago €2 usual, para encontrar

®(z,t), e no espago tangente, para encontrar o operador J(zg,t), dado pela Equagao 2.21.
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Para isso, fixa-se uma base em R", de modo que J(xg,t) pode ser escrito matricialmente,

e resolve-se o seguinte sistema [66]

Cb(wo,t) = G(®(o,1)),

: (2.25)
J(xo,t) = (D, G)(P(x0,t)) o J(xo,1),
com condigoes iniciais
D(x,0) = z0,
(o, 0) = 2o (2.26)
J(l‘o, 0) = 1.

A equacao no espaco tangente é uma equacao diferencial matricial, composta por matrizes
quadradas e contendo n? termos. Assim, na préatica, é necessario resolver um sistema de
n? + n equacoes diferenciais para determinar os n expoentes de Lyapunov. A resolucao
numérica desse sistema requer alguns cuidados, ja que, em sistemas cadticos, mesmo para
valores de uy muito pequenos, o sistema no espago tangente converge rapidamente para
o autovetor de maior expoente de Lyapunov, gerando problemas numéricos devido ao
crescimento exponencial de uy. Uma maneira de contornar esse problema consiste em
resolver o sistema em varias etapas de tempos pequenos, renormalizando o vetor ug entre
elas. Neste trabalho, utilizamos o algoritmo descrito por Benettin et al. [66] para obter o

espectro de Lyapunov em sistemas continuos através do sistema 2.25.

2.1.2 Expoente de Lyapunov transversal a um subespaco vetorial

Ao analisar a estabilidade do estado de sincronizacao para sistemas dindmicos
acoplados, é comum utilizar a ideia de expoentes de Lyapunov transversais a um subespago
de sincronizacao. Os expoentes indicam se o estado sincronizado é estavel em relagao a
perturbagdes transversais [35] (conforme sera discutido na Segao 2.3). Esse conceito é

fundamental para a andlise da estabilidade de atratores com bacias crivadas [22, 36].

Considere um sistema dinamico definido em R™ e um atrator A contido num
subespago invariante de dimensao ¢, M C R?. Pode-se dividir o espectro de Lyapunov
para uma Orbita do atrator em duas componentes. A primeira, consistindo de ¢ expoentes
de Lyapunov, associados aos vetores singulares de D f*(xq) ou J(xg,t) que sdo paralelos ao
subespaco e, portanto, contendo o espectro que caracteriza o atrator restrito ao subespaco.

A segunda componente é dada pelos n — ¢ expoentes associados as diregoes transversais
de M [36].

O expoente de Lyapunov transversal A\ ¢ definido como o maior dos n—q expoentes
presentes no espectro transversal. Se A\, for menor que zero, entao A, em média, atrai
orbitas transversalmente e o atrator é dito estavel transversalmente. Esse expoente pode

ser calculado de duas maneiras: utilizando o espectro de Lyapunov (selecionando o maior
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dos expoentes transversais) ou por meio das chamadas equagoes variacionais [70]. Esse
segundo método ¢ menos custoso computacionalmente para sistemas continuos e sera

descrito a seguir.

Seja um sistema dinamico continuo v = G(v), definido em R"™, onde M = { (z,y) €

RY x R"7 | y = 0} representa um subespago invariante para a dindmica. Sendo v = (z,vy),

(2.27)

com x = {x1,,...,%,}, podemos escrever
Gl (.CE, y)]

L) Ga(z,y)

Como M ¢ invariante, Gy(x,0) = 0. As equagbes variacionais sao obtidas derivando Gy

em relagao as variaveis y em y = 0, e sao dadas por

%SE - Gl(x,O)
@yl |

(2.28)
(DyG2)(x,0)
Essas equagoes representam a dinamica em primeira ordem de perturbagoes transversais

ao subespaco M, onde dy é um vetor perturbacao.

Definindo d(t) = |dy(t)|, onde | ...| é a norma euclidiana, e dada uma perturbagao

inicial d(0) = |0y(0)|, o expoente de Lyapunov transversal é obtido por [22]

AL = lim 1 log<;l((é))> (2.29)

no limite d(0) — 0. Na pratica, d(t) pode crescer exponencialmente e nao ¢ possivel tomar
o limite para d(0), de modo que para garantir a convergéncia da expressao acima em
experimentos numéricos é necessario ainda usar o método descrito em [71], onde se calcula

d(t) em pequenos intervalos de tempo At.

2.2 BACIAS DE ATRACAO CRIVADAS

Neste trabalho temos interesse em analisar as chamadas bacias de atragao crivadas.
Dado um atrator de Milnor A, sua bacia de atracao é dita crivada se, para todo x na bacia,
existirem pontos arbitrariamente préoximos de x que pertencem a bacia de outro atrator
[21, 36]. A presenca de crivamento muitas vezes é estudada somente na vizinhanga do
atrator de Milnor, de modo que uma bacia pode ser considerada crivada se seu conjunto
complemento for denso numa vizinhanca de seu atrator. Essa propriedade é incompativel
com algumas das definigbes mais usuais de atrator, que exigem a existéncia de uma
vizinhanga dele totalmente contida em sua bacia de atragao [14, 43] — dai a necessidade

de se considerar um atrator no sentido fraco de Milnor [13].

Num contexto de bacias crivadas, o conceito de condigao inicial incerta [18, 20] é

extremamente importante. Uma condicao inicial zy num sistema dindmico sempre possui
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uma incerteza associada. Essa incerteza pode ter origem fisica, por exemplo, se zy for uma
medida experimental, ou pode ser consequéncia de erros de truncamento numéricos e erros
de aproximagao em integradores de sistemas continuos [19]. Uma condicao inicial x, é dita
€ incerta se a esfera n-dimensional de centro xg e raio € intersecta a bacia de dois ou mais
atratores e as intersecgoes tem volume positivo. Se x( for € incerta, entao pode-se afirmar
que hé uma incerteza correspondente ao comportamento assintotico para a orbita com
essa condicao inicial. Nesse sentido, bacias crivadas representam casos extremos em que
pontos arbitrariamente proximos do atrator sao € incertos para qualquer € > 0, o que gera
dificuldades em relagao a predicabilidade do comportamento assintético para orbitas do

sistema.

Portanto, sistemas com atratores crivados podem ser particularmente complicados
de se estudar experimentalmente, ja que perturbacgoes transversais ao atrator podem
desestabiliza-lo e mudar o comportamento assintético de trajetérias. Alguns exemplos

experimentais podem ser vistos nas Referéncias [33, 34].

Para a existéncia de bacias crivadas, o sistema deve satisfazer as seguintes condigoes
22, 72]:

1. Existe um subespaco vetorial V' C €2 do espago de fase que é invariante pela dinamica;

2. Em V', ha um atrator de Milnor caético A transversalmente estavel (com o expoente

de Lyapunov transversal A\ negativo);
3. H4 ao menos um outro atrator A para o sistema além de A;

4. Existem Orbitas periddicas transversalmente instaveis imersas no atrator A, isto é,

arbitrariamente proximas dele.

A primeira condi¢ao garante que para todo ponto do atrator tenha-se bem definidas
direcoes transversais, que sao dadas pelas direcoes transversais ao subespago invariante. A
segunda e terceira condicao exigem que exista um atrator de Milnor cadtico A no espaco
de fase, que podera ser crivado pela bacia de um segundo atrator A, o qual nio precisa ser
crivado. A quarta condic¢ao indica que, embora A seja em média estavel transversalmente,
existem regioes arbitrariamente proximas dele que sao transversalmente instaveis. Essa
condicao é equivalente a de que o atrator deve possuir variabilidade de dimensao instavel
[41].

A formagao de bacias crivada se dé da seguinte forma [21, 36]: O conjunto A sendo
transversalmente estavel garante que ele serd um atrator de Milnor em (2, atraindo um
conjunto de medida positiva do espago de fase. No subespacgo V', as orbitas periddicas
instaveis imersas no atrator cadtico formam um conjunto invariante com bacia de medida

nula, de modo que elas nao sao realizadas para qualquer condi¢ao inicial que ja nao esteja
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nessas Orbitas. No entanto, ao se considerar um deslocamento transversal em relacao a
V', as orbitas periddicas instaveis, por continuidade, geram conjuntos de medida positiva
no espaco de fase que sao localmente repelidos do atrator; essas regides repulsoras sao
comumente chamadas de “linguas” [73]. Como existem outros atratores no sistema e essas
linguas ocorrem em qualquer escala, as regioes repulsoras podem estar na bacia de um

segundo atrator, formando uma bacia crivada na vizinhanca de A.

Frequentemente s6 é viavel verificar que a bacia é crivada na regiao proxima ao seu
atrator. Uma maneira de argumentar que, em alguns casos, essa verificagao é suficiente
para considerar a bacia inteira como crivada, consiste em observar que a orbita de qualquer
ponto xg na bacia do atrator deve chegar préxima dele. Se o conjunto de érbitas periédicas
instaveis for denso no atrator, entao existem condigoes iniciais arbitrariamente préoximas de
xo cujas Orbitas caem nos conjuntos repulsores pertencentes a bacia de outro atrator. Isso
sugere que se a bacia é crivada numa vizinhanca do atrator, ela também deve ser crivada
no restante do espaco de fase, uma vez que qualquer ponto na bacia de A é pré-imagem

de um ponto em sua vizinhanca.

transversal
B>

irecao

D

v

Y Ypo Yps
Subespaco Invariante

Figura 2 — Diagrama mostrando esquematicamente uma bacia crivada. O eixo horizontal indica
o subespaco V', com um atrator de Milnor A. Os pontos em cinza pertencem a bacia
de um segundo atrator, enquanto os pontos em branco estdo na bacia de A. Um
ponto periddico y,,, que é transversalmente instavel, origina conjuntos na forma de
“linguas” que sao repelidos do atrator pela dindmica.

A Figura 2 mostra um diagrama que ilustra as “linguas” repulsoras numa bacia
crivada. No eixo horizontal esta indicado o subespaco V' invariante, onde ha um atrator
cadtico de Milnor A, enquanto o eixo vertical indica a direcao transversal ao subespaco. As
regides em cinza correspondem a partes da bacia de atragao de um segundo atrator (ndo
mostrado). O ponto y,, representa um ponto periédico que é transversalmente instavel no
atrator A. Portanto, para qualquer distancia transversal maior que zero préximo desse
ponto, ha uma regiao de volume positivo que diverge de V' e que estd na bacia do segundo

atrator. Essa regiao diminui de volume conforme se aproxima do subespaco e passa a ter
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medida de Lebesgue nula em y,,. Qualquer pré-imagem de y,,, por continuidade, também
gera essas “linguas” repulsoras (por exemplo, y,, € yp,). Assim, se o conjunto de pontos
eventualmente periddicos for denso no atrator, essas regioes repulsoras também serao

densas na vizinhanca do subespaco invariante, o que resulta numa bacia crivada.

Dois exemplos estudados na literatura dessas bacias sao mostrados na Figura 3.
Pontos em branco sao condigoes iniciais que convergem para o atrator com bacia crivada,
nesses exemplos restritos a y = 0, enquanto pontos em preto divergem para um segundo

atrator.

A Figura 3a mostra a bacia crivada analisada na Referéncia [30], para um mapa
bidimensional que modela um sistema ecolégico de competicao entre duas espécies. Ha dois
atratores cadticos crivados, em y = 0 e y = 1, que representam estados com a extingao de
uma das espécies e, consequentemente, a sobrevivéncia da outra. Ja 3b mostra um exemplo
estudado na Referéncia [23], para uma segdo transversal de um mapa estroboscépico. Esse
mapa ¢é construido a partir de um sistema continuo que modela uma particula com um
forcamento periédico e sujeita a um potencial biestavel. O atrator crivado é um oscilador
de Duffing, que nessa figura esta restrito a reta y = 0, enquanto o segundo atrator esta no
infinito. Em ambos os exemplos as bacias sdo crivadas, pois arbitrariamente préximo de

um ponto que converge para o atrator crivado, havera pontos que divergem dele.

1,0 1,2

1,0
0,8
0,8
0,6
> > 0,6
0.4
0.4
0,2
0,2
0,0+ . . : : ! 0,0 - . : . .
0,0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0 1,2
X X
(a) (b)

Figura 3 — (a) Bacia crivada para um modelo ecolégico estudado na Referéncia [30]. (b) Bacia
crivada para um sistema mecénico estudado na Referéncia [23].

2.2.1 Leis de escala

Bacias crivadas tipicamente apresentam duas leis de escala relacionadas aos con-
juntos em seu complemento [21]. A primeira estd associada a como o conjunto de pontos
repelidos do atrator cresce em funcao da distancia transversal, ou seja, como o volume do

espago de fase que diverge de A aumenta conforme se afasta-se do atrator [23].
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>

Direcao transversal

Subespaco Invariante

Figura 4 — Diagrama mostrando as varidveis para o calculo de P*(¢).

Seja P*({) a fragao de érbitas que distam ¢ do atrator e que convergem para um
outro atrator A’. Experimentos numéricos mostram que para bacias crivadas, no limite
¢ — 0, tem-se [23, 29, 70]

P*(0) ~ £m. (2.30)
Essa relacao para P* ilustra que uma condic¢ao inicial a uma distancia ¢ > 0 qualquer
em relagao ao atrator tem probabilidade nao nula de divergir de A. A Figura 4 mostra
esquematicamente como a fracao de pontos que divergem do atrator cresce, em média,
segundo uma lei de poténcia em funcao da distancia ao atrator. Na pratica, nao é necessario
que as “linguas” individualmente sigam a Equacao 2.30, como na figura esquematica, mas
apenas que a soma das regioes que divergem ao longo de todo o atrator siga a lei de escala

acima.

A segunda lei de escala esta associada a fractalidade das bacias crivadas préoximo
do atrator e a fracdo de condigoes iniciais € incertas [18]. Dado um ponto = que dista
transversalmente ¢, do atrator e um escalar d, mensura-se qual a probabilidade de um
segundo ponto y, que também dista ¢y do atrator e que dista € de = (onde € é escolhido
uniformemente em [—d,d]), ter um comportamento assintotico diferente de z, isto é,
convergir para um outro atrator. A essa probabilidade se d4 o nome fragao incerta de
condigoes iniciais p(d) [22]. A fracdo incerta pode ser entendida como uma medida da
incerteza quanto ao comportamento assintotico de uma 6rbita proxima do atrator em

funcao de uma incerteza d na condigao inicial.

Mais formalmente, seja £y uma distancia fixa ao subespago V' que contém o atrator
cadtico A de Milnor, e seja v um vetor unitario perpendicular a esse subespaco. Definimos

uma variedade paralela ao atrator, distando ¢, dele, da seguinte forma
H(fo,UL):{y‘Féo’UL |yEA} (231)

Tomando x € I1(fy, v, ), seja P(z,ly, v, ,d) a probabilidade de um ponto g € II que dista

¢ de x, com e uniformemente distribuido em [—d, d], convergir para um atrator diferente
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Figura 5 — Diagrama mostrando as varidveis para o calculo de p(d) numa bacia crivada.

do de z. Definimos a fragao incerta p(d) como sendo o valor médio de P(z, ¢y, v, ,d) sobre
a variavel z (de acordo com a medida natural do atrator) e v; (uniformemente distribuido
numa esfera unitaria). A lei de poténcia que se verifica em experimentos numéricos, para

valores pequenos de ¢ e d, é da forma [29, 23, 18]

p(d) ~ d°. (2.32)

Na pratica, se utiliza do seguinte procedimento para calcular aproximadamente

p(d) em experimentos numéricos [23]:

o (alcula-se numericamente pontos do atrator de Milnor no subespaco invariante.

o Escolhe-se pontos x( nesse atrator, de acordo com a medida natural, e vetores v

unitarios aleatoriamente.

o Para cada ponto x( escolhido, toma-se x = xy + fyv, e escolhe-se um segundo ponto

y que dista € de x e ¢y de V, onde € é escolhido uniformemente em [—d, d].

e p(d) é aproximadamente a fragdo de pontos y que convergem para um atrator

diferente de z.

O diagrama na Figura 5 ilustra as varidveis envolvidas no calculo da fracao incerta
através desse processo. Os pontos em cinza mostram a bacia do segundo atrator, enquanto
pontos em branco convergem para o atrator no subespaco invariante. Nesse diagrama, x é
um ponto d incerto para fy, tendo em vista que ele pertence a uma bacia diferente de y.
Repetindo esse calculo para uma grande quantidade de pontos x e calculando a fracao

deles que sao incertos, obtém-se p(d).
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2.2.2 Bifurcacao blowout

Uma das condic¢oes para a existéncia de bacias crivadas ¢ o atrator no subespago
invariante ser transversalmente estavel. Desse modo, ao se variar os parametros de um
sistema, ocorre uma bifurcacao quando o expoente de Lyapunov transversal \| associado
a Orbita cadtica se anula, a chamada bifurca¢ao blowout [33, 25]. Quando o atrator passa
de transversalmente estdvel para instavel, as érbitas deixam de ser atraidas para A e a

bacia crivada é destruida.

Em geral, as bacias de atragao se tornam mais complicadas quando o sistema estéd
perto de uma bifurcacao blowout, com o expoente a tendendo a zero [23]. Isso indica que,
na vizinhanca do atrator, a fracdo de pontos € incertos é quase independente de €, de modo
que uma melhor precisao na condigao inicial reflete muito pouco numa melhor precisao

quanto ao comportamento assintotico da orbita.

Proximo dessas bifurcagoes, os expoentes de Lyapunov em tempo finito oscilam
ao redor de zero e existem regides do atrator que sao localmente atrativas e repulsivas
transversalmente [25]. Isso pode ser entendido estudando a distribuicio F(A.(T)) de
expoentes de Lyapunov em tempo finito 7. No limite 7" — oo, o valor médio de F se

aproxima de A |
(ML) = [ MFALD)dAL — A, (T — o0). (2.33)

Logo, para A = 0, existirao expoentes transversais em tempo finito positivos e negativos.

Define-se a fracao de expoentes positivos em tempo finito, F(T'), como:
F(T) = /0 FOL(T))dA, (T). (2.34)

Se F for diferente de 0 e 1, entao coexistem regides localmente atrativas e repulsivas no
atrator. Préoximo de bifurcagoes blowout e para T — oo, a distribuicdo F se aproxima de
uma gaussiana centrada em A\, [22], de maneira que no ponto critico, devido & simetria da
funcao gaussiana, se espera F'(T') = 0,5. Nesse caso, metade das 6rbitas finitas de tamanho

T sao transversalmente estaveis e metade transversalmente instaveis.

As flutuagoes dos expoentes de Lyapunov transversais ao redor de zero também
estao relacionadas com a ideia de variabilidade de dimensao instavel e, portanto, com uma
quebra de hiperbolicidade [74]. Se o conjunto de drbitas periddicas for denso no atrator,
a presenca dessas regioes repulsivas e atrativas indica que coexistirao érbitas periddicas
transversalmente instaveis e estaveis imersas no atrator cadtico. Em particular, quando
F = 0,5, se espera que haja uma maxima variabilidade. Esses conceitos serao explorados

em mais detalhes na Secao 2.5.

O comportamento das 6rbitas logo apés a bifurcacao, quando A se torna transversal-

mente instavel, varia dependendo do sistema. Se houver outros atratores que permanecem
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estaveis, todas as orbitas podem passar por um transiente e eventualmente convergem
para eles [24, 25]. Se todos os atratores do sistema forem crivados e perderem estabilidade
transversal ao mesmo tempo, o que pode ocorrer por efeito de simetria em sistemas
acoplados [70], as érbitas podem oscilar indefinidamente entre o que antes eram os dois

atratores.

Devido a essa maior complexidade da bacia de atracao proximo ao ponto critico, é
possivel aproximar a dinamica transversal por um modelo estocéstico, consistindo de uma

caminhada aleatéria enviesada com uma barreira refletora, o qual sera discutido a seguir.

2.2.3 Modelo estocastico OAKSY

No trabalho [29], Ott, Alexander, Kai, Sommerer e Yorke sugerem uma maneira de
relacionar a dindmica transversal proximo de bifurcagoes blowout com propriedades da
distribuicao dos expoentes de Lyapunov transversais em tempo finito. Eles propdem que
a dinamica para o logaritmo da distancia ao subespago invariante pode ser aproximada
por um modelo estocastico, definido por uma caminhada aleatoria enviesada no limite da
aproximacao de difusao. Chamaremos esse modelo de modelo OAKSY. Nesta se¢ao serao
apresentadas as ideias centrais do modelo e os principais resultados que temos interesse

em verificar.

Para entender o processo estocastico proposto no artigo, parte-se de um mapa

bidimensional (2,11, Ym+1) = G(Zm, Ym), ndo-invertivel, dado por

1/¢ se Ty < ¢,
Tm+1 =
1/B (xm — @) se xy, > ¢,
Y Ym se Ty < @€ Yy < 1, (2.35)

Ym+1l = W Y S€ Ty > @ € Y < 1,
diverge se y,, > 1,
onde z,, € [0,1],0< ¢ <1, =1—-¢,0<w<ley>1.

Esse sistema apresenta uma bacia crivada para o atrator cadtico no subespagco inva-
riante I = { (z,y) € [0,1] x [0,1] | y = 0}, supondo que ele seja transversalmente estavel,
através do seguinte processo: a dinamica para a componente x é cadtica, independente de
y, e com medida natural uniforme. A dindmica em y é multiplicativa e depende somente se
2 é maior ou menor ¢, resultando numa dinamica transversal a I que é, respectivamente,
atrativa ou repulsiva. Além disso, se y > 1, a dérbita diverge para outro atrator, que

supomos ser o infinito.

O mapa 2.35 apresenta crivamento para o conjunto I, uma vez que Orbitas sao

atraidas ou repelidas de y = 0 independentemente da distancia ao subespago. Desse modo,
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orbitas que comecem tao proximas de I quanto se queira podem ser repelidas por tempos
arbitrariamente longos e eventualmente divergir quando y > 1; isso ocorre ao escolher
uma condicao inicial em que a componente x fique tempo suficientemente longo na regiao
x < ¢, 0 que sempre é possivel. Ao mesmo tempo, o atrator é transversalmente estével, o

que garante que também havera conjuntos de volume positivo atraidos para 1.

A dindmica transversal pode ser tratada como uma caminhada aleatéria enviesada
ao considerar a varidvel y = —log(y). Como o mapa para y é multiplicativo, a dindmica
para y é aditiva. Além disso, o valor a ser adicionado depende somente se = (que tem
medida uniforme) é maior ou menor que ¢. Desse modo, se x for escolhido aleatoriamente,

a variavel y se comporta como uma caminhada aleatéria enviesada, seguindo o processo:

_ Ym — 7 com probabilidade ¢,
Ymi1 = (2.36)
Ym +w com probabilidade 3,

onde w = —log(w) e ¥ = log(7y). A caminhada apresenta também uma barreira que absorve
orbitas em y = 1 ou y = 0. Qualquer 6rbita que chegue na barreira é absorvida devido a

divergéncia para y > 1 no mapa 2.35.

Dado um segmento de 6rbita da variavel x, {xg, x1, 22, ..., T;m_1}, 0 expoente de

Lyapunov transversal (Equacao 2.21) em tempo finito é dado por
Ar(zo,m) = —7 — —0, (2.37)

onde my é o nimero de pontos do segmento de érbita na regiao [0, ¢] e mg o nimero em
(¢, 1]. Como a medida natural em x é uniforme, no limite m — oo a expressao acima é,
para quase todo x,

AL = lim A (2o,m) = ¢7 — . (2.38)

Essa expressao representa o expoente de Lyapunov transversal a I. Ha, portanto, uma

bifurcagao blowout quando 7 = wf3/¢.

O propodsito dessa descricao estocéstica é que, proximo da bifurcagao blowout,
quando |\ | < 1 e para m > 1, a caminhada aleatéria pode ser aproximada por um
processo difusivo com deriva [75, 76]. Definindo a distribuicao P(y, 4o, m) para a variavel
aleatéria y, comecando em 7, tem-se que P segue a equacao de difusdo com deriva de

Kolmogorov (ou de Fokker-Planck):

oP P _O*P

el - _ 2 7.1 =6(y — 1 2.39
am + Vag DaQQ 5 P(yayﬂ)o) 6(y yO)) ( )

onde se trata m como um tempo continuo. Nessa equacao, v representa um fator de

deriva e D um parametro de difusdo. Para uma caminhada aleatéria, pode-se mostrar que
v=(Ay) = - e D= ((Ay — (Ay))?) = L¢B(w + 7) [76], onde Ay é o incremento

2 2
médio em um passo para .
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Se a variavel x for aleatoria, os expoentes de Lyapunov em tempo finito 5\(300, m)
também seguirdo uma determinada distribuicao de probabilidade F(A; (m)). Definindo

uma variavel aleatoria Z; da formas:

o com probabilidade ¢,
7, =17 P ¢ (2.40)
—w com probabilidade S,

tem-se que A, (g, m) é dado por (Equacao 2.37)

fj Z. (2.41)

/\L xOv

Pelo teorema do limite central, os expoentes seguem uma distribui¢cao normal de média [

e varidncia 62 quando m — oo,

S\L("Bo,m) NN([L75—2) :N(_Vv 2D/m)7 (242)
onde —v e 2D sdo a média e a variancia de Z;. Assim, pode-se identificar i = —v = A, e
52 =2D/m.

Se o modelo OAKSY representar corretamente o comportamento préximo de
bifurcagoes blowout, espera-se que a distribuicao dos expoentes de Lyapunov transversais
em tempo finito se aproxime de uma curva normal (conforme comentado na Segao 2.2.2)
para tempos grandes. Nesse caso, a dinamica transversal se comporta como um processo
estocastico, de modo que o cardter deterministico para A | (zg, m) pode ser desprezado,

validando o uso do teorema do limite central.

No regime de validade do modelo OAKSY, os pardmetros D e v associados a equagao
de Komogorov 2.39 estao relacionados com a distribuicao de expoentes de Lyapunov

transversais em tempo finito F(\;(m)) (conforme a relagio 2.42)

v=— lim (AL (m)),
) (2.43)
D = T,{lj)noo§<(>\¢( m) — (AL(m)))?).

Pode-se, entao, resolver a equacao de Komogorov com condi¢oes de contorno e
aproximagoes apropriadas para obter analiticamente os expoentes das leis de escala ligadas
as bacias crivadas. Isso inclui o expoente 7, relacionado com a fragao de orbitas que diverge
do atrator em funcao da distancia ao atrator (Equagao 2.30), e o expoente «, associado &
fragao incerta de condigbes iniciais (Equagao 2.32). Os detalhes dos calculos podem ser
encontrados na sexta segao do artigo original [29], e os resultados obtidos pelos autores

sao:
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S
i (2.44)
o = 1
DN’

onde A\ e )\ sao, respectivamente, os expoentes de Lyapunov transversal e paralelo ao
subespaco invariante onde se encontra o atrator crivado. Esses resultados, munidos da
Equacao 2.43, podem ser testados em qualquer sistema com bacia crivada, e, apesar de
terem sido obtidos através do mapa 2.35, eles continuam aproximadamente validos em
outros casos [30, 70]. Logo, através dessas relagdes, podemos verificar quao bem o modelo

prevé a dinamica transversal em sistemas com bacias crivadas proximo de pontos criticos.

Outra analise feita por Ott e seus colaboradores nesse trabalho esta relacionada
com como perturbagoes afetam érbitas num atrator com bacia crivada. Embora o atrator
seja invariante pela dinamica, o fato de que pontos arbitrariamente préximos dele possam
divergir implica que perturbagdes de qualquer amplitude numa érbita inicialmente restrita

ao atrator crivado resultam, eventualmente, na divergéncia dessa 6rbita para outro atrator.

Considere que em cada iteragdo do mapa 2.35 ha uma perturbacao £v, de direcao
escolhida uniformemente no circulo unitario e de amplitude £ escolhida uniformemente no

intervalo [0, A]. O sistema perturbado é estocastico e obtido por:
(mm+17 ym+1) = g<mm7 ym) + 5’{) (245)

Dado um grande niimero de trajetorias iniciadas no atrator de bacia crivada, em
pontos (z9,0), Ott et al. [29] mostraram que, para o sistema perturbado 2.45, o niimero de
6rbitas N (A, m) que nao divergem para o atrator no infinito (ou seja, que nao alcangam

y = 1) em m iteragdes decresce exponencialmente com m,
N(A,m) ~ e ™), (2.46)

com um tempo caracteristico (7). Além disso, o tempo caracteristico segue uma lei de

poténcia quanto a sua dependéncia em A, da forma

(r) ~ %A’”', (2.47)
1%

onde 7 é solugao de uma equacao transcendental. Em particular, quando o termo C' =
nA" log(%> < 1, entao ' = n.

Um dos objetivos deste trabalho é estudar se essas relagoes obtidas pelo modelo
estocastico OAKSY sao propriedades gerais de bacias crivadas e, portanto, se sao validas em
outros sistemas. Queremos, especialmente, verificar se os resultados podem ser estendidos

a sistemas continuos de maiores dimensoes. Ressalta-se que as leis de escala obtidas por
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meio do modelo nao dependem da estrutura global de atratores do sistema, pois utilizam
apenas propriedades do atrator com bacia crivada. Dessa maneira, o calculo das leis de
escala através das equagoes 2.44, se valido em sistemas de maiores dimensoes, apresentaria
grande vantagem em relagao ao célculo direto de P*(¢) e p(d), pois permitiria entender
propriedades da estrutura da bacia (como dimensao fractal) sem a necessidade de conhecer

detalhadamente todos os outros atratores do sistema.

2.3 SINCRONIZACAO DE CAOQS

E possivel construir sistemas com subespacos invariantes que podem ter bacias
crivadas ao acoplar dois sistemas que isoladamente possuem um atrator caodtico. Isso ocorre
devido ao fendémeno de sincronizagao de caos [77], onde, ao acoplar dois sistemas caéticos,

eles sincronizam e passam a exibir exatamente (ou parcialmente) o mesmo comportamento.

Para ilustrar isso, considere um mapa T,,+1 = f(Zm), T, € R™, que possui um
) + ) )

atrator cadtico A. A partir desse mapa, constréi-se o sistema definido em R?”

Tm1 = f(xm) + g(xma ym)a

(2.48)
Ymr1 = Um) + 9(Ym> T,

dado pelo acoplamento simétrico de dois desses mapas através de uma funcao de acopla-
mento g(z,y), tal que g(x,z) =0e g(x,y) = —g(y, x). Assim, ha um subespaco invariante

Mg, chamado variedade de sincronizagao,
Ms={(z,y) eR" |z =y} (2.49)

Em Mg existe um atrator caético dado pelo conjunto A do mapa desacoplado. Fazendo a
mudanga de coordenadas X = 1/2(y +z) e Y = 1/2(y — x), pode-se escrever o sistema

numa forma mais conveniente:

K1 = 1/2[f (X + Yin) + [(Xin = Yin)],

(2.50)
Ym+1 - 1/2[f(Xm + Ym) - f(Xm - Ym)] + g(Xm + YmaXm - Ym)7

onde My fica definido por Y = 0 e o termo de acoplamento s6 aparece na dinamica de Y.
Desse modo, a dindmica na variedade de sincronizacao é separada em um termo paralelo,

dado por X,,, e outro transversal, dado por Y,,.

A dindmica restrita a variedade de sincronizagao é dada por (X,i1,Yme1) =

(f(X,n),0) e perturbagoes transversais sao governadas pela funcao

Jy(Xm) = (Dy,, Y1) (X, 0) = (Df)(Xm) + (Dy,,.9)(Xm, Xon)- (2.51)

Supondo que exista somente um atrator nesse subespago, a estabilidade de Mg é

determinada pela estabilidade transversal da orbita cadtica do atrator. De acordo com
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o discutido na se¢ao 2.1.1, os expoentes de Lyapunov em tempo finito m, X\;(Xg,m),

associados as diregoes transversais sao obtidos pelos valores singulares o; de

T (Xo) = Ty (X 1) Ty (Xoma) - - Ty (Xa) Ty (X1)Jy (Xo) (2.52)

através da Equacao 2.15. O expoente de Lyapunov transversal A\ | serda o maior dentre os

n expoentes no limite m — oc.

Desse modo, constroi-se um sistema que pode apresentar bacias crivadas, dado que
os outros requisitos discutidos anteriormente sejam cumpridos, isto é, que o atrator A
seja transversalmente estavel (A < 0), que existam Orbitas periddicas transversalmente
instdveis imersas no atrator e que exista outro atrator no espaco de fase R?>". O raciocinio

para sistemas continuos é analogo.

2.3.1 Exemplo de sincronizacao de caos

Considere o acoplamento de dois mapas logisticos com r = 4 (mapa de Ulam) num

espaco de fase toroidal

Ts1 = 42(1 —2) +e(yl, —22) mod 1,
= (1 =) ol — 03 .
Ymr = 4y(1 —y) +e(ay, —y,,) mod 1,
onde identifica-se f(r) = 4x(1 —z) e g(x,y) = e(y® — 23).
Fazendo a mudanca de coordenadas X = 1/2(y +x) e Y = 1/2(y — z), tem-se

Xm-H = 1/2[f<Xm + Ym) + f(Xm - Ym)] mod 17

(2.54)
Vet = 1/20f (X + Yin) = F(Xin = Vi)l + 2 [(X = Y)* = (X +Y)?] mod 1.

A variedade de sincronizacdo Mg fica definida por Y = 0 (z = y) e a jacobiana para uma

orbita em Mg é

J'(X) 0
0 fI(X)—6eX?|’

onde se identifica J,(X) = f/(X) 4+ & =4(1 — 2X) — 6eX?. Devido a essa escolha de coor-

denadas, a matriz acima ¢ bloco diagonal e esta dividida em um termo associado a direcao

J(X,0) = (2.55)

paralela f'(X), com autovetor (1,0), e um termo .J,, associado a diregao perpendicular,

com autovetor (0, 1).

Nesse caso, J, é um escalar, de modo que nao ¢é necessario calcular os valores
singulares. Esse escalar pode ser visto como o autovalor de uma matriz unidimensional,

com o valor singular (que sempre é positivo) sendo |J,|. A expressdo 2.52 é obtida por

m—1

J™(Xo) = [T Jy(X0) (2.56)

=0
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Figura 6 - Y,, para o sistema 2.53 de dois mapas logisticos acoplados. (a) tem ¢ = —0,75,
enquanto (b) apresenta ¢ = —0,71.

e o valor singular o; ¢ o médulo da expressao acima.

A dindmica na variedade de sincronizacao é dada pelo mapa de Ulam, X,, .1 =

—1
4X,,(1 — X,,), que tem medida natural analitica p(X) = {m/X(l - X)} [78]. Assim, o
expoente de Lyapunov transversal A | pode ser escrito, para quase toda condi¢ao inicial

Xp, tomando o logaritmo do médulo de 2.56, como

1] 4(1 —2X) — 6eX?
N og (J4(1 — 2X) — 6=X7)

1 m—1
— > log|,(X)| = [
meoo m ; ! 0 /X (1 — X)

onde foi utilizado o teorema ergddico de Birkhoff [79] para a segunda igualdade.

dX, (2.57)

Calculando a integral acima numericamente, observa-se que A, < 0 para € num
intervalo aproximado [—0,72; —0,54]. Nesses casos poderd ocorrer sincronizagio de caos,
com Y, — 0 para m — oco. A Figura 6 mostra dois exemplos do sistema 2.54, um quando
M é estavel, e ocorre sincronizagao de caos (¢ = —0,71), e outro quando é instavel

transversalmente, e o sistema nao sincroniza (¢ = —0,75).

A sincronizacgao de caos e a presenca de bacias crivadas para o acoplamento linear

de dois mapas logisticos foi estudada detalhadamente na Referéncia [24].

2.4 TEORIA DE ORBITAS PERIODICAS

Desde o trabalho pioneiro de Lorenz [11], percebeu-se que o conjunto de drbitas
periddicas imersas num sistema caotico desempenha um papel importante na dinamica.
Por exemplo, em sistemas hamiltonianos e no contexto de teoria de caos quantico, o
conjunto de érbitas periddicas instaveis esta relacionado com a distribuicdo dos niveis de

energia do sistema [49, 50, 51]. Em sistemas dissipativos, por sua vez, a relagao entre a
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orbita cadtica e érbitas periddicas num atrator pode ser entendida tanto de um ponto de
vista de teoria da medida, em relacao a medida natural do atrator, quanto do ponto de

vista topologico, através de dindmica simbdlica [47, 53, 80].

Um ponto zy de um sistema dindmico discreto f(x,,) = x,, é dito ponto periddico
de periodo p se
zp = fP(20) = o, (2.58)

e o conjunto I'y = {xg, x1,..., 2,1} é chamado érbita periddica de periodo p. I',, por ser
invariante, representa também a Orbita que se repete indefinidamente ao se escolher x;

como condicao inicial para o sistema.

De modo analogo, para um sistema dindmico continuo auténomo em R", & = G(x),

um ponto x(t) do fluxo ®(xo,t) é dito periddico de periodo T' € R se
x(t) = D(xg,t) = Pz, t + 1) =2x(t +1T1). (2.59)
O conjunto invariante pelo fluxo
Lr={®(x,t') eR" |t € [t,t+T]} (2.60)

é chamado de 6rbita periddica de periodo T, que esté associada ao ponto periddico x(t).

A estabilidade de 6rbitas periddicas pode ser calculada através dos expoentes de
Lyapunov. Nesse caso, considera-se nas Equacoes 2.17, 2.24 ou 2.29, um ponto inicial
pertencente a essa 6rbita. Expoentes negativos indicam que a orbita é estavel nas diregoes

correspondentes, enquanto expoentes positivos indicam instabilidade.

Esses conjuntos invariantes permitem calcular varias propriedades relacionadas
a dindmica em atratores cadticos. O conjunto de orbitas periddicas, quando denso num
atrator (ou repulsor) cadtico, pode ser usado para estudar propriedades como, por exemplo,
dimenséo [81], entropia topoldgica [82] ou estabilidade transversal [27]. Essas quantidades
sao escritas como uma expansao sobre o conjunto de pontos peridédicos imersos no atrator
[49, 83]. Para sistemas hiperbélicos [43], essa abordagem é bem estabelecida — uma

discussao detalhada sobre o assunto é apresentada na Referéncia [53].

Para um atrator cadtico hiperbélico A de um mapa x,,+1 = f(z,,), pode-se obter
uma expressao que aproxima a medida natural pg através de medidas definidas em orbitas
periddicas p,. Seja I',(B) o conjunto de todos pontos periddicos de periodo p imersos num
subconjunto B do atrator. Entao [49, 84]

po(B) = Jim Syl (261

z, €Ty (B)
o z) = @)™ 2.62
) S (e .
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onde z; é um ponto peridédico de periodo p e Li(x;) a magnitude do maior autovalor
instavel de D fP(x;).

Embora essa formula para a medida natural seja valida para atratores hiperbdlicos,
varios estudos mostram que ela também funciona, ao menos como uma aproximacao, para
atratores nao-hiperbélicos [30, 49, 27, 54, 58|.

Assim, é possivel utilizar as orbitas periddicas para calcular qualquer observavel
definido no atrator através do valor desse observavel nos pontos periédicos. Em particular,
pode-se estimar o expoente de Lyapunov transversal, definido na secao 2.1.2. Esse expoente
é obtido por [58]

Ar=lim Y A (@) (), (2.63)

p—r00
2, €p(A)

onde A\ (z;) é o expoente de Lyapunov transversal para a érbita periédica associada ao

ponto x; e a soma se da sobre os pontos peridédicos de periodo p no atrator A.

Através dessa expressao, caracteriza-se a ocorréncia de uma bifurcagao blowout
somente utilizando os conjuntos I',, observando quando a Equacao 2.63 se anula. De um
ponto de vista tedrico, essa descricao é interessante por empregar apenas quantidades
fundamentais [27], além de evitar o uso da Orbita caética e eventuais problemas de
sombreamento na caracterizacao da bifurcacao. O conjunto de orbitas periddicas tem ainda
relacao com a intensidade da variabilidade de dimensao instavel, conforme sera abordado

na proxima secao.

2.5 VARIABILIDADE DE DIMENSAO INSTAVEL E SOMBREA-
MENTO DE TRAJETORIAS

Simulagoes numéricas de sistemas dinadmicos sempre introduzem erros nos resultados.
Esses erros decorrem tanto da necessidade de truncamento dos niimeros reais — chamados
erros de truncamento ou arredondamento — quanto da discretizacao do tempo continuo na
integragao de equagoes diferenciais [19]. Assim, ao simular uma trajetéria numericamente,
na realidade obtém-se uma oOrbita que é sucessivamente, ponto a ponto, perturbada em
relacdo a uma orbita real. A esse conjunto de pontos perturbados da-se o nome pseudo-

érbita ou pseudo-trajetoria [14].

Em sistemas cadticos, onde ha sensibilidade em relagao as condigoes iniciais, essas
pseudo-trajetorias podem eventualmente nao representar o comportamento de 6rbitas reais
do sistema [45]. Para compreender quando é possivel assumir que uma pseudo-trajetoria
de fato é representativa num sistema caotico, se utiliza o conceito de sombreamento de
6rbitas. Uma pseudo-6rbita, dada por um conjunto de pontos {§;}, 0 <i <t é dita «
sombreada por uma orbita real {s;}, por um tempo tg, se |s; — 5;| < « para todo 0 < i < ¢
[42].
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Para sistemas hiperbélicos [43], onde se pode separar o espago tangente continu-
amente em uma variedade instavel e estavel sem pontos de tangéncia, pode-se mostrar
que toda pseudo-érbita obtida com suficiente precisdo é o sombreada por uma Orbita
real, para qualquer a > 0 e por tempos arbitrariamente grandes, o chamado lema de
sombreamento de Anosov [14, 85]. Isso significa que ¢, é infinito para todo « e qualquer
orbita numérica suficientemente precisa é representativa de uma Orbita real do sistema

por tempos arbitrariamente grandes.

No entanto, sistemas hiperbolicos sao bastante restritos e a maioria dos sistemas
de interesse fisico sao nao-hiperbdlicos, podendo apresentar variedades de centro, crises
ou bifurcagdes em geral que invalidam a hipétese de hiperbolicidade [43]. Quebras de
hiperbolicidade em crises, por exemplo, podem ocorrer devido a tangéncias homoclinicas
[55]. Nesse caso, o tempo de sombreamento é esperado ser finito, mas ainda pode ser

relativamente grande [74, 45].

Outra possibilidade de quebra de hiperbolicidade é a chamada variabilidade de
dimensao instavel (VDI) [41]. Nesse caso, o sistema possui érbitas periddicas com diferentes
dimensoes para a variedade instavel, de modo que nao existe uma decomposi¢ao continua do
espaco tangente. Isso resulta em uma quebra mais severa de hiperbolicidade, e o tempo de
sombreamento pode ser bastante pequeno, especialmente proximo de bifurcacoes blowout
[59, 46, 44]. Essa propriedade pode ser explicada através de um modelo estocastico similar
ao modelo OAKSY, onde o tempo médio de sombreamento segue uma lei de escala da
forma (tg) ~ 6", em que 0 é a magnitude do erro de um passo associado & pseudo-érbita
e h é o chamado expoente de hiperbolicidade [42, 86]. Préximo de bifurca¢oes blowout,

esse expoente é obtido pela equacao

= 2 (2.64)

~9
0—2

2 a variancia da distribuicao dos expoentes de Lyapunov

onde fi é o valor médio e &
transversais em tempo finito mais proximos de zero. Como fi = 0 nos pontos criticos, h
tende a ser pequeno e a pseudo-orbita pode deixar de ser sombreada em poucas iteragoes.

Viérios exemplos de uso dessa férmula podem ser encontrados na Referéncia [59].

Quando nao se tem acesso direto as oOrbitas periddicas do sistema, é possivel
identificar VDI através do estudo da distribuicdo dos expoentes de Lyapunov em tempo
finito [87]. Conforme a Equagao 2.34, existem regioes localmente atrativas e repulsivas
transversalmente se 1 > F > 0. A presenca de VDI em bacias crivadas estd, portanto,
relacionada com as flutuagoes do expoente de Lyapunov transversal em torno de zero [74].
Essa relagao também pode ser entendida sob a perspectiva da teoria de érbitas periddicas.
Pela Equacao 2.63, ¢ possivel expandir o expoente de Lyapunov transversal num atrator
em funcao dos expoentes associados as orbitas periddicas. Logo, se o expoente em tempo
finito flutua em torno de zero, deve haver érbitas periddicas transversalmente estaveis e

instaveis no sistema, indicando VDI.
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Tendo em vista que o conjunto de orbitas periédicas determina a medida natural
do atrator e que a estabilidade transversal dele pode ser vista como um observavel do
sistema, passivel de ser calculada a partir da Equacao 2.63, existem também maneiras
de medir a intensidade de VDI utilizando o conjunto invariante de orbitas periddicas.
Para um sistema em que o atrator estd contido num subespaco vetorial, com dire¢oes
transversais que podem ser estaveis ou instaveis, pode-se mensurar a VDI através de um
parametro chamado medida de contraste [57]. Dado um periodo p, a medida de contraste

C, ¢é definida como

_ |ma(p) — ma(p)]
O ) ) (265)

onde

mu(p) = 3 exp(—pAj(0)]) O(=AL(1)). (2.66)

i€y,
ma(p) = 3 exp(=pAi(0)]) OOL(), (2:67)

i€l
sendo © a funcao degrau de Heaviside e A|(j) o expoente de Lyapunov paralelo (ao

subespaco invariante onde estd contido o atrator) associado a orbita periddica x,(j).

A medida de contraste varia entre 0 e 1 e pode ser vista como a diferenca entre as
contribuigoes de orbitas periddicas transversalmente estaveis e instaveis para a medida
natural do atrator caético, dada pela Equagao 2.61. Se C), = 0, entao a contribuicao de
orbitas instaveis e estaveis transversalmente sao iguais, e a intensidade de VDI é méaxima,
enquanto se C}, = 1, todas as érbitas periddicas sao estéveis ou instéveis transversalmente

e nao ha variabilidade. Valores intermediarios indicam VDI em diferentes intensidades.

Portanto, espera-se C}, ~ 0 préximo de bifurcagoes blowout e para valores de p
suficientemente grandes, indicando maxima variabilidade de dimensao. Ao mesmo tempo,
conforme discutido na secao 2.2.2, deve-se ter F' =~ 0,5. Essas relacoes indicariam uma
concordancia para os resultados obtidos através da érbita cadtica, por meio de F', e das

érbitas periddicas, usando C), na identificagdo de maxima VDI para o atrator crivado.
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3 SISTEMA DISCRETO ACOPLADO

3.1 CONSTRUCAO DO SISTEMA

Consideramos inicialmente o seguinte acoplamento geral de dois mapas unidimensi-

onais f que possuem um atrator cadtico no intervalo [0, 1]:

M
Unp+1 = f(un) + Z CTQ(U; - u:z)a
=1 (3.1)

M
Un41 = f(vn) + Z CTQ(“’:L - U;)7
r=1

onde a fun¢do impar g atua como um termo de acoplamento. Esse sistema apresenta
um subespaco de sincronizagao invariante, dado por v,, = u,, onde se encontra o atrator
cadtico de f. Assim, a primeira condigao para a existéncia de bacias crivadas — a presenca

de um atrator cadtico restrito a um subespaco invariante — é satisfeita.

Para analisar em mais detalhes as condigoes restantes, vamos simplificar o sistema
acima. Tomamos somente a contribuigao linear de ¢, g(z) = z, e apenas as primeiras
contribui¢oes impares nos termos r, r =1 e r = 3, com M = 3. Para facilitar a analise
de teoria de orbitas periddicas, fixa-se f como um mapa da tenda estendido, definido em
toda a reta R,

2u se u < 1/2,

Fw) = (32)
2—2u seu>1/2.

Desse modo, o sistema que sera analisado pode ser escrito como

Uni1 = f(un) + (v, —up) + 0(v —u), (33)
it = f(vn) + (up — v,) + (42 = 0P), '

onde se identificam os parametros de acoplamento ¢; = ¢, ¢; = 0 e ¢3 = § para a Equagao
3.1. Esse mapa pode ser visto como uma generalizagao para o caso simétrico do mapa
estudado na Referéncia [88]. Apesar dessas simplificagoes, é esperado que qualitativamente
varios dos resultados que serdao apresentados sejam andlogos para outras fungoes f que
tenham um atrator cadtico no intervalo [0, 1], j& que nesses outros casos os sistemas
também satisfarao as condigoes para a existéncia de bacias crivadas. Além disso, como as
analises das bacias sao feitas na vizinhanca do atrator de sincronizacao, isto é, préximo de
Uy = Uy, termos de maior ordem em g ou em r podem ser vistos como perturbacoes para

as bacias do sistema 3.3.

A variedade de sincronizacao invariante de 3.3 é dada pelo subespaco

M={(u,v) eR*|u=n}, (3.4)
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Figura 7 — (a) Bacias de atracao para o sistema 3.3 com € = 0,9 e § = —0,4. Pontos em branco

indicam condicoes iniciais que convergem para o atrator A, enquanto pontos em
preto divergem para infinito. (b) Magnificacio de uma pequena regiao de (a).

e a dindmica restrita a essa variedade depende se u (ou v) estd no intervalo [0, 1] ou fora
dele. No primeiro caso, a dindmica é obtida pelo mapa da tenda cldssico (nao estendido),
que possui um atrator cadtico [89]. No segundo caso, a 6rbita diverge para —oo, pois, se
Up < 0, Upsg = 2ku,, é assintoticamente decrescente e sem cota inferior; se u, > 1, entao

Un+1 < 0, e volta-se ao caso anterior.

Assim, h& ao menos dois atratores. O primeiro corresponde ao atrator cadtico do
mapa da tenda A C M, dado por

A={(u,v) €[0,1] x [0,1] |u=v}, (3.5)

enquanto o segundo atrator ¢ ilimitado, atraindo as condigoes iniciais que divergem para

—0OQ.

Inicialmente observou-se em experimentos numéricos que o sistema parece apresen-
tar bacias crivadas para alguns dos parametros de acoplamento. A Figura 7 ilustra um
exemplo das bacias de atragao para os dois atratores, com (g,d) = (0,9; —0,4). Pontos em
branco convergem para A, enquanto pontos em preto divergem para —oo. A Figura 7b
mostra uma magnificacdo de uma pequena regiao de (a). Nessa segunda figura é possivel
observar que mesmo pontos bastante proximos da variedade de sincronizacao tém proba-
bilidade nao nula de pertencerem a bacia do atrator no infinito. Além disso, a bacia de
sincronizagao exibe fronteiras complexas, mesmo com a magnificagdo, o que é indicativo
de fractalidade [22].

Para estudar a estabilidade do atrator A, é conveniente fazer a mudanca de
coordenadas x,, = 1/2(v, + u,) € y, = 1/2(v, — u,), de modo que os vetores da base

canonica § = (1,0) e £, = (0,1) sao, respectivamente, paralelos e perpendiculares a
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variedade de sincronizacao M. Nessas coordenadas, o atrator A é definido por y = 0 e
1> x>0, com a dindmica no atrator seguindo y,, = 0 e x, = f(x,_1) = u,. A jacobiana

J(x,y) do mapa 3.3, escrita nas varidveis (z,y) e aplicada em y = 0, é dada por

c(x) 0

J(z,0) = 0 clx)—2(c+30622)|’

(3.6)

onde
. 2 seu<1/2,
c(x) = f(x) = (3.7)
-2 seu>1/2.
Os vetores & e £, sao os autovetores da jacobiana com autovalores o = c(z) e
o1 = c(x) — 2(e + 302?), e os expoentes de Lyapunov em tempo finito para uma condigio

inicial xy € [0, 1], conforme a Equacao 2.15, sdo obtidos por

1 n—1

Aj(zg,n) = - Z log o ()], (3.8)
i=0
1 n—1

AL (zg,m) = ngog\aL(xi)L (3.9)
i=0

com z; = f'(xg). O expoente de Lyapunov em tempo infinito ¢ dado pelo limite n — oo
As(w0) = Tim Ay(zo, ), (3.10)
onde j pode corresponder ao termo paralelo ou perpendicular.

Como na variedade de sincronizacao a dinamica é dada pelo mapa da tenda, onde
o teorema de Oseledets é valido, para quase toda condigao inicial xy (de acordo com a
medida natural do atrator) o resultado dos expoentes acima é o mesmo. Além disso, a
medida natural para o mapa da tenda é uniforme [89, 79], de modo que a Equacao 3.10

pode ser escrita em termos da medida natural como:
1
A= / log |o;(2)|dzx. (3.11)
0

Na direcao paralela a variedade de sincronizacao, temos que | = log(2), pois

|oy(z;)| = 2. Ja na direcao transversal ao atrator, a estabilidade é determinada por
1
AL :/ log |c(z) — 2(e + 3622)|dx. (3.12)
0

Para o conjunto A ser um atrator em R?, e poder ter uma bacia crivada, ele deve ser
transversalmente estavel, com A; < 0. A Figura 8 mostra, em preto, uma regido no espago
de pardmetros (g, ) que satisfaz essa condi¢ao. Escolhendo os termos de acoplamento nessa
regido, o sistema pode apresentar bacias crivadas, como ilustrado na Figura 7. Quando
A1 =0, e o sistema perde estabilidade transversal, ocorre uma bifurcagao blowout, que

por continuidade corresponde a fronteira do conjunto mostrado na Figura 8.
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Figura 8 — Regidao no espaco de parametros (£,0) na qual o atrator de sincronizagdo A é
transversalmente estavel, com A | < 0.

3.2 CARACTERIZACAO DAS BACIAS CRIVADAS

Para verificar a existéncia de bacias crivadas nesse sistema, pode-se mostrar a
validade das duas leis de escala dessas bacias, conforme discutido na Secao 2.2.1. A fracao
de pontos que divergem do atrator, P*(¢), em funcao da distancia ao atrator ¢, é ilustrada
em escala logaritmica na Figura 9a para ¢ = 0,9 e diferentes valores de §. De maneira
analoga, a Figura 9b apresenta os resultados para a fracdo incerta de condigoes iniciais,
p(d), como funcao do raio de incerteza d, para € = 0,9 e considerando pontos que distam
lo = 1072 do atrator A. Em todos os casos, verifica-se que a bacia de sincronizacio segue
as leis de poténcia P*({) ~ (" e p(d) ~ d*.

Observa-se ainda que para § = 0,66 e ¢ = 0,9, o valor de n é bastante pequeno,
aproximadamente 0,04, indicando uma invaridncia para a fracado de pontos que divergem
do atrator em relagao a distancia ao atrator. De maneira similar, para esses parametros
de acoplamento, @ também é pequeno, aproximadamente 0,02, o que implica que uma
melhora na precisao da condigdo inicial é praticamente irrelevante para uma melhora na
precisao média do comportamento assintético das orbitas. Isso ocorre pois o sistema esta
muito proximo de uma bifurcagao blowout para esses parametros, como sera mostrado

adiante.

Para estudar em mais detalhes as bacias crivadas e as bifurcacoes para esse sistema,
vamos fixar dois valores de referéncia para os parametros de acoplamento: dg = 0,4 e
g0 = 0,9. Nas andlises a seguir, um dos parametros de acoplamento serd o de referéncia,

enquanto o outro ficara livre.

A Figura 10 mostra A\; em fungao de um dos pardmetros de acoplamento. Identifi-
camos quatro pontos criticos associados a bifurcagoes blowout, denominados por (g, ;)
e (g4,00), onde i € {1;2}. Numericamente, encontrando os pardmetros para os quais

a Equacao 3.11 zera, pode ser determinado que esses pontos sao aproximadamente
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Figura 9 — (a) P* como funcao da distancia £ ao atrator para ¢ = 0,9. (b) Fracao incerta p de
condicoes iniciais como fun¢do do raio de incerteza d para condi¢oes iniciais que
distam ¢y = 1072 do atrator.

(a) (b)

Figura 10 — Expoentes de Lyapunov transversais para o mapa acoplado 3.3 em fungao dos
pardmetros de acoplamento para: (a) € = g, (b) § = do.

01 = —1,589256209, 6o = 0,66032045, ¢ = 0,77028170 e g5 = 1,024678 40. Essa fi-
gura indica que o atrator é transversalmente estavel para § = 0y e € € [g1, &3], ou € = &g
com 0 € [51,(52].

Conforme discutido na Secao 2.2.2, a distribuicdo de expoentes de Lyapunov
transversais em tempo finito, dados pela Equacao 3.9, é um importante indicador de
variabilidade de dimensao instavel em bacias crivadas. Ela pode ainda ser utilizada junto
com o modelo estocastico OAKSY para estimar as leis de escala para a fracao de pontos

que divergem do atrator, P*({), e a fragao incerta de condigoes iniciais, p(d).

A distribuiciio de expoentes de Lyapunov transversais em tempo finito 7', F (AL (T)),
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Figura 11 — Distribuicdo de probabilidade F para os expoentes de Lyapunov transversais em
tempo finito T' = 80, com € = 0,9. As curvas em preto sao distribui¢bes gaussianas
com a mesma média e variancia de F.

tomando condicoes iniciais no atrator de acordo com sua medida natural, ¢ mostrada na
Figura 11, para T'= 80 e ¢ = 0,9. A figura também apresenta, em preto, distribui¢oes
normais com a mesma variancia e média de F para cada 6. Nota-se que as distribui¢oes sao
bem representadas por curvas gaussianas, sendo essa representacao melhor quando proximo
de uma bifurcacao blowout (nessa figura, para § = —1,55 e 6 = 0,66), como esperado pela
Equacao 2.42. Isso sugere que podemos em parte desconsiderar correlagoes (para valores
de T suficientemente grandes) e tratar os expoentes de Lyapunov aproximadamente como

variaveis aleatorias, o que corrobora a abordagem utilizada no modelo OAKSY [22, 29].

Outra consequéncia dessas distribuigoes serem aproximadamente gaussianas esta
relacionada com a fracao de expoentes de Lyapunov positivos. A média de ensemble do
expoente de Lyapunov em tempo finito 7', que deve ser igual a A\, para T — oo, é dada

por

L) = / MFOLT) AN — A, (T — o). (3.13)

Desse modo, podemos definir a fragao de expoentes de Lyapunov positivos em tempo finito
F(T) como
F(T) = /0 FOL(T)) dh.(T). (3.14)

Se a distribui¢ao de expoentes de Lyapunov em tempo finito for aproximadamente gaussiana
(conforme sugere a Figura 11) e o sistema estiver numa bifurcaciio blowout, onde (A, ) ~ 0,
entao, pela simetria da fungao normal, tem-se F' = 0,5 para T suficientemente grande.
A Figura 12a mostra F' para ¢ = 0,9 e quatro diferentes valores de 7" em funcao de ¢.
A Figura 12b apresenta esses resultados para 6 = 0,4 em funcao de . Nessas figuras,
os pontos criticos sao indicados por retas verticais. Observa-se que F' = 0,5 nos pontos

criticos e que isso é praticamente independente de T (dado que T' > 15).
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Figura 12 — (a) Fracao F' de expoentes de Lyapunov positivos em tempo finito 7' = 80 para
e = 0,9 em fun¢ao de §. (b) Andlogo a (a) para 6 = 0,4 em funcao de . A reta
horizontal representa F' = 0,5.

O fato de que F' =~ 0,5 préximo da bifurcacao blowout é também um indicativo para
a presenga de maxima variabilidade de dimensao instavel (Sec. 2.5). Portanto, todas as
condicOes para a existéncia de bacias crivadas sao satisfeitas proximo aos pontos criticos. Na
Secao 3.4 mostraremos diretamente a existéncia de VDI através do calculo da estabilidade

transversal de 6rbitas periddicas, o que corroborard essas ideias.

3.3 MODELO ESTOCASTICO OAKSY

Pode-se utilizar a distribuicao dos expoentes de Lyapunov em tempo finito para
verificar se as conclusoes do modelo estocastico OAKSY sao validas para esse sistema. Se
o? for a varidncia para os expoentes de Lyapunov em tempo finito 7', o modelo prevé, de
acordo com a Equacgao 2.43, uma relacao da forma:

2D
onde D é um coeficiente de difusao para o modelo estocastico.

A Figura 13 mostra essa varidncia em funcao do tempo finito 7', para ¢ = 0,9 e
diferentes valores de 0 numa escala logaritmica. As retas em preto sao ajustes lineares.
Pode-se verificar que esses ajustes sdo representativos dos valores numéricos e que as retas
sao aproximadamente paralelas, com coeficientes angulares préximos de —1. Desse modo,
a variancia para o sistema acoplado segue a equagao acima e o parametro D pode ser

obtido através do coeficiente linear dessas retas.

Podemos, portanto, utilizar os resultados do modelo estocastico, munidos do
parametro de difusao D e do expoente de Lyapunov transversal A, para estimar os

expoentes das leis de escala associadas as bacias crivadas através da Equacgao 2.44.
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Figura 13 — Variancia o2 para distribuicoes de Lyapunov em tempo finito 7" com € = 0,9, bem
como ajustes lineares (retas pretas tracejadas).

A Figura 14 mostra, em laranja, os expoentes 7 e « calculados diretamente através
do ajuste linear para P*(¢) e p(d), como ilustrado na Figura 9. Em azul, sdo mostrados os
resultados por meio do modelo OAKSY. As figuras (a) e (¢) tém € = 0,9, enquanto (b) e
(d) possuem 6 = 0,4. Préximo das bifurcagoes blowout (retas pontilhadas verticais), todos
os coeficientes das leis de poténcia sao bem estimados em termos absolutos pelo modelo,
com erros absolutos sempre menores que 0,05. Além disso, tanto  como a tém valores
préximos de zero nesses pontos criticos, indicando que P* e p sao fungoes praticamente
constantes. Diante disso, uma melhora na precisao da condicao inicial praticamente nao ¢é
refletida numa melhora na precisao do comportamento assintotico. Isso também explica
a aparente discrepancia na figura (d), ela sé ocorre devido aos valores estarem muito
proximos de zero, de modo que os erros em termos absolutos permanecem pequenos nessa
regiao.

Mesmo para alguns valores de acoplamento longe das bifurcacoes, o sistema parece
possuir suficiente descorrelagao e o modelo continua produzindo estimativas razoaveis
para os expoentes: por exemplo, para ¢ € [—0,5;0,5] e £ = 0,9, onde os erros sdo também
menores que 0,05. Quando P*(¢) ou p(d) sdo nulos, os expoentes nao sao bem definidos, e
nao é possivel obter valores através de ajustes numéricos. Nesses casos, estamos fora do
regime de validade do modelo e os resultados nao devem ser considerados relevantes. Isso
ocorre nos graficos (a) e (c¢), para valores proximos do intervalo —1,40 < § < —0,57. Essa

regiao pode também ser observada na Figura 12a, onde F' ~ 0, indicando que nao ha VDI.

Outra observagao para a Figura 14 é que se pode obter os valores numéricos para
os expoentes logo apos as bifurcagoes blowout, quando o atrator nao é transversalmente
estavel. Isso ocorre porque, logo apés a bifurcacao, apesar do conjunto A ser um repulsor
caltico, as orbitas tém um comportamento muito parecido com érbitas antes da bifurcacao,

ficando arbitrariamente préoximas do conjunto invariante A e sendo por longos transientes
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Figura 14 — Expoentes a e n das duas leis de poténcia para a bacia do atrator A. Quadrados em
laranja representam valores calculados pelo ajuste linear de P* e p, como ilustrado
na Figura 9, enquanto circulos em azul sdo valores calculados pelo modelo OAKSY,
usando a Equagdo 2.44. (a) e (c) correspondem a € = 0,9 e diferentes ¢, enquanto (b)
e (d) referem-se a 6 = 0,4 e diferentes €. As retas verticais indicam pontos criticos.

indistinguiveis de 6rbitas que sincronizaram. Esse artefato numérico resulta da hipotese
de que quando uma érbita chega suficientemente préxima da variedade, ela continua
sincronizada para sempre; na realidade, o que ocorre nesses casos ¢ um exemplo de

intermiténcia on-off [25, 90].

3.4 TEORIA DE ORBITAS PERIODICAS

A andlise da distribuicdo dos expoentes de Lyapunov em tempo finito é uma
maneira indireta de verificar que o sistema estudado possui VDI e, portanto, que existem
6rbitas periddicas transversalmente instaveis imersas no atrator A. No entanto, devido a
simplicidade do mapa da tenda, é possivel verificar diretamente a existéncia dessas orbitas

instaveis no sistema 3.3.
Para um perfodo p, h& 2P pontos peridédicos no atrator A, obtidos por [89]

2m

I 3.16
x] 2p+k" ( )
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onde m é um inteiro nao negativo, k = £1 e 2m < 2P + k. Essa equacgao permite encontrar
todos os pontos periddicos de periodo p, (z,y) = (x;,0), imersos no atrator cadtico de

sincronizacao A.
Para o mapa da tenda, a jacobiana D f aplicada a qualquer ponto tem autovalor +2,
e |DfP(x;)| = 2P. A medida p,(x;) para a érbita periddica associada ao ponto peridédico

z; é dada por (Equagao 2.62):

(L (z;))~" 1
() = = = (3.17)

S (L)t Np
onde N, = 2P é o niimero de pontos peridédicos de periodo p imersos no atrator. O expoente
de Lyapunov transversal, por sua vez, pode ser estimado usando o conjunto de érbitas

periddicas através da Equacgao 2.63:

AL = lim Z AL (2p(5) pp(zp(5)) = lim iZ:)\L (z,(5)), (3.18)

— 00
J)EA p=o0 N, j=

onde A (z,(j)) é o expoente de Lyapunov associado & j-ésima 6rbita periédica de periodo
D, Tp(J). Assim, o expoente de Lyapunov transversal é simplesmente a média dos expoentes

de Lyapunov associados as orbitas periddicas no limite de altos periodos p.

A Figura 15 mostra A\, calculado através do truncamento do limite acima para
diferentes periodos p proximo de duas bifurcacées blowout. 15a ilustra o comportamento
para ¢ = 0,9, préximo do ponto critico associado a d,, enquanto 15b refere-se a § = 0,4,
proximo de €. As retas verticais indicam as estimativas, para cada periodo p, de quando
ocorre a bifurcacao blowout, e a curva em preto é o resultado utilizando a medida natural.
Em ambos os casos, observa-se que é possivel estimar os pontos criticos utilizando somente
as orbitas periddicas, com maior precisao ao considerar periodos p maiores, conforme

indica a Equacao 3.18.

A Tabela 1 apresenta as estimativas dos pontos criticos (g9,0;) e (;,d0), para
i € {1;2}, utilizando 6rbitas periédicas de diferentes periodos p. Isso é feito fixando € = &
ou 0 = ¢y e utilizando um algoritmo para calcular as raizes da Equacao 3.18 em funcao
do parametro de acoplamento livre. Os erros em relacao aos valores obtidos pela érbita

cadtica, através da Equacgao 3.11, sao indicados por A.

Observa-se que mesmo ao utilizar érbitas de pequenos periodos, é possivel obter
aproximagoes razoaveis para os pontos criticos. Por exemplo, para p = 3, os quatro pontos
sao obtidos com erros da ordem de 10~! ou menos, enquanto para p = 8, todos os erros

sao menores que 4,0 x 1073, Apesar disso, a precisao nao cresce monotonicamente com p.
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Figura 15 — Estimativas para os expoentes de Lyapunov transversais usando o conjunto de
Orbitas periddicas de periodo p imersas em A, através do truncamento do limite em
3.18. Em preto, é mostrado os valores utilizando a medida natural. (a) Tem ¢ = 0,9
e (b), d = 0,4. As retas verticais indicam os pontos criticos estimados para cada p.

P 01 Ady 0o Ady & Agy &9 Agy

2 —1,760 254 640 1,1 x 107! 0,407 102977 38 x 107" 0,762 676 006 99 %1073 1,037 716 657 1,3 x 1072
3 —1,591 397964 1,2x 1073 0,760 452 349 1,5 x 107! 0,747899 310 2,9 x 1072 1,026 155 905 1,4 x 1073
4 —1,526966374 3,0 x 1072 0,663 144 385 43 %1073 0,731 882 550 50 x 1072 1,024824173 1,4 % 1074
5 —1,726 074 688 8,6 x 1072 0,890 068 532 3,5 x 107! 0,717 846 452 6,8 x 1072 1,024 711134 3,2 x107°
6 —1,672866558 52 x 1072 0,683 297 146 3,5 x 1072 0,744 336 473 3.4 x 1072 1,024 686 555 8,0 x 1076
7 —1,599 141 945 6,0 x 1073 0,649114 700 1,7 x 1072 0,766 285 605 52 %1073 1,024 680438 2,0 x 1076
8 —1,595333204 3,6 x 1073 0,659 530 195 1,2 % 1073 0,768 307775 2,6 x 1073 1,024 678910 50 % 1077
9 —1,595265 371 3,6 x 1073 0,657 899 870 3,7x 1073 0,769 310922 1,3 x 1072 1,024 678528 1,2 x 1077
10 —1,580243 558 2,0 x 104 0,662 256 003 20 x 1073 0,769 810 488 6,1 x 10~ 1,024 678433 3,1 %1078
11 —1,592915201 2,1 x1073 0,661462128 1,7 x 1073 0,770363 710 1,1 x 107 1,024 678 409 7.8 x 107
12 —1,580799 686 1,5 x 10~ 0,660 590 502 4,1 % 1074 0,770 325 968 5,7 %1075 1,024 678403 1,9 % 1079
13 —1,589542637 1,2x 1072 0,660 594 789 42 x 1074 0,770245651 4,7x107° 1,024 678 402 48 x 10710
14 —1,580478309 53 x 1077 0,660 256 531 9,7 % 1077 0,770 275 432 8,1 x 1076 1,024 678401 1,2 x 10710
15 —1,589525387 2,3 x107° 0,660 355 068 52 %107 0,770 287 364 7.4 %1076 1,024 678 401 2,9 x 1071

16 —1,580573877 7.4 %1076 0,660 353 815 51 x 107° 0,770 281 635 8,0 x 1078 1,024 678 401 6,4 x 10712

Tabela 1 — Estimativas para os parametros criticos (g9, 0;) e (£;,00), ¢ € {1;2}, usando 6rbitas
periodicas de diferentes periodos p, por meio do truncamento da Equagao 3.18. Os
erros relativos para cada parametro, em relagdo ao valor obtido pela medida natural
(Equacao 3.11), sdo indicados com A.

3.5 VARIABILIDADE DE DIMENSAOQ INSTAVEL

Podemos usar as orbitas periddicas calculadas na sec¢ao anterior para medir a
intensidade da variabilidade de dimensao através da medida de contraste, conforme
discutido na Secao 2.4. Como p,(x,(j)) = 1/N,, a medida de contraste, dada pela Equacao

2.65, pode ser escrita como
Cp = |na(p) — nu(p)|, (3.19)

onde _ Ni(p) _ Ni(p)
Ni(p) + Na(p) N, 7

com N; o ntmero de érbitas periédicas de periodo p transversalmente estaveis e Ny o

n;(p) (3.20)

numero das transversalmente instaveis.
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Figura 16 — Medida de contraste C), para diferentes periodos p, em funcao de: (a) 6, para
e=0,9; (b) e, para § = 0,4.

As Figuras 16a e 16b mostram C), em funcao de um dos parametros de acoplamento.
16a tem € = 0,9, e 16b possui 0 = 0,4. Observa-se que a intensidade da variabilidade de
dimensao instavel ¢ maxima préximo das bifurcacoes, onde C), ~ 0. Além disso, é possivel
perceber uma relacao entre VDI e a fracao de expoentes de Lyapunov positivos F', como
mostrado na Figura 12. A medida de contraste é maior quando F' esta préximo de 0 ou 1,
isto é, quando o atrator é em quase toda sua extensao instavel ou estavel transversalmente.
Por outro lado, C), apresenta menores valores exatamente quando ha flutuagoes em torno
de 0 dos expoentes transversais e F' se aproxima de 0,5. Isso esta de acordo com a ideia de
que se pode inferir VDI analisando apenas a distribuicao de expoentes de Lyapunov em
tempo finito [87]. Essa associagao é relevante, tendo em vista que na maioria dos sistemas
de interesse fisico é inviavel calcular a medida de contraste, pois nao ¢é possivel calcular

uma grande quantidade de érbitas periddicas imersas no atrator caodtico.

A Figura 17 mostra C, para p = 13 numa regiao do espaco de parametros (g, 9).
Nota-se que a maioria dos parametros resulta em C, = 1, indicando auséncia de VDI.
No entanto, existe uma regiao conexa de pontos que apresentam C),, =~ 0, correspondendo
aproximadamente a fronteira do conjunto que define A como transversalmente estavel,
como ilustrado na Figura 8. Assim, préximo das bifurcacoes blowout, verifica-se maxima

VDI em toda essa regiao do espago de parametros.

Percebe-se ainda que existe VDI em regioes onde A é repulsor cadtico, com C), =~ 0,5.
Conforme se aumenta p, esses pontos com VDI no regime de repulsor continuam existindo,
no entanto, o conjunto de maxima VDI se concentra cada vez mais na fronteira do conjunto
que define o atrator em R2. A possibilidade de estudar o conjunto A nesse regime é outra
vantagem de utilizar érbitas peridédicas, que, por serem conjuntos invariantes, permitem

calcular propriedades como dimensao e entropia topolégica mesmo em repulsores [82, 81].
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Ci3

Figura 17 — Medida de contraste para Orbitas periédicas de periodo p = 13 em A, Cy3, em
funcdo dos pardmetros de acoplamento ¢ e ¢.

Logo, podemos restringir as regides do espaco de parametros que sao passiveis de
terem bacias crivadas comparando as Figuras 8 e 17. Essas regioes sao compostas pelos
pontos que sao transversalmente estaveis e que tém C, < 1. A intensidade de VDI também
se relaciona com o tempo de sombreamento de érbitas numéricas (pseudo-trajetérias) e
espera-se que, quanto menor (), menor seja o tempo de sombreamento das trajetérias
numeéricas, tendo em vista que o sistema se afasta cada vez mais de um sistema hiperbdlico
[44, 74, 42].
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Figura 18 — Expoente de hiperbolicidade h (escala a direita) e medida de contraste C5 (escala
a esquerda) em funcdo do pardmetro de acoplamento ¢ para 6 = 0,4.

A Figura 18 ilustra essa relacdo mostrando o expoente de hiperbolicidade h (Equagao
2.64) e C15 em fungao de € para 6 = 0,4. Observa-se que, de modo geral, quanto maior a
intensidade de VDI, menor h, sendo que seu valor minimo ocorre nas bifurcagoes blowout.
Como ¢ esperado que o tempo de sombreamento médio préximo das bifurcagoes siga
(ts) ~ 07" [42], onde 6 é o erro de truncamento das simulacées numéricas, tem-se um

menor tempo de sombreamento quando o sistema apresenta VDI em maior intensidade.
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4 SISTEMA CONTINUO ACOPLADO

41 CONSTRUCAO DO SISTEMA

O procedimento para caracterizar bacias crivadas em sistemas continuos é analogo
ao feito para o caso discreto. Para ilustrar isso e algumas das dificuldades que surgem em
espacos de fase com mais dimensoes, vamos considerar o acoplamento de dois sistemas

continuos em R? que possuem a mesma simetria do atrator cldssico de Lorenz [11].

O sistema de Lorenz ¢ um paradigma no estudo de caos e varios modelos inspirados
nele geram atratores similares, chamados scroll-like — uma revisao da literatura acerca
de como construir sistemas com esses atratores pode ser encontrada na Referéncia [91].
Vamos considerar um desses sistemas, analisado por Elwakil et al. [60]. Nesse trabalho, os
autores estudaram um conjunto de equagoes diferenciais que modelam as tensoes elétricas

num circuito, sendo um exemplo fisico de caos. As equagoes sao dadas por:

.
dii,: = a(g_j)v

i

di; = sk(Z)Z +m, (4.1)
= _ —s|z[+s

dt ’

onde 0 <a<1,mée{-1;0;1} e s = +1 sdo os pardmetros do sistema, enquanto

1 sex >0
k(@) = , (4.2)
-1 sex <0

é um termo nao linear que substitui o fator xy nas equagoes de Lorenz.

Para m = 0, esse sistema exibe a mesma simetria de rotacao por 7w ao redor do eixo
z presente no atrator de Lorenz, e seus termos sao todos lineares por partes. O sistema
possui um atrator cadtico similar a borboleta de Lorenz com duas asas, porém sem a
restricdo de z > 0. No artigo original, Elwakil e seus colaboradores consideram o parametro
s oscilando no tempo, observando dois desses atratores, o que forma um conjunto contendo
quatro asas. O circuito elétrico que reproduz a dinamica das equacoes 4.1 foi estudado na
Referéncia [92].

Com o intuito de analisar o acoplamento de dois desses sistemas continuos, faremos
algumas modificagoes nas equacoes acima. Fixamos m = 0 para preservar a simetria de
rotagao, o que sera importante para a caracterizagao de um segundo atrator no sistema
acoplado. Mantemos também s = 1, de modo a garantir um tnico atrator bem definido. Por

fim, para eliminar a descontinuidade de k(Z), substituimos k(z) por k(%) = tanh (cz). Para
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Figura 19 — Atrator cadtico de duas asas para o modelo descrito na Equacao 4.3 com a = 0,5 e
c = 50.

valores de ¢ > 1 (aqui usaremos ¢ = 50), a funcéo k(%) se aproxima de k(%) ponto a ponto
para todo T # 0, e o atrator permanece praticamente inalterado. Essa ultima modificagao
contribui para a convergéncia nos calculos numéricos dos expoentes de Lyapunov, ja que
parte da dinamica de 4.1 ocorre proximo de & = 0, onde ha uma descontinuidade para a

funcao k.

Portanto, o sistema desacoplado que sera estudado é dado por

ZZE = a(g_j)a

Z’? = tanh(cz) Z, (4.3)
dz

a1 |

R

onde ¢ = 50 e a é um parametro a ser escolhido. A Figura 19 mostra o atrator de duas
asas para esse sistema quando a = 0,5. Esse é o Unico atrator que encontramos ao utilizar

10* condigoes iniciais préximas da origem, com Z, § e Z num intervalo [—10, 10].

E possivel ainda identificar dois pontos fixos para o sistema 4.3, dados por
(£1,£1,0). Para 0 < a < 1 e tanhec & 1, esses pontos sao linearmente estaveis na
dire¢ao Z (com um autovalor real e negativo para a jacobiana) e sdo focos instéveis no

plano Zy (com autovalores conjugados complexos com parte real positiva para a jacobiana).
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Ao acoplar linearmente dois desses sistemas pela variavel Z, obtém-se

CZ? = a(y; — ),
C;ytl = z; tanh(cx;), (4.4)
B ol 4148 (5 2),

ondei, j € {1;2},7 # j e k um termo de acoplamento. O estado do sistema fica determinado
por 6 variaveis, (z1,y1, 21, T2, Y2, 22). Para estudar como a intensidade de acoplamento,

dada pelo parametro k, altera a dinamica, a partir de agora sera fixado a = 0,5 e ¢ = 50.

Definindo v; = (21,y1,21) € v = (T2,¥2,22), é simples verificar que existe um

subespago invariante de sincronizagao Mg, resultante da simetria v <= vo,
MS:{(Ul,UQ) GRﬁ ‘xlsz,y1:y2,zl :zz}_ (45)

A dindmica para v; (ou vy) em Mg é exatamente a seguida pelo sistema desacoplado 4.3,
de modo que ha um atrator cadtico tridimensional A, mostrado na Figura 19, contido em

M. Chamamos esse atrator de atrator sincronizado.

Para identificar um segundo atrator nesse sistema, é conveniente fazer a seguinte

mudanca de coordenadas:

1 1 1
xzi(@—l’l)a ?/25(92—91); 225(22—21),
1 1 1 (4.6)
X:§<LE2+QJ1), Y:§(y2+y1)’ Z:i(z2+zl)_
Reescrevendo o sistema 4.4 nessas coordenadas, tém-se as equagoes
d
% = a(_gj + y)7
dy 1
= =3 {(z — Z)tanh(c(—x + X)) + (2 + Z) tanh(c(z + X))},
d 1
d% = 5 {lo = X| = o+ X| - 4r2},
(4.7)
A a(-X+Y)
dt ’
ay 1
) {(=z+ Z)tanh(c(—z + X)) + (2 + Z) tanh(c(x + X))},
dz 1
o = 5{2— |z — X| — |z + X]|}.

Mg agora é definido pela restricao (z,y,z) = (0,0,0). Um segundo subespago
invariante, chamado anti-sincronizado, ocorre devido a simetria (X, Y, 2) <= (X,Y, —2), e
é definido pela restrigao (X, Y, z) = (0,0,0), ou

My = {(v1,02) ER® | 2y = =29, 41 = —Y2, 21 = 22 }. (4.8)
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Figura 20 — Distancia ds ao subespaco de sincronizacao de duas trajetérias com condigoes iniciais
de coordenadas escolhidas em [—1, 1], para a = 0,5 e dois valores de k. (a) Tem
k = 0,10, e a 6rbita ndo converge para A — nem para B — devido a esse conjunto
ser transversalmente instavel. (b) Tem k = 0,15, e a Orbita estd na bacia de A.

De maneira analoga ao caso anterior, a dindmica para v, (ou v9) em M4 é dada exatamente
pelas equacgoes 4.3, de modo que também ha um atrator de duas asas, B, no subespacgo

anti-sincronizado.

Dependendo da intensidade de acoplamento x, o sistema pode apresentar sincro-
nizagao de caos para o atrator na variedade de sincronizagao (ou de anti-sincronizagao).
A Figura 20 mostra a distancia d,(t) ao subespaco Mg como fungao do tempo ¢ para
uma 6rbita tipica, dadas condigdes iniciais escolhidas num cubo [—1,1]® C RS, para dois
valores de acoplamento. A Figura 20a tem x = 0,10, tal que a 6rbita nao converge para o
atrator A C Mg (nem para o atrator B C My). Isso ocorre porque esses atratores sao
transversalmente instaveis para esse valor de acoplamento, conforme serd mostrado mais
adiante. A Figura 20b mostra a mesma condi¢ao inicial para x = 0,15, onde ambos os
atratores sincronizado e anti-sincronizado sao transversalmente estaveis, e a orbita, que
por acaso estd na bacia do atrator de sincronizacao, rapidamente converge para A, de

modo que limy_,, ds(t) = 0.

Para estudar a estabilidade transversal do atrator de sincronizacao, calculamos o
expoente de Lyapunov transversal para a érbita cadtica em A. De acordo com o discutido

na Secao 2.1.2, as equagoOes variacionais para o sistema 4.7 sao dadas por
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a4 dr = a(—o0x + 0y),

dt
jt 6y = ¢ Z sech®(cX) 6x + tanh(cX)oz,
d .
— 0z = —sign(X) dz — 2Kz,
dt
. (4.9)
2 (X +Y
S ax 1Y),
Y
ddt = Z tanh(cX),
az
21 x
2w

e o expoente de Lyapunov transversal é obtido pela Equacao 2.29.

Por outro lado, podemos também calcular o espectro de Lyapunov para uma
6rbita em A C Mg através do método de Benettin et al. [66] e da Equagao 2.25. Isso
resulta em seis expoentes: trés associados a direcoes paralelas ao subespago invariante,
que caracterizam o atrator caético de duas asas, {1, Ao, A3}, e outros trés, {Ayg, A5, A¢},

associados as diregoes transversais do subespaco Mg.

Ordenando o conjunto dos expoentes tal que A\; > Ay > A3 e \y > A5 > g,
necessariamente temos que: A; > 0, pois o atrator sincronizado ¢é cadtico, Ay = 0, devido ao
sistema ser continuo [93], e A\3 < 0, pelo sistema ser dissipativo. A estabilidade transversal
fica determinada por Ay — se Ay > 0, o conjunto A é transversalmente instavel, enquanto
que se A\, < 0, o conjunto é um atrator transversalmente estavel em R. Para estudar a
estabilidade transversal, portanto, basta calcularmos os trés maiores expoentes do espectro.
Se dois deles forem positivos e um proximo de 0, entao necessariamente A4 > 0; enquanto
que, caso contrario, se somente \; for maior que zero e Ay =~ 0, entdo Ay < 0 e A é estavel

transversalmente.

A Figura 21 mostra os trés maiores expoentes de Lyapunov do espectro para o
atrator sincronizado, enquanto a curva preta corresponde ao expoente transversal calculado
pelas equagoes variacionais 4.9. Para k < k. =~ 0,12, observa-se que ha dois expoentes
positivos: um, independente de k, associado a Ay, e outro dado por Ay = A\, indicando
que A ¢ instavel transversalmente. Em k., ocorre uma bifurcacao blowout e, para x > k.,
o conjunto A permanece estavel transversalmente no intervalo x € [k, 50|, como mostrado

no grafico inserto da Figura 21.

Conforme se aumenta a intensidade do acoplamento, o expoente A\, tende a zero,
apontando que para fortes acoplamentos o sistema parece se aproximar de uma segunda
bifurcacao blowout. Esse comportamento para altos valores de x pode indicar que o modelo
estocastico OAKSY sera valido para o sistema em todo esse regime de forte acoplamento,

uma vez que A ~ 0 é uma das hipoteses do modelo.
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Figura 21 — Trés maiores expoentes de Lyapunov para uma érbita cadtica no atrator A, circulos
coloridos, e o expoente de Lyapunov transversal para esse atrator, curva em preto,
calculado através das equacgOes variacionais 4.9.

Embora esses resultados tenham sido obtidos para a orbita cadtica no atrator de
sincronizacao A, pela simetria do acoplamento, os resultados sao também validos para o
atrator B na variedade de anti-sincronizacao, ja que a dinamica no atrator caético B é

essencialmente a mesma que em A, somente estando num subespaco vetorial diferente.

4.2 CARACTERIZACAO DAS BACIAS CRIVADAS

Iremos nesta secao analisar as bacias de A C Mg e B C M4 para o sistema 4.4 e

verificar as condigoes de existéncia das bacias crivadas para o sistema acoplado.

Conforme discutido na Se¢ao 2.2, ha quatro condigoes necessarias para haver
bacias crivadas. Ao escolher k > k., trés delas ja sao satisfeitas: ha um atrator A cadtico
e transversalmente estavel imerso num subespaco vetorial Mg e existe um segundo
atrator B. Vamos discutir a ultima condicao, referente a existéncia de orbitas periddicas
transversalmente instaveis em A. Para isso, obtivemos algumas das orbitas periédicas do
atrator sincronizado utilizando o método de Newton-Raphson-Mees, conforme descrito na
Referéncia [94].

A Figura 22 mostra seis exemplos de orbitas periddicas em laranja, os dois pontos
fixos do sistema, (£1,+1,0), em vermelho e parte do atrator cadtico A em cinza. Observa-
se que, de forma similar ao que ocorre no atrator de Lorenz [11], as érbitas periddicas que
obtivemos sempre rotacionam um nimero de vezes ao redor dos pontos fixos simétricos
[15]. No entanto, elas podem também rotacionar em torno do eixo z. Assim, a dindmica
simbolica para esse sistema é mais complicada quando comparada a do atrator de Lorenz
classico [95], e as drbitas parecem nao ser caracterizadas simbolicamente por apenas dois
simbolos. A Tabela 2 apresenta as condi¢oes iniciais e os periodos das érbitas peridédicas

calculadas pelo método de Newton-Raphson-Mees.
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Figura 22 — Orbitas periédicas imersas no atrator cadtico sincronizado com perfodos aproximados
p = (a) 10,973, (b) 16,406, (c¢) 25,657, (d) 36,478, (e) 42,501, e (f) 56,899. As
condicgoes iniciais dessas érbitas estao indicadas na Tabela 2.

E possivel medir a estabilidade transversal das érbitas periédicas por meio do
expoente de Lyapunov transversal. A Figura 23 mostra o expoente associado a essas
orbitas periddicas imersas no atrator sincronizado, nomeadas pelo seu periodo aproximado
p. A Figura 23a retrata uma regiao proxima do ponto critico k., onde se pode observar
que algumas dessas Orbitas ficam transversalmente estaveis pouco antes da bifurcagao, de

modo que existem tanto érbitas estaveis quanto instaveis transversalmente em k..

Logo, a ultima das condi¢bes para a existéncia de bacias crivadas — a presenca de
VDI — é também satisfeita. A Figura 23b mostra uma regiao mais ampla de valores k,
indicando que em todo o intervalo [k, 10] o sistema possui VDI e que, de maneira analoga
ao que ocorre para o comportamento da drbita caética (ilustrado na Figura 21), conforme
se aumenta k, as orbitas periédicas parecem convergir para assintotas horizontais em
diferentes niveis. De um ponto de vista de teoria de orbitas periddicas, pode-se pensar
que \; tender a zero para k > 1 ocorre devido a um equilibrio entre érbitas periddicas

estaveis e instaveis que nao necessariamente tém seus expoentes de Lyapunov indo a zero.

Todas as condi¢Oes necessarias para a existéncia de bacias crivadas sao satisfeitas
para K € [k, 10], de modo que é possivel agora estudar mais concretamente suas proprieda-
des. A Figura 24 mostra um exemplo de secao transversal das bacias do atrator cadtico em
Mg, pontos em branco, e do atrator em M 4, pontos em preto, para k = 0,41. A secdo é

obtida tomando z1 = x5 = 1, y3 = y2 = 1 e 21, 22 no intervalo [—6, 2|. Para esses pontos no
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T Y z p
-0,3867408 0,7969813 -1,0006702 10,9732367
-0,1457792 -1,6509696 -1,1234204 13,2307355
-0,2149385 3,0742001 -3,8005621 15,5652699
-1,5596226 -1,4851396 -0,6587008 15,7456960
0,3042496 -2,2076315 -4,1358432 16,4056543
-3,1912302 -5,7602723 0,3747373 19,5791491
0,3767604 -3,3522406 -3,1071829 25,6573433
-0,1942891 5,8177373 -5,2072769 30,8800992
1,3123587 0,6845014 -0,9403214 31,7254238
-0,1467686 1,7950686 -3,1496114 32,0639457
-0,5596386 -1,0827867 0,3873844 36,4779031
0,4881745 0,5800048 0,2356960 425009287
-0,1414509 -1,6409161 -1,7343704 56,8993423
0,2690021 4,3872347 -3,7404589 62,5267803

Tabela 2 — Condigoes iniciais (x,y, z) e periodos p associados com cada érbita peridédica em A
utilizada nas Figuras 22 e 23. Os valores foram obtidos pelo método de Newton-
Raphson-Mees [94].

— p: 10,973 — p: 10,973
0.2 —— p:13,231 0,6 ---- p:13,231
—— p: 15,565 —— p: 15,565
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— p:31,725 —— p:19,579
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Figura 23 — Expoentes de Lyapunov transversais A para algumas das orbitas peridédicas, indi-
cadas pelo seu periodo p, imersas no atrator sincronizado.(a) Préximo de k.. (b)
Num intervalo mais amplo de valores para k.

espaco de fase, o atrator esta contido na reta z; = 29, de maneira que regioes da diagonal
principal nessa figura podem ser vistas como pedagos do atrator cadtico de sincronizagao
em Mg. Pode-se observar as caracteristicas “linguas” formadas por pontos em preto que
emanam do subespaco invariante Mg e que, mesmo muito préximos dele, divergem para o

segundo atrator em My, o que é um comportamento comum em bacias crivadas [73, 74].

Outra secao do espaco de fase interessante de se estudar é uma regiao ao redor
da origem de R® nas coordenadas (z,y, 2, X,Y, Z), tendo em vista que a origem pertence
aos dois subespacos, Mg e M 4. A Figura 25 mostra as bacias para o atrator cadtico
sincronizado (pontos em branco) e anti-sincronizado (em preto) para uma se¢do y; =
+ys = 0,0 e 21 = 29 = —2,0, com 1 e x9 variaveis. Nessas figuras, a diagonal 1 = x5

(reta azul) estd contida em Mg e a diagonal x; = —x9 (reta vermelha) estd contida em
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Figura 24 — Bacia de atracao para o atrator em Mg (em branco) e para M4 (em preto) numa
secao do espaco de fase dada por x1 =z9 =1,0e y; = yo = 1,0, com k = 0,41.

M 4, de maneira que podemos perceber como ambas as bacias parecem crivadas. Nesse

caso, as bacias sao ditas intermingled [22].

As se¢oes da bacia do atrator sincronizado sugerem que ela é crivada. Para analisar
isso de maneira mais objetiva, estudamos os parametros P*(¢), para a fragao de dérbitas
que divergem do atrator em funcao da distancia a ele, e a fragdo de condigodes iniciais

incertas p(d), conforme discutido na Secao 2.2.

A Figura 26a mostra, em escala logaritmica, P*(¢) em funcao de ¢ para o atrator
sincronizado. As retas pontilhadas sdo ajustes lineares. Verifica-se o comportamento em
lei de poténcia P*(¢) ~ {7 abrangendo cinco ordens de grandeza para ¢. Em particular,

para k = 0,12 = k., 0 expoente 7 é relativamente pequeno, aproximadamente 0,14.

De maneira anéloga, a Figura 26b mostra a fra¢ao incerta p(d) em fungao do raio
de incerteza d para o atrator sincronizado considerando condigoes iniciais que distam
lo = 1072 dele. Novamente, observa-se que p(d) ~ d* para d abrangendo cinco ordens de
grandeza. Além disso, para os valores de k mostrados, a &~ 0, de modo que uma melhora
na precisao da condic¢ao inicial praticamente nao é refletida numa melhora na precisao
média do comportamento assintotico. Em particular, para x = 0,12, o expoente ¢é bastante

pequeno, aproximadamente 0,006.

Os expoentes dessas leis de escala e os desvios padrao dos ajustes lineares podem

ser vistos na Figura 29, indicados por “Numérico”.
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Figura 25 — Bacias de atracao do atrator em Mg (em branco) e do atrator em M4 (em preto)
para: k = 0,3 em (a) e (¢); e k = 1,0 em (b) e (d). As figuras consideram uma sec¢ao
do espago de fase definida por y; = ty2 = 0,0 e 21 = 20 = —2,0. A reta em azul

(r1 = x2) estd contida em Mg e a reta em vermelho (x1 = —x2) estd em M 4.
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Figura 26 — (a) Fracao de 2000 condigdes iniciais P*(¢) que divergem do atrator de sincronizagao
A em fungao da distancia a ele ¢. (b) Fracao incerta p(d) de 2000 condigbes iniciais
que distam £y = 1072 da variedade de sincronizacio em funcio do raio de incerteza
d. As retas sdo ajustes lineares em escala logaritmica.
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4.3 MODELO OAKSY E VARIABILIDADE DE DIMENSAO INS-
TAVEL

Verificamos numericamente que o sistema 4.4 possui bacias crivadas para k > k..
Podemos entao analisar se o modelo OAKSY é capaz de prever a dindmica transversal e,
em particular, as leis de poténcia, para esse sistema mais complexo e de maior dimensao
quando comparado ao mapa acoplado estudado na Sec¢ao 3. Para isso, é necesséario calcular

a distribuicao de expoentes de Lyapunov transversais em tempo finito.

A Figura 27 mostra, para trés valores de k, a distribuicao F (5\ 1) dos expoentes de
Lyapunov transversais em tempo finito 7" = 200, 5\(T) A figura apresenta ainda, em preto,
as curvas gaussianas com a mesma média e desvio padrao das distribuigoes calculadas.
Conforme esperado, observa-se que as distribui¢coes F (5\ 1) sdo bem representadas por

gaussianas, em particular quando o sistema esté proximo de bifurcagoes blowout (k &~ 0,12).

O comportamento das varidncias o2 dessas gaussianas em funcio do tempo finito
T, calculadas a partir da distribuicao JF, é ilustrado numa escala logaritmica na Figura 28.
As retas pontilhadas s@o ajustes lineares para cada x utilizado. Verifica-se que a relagao
0?(T) = 2D /T (Equacao 2.43) é aproximadamente valida, com um coeficiente de difusdo

D bem definido que pode ser obtido por meio do coeficiente linear das retas ajustadas.

Assim, é possivel usar os valores calculados de D e as férmulas resultantes do
modelo OAKSY (Equagao 2.44) para comparar os resultados numeéricos desse sistema com

as previsoes do modelo para os expoentes 1 e « associados as leis de escala.

A Figura 29a mostra, em laranja, o expoente 1 obtido pelo coeficiente angular
dos ajustes lineares em experimentos numéricos, como ilustrado na Figura 26. Em azul,

¢é apresentado o coeficiente obtido pelo modelo OAKSY. De maneira andloga, a Figura
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Figura 27 — Distribuicio F (X, (T')) para os expoentes de Lyapunov transversais em tempo finito
T = 200 considerando érbitas no atrator de sincronizagao. Para cada k, as curvas
em preto sao distribuigdes gaussianas de mesma média e variancia que F(A (7).
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Figura 28 — Variancia ¢? para distribuicdes de expoentes de Lyapunov em tempo finito 7T,
considerando 6rbitas no atrator de sincronizacao, como funcio de T'. As retas sdo
ajustes lineares em escala logaritmica para cada parametro de acoplamento  usado.

29b mostra os resultados para o expoente «, relacionado a lei de poténcia para a fracao

incerta p(d).

Observa-se que ambos os expoentes sao bem estimados quando o sistema esté
dentro do regime de validade do modelo OAKSY. Isso ocorre para A\ ~ 0, isto é, préximo
de k. e para valores grandes de . Por exemplo, para k ~ 0,12 e x £ 2,0, os erros absolutos

para « sao sempre menores que 0,01, enquanto que para 1 sao menores que 0,07.

Por outro lado, os resultados mostrados na Figura 29 também apresentam regides no
espaco de parametros nas quais o modelo nao é capaz de capturar corretamente a dinamica
transversal. Isso fica evidente para valores de x proximos da unidade (aproximadamente no
intervalo [0,5;2,0]), onde os desvios entre os valores numéricos e os esperados pelo modelo
OAKSY sao maximos. Nesses casos, a aproximacao estocastica feita para a dinamica
transversal nao é valida, de modo que nao podemos desprezar o carater deterministico do
sistema. Essa regiao onde o modelo nao consegue capturar bem os expoentes ¢ exatamente
a regiao que viola a condi¢ao discutida na Secao 2.2.3, segundo a qual o expoente de
Lyapunov transversal precisa estar préoximo de 0~. Em particular, quando A\, < —0,05, o

modelo parece rapidamente deixar de ter validade nesse sistema.

Outro aspecto que podemos estudar utilizando a distribuicao de expoentes de
Lyapunov em tempo finito é a presenca de VDI. Embora ja tenhamos demonstrado a
existéncia de VDI diretamente através do cédlculo de drbitas periddicas imersas no atrator
de sincronizacao, em geral isso nao é possivel para sistemas em maiores dimensoes. Nesses
casos, pode-se utilizar a distribui¢ao F (5\ 1) para inferir a existéncia de variabilidade de

dimensao instavel.

Quando existe VDI, a distribuicdo de expoentes de Lyapunov em tempo finito
possui valores maiores e menores que zero, de modo que érbitas na vizinhanga do atrator

podem ser atraidas ou repelidas por tempo finito. E possivel analisar isso observando



Capitulo 4. Sistema continuo acoplado 66

2,571 ° i °
! ° Numérico 0,51 1 Numérico
i e Modelo OAKSY i e Modelo OAKSY
&0 1 04 ! .
H H
1 1
1 1
1,54 ! ° 0,31 1
1 ! °
= 1 e S] i
| PY |
1,04 1 0,21 1
H ° H
K . w1
0,5 ! 'y, 01y ! .
H ol e : [ ) b
i M ! *Sssss
00l ® 0,01 # i i
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0
K K
(a) (b)

Figura 29 — Valores para os expoentes das leis de poténcia associadas & bacia crivada do atrator
de sincronizagao. (a) 7, e (b) . Em laranja estao os pontos calculados diretamente
pelo ajuste linear de trajetorias numéricas, como ilustrado na Figura 26, enquanto
os pontos em azul sdo os valores esperados pelo modelo OAKSY.

a fungao F(T), associada a fragdo de expoentes positivos em tempo finito 7. Dada a
distribuicao dos expoentes de Lyapunov em tempo finito F, tem-se, conforme a Equacao
2.34,

F(T) = /O T FOL)dAL. (4.10)

Se F(T) for 0 ou 1, ndo ha VDI, ja que todas as 6rbitas em tempo finito tém uma mesma
estabilidade transversal. Quando F' nao estiver nesses casos extremos, podemos inferir que
ha VDI. A Figura 30 mostra F' para diferentes valores de T' préximo do ponto critico k..
Observa-se que para valores de T' pequenos (1" = 20), tem-se 1 > F' > 0 em praticamente
todo o intervalo x € [0,0;0,3]. Conforme se aumenta T' (T" > 100), essa condigao para F

passa a sO ocorrer proximo ao ponto critico K.

Podemos identificar para qual parametro de acoplamento x* se espera maxima VDI
(F =0,5), onde x* depende de T'. Para valores pequenos de T', percebe-se que k* > k.. No
entanto, conforme consideramos intervalos maiores de tempo no calculo dos expoentes,
o parametro k* passa a independer de T e converge para k., indicando que préximo do
ponto critico ¢ onde h& maior variabilidade de dimensao instavel. Isso pode ser entendido
também pela ideia demonstrada na Figura 27, onde préximo das bifurcagoes blowout e
para T' > 1, tem-se uma distribuicao normal para os expoentes transversais. Como a
distribuicdo normal é simétrica e, na bifurcacao, é centrada em A| = 0, a fracdo positiva
de expoentes de Lyapunov em tempo finito F' tende a 0,5.

Exploraremos agora outra consequéncia do modelo OAKSY, relacionada com o

efeito de perturbacoes em 6rbitas que inicialmente estao no atrator de sincronizacgao. Isso

¢ feito com o objetivo de verificar a validade das conclusoes do modelo estocastico para o
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Figura 30 — Fracao F' de expoentes de Lyapunov em tempo finito 7' positivos em fungao da
constante de acoplamento k para Orbitas no atrator de sincronizacéo. A reta vertical
indica o ponto critico k.

decaimento do niimero de orbitas que nao divergem para o segundo atrator num tempo ¢,

N(A,t) (Equagao 2.46), e para o tempo caracteristico de decaimento (1) (Equagao 2.47).

O modelo OAKSY nao trata de perturbagoes em sistemas continuos, de modo que
vamos adaptar o que é feito no artigo [29]. Para isso, consideramos que o nosso sistema é
periodicamente perturbado, a cada intervalo de tempo At inteiro, por perturbacoes £ que
seguem uma distribui¢ao uniforme em [0, A]. Inicialmente consideramos um grande nimero
de érbitas com condigoes iniciais no atrator de sincronizagao e calculamos a fragao N (A, t)
delas que, num tempo ¢, nao divergiram para o atrator de anti-sincronizagao devido a

essas perturbacoes.

A Figura 3la ilustra, para x = 0,13, a relagao esperada pela Equagao 2.46 para a
fragdo N(A,t), dada por N(A,T) ~ exp(—t/(T)). As curvas em diferentes cores sao resul-
tados numéricos para N(A,t), enquanto os pontos em preto indicam ajustes exponenciais

para essas curvas.

Ja a Figura 31b mostra a lei de escala para os tempos caracteristicos (1) em fungao
da amplitude A. As curvas em preto sao ajustes lineares em escala logaritmica e os pontos
sao resultados numéricos de (7) para diferentes intensidades de acoplamento k. Conforme
indicado pela Equagao 2.47, os tempos caracteristicos seguem (7) ~ A~ de modo que as
conclusoes do modelo OAKSY para as leis de escala permanecem validas para esse sistema

acoplado mesmo consideradas as adaptagoes necessarias para o caso continuo.

Por fim, comparamos os expoentes 1’ associados a lei de escala de (1) com os
expoentes 7 relacionados com a lei de poténcia de P*. Segundo o modelo OAKSY, quando
C = no" log(%) < 1 e quando as demais condig¢oes do modelo sao satisfeitas, tem-se
n' ~ n. A Figura 32a apresenta os valores de i’ (losangos roxos) em compara¢ao com

os valores de n calculados diretamente pelo ajuste de experimentos numéricos de P*
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Figura 31 — (a) N(A,t), com k = 0,13, em fungao de ¢ para diferentes amplitudes de perturbagao
A. As curvas cheias sao os resultados de experimentos numéricos e os pontos em
preto ajustes exponenciais. (b) Tempo caracteristico de decaimento () em funcao
da amplitude A. As retas indicam ajustes lineares em escala logaritmica.

(quadrados laranjas) e os obtidos pela Equacdo 2.44 (circulos azuis). J& a Figura 32b
ilustra o comportamento para o parametro C' em funcao da intensidade de acoplamento

para trés valores de amplitude A.

Observa-se que para k proximo de k. e para valores de x grandes, onde as condigoes
para a validade do modelo OAKSY sao satisfeitas, tem-se que 7’ se aproxima do valor de 7
calculado diretamente pelo ajuste linear de P*. Essa relagao parece ser aproximadamente
valida mesmo quando C' é relativamente grande, C' =~ 0,3. Por exemplo, para k ~ 0,12 e

k Z 2,0, os desvios entre os valores numéricos de 7 e 77’ sdo sempre menores que 0,04.

Alguns parametros de acoplamento ainda resultam em boa concordancia entre o
valor numérico de 7 e 7 mesmo na regiao de x proxima da unidade, onde as relagoes 2.44
geram os maiores desvios em relacao ao valor numérico — o que ¢ ilustrado na maior
discrepancia entre os pontos “Modelo OAKSY” e “Numérico” — sendo também essa a

regiao onde C' é minimo.

Portanto, os resultados do modelo estocastico permanecem aproximadamente
validos mesmo para um sistema continuo perturbado em seis dimensoes. O modelo parece
representar acuradamente a dindmica transversal para o atrator sincronizado A do sistema
acoplado 4.4, nao s6 indicando corretamente a forma das leis de escala para a bacia crivada
como também fazendo boas estimativas para os valores numéricos dos expoentes associados

a elas.
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Figura 32 — (a) Expoente 1 calculado por ajustes numéricos (em laranja), utilizando o modelo
OAKSY, com as equagoes 2.44, (em azul) e o valor de 7/, associado ao sistema

perturbado, em fun¢io de k. (b) Pardmetro C' em fun¢io da intensidade de acopla-
mento k.
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5 CONCLUSOES

Bacias crivadas ocorrem em sistemas multiestaveis que apresentam um atrator
de Milnor restrito a um subespaco invariante pela dindmica. Dessa maneira, a perda
de estabilidade transversal do atrator caracteriza uma bifurcagao, chamada bifurcacao
blowout. Préximo ao ponto critico, a dindmica transversal na vizinhanca do atrator de
Milnor é extremamente complicada, com regioes que sao localmente atraidas e repelidas
do subespaco em escalas arbitrariamente finas. Esse comportamento permite a existéncia
de bacias crivadas e é consequéncia da instabilidade transversal de orbitas periddicas
imersas no atrator, o que resulta em variabilidade de dimensao instavel (VDI) no sistema.
A complexidade da dindmica transversal proximo a pontos criticos sugere ainda que ela

pode ser aproximada por um modelo estocastico.

Neste trabalho, estudamos as relagoes entre bacias crivadas, a presenga de VDI e
a validade do modelo estocastico OAKSY em dois sistemas cadticos acoplados: um com
tempo discreto e outro com tempo continuo. Quando possivel, utilizamos ainda a teoria
de 6rbitas periddicas para medir a intensidade de VDI e verificar a correspondéncia entre
a medida natural do atrator cadtico e o conjunto de orbitas peridédicas imersas nele, de

modo a caracterizar a bifurcagao blowout utilizando somente esse conjunto.

O primeiro sistema estudado consistiu num mapa acoplado, onde ha um atrator
cadtico num subespaco invariante devido a variedade de sincronizacao. Nesse caso, o atrator
com bacia crivada é limitado, e a multiestabilidade surge da possibilidade de divergéncia
para o infinito. Verificamos que o mapa satisfaz todas as condi¢bes necessarias para a
existéncia do crivamento da bacia e que o sistema apresenta as leis de escala caracteristicas
de bacias crivadas. Mostramos ainda que o modelo OAKSY consegue estimar corretamente
os expoentes das leis de escala préximo as bifurcagoes blowout, com erros absolutos
menores que 0,05 — indicando que a dinamica transversal pode ser aproximada pelo

modelo estocéstico.

Devido a simplicidade do mapa, obtivemos as orbitas periddicas para o atrator
sincronizado e foi possivel caracterizar os pontos criticos associados as bifurcagoes blowout
utilizando apenas o conjunto de oOrbitas periddicas imersas no atrator caotico. Essas
orbitas, por sua vez, permitiram calcular a intensidade da variabilidade de dimensao
instavel por meio da medida de contraste. Préximo das bifurcagoes blowout, mostramos

que a intensidade de VDI é maxima, o que resulta em uma forte quebra de hiperbolicidade.

O segundo sistema estudado foi um sistema continuo em RS, obtido a partir do
acoplamento de dois sistemas idénticos do tipo Lorenz. O sistema desacoplado foi analisado

por Elwakil et al. [60] e modela as tensdes num circuito elétrico, sendo um exemplo fisico
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de sistema cadtico. Ao acoplar esses sistemas, mostramos que surgem dois subespacos
invariantes devido a simetria das equagoes, um sincronizado e um anti-sincronizado. Cada

subespago possui um atrator cadtico de duas asas com bacia crivada.

Para verificar que as bacias do sistema de fato sdo crivadas, de modo analogo ao
feito para o mapa, mostramos que todas as condi¢oes para crivamento sao satisfeitas
para uma intensidade de acoplamento x maior que um valor critico k.. Em particular,
a presenca de VDI pode ser verificada através da analise da estabilidade transversal de
orbitas periddicas obtidas pelo método de Newton-Raphson-Mees. Foi ainda observada a
validade das leis de escala tipicas em bacias crivadas para o atrator sincronizado, associadas
a P*(¢) e p(d). Essas leis puderam ser estimadas pelo modelo OAKSY, sugerindo que
o modelo prevé corretamente o comportamento proximo dos pontos criticos mesmo em

sistemas mais complicados.

Por fim, estudamos o comportamento desse sistema continuo ao introduzir per-
turbagoes discretas nas trajetérias. Foi observado que a fracao de orbitas que permanece
sincronizada decai exponencialmente, com um tempo caracteristico (7). Esse tempo, por
sua vez, segue uma lei de poténcia em funcao da amplitude maxima de perturbacao, com
um expoente aproximadamente igual em médulo ao expoente da lei associada ao parametro
P*(?). Esses resultados sao esperados pelo modelo estocastico OAKSY para sistemas com
tempo discreto e com um atrator ilimitado. Portanto, argumentamos neste trabalho que
as conclusoes obtidas por Ott e colaboradores parecem também ser validas para sistemas

continuos perturbados discretamente e com atratores limitados.

Partindo dos resultados obtidos, surgem varias possibilidades de trabalhos futuros
envolvendo as ideias investigadas. Por exemplo, o modelo OAKSY seria importante
principalmente para obter informacgoes em sistemas com uma grande quantidade de
atratores, onde a dindmica global é complexa e se torna invidvel calcular P*(¢) e p(d)
diretamente. Assim, uma possibilidade de trabalho futuro é verificar se o0 modelo continua

valido em sistemas com mais de dois atratores crivados, como o apresentado na Referéncia
21].

Outra alternativa de continuacao deste trabalho é estudar mais profundamente o
tempo de sombreamento de orbitas para o sistema proximo de bifurcacoes blowout e sua
relacdo com a intensidade de VDI. Isso pode ser feito estimando o tempo de sombreamento
através do conceito de brittleness e de um algoritmo de refinamento [44] ou de modelos

estocasticos semelhantes ao modelo OAKSY [42].

Por fim, poderiamos ainda tentar estender a analise da teoria de é6rbitas e a ideia
de medida de contraste para o sistema continuo do tipo Lorenz, de modo a mensurar a
VDI em sistemas continuos. Para isso, seria necessario determinar a dinamica simbélica
das orbitas periddicas imersas no atrator sincronizado, como feito para o atrator de Lorenz

classico [95], e considerar a periodicidade simbdlica no célculo da medida de contraste.
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