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RESUMO

O objetivo desta dissertacao é apresentar a funcao logaritmica e, a partir dela, a funcao expo-
nencial, utilizando-se conceitos fundamentais e uma abordagem geométrica através da hipérbole
de equagdo y = 1/, contando-se ainda com o auxilio de conceitos de Andlise Real. Para isso,
elaborou-se a funcao logaritmica partindo-se da sua defini¢ao. A seguir, estudou-se a drea sob
a hipérbole no 1¢ quadrante, que resulta numa importante propriedade descoberta no século
XVII pelo padre jesuita Grégoire de Saint-Vincent, que define faixas da hipérbole com areas
iguais. Baseando-se nesta propriedade, o também padre jesuita Alphonse Antonio de Sarasa,
discipulo de Saint-Vincent, encontrou uma relacao logaritmica entre as abscissas que delimitam
as faixas da hipérbole e as areas destas faixas, dando origem ao conceito de logaritmo natural
e, consequentemente, & funcao logaritmica y = Inx. Utilizando-se a hipérbole e o logaritmo
natural, define-se o nimero e. Na sequeéncia, verifica-se que y = € é a inversa de y = Inx,
e, portanto, uma func¢ao exponencial. Através da mudanca de base de logaritmos, obtém-se a
funcao y = log, x de base a # e, com particular atenc¢ao ao estudo dos logaritmos decimais.
Baseando-se na defini¢do, obtém-se a funcdo exponencial y = a”, com a # e. Por fim, é
demonstrado o limite cldssico lim (1 +1/n)" = e. Devido a utilizagiao de sequéncias, séries e

n—-+oo

limites ao longo deste trabalho, fez-se necesséario o estudo de Analise Real.

Palavras-chave: Logaritmos. Hipérbole. Logaritmo Natural. Numero e. FExponenciais.
Saint-Vincent. Antonio de Sarasa.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to present the logarithmic function and, from it, the exponential
function, using fundamental concepts and a geometric approach through the hyperbola f(x) =
1/x, also by counting on the aid of concepts of Real Analysis. For this, the logarithmic
function was elaborated starting from its definition. Next, the area under the 1st quadrant
of the hyperbola was studied, which results in an important property discovered in the 17th
century by the Jesuit priest Grégoire de Saint-Vincent, which defines bands of the hyperbola
with equal areas. Based on this property, the Jesuit priest Alphonse Antonio de Sarasa, a
disciple of Saint-Vincent, found a logarithmic relation between the abscissas that delimit the
bands of the hyperbola and the areas of these bands, giving rise to the concept of natural
logarithm and, consequently, to the logarithmic function y = Inx. Using the hyperbola and
the natural logarithm, the number e is defined. Next, it is verified that y = e€” is the inverse
of y = Inxz, and, therefore, an exponential function. By changing the base of logarithms, the
function y = log, * with base a # e is obtained, with particular attention to the study of
decimal logarithms. Based on the definition, the exponential function y = a” is elaborated,
with a # e. Finally, the classical limit lim (14 1/n)" = e is demonstrated. Due to the use

n—r—400

of sequences, series and limits throughout this work, it was necessary to study Real Analysis.

Keywords: Logarithms. Hyperbola. Natural Logarithm. Number e. Exponentials.
Saint-Vincent. Antonio de Sarasa.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

A presente dissertacao é fruto de uma semente plantada em mim pela Matematica hd alguns
anos, quando iniciei o curso de graduacao em Engenharia Mecanica da UFPR. No primeiro ano
do curso (na época, em 1989, o periodo ainda era anual), por indicagdo de minha professora na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral A, utilizei, como fonte de estudo, o livro “Cdlculo
Diferencial e Integral - Volume 1”7 do mateméatico russo Nikolai Piskounov. Na Secao

7 do Capitulo II deste livro, o Prof. Piskounov apresenta o Teorema 1, onde enuncia que “a

varidvel <1 + —> tem um limite compreendido entre 2 e 3 quando n — oo”, e conclui
n

. "
e = lim <1 + —> .
n—o0 n

A beleza da demonstragao deste teorema ficou marcada na minha memoria, e tive a oportuni-

definindo que

dade de apresentd-la através do Exemplo D.15 da Sec¢ao D.3, no Apendice D.

HA4 dois anos, quando ainda nao tinha pista alguma sobre o tema da dissertacao, deparei-me
com o video “The History of the Natural Logarithm - How was It Discovered?” de
Tarek Said, disponivel na plataforma YouTube, que inspirou este trabalho. J4 no inicio deste
video, o autor afirma que “o logaritmo natural foi descoberto décadas antes do niumero e”. Por
se tratar de uma informacao totalmente nova para mim, acompanhei atentamente os dezoito
minutos seguintes, onde Said mostra, com riqueza de graficos e referencias bibliograficas, a
influencia determinante que o estudo da hipérbole f(x) = 1/x teve no surgimento do logaritmo

natural.

Ao final do video, a semente plantada ha tempos ji havia comecado a germinar, tomando

forma através do trabalho e culminando no fruto, que é a presente dissertacao.

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma construcao da funcao logaritmica e, a partir
dela, a funcao exponencial, utilizando-se conceitos fundamentais e uma abordagem geométrica
através da hipérbole de equagdo y = 1/x, com o auxilio de conceitos de Andlise Real. Deve-se
ressaltar que o livro “Logaritmos” de Elon Lages Lima teve importancia fundamental para

a elaboracao desta dissertagao.

Para tal propdsito, inicialmente elabora-se a funcao logaritmica partindo-se da sua definicao
e das propriedades fundamentais (A) e (B) apresentadas na Se¢ao 3.1, das quais decorrem as

demais propriedades, mostradas na mesma secao.
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A seguir, nas Secoes 3.3, 3.4 e 3.5, estuda-se a area sob o ramo positivo da hipérbole de

equagido y = 1/x, denominada hipérbole H neste trabalho.
§ao Yy

O estudo anterior resulta numa importante propriedade que define faixas de mesma area da

hipérbole, que é apresentada e demonstrada na Secao 3.6.

Baseando-se nesta propriedade, e como descrito na Secao 3.7, faixas adjacentes da hipérbole
H sao delimitadas por intervalos adequadamente configurados, estabelecendo-se, assim, uma
relagdo logaritmica entre as abscissas que limitam estes intervalos e as areas das faixas da
hipérbole H .

Por conta desta relacao logaritmica, define-se, na Secao 3.8, o logaritmo natural através
da hipérbole H | cujas propriedades sao apresentadas na mesma secao, sendo que o gréafico da

funcdo f(xr) =Inzx é estudado na Sec¢ao 3.9.

Partindo-se do conceito de logaritmo natural, e utilizando-se a hipérbole H | define-se o

numero e, base dos logaritmos naturais, como apresentado na Secao 3.10.

Na Secao 4.1, define-se a funcao erponencial a partir da funcao logaritmica, sendo que,

desta definicdo, decorrem propriedades que sao apresentadas e demonstradas na mesma secao.

Na Secao 4.2, define-se o nimero e* através da hipérbole H | e, baseando-se na definicao
da Secao 4.1, verifica-se que f(x) = e” é uma fungdo exponencial, sendo apresentadas as suas

propriedades na mesma secao, e cujo grafico é estudado na Secao 4.3.

Na Secao 5.1, estuda-se a mudanca de base de logaritmos, que é utilizada na Secao 5.2
para se construir a fun¢io logaritmica f(x) = log, r de base a # e, apresentando-se suas

propriedades, e cujo gréafico é estudado na Secao 5.3.

Em particular, devido a sua importancia, dedica-se a Secao 5.4 ao estudo dos logaritmos
decimais, o qual inclui a definicao de mantissa e caracteristica, a apresentacao do grafico da
funcéo logaritmica f(x) = logx, e 0 método de calculo de logaritmos decimais por interpolacao

linear, com exemplos de cédlculo que fazem uso das tdbuas de logaritmos do Apendice F.

Na Secao 6.1, verifica-se, a partir da definigdo da Secao 4.1, que f(x) = a* é uma fungao

exponencial, sendo apresentadas suas propriedades, e cujo gréafico é estudado na Secao 6.2.

Na Se¢ao 7.1, sao demonstrados os limites

1\" 1\"
lim(1+x)1/m:e , lim <1+E> =e , lim <1+;> =e,

r—0 r—+o0 r——00

utilizando-se a hipérbole H , a definicao da Secao 3.8 e conceitos de limites laterais abordados

no Apeéndice D.

12



Na Secao 7.2, apresenta-se uma interpretacao geométrica do limite

. 1\"
lim <1 + —> =e,
n——+oo n

onde n € N, através da hipérbole H | dos estudos desenvolvidos nas Secoes 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e

3.8, e conceitos de limites tratados no Apendice D.
Os Apendices A, B, C e E apresentam demonstracoes de tépicos do texto da dissertacao.
O Apendice D trata de conceitos de Andlise Real.

Observacao. Ainda que nao facam parte do escopo desta dissertacao, as aplicagdes praticas
dos logaritmos e das funcoes exponenciais sao variadas. Os logaritmos sao utilizados, por
exemplo, na determinacdo da magnitude de abalos sismicos através da FEscala Richter, na
determinacao da acidez, alcalinidade ou neutralidade de uma substancia através do pH, e no
calculo do nivel sonoro em decibéis, uma vez que, nestas trés aplicacoes, as escalas de medicao
sao logaritmicas. J4 as funcoes exponenciais sao utilizadas, por exemplo, no célculo de juros
continuos, na determinacao da tara de crescimento de bactérias numa colonia, e no método de

datacao por Carbono-14.

13



2 Definicoes Preliminares

O propdsito deste Capitulo 2 é abordar, de forma simples, temas que serao mencionados nos

proximos capitulos, servindo assim de ferramenta para melhor compreensao deste trabalho.

A elaboragao das Segoes 2.1 (PA) e 2.2 (PG) teve, como referencia, o livro “Matemdtica
Discreta” da Colecao PROFMAT, de Augusto César Morgado e Paulo Cezar Pinto

Carvalho.

Para o desenvolvimento da Se¢do 2.3 (Fungdes), utilizou-se, como referencia, o livro
Niumeros e Funcoes Reais” também da Colecao PROFMAT, de Elon Lages Lima.
Particularmente, a elaboracdo da Subse¢ao 2.3.11 (Concavidade de Gréficos de Fungoes) teve,
como referencia, o video “Convexidade e concavidade” de Sacha Friedli, disponivel no
YouTube.

O desenvolvimento da Segao 2.4 (Hipérbole) teve, como referencia, o livro “Fundamentos

de Matemdtica Elementar - Vol. 7: Geometria Analitica” de GGelson lezzi.

2.1 Progressao Aritmética (PA)

Definicao. Progressao Aritmética (PA) é uma sequéncia numérica (vide Subse¢ido D.3 do
Apeéndice D), finita ou infinita, onde a diferenga entre dois termos consecutivos quaisquer é

constante. Esta diferenca constante é chamada de razao da PA, representada pela letra r.

2.1.1 Termo Geral da PA
O termo geral da PA (ay,az, as, ..., an, ...) é calculado pela férmula
an =ay +(n—1r (1)

onde a,, é o n-ésimo termo da PA, obtido avangando-se (n — 1) termos a partir de a; (1° termo).

2.1.2 Soma de PA

A soma dos n primeiros termos da PA (ay, ag, as, ..., Gy, ...) ¢ dada por

(a1 + ap)n

Sn = 5

(2)

Exemplo 2.1. A sequéncia (5,8,11,14,...) € uma PA infinita de razao 3, cujo 1° termo vale
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5. Portanto, o 13° termo desta PA vale
a3 =5+ (13—1)x3=5+4+12x3=5+36 = aj3=41,

e a soma dos 13 primeiros termos € dada por

13 54 41 13 46 x 13 598
513(a1+a;3)x (+2)X = >2< :7 = Si3 =299 .

Exemplo 2.2. A sequéncia (11,9,7,5,3,1,—1) é uma PA de 7 termos e razao —2, cuja soma

vale

11 -1 1

O conceito de PA aparece na Secao 3.2, pois, como serd explicado, fazia parte das primeiras
tdbuas de logaritmos. Justamente por esta razao, a PA é mencionada nas Secoes 3.5 e 3.7,
sendo peca fundamental na relagdo entre a hipérbole e os logaritmos. A PA também aparece

na Secao D.3, em exemplo de sequéncia numérica.

2.2 Progressao Geométrica (PQG)

Definicao. Progressao Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica, finita ou infinita, onde o
quociente entre dois termos consecutivos é constante. Este quociente constante é chamado de

razao da PG, representada pela letra q.

2.2.1 Termo Geral da PG
O termo geral da PG (ay, az, as, ..., Gy, ...) ¢ dado por
Qp — alqn_l ) (3)

onde a,, é o n-ésimo termo da PG, obtido avan¢ando-se (n— 1) termos a partir de a; (1° termo).

2.2.2 Soma de PG

A soma dos n primeiros termos da PG (ay, as, as, ..., Gy, ...) de razdo q # 1, é

ar(¢" — 1)

S, —
g—1

(4)

Exemplo 2.3. A sequéncia (2,6,18,54,162,...) € uma PG infinita de razao 3, cujo 1° termo
vale 2. Logo, o 102 termo desta PG vale

app=2x 3071 =2x3"=2x19683 = a3 = 39366 ,
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e a soma dos 10 primeiros termos € dada por

g C2x (30 —1)  Zx (59049 — 1)
10 — 31 — 2

Sio = 59048 .

2.2.3 Soma de PG Infinita

Nas PG’s infinitas em que |¢| < 1, a quantidade de termos n se estende indefinidamente.
Sendo assim, a medida que n aumenta, o valor de ¢ se aproxima cada vez mais de zero, que
pode ser escrito da seguinte forma:

lim ¢" =0,

n—-+o0o

sendo que o conceito de limite de sequéncias numéricas serd abordado na Subsecdo D.3.5 do

Apendice D. Logo, a férmula da soma dos termos ¢ obtida fazendo-se n tender a infinito na
férmula (4), ou seja:

ar (" —1)  a(0—1)

lim S, = lim = = lim S, =
n—+oo n—+oo q - 1 q - 1 n—-+o0o 1 - q

a1

()

Exemplo 2.4. A sequéncia (1,1/2,1/4,1/8,116,...) € uma PG infinita de razao Y2, e o limite da

soma dos seus termos € dado por:

S I 1
lim Sy = 14 =+ ~+=+—+..— = lim S, 2.
nS00 MR I R T v 300

O conceito de PG é utilizado nas Se¢oes 3.2, 3.5 e 3.7 pelos mesmos motivos que a PA (vide
Se¢ao 2.1). Além disso, a PG é mencionada nas Se¢oes D.3 e D.4, em exemplos de sequéncias

e séries numéricas.

2.3 Funcoes

Definigao. Dados os conjuntos A e B, uma func¢ao de A em B é uma regra f que define como
associar, a cada elemento x € A, um tnico elemento y € B, também denotado por f(z). A
notagao para uma fungao f definidade Aem Bé f: A — B (le-se f de A em B). A expressao

do termo genérico f(x) é chamada de Lei de Defini¢ao de f.

A Figura 1 apresenta exemplos, através de Diagramas de Flechas, onde a relagdo f é uma

funcao, e a Figura 2, exemplos onde f nao é uma funcao.
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A B A . B
f

£y L | Xy « X
Xpe L - X p=n T
X30 =oy3 x3o '.=oy3
Xy * Vy Xye ® Vy

Figura 1: Exemplos onde f é uma funcao

A B A B
f f
\ \_{
| |

— \

Figura 2: Exemplos onde f nao é uma funcao

A defini¢ao de funcao e, por conseguinte, de dominio, contradominio e imagem, bem como
de funcao injetora, sobrejetora e bijetora (Subsegoes 2.3.1, 2.3.3, 2.3.4 e 2.3.5, respectivamente),
constituem base fundamental para a construcao das funcoes logaritmicas e exponenciais trata-

das nos Capitulos 3, 4, 5 e 6.

A defini¢ao de funcao composta (Subse¢@o 2.3.8) embasa a de func¢do inversa (Subsegao
2.3.9), que, por sua vez, é aplicada na construgao da fun¢do exponencial partindo-se da fungao
logaritmica, sendo utilizada, portanto, nas Secoes 4.1, 4.2 e 6.1 dos Capitulos 4 e 6, respectiva-

mente.

Os conceitos de valor absoluto e funcao modular (Subse¢ao 2.3.6), sdo utilizados nas Segoes
D.3, D.4, D.6, D.7 ¢ D.8 do Apéndice D, principalmente onde se trata de convergencia de séries

e onde sao definidos os limites de sequencias e fungoes.

Os conceitos de grdafico e concavidade de uma funcdo (Subsegoes 2.3.2 e 2.3.11, respecti-
vamente) sdo aplicados ao longo da dissertagao para ilustrar o comportamento de fungdes no
plano cartesiano, destacando-se os graficos de funcoes logaritmicas e exponencias apresentados
nas Secoes 3.9, 4.3, 5.4.2 e 6.2 dos Capitulos 3, 4, 5 e 6, respectivamente, bem como o estudo

da concavidade da hipérbole f(x) = 1/x apresentado no Apendice C.

O conceito de mdximo inteiro (Subsegao 2.3.7) é mencionado na Propriedade 6 de fungoes

logaritmicas, na Secao 3.1 do Capitulo 3.

O conceito de funcao mondtona é utilizado na definicao de funcgoes logaritmicas, como
apresentado nas Secoes 3.1 e 3.8 do Capitulo 3. A noc¢ao de monotonia tambhém é aplicada ao

estudo de sequéncias numéricas, como exposto na Subsecao D.3.4 do Apéndice D.
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2.3.1 Dominio, Contradominio e Imagem

Definicao. Dada uma funcao f : A — B, o conjunto A é chamado de Dominio (Dom), e o

conjunto B, de Contradominio (CDom) da fungao f.

Uma funcao é caracterizada por 3 elementos: dominio, contradominio e lei de definicao.

Sendo assim, por exemplo,

f: R - R g: R — RY
x — flx)=¢€" x +— glx)=¢€"

sao funcoes diferentes.

Observacao. Caso o dominio e o contradominio de uma funcao tenham sido omitidos, pode-se

considera-los os mais amplos possiveis.

Um elemento y € B associado a um elemento z € A, tal que y = f(x), recebe o nome
de imagem de x pela funcao f. Agrupando-se todas as imagens dos elementos de A, tem-se o

conjunto Imagem da funcao f, que é um subconjunto do contradominio, e cuja notacao é
Im(f)={yeB|3dxe A tal que y= f(x)} (6)

Exemplo 2.5. Seja a funcao f: A — B definida pela relacao f(x) = x + 2, onde Dom(f) =
A=1{1,2,3} e CDom(f) = B = {1,2,3,4,5,6,7}. Pelos valores da imagem de [, calculados
na Tabela 1 e ilustrados na Figura 3, conclui-se que Im(f) = {3,4,5} .

Tabela 1: Imagem de f: A — B

Dominio Funcao Imagem
x flx)=x+2 Yy
1 fle)y=1+2 3
2 Flw) =242 4
3 fix) =342 5
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y.lk

3,5
by feee g.,)
(2,4)
Bl .
(13) |
31—+

-

o] 1 2 3 x

(a) Diagrama de flechas

(b) Gréfico cartesiano

Figura 3: Representagoes graficas da fun¢ao f: A — B | f(x) =z + 2

Exemplo 2.6. Seja a funcao h : R — R definida por h(x) = x? + 3, ou seja, Dom(h) = R,
CDom(h) =Rt eIm(h) = {y € R | y > 3} , como pode ser visto no grdfico de h(x) na Figura
4

y A h(%)
3
0 =X

Figura 4: Gréfico da funcio h(z) = 22 + 3

2.3.2 Gréfico de uma Funcao

Definicao. O gréfico de uma fungdo f é a representagdo no plano cartesiano da relagao (Lei
de Defini¢ao) entre os elementos z do Dominio e os elementos y da Imagem da fungao. Alge-

bricamente, o grafico de f pode ser expresso na forma

{(z, f(x)) | x € Dom(f)} , (7)

ou seja, o grafico de f é o conjunto de todos os pares ordenados (x, f(x)) em que x percorre o

Dominio da funcao f, representados no Sistema de Coordenadas Cartesiano.

Observacao. O Sistema de Coordenadas Cartesiano é um sistema grafico para representacao
de pontos no plano, denominado plano cartesiano, e formado por dois eixos perpendiculares
entre si, cujo ponto de intersecao é a origem O, sendo o eixo horizontal Ox das abscissas, e o

vertical Oy das ordenadas.
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Cada ponto no gréfico é definido por um par ordenado (x, f(x)), onde x é o valor de entrada
e corresponde a projecao ortogonal de tal ponto no eixo das abscissas, e f(x) é o resultado da
relacao definida pela funcao e corresponde a projecao ortogonal do mesmo ponto no eixo das

ordenadas. Vide exemplo na Figura 5.

y A f(X)

f(:xﬂ) ______________ i P(xo, f (x0))

—
i

0 Xo X

Figura 5: O ponto P representado pelo
par ordenado (o, f(xzo)) no gréfico

O gréfico permite avaliar o comportamento da funcao. Na Figura 6 encontram-se exemplos

de graficos de algumas funcoes.

1= o fe=x "t feo=1
0 =X
0 e 0 X
(a) Fungao Identidade (b) Funcao Quadratica (¢) Fungdo Modular
SRR fla)=2 [ RoRy| flz) =a? [iRoRy| f(2) = |af

Figura 6: Gréficos de funcoes

2.3.3 Funcao Injetora

Definigao. Uma funcao f : A — B é injetora se todos os elementos distintos de A tiverem
imagens distintas em B, ou seja, para quaisquer xy,xs € A, se 11 # x5 entdo f(x1) # f(xs) .

(Ou, equivalentemente, se f(r1) = f(x2) entdo r; = 3 .)

No diagrama de flechas, uma funcao € injetora se cada elemento de B for atingido por, no
méximo, uma flecha, como exemplificado na Figura 7. J4 a Figura 8 apresenta um exemplo de

fungdo que nao é injetora.
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|/
||

Figura 7:
[+ A— B é injetora

Figura 8:
f + A — B nao é injetora

As Figuras 9 e 10 sao exemplos de fun¢ao injetora no plano cartesiano, e a Figura 11 é

exemplo de uma funcéo que nao ¢ injetora.

Figura 9:
J'R>R| f(z) =2
¢ injetora

Figura 10:

f:RoR| f(x)=e"

¢ injetora

TV ofeo =2

0 X

Figura 11:
JiR—Ry | f(x) = a?
nao ¢ injetora

Nota-se que, nas Figuras 9 e 10, as linhas horizontais interceptam o grafico de uma funcao

injetora no maximo em um ponto. Por outro lado, na Figura 11, as linhas pontilhadas hori-

zontais interceptam o gréafico da fun¢ao em dois pontos, nao sendo, portanto, injetora.

2.3.4 Funcao Sobrejetora

Definicao. Uma funcao f : A — B é sobrejetora quando o seu conjunto-imagem for igual ao
contradominio (B), ou seja, Im(f) = CDom(f) .

No diagrama de flechas, uma funcao € sobrejetora se todos os elementos de B forem atingidos

por pelo menos uma flecha, como ilustrado nas Figuras 12 e 13.

A B A B A ,
f f f
\_ [
— /] \

Figura 12:
[+ A — B é sobrejetora

Figura 13:

[+ A — B é sobrejetora
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Figura 14:

[+ A — B nao é sobrejetora



As Figuras 15 e 16 sdo exemplos de funcao sobrejetora no plano cartesiano.

"} e =x TV feo = b Fe =1
0 "x \. |/ 0 "x
________ 0 =X
Figura 15: Figura 16: Figura 17:

fR2R| flx) ==
é sobrejetora pois
Im(f) = R = CDom(f)

fiR=Ry | (@) =a?
¢é sobrejetora pois
Im(f) = R4 = CDom( f)

[ R R f(x) = |z
nao é sobrejetora pois
Im(f) = Ry # CDom(f)

Nas Figuras 15 e 16, percebe-se que a projecao do grafico de uma funcao sobrejetora sobre

o eixo y (imagem) é igual ao seu contradominio, o que néo ocorre com o grafico da Figura 17.

2.3.5 Funcao Bijetora

Definicao. Uma funcao f : A — B é bijetora quando for injetora e sobrejetora ao mesmo

tempo.

No diagrama de flechas, uma funcao é bijetora se todos os elementos de B forem atingidos

por apenas uma flecha, como exemplificado pela Figura 18).

A . B A B A B
f /

Figura 18:
f € bijetora

Figura 19:
f nao é bijetora

Figura 20:
f nao é bijetora

Na Figura 21, encontra-se um exemplo de funcao bijetora no plano cartesiano.

Figu

ra 21:

Y

b () = x?

Figu

ra 22:

b f=er

Figura 23:

f :R — R é bijetora f +R — R nao é bijetora

f :R = R, nao é bijetora
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Pela Figura 21, observa-se que, numa funcao bijetora, o gréifico é interceptado pelas linhas
horizontais no maximo em um ponto, e sua proje¢io sobre o eixo y (imagem) é igual ao con-
tradominio. Na Figura 22, hé4 linhas horizontais que interceptam o grafico da funcao em dois
pontos, e, na Figura 23, ha linhas horizontais que nao interceptam o grafico da funcao, e,

portanto, estas fung¢oes nao sao bijetoras.

2.3.6 Valor Absoluto e Funcao Modular

Definicao. O walor absoluto (ou mddulo) de um nimero real x apresenta a notacdo |z|, e é
definido por

x, se x>0

(®)

] =
—x, se <0,

ou ainda como

|x| = max {x, —x} , 9)
isto é, o valor absoluto de x é o maior dos ntimeros x e —x, que pode ser entendido como a
distancia entre os nimeros x e 0.
Resultam desta definicao as seguintes propriedades:
Propriedade 1. |x| >0 paratodoz € R e |z| =0 & x=0.
Propriedade 2. |z +y| < |z| + |y| , para quaisquer z,y € R.
Demonstragao: Como = < |x| e y < |y|, entdo x +y < |z| + |y|. Da mesma forma, como

—x < |z] e —y < |y|, entdo —(x +y) < |x| + |y|. Portanto,

max{z +y,—(x +y)} = v +y[ < x| +y| - O

Propriedade 3. |r-y| = |x| - |y| , para quaisquer z,y € R.

Demonstragao: Como os dois membros da igualdade |x - y| = |z| - |y| sdo ndo-negativos, é

suficiente provar que seus quadrados sao iguais. Sendo assim,

Ty = (x-y)? =2yt =z y” . m

Interpretacao Geométrica do Médulo. O valor |x| também pode ser interpretado como a
distancia entre x e zero no eixo real. Seguindo-se o mesmo raciocinio, a distancia entre x e y é

representada por |r — y|, onde x,y € R (Figura 24).
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