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RESUMO

A combina¢do da andlise numérica com a modelagem computacional, por meio de
métodos numéricos, desempenhou um papel fundamental no desenvolvimento de projetos em
diversos campos da engenharia. O Método Modificado da Fun¢do de Green Local (MMFGL)
¢ uma técnica numérica hibrida que utiliza das proje¢des de Green para obter junto ao Método
dos Elementos Finitos (MEF) uma solu¢ao fundamental para o Problema de Valor de Contorno
(PVC). Isso recai em um sistema que pode ser resolvido pela maneira de resolu¢do do Método
dos Elementos de Contorno (MEC). No entanto, devido as suas operagdes computacionais ex-
tensivas, pode-se exigir recursos computacionais adicionais. Para solucionar esse problema,
uma nova formulag@o que elimina a necessidade de obtencao das Projecdes de Green, reduzindo
o numero de operacdes e abre novas oportunidades para a mecanica computacional foi introdu-
zida. Essa aproximacgao pode ser estendida para algum outro método que utilize Galerkin e essa
dissertacdo explora isso. Partindo das vantagens da Anélise Isogeométrica (AIG), que se des-
taca pela integragdo geométrica do ambiente CAD (Computer Aided Desing) e exatidao numé-
rica por meio das andlises de engenharia CAE (Computer Aided Engineering) através da utili-
zacdo de fungdes NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines), a nova formulacio do MMFGL
¢ explorada através do conceito isogeométrico. Com isso, esse estudo investiga a implementa-
¢do da AIG com a nova formulacdo do MMFGL substituindo-se a aproximag¢do de dominio,
tradicionalmente feita por elementos finitos, pela aproximagao usando AIG. Sdo explorados os
refinamentos % e k, aspectos de discretizagdo e implementagdo da integracdo entre AIG e
MMGFL. Sao realizadas comparagdes com resultados obtidos por Andlise Isogeométrica tra-
dicional, Método dos Elementos Finitos e solugdo analitica. Os resultados demonstram o po-
tencial da nova abordagem e sdo apresentadas suas vantagens e desvantagens na conclusao.

Palavras-chave: Analise Isogeométrica. Método Modificado da Fun¢do de Green Local. Es-
tado Plano de Tensoes.



ABSTRACT

The combination of numerical analysis with computational modeling, through nume-
rical methods, has played a fundamental role in the development of projects in multiple engi-
neering disciplines. The Modified Local Green's Function Method (MLGFM) is a hybrid nu-
merical technique that employs Green's projections to obtain, in conjunction with the Finite
Element Method (FEM), a fundamental solution for the Boundary Value Problem (BVP). This
leads to a system that can be solved using the Boundary Element Method (BEM) approach.
However, due to its extensive computational operations, it may require additional computatio-
nal resources. To address this issue, a new formulation that eliminates the need for Green's
Projections, reducing the number of operations and opening new opportunities for computatio-
nal mechanics, has been introduced. This approach can be extended to other methods that utilize
Galerkin, and this dissertation explores this extension. Building on the advantages of Isogeo-
metric Analysis (IGA), which is distinguished by the geometric integration of the CAD (Com-
puter-Aided Design) environment and numerical accuracy through CAE (Computer-Aided En-
gineering) analyses using NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines), the new formulation of
MLGFM is explored through the isogeometric concept. Thus, this study investigates the imple-
mentation of IGA with the new formulation of MLGFM, replacing the domain approximation
traditionally performed by finite elements with an approximation using IGA. Refinements of /
and k, aspects of discretization, and the implementation of the integration between IGA and
MLGFM are explored. Comparisons are made with results obtained from traditional Isogeome-
tric Analysis, the Finite Element Method, and analytical solutions. The results demonstrate the
potential of the new approach, and its advantages and disadvantages are discussed in the con-
clusion.

Keywords: Isogeometric Analysis. Modified Local Green’s Function Method. Plane Stress.
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1 INTRODUCAO

A simulacdo numérica tem se destacado como uma tecnologia fundamental em aplicagdes
cientificas e industriais. O continuo avango da tecnologia e dos computadores modernos, assim como
novas linguagens de programagdo, resultaram em um aumento significativo no poder de
processamento ¢ na capacidade de memoria. Apesar desses avangos, ainda ¢ comum encontrar
limitagdes em termos de memoria ou tempo de processamento quando os modelos se tornam mais

complexos e abrangentes. (VUONG, 2012).

Nesse contexto, a analise numérica desempenha um papel crucial, tanto do ponto de vista
tedrico quanto pratico ao buscar a eficiéncia na utilizagao dos recursos durante as simulagdes. O obje-
tivo ¢ alcancar resultados precisos e confidveis com o menor consumo possivel de recursos computa-
cionais. Assim, aprimorar a eficiéncia e a viabilidade das simula¢des numéricas ¢ uma das tarefas-

chave da analise numérica para atender as crescentes demandas da sociedade.

O Método dos Elementos Finitos (BATHE, 2006; HUGHES, 2000; ZIENKIEWICZ; TAY -
LOR; ZHU, 2005; REDDY, 2005; AZEVEDO, 2003) ¢ amplamente empregado e difundido entre
engenheiros e cientistas. No processo convencional de projeto de estruturas, ¢ comum o uso de sof-
twares comerciais para a analise numérica. Por tras destes, o usuario se depara com a analise CAE
(Computer Aided Engineering) a qual pode ser integrada a sistema CAD (Computer Aided Design),

permitindo a constru¢do e modelagem dos modelos que serdo posteriormente analisados.

A formulacdo classica do MEF utiliza fun¢des de interpolagdo polinomiais para aproximar
tanto o fenomeno analisado quanto a geometria. No entanto, essas fungdes normalmente diferem das
utilizadas em ambiente CAD para gerar a geometria original da estrutura, o que pode resultar em uma
etapa adicional na compatibilizagdo do modelo. Esse processo pode levar a um consumo significativo
de tempo, com cerca de 60% do tempo total sendo utilizado para a criagdo da geometria adequada para
analise, restando apenas 20% do tempo para a analise propriamente dita. Os outros 20% sao usados
para a construcao do modelo s6lido e da malha de elementos finitos (COTTRELL; HUGHES; BAZI-
LEVS, 2009).

De acordo com Cottrell, Hughes e Bazilevs (2009), além do consumo significativo de tempo
para combatibilizagdo, o MEF pode apresentar problemas de discretizagdo em analises mais sensiveis
devido a geracdo de uma geometria "aproximada" pelos elementos finitos. Essa discrepancia pode
resultar em erros numéricos em problemas sensivelmente dependentes da geometria, impactando di-
retamente nas respostas obtidas. Exemplos disso incluem a analise de flambagem de cascas, sensivel

a imperfeigdes geométricas, e o contato deslizante entre corpos, como ilustra a Figura 1.
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FIGURA 1- Discretizagao por (a) MEF e (b) AIG em contato deslizante entre corpos

Nos —< Knots __—
Ay /S
S LSS 2

() Analize Isogeométrica

(a) Metodo dos Elementos Finitos

Fonte: Adaptado de Cottrell, Hughes e Bazilevs, 2009

Visando buscar uma alternativa e estreitar a relacdo entre CAD e CAE, Hughes, Cottrell e
Bazievs (2005) propuseram um novo método numérico intitulado Analise Isogeométrica (AIG), o qual
permite a discretizagdo de um meio continuo através de fungdes de aproximagao empregadas tradici-
onalmente em ambiente CAD, conhecidas como NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). Essas
fungdes sao utilizadas tanto para descrever a geometria exata do problema quanto para aproximar as
incognitas do fendmeno analisado. A integracdo direta entre modelagem geométrica e analise numé-
rica confere uma eficiéncia geométrica singular ao método, tornando-o aplicavel em contextos e geo-
metrias diversas. Na Figura 2 ¢ comparada a representacao de um circulo por Elementos Finitos e pela
Andlise Isogeométrica. Observa-se que, enquanto no MEF a geometria do circulo ¢ uma aproximagao
que se torna mais precisa com o refinamento da malha, na AIG a geometria exata ¢ mantida em todas
as etapas, independente do refinamento, desde que utilizado um niimero adequado de pontos de con-

trole.

FIGURA 2 - Discretizagdo de um circulo por MEF e AIG

Analise por Elementos Finitos

ANLTOO = O

Analise [sogeométrica

O0O00 . O

Fonte: Adaptado de Cottrell et al., 2006
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Ao abordar os métodos numéricos mais convencionais, ¢ indispensavel mencionar o Método
dos Elementos de Contorno (MEC) (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984; BREBBIA; DOMIN-
GUEZ, 1992), que possibilita a redu¢do de uma unidade na dimensionalidade do problema e dispensa
a necessidade de discretizagdo em todo o dominio. No entanto, essa simplificacdo completa nem sem-
pre ¢ trivial, pois o0 método depende da definicdo da solucao fundamental associada. Além disso, o
MEC apresenta como vantagem a representagdo exata das quantidades fisicas do problema por meio

de suas equagdes integrais, em contraste com o MEF, por exemplo (FUDOLI,1999).

Buscando integrar as vantagens de mais de um método numérico, o Método Modificado da
Fungdo de Green Local (MMFGL), introduzido por Barcellos e Silva (1987) e Silva (1988) trata-se de
uma abordagem hibrida que combina as vantagens do MEF e MEC, utilizando os Elementos Finitos
para aproximar, de forma local, as "proje¢des" da funcao de Green no espago gerado pelos elementos
finitos e, em seguida, empregar os valores nodais dessas projecdes, que sdo equivalentes a uma "solu-
¢ao fundamental", para resolver um sistema de integrais de contorno através do MEC. O sistema de
equagoes resultante, tanto no dominio quanto no contorno, envolve integrais suficientemente regulares,

que podem ser resolvidas por técnicas convencionais de integragao numérica. (MACHADO, 1992).

De acordo com Corréa, Arndt e Machado (2023), embora o MMFGL apresente diversas aplica-
¢oes e vantagens, sua formulagdo original pode demandar um alto esfor¢o computacional devido a
necessidade de resolver multiplos sistemas de equagdes no dominio e no contorno. Nesse sentido, foi
proposta uma nova formulagdo que evita a obtengao explicita das projecdes de Green, enquanto pre-

serva as propriedades originais do método.

Este trabalho incorpora a nova abordagem de MMFGL (CORRI::A; ARNDT; MACHADO,
2022) (CORREA; ARNDT; MACHADO, 2023) combinada & AIG, explorando aspectos de discreti-
za¢do, implementacao, convergéncia e comparagao com Analise Isogeométrica Tradicional em pro-

blemas de Estado Plano de Tensoes.

1.1 OBJETIVO

O objetivo principal deste trabalho ¢ explorar o emprego da Andlise Isogeométrica em nova
abordagem do Método Modificado da Func¢do de Green Local em problemas de Estado Plano de Ten-
soes da elasticidade linear. Para alcangar o objetivo mencionado, os objetivos especificos sao propos-

tos:

1.1.1 Objetivos especificos

Estudar a aplicacdo da Analise Isogeométrica e do Método Modificado da Fun¢ao de Green

Local no contexto da elasticidade linear.
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Implementar a AIG através de rotina computacional em linguagem Python.

Implementar a integracdo da AIG a nova formulagdo de MMFGL.

Aplicar abordagem isogeométrica no MMFGL em problemas de Estado Plano de Tensdes.
Explorar aspectos de implementacao.

Avaliar a precisdo e taxa de convergéncia por meio de comparativo entre: MEF, AIG e solu-

¢oOes analiticas.

1.2 JUSTIFICATIVA

A Analise Isogeométrica tem emergido como uma abordagem promissora para resolver pro-
blemas fisicos governados por equagdes diferenciais em diversas areas, abrangendo desde a engenharia
estrutural, aerondutica e naval até a engenharia biomédica, arquitetura e animagdes graficas. Sua ca-
pacidade de utilizar as mesmas funcdes de base empregadas em ambientes CAD, possibilitando uma

representacdo geométrica exata, torna-a altamente eficiente e versatil.

O uso de abordagens hibridas, como o0 Método Modificado da Funcao de Green Local, combina
vantagens de métodos ja popularmente empregados na comunidade cientifica e industrial, tornando-se
uma ferramenta promissora para superar as dificuldades encontradas por cada um deles de forma iso-

lada.

Dada a crescente busca por solugdes que priorizem a performance otimizada dos processos e
a economia de materiais no campo da engenharia e ciéncias aplicadas, o aprimoramento dos métodos
numéricos utilizados para a modelagem computacional assume um papel de destaque. Nesse sentido,

novas abordagens t€ém o potencial de apresentar solugdes inovadoras e economicamente viaveis.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta dissertagdo de mestrado esté estruturada em seis capitulos. O Capitulo 2 tem como propdsito
realizar uma revisdo abrangente de trabalhos académicos e pesquisas cientificas relevantes, focando
nos métodos numéricos em estudo: Andlise Isogeométrica e Método Modificado da Funcao de Green
Local. Essa revisao aborda as principais aplicagdes e resultados obtidos em trabalhos anteriores, for-

necendo uma base solida para a investigacdo em questao.

O Capitulo 3 apresenta os fundamentos tedricos necessarios para compreensao e utilizacdo dos
respectivos métodos. Inicialmente sdo apresentados os conceitos fundamentais da AIG, fornecendo
uma base tedrica solida para a utilizagdo do método. Aspectos como a construgao de fungdes de base,
o refinamento de malhas e outras técnicas especificas sao abordados para melhor compreensao da sua

aplicagdo em problemas de elasticidade linear. Dentro do contexto da elasticidade linear, o capitulo
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explora as técnicas de integracdo e outros conceitos essenciais para a aplicacdo da Analise Isogeomé-
trica. Isso inclui a descricao das formulagdes matematicas relevantes para a obtencao das solugdes
numéricas em problemas de elasticidade linear usando a Analise Isogeométrica. Também ¢ descrita a

técnica de recuperagdo de tensdes com pontos superconvergentes em técnica especifica para o método.

Na sequéncia, o Capitulo 3 discorre sobre o0 Método Modificado da Fun¢do de Green Local, se
debrugando sobre sua formulagdo abstrata, técnicas de integragao, obtencao das projecdes de Green e
outros principais aspectos do método, abrangendo também conexao do contexto isogeométrico devido
a sua semelhanga de tratamento em técnicas de integracdo com o Método dos Elementos Finitos. Em
seguida, ¢ apresentada a nova formulacdo com reducgdo do sistema de equagdes para o MMFGL com

uso do Método dos Elementos Finitos e os detalhes para a nova abordagem no contexto isogeométrico.

O Capitulo 4 detalha a metodologia adotada neste trabalho, enfocando os aspectos relacionados
a implementacdo da Andlise Isogeométrica pura, Método Modificado do Fun¢do de Green Local e
nova abordagem, englobando as duas técnicas em estudo. Ja o Capitulo 5 apresenta os resultados ob-
tidos junto com aspectos de discretizagdo e implementagdo para cada problema, considerando um Es-
tado Plano de Tensdes. As respostas sao analisadas com comparativo e/ou solucao analitica. Por fim,

o Capitulo 6 contempla as consideragdes finais deste trabalho e sugestdes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 ANALISE ISOGEOMETRICA

Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) propuseram, inicialmente, a concep¢do de um método
computacional que utiliza fungdes base geradas por NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) para
construir um modelo geometricamente exato na analise de problemas governados por equagdes dife-
renciais parciais. Esse conceito central compartilha caracteristicas de formulagdo para obtencao de
equacdes governantes com o Método dos Elementos Finitos (BATHE, 2006; HUGHES, 2000; ZIEN-
KIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005; REDDY, 2005; AZEVEDO, 2003), e Métodos sem Malha (mesh-
less) (BELYTSCHKO; LU & GU, 1994) e tem o intuito de melhorar a representagdo da geometria nas

analises computacionais, além de estreitar a ligacdo entre os sistemas CAD e CAE.

A partir do trabalho inicial de Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005), varios estudos subsequentes
tém sido publicados, explorando essa abordagem e demonstrando sua aplicabilidade em diferentes
contextos. Mais tarde esses conceitos foram agrupados em livro (COTTRELL; HUGHES; BAZI-
LEVS, 2009).

Em Cottrell et al. (2006), apresentou-se pela primeira vez a aplicagdo da AIG em problemas
de vibragdo estrutural, abrangendo barras, vigas de Euler-Bernoulli, membranas, placas e solidos tri-
dimensionais. Os resultados desse estudo evidenciaram seu comportamento superior em comparagao

ao uso dos polindmios classicos de MEF e destacaram a robustez e a precisdo do refinamento £.

Ainda na area de vibragdo estrutural, Schojaee et al. (2012) abordaram a analise de vibragdo
livre de placas usando a aproximagao isogeométrica. Posteriormente, Rauen (2014) realizou um estudo
comparativo entre o MEF cléssico, Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), Método
dos Elementos Finitos Hierarquicos (MEFH) e outros métodos enriquecidos junto a AIG tradicional
para analisar problemas envolvendo barras, vigas, trelicas e chapas. Os resultados obtidos demonstra-
ram que a AIG apresentou uma maior porcentagem de frequéncias precisas para o problema de barras
e vigas, indicando erros mais elevados apenas nas ultimas frequéncias da amostragem. Para as treligas,
nao se comparou solucdes analiticas, mas os resultados se assemelharam ao comportamento de barras
e vigas com erros mais elevados apenas nas ultimas frequéncias. Mais recentemente, Rauen (2020) e
Rauen, Machado e Arndt (2020) desenvolveram uma técnica adaptativa para a AIG, denominada PU-
AIG, a qual apresenta uma formulagao enriquecida voltada para a anélise dinamica estrutural de ele-
mentos bidimensionais e unidimensionais. De maneira geral, os resultados obtidos elevaram os resul-
tados da AIG pura em termos de acurécia e taxa de convergéncia, enfatizando ao se tratar do refina-

mento /4 em barra unitaria e se aproximando de solugdes analiticas ou de referéncia. Esta técnica se
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mostrou competitiva com as formulagdes do MEFG para a dindmica estrutural, apresentando resulta-
dos melhores em problema de barra, embora apresentasse resultados menos precisos para barras hete-

rogéneas e problema de estado plano de tensoes.

As propriedades fundamentais da AIG relacionadas ao refinamento foram exploradas em estu-
dos conduzidos por Cottrell, Hughes e Reali (2007). Estes estudos concentraram-se principalmente no
refinamento &, uso de multiplos patches para constru¢do de malhas mais complexas e técnica para
refinamento local. Além disso, foram analisadas as principais semelhangas e diferencas entre o MEF
e a AIG no contexto dessas propriedades de refinamento. Posteriormente, essas propriedades foram
investigadas por Beirdo da Veiga et al. (2011), utilizando uma abordagem matematica em um estudo
tedrico. O foco desse estudo foi a aproximagdo por NURBS mais suaves do que a continuidade C°.

Por meio desse estudo, foram obtidos resultados sobre estimativas de erro mais precisas.

Com o intuito de otimizar o processo de integracdo e reduzir o tempo de processamento,
Hughes, Reali e Sangalli (2010) iniciaram investigagdes sobre regras de quadratura eficientes, pro-
pondo uma abordagem otimizada como alternativa a quadratura de Gauss convencional, que utiliza p
+ [ pontos em cada subdominio contido no suporte. Segundo os autores, essa abordagem tradicional
resulta em um desempenho ineficiente. O estudo introduz a chamada “regra do ponto médio”, que
sugere que regras otimizadas devem envolver um niimero de pontos aproximadamente equivalente a
metade do nimero de graus de liberdade, ou, de forma equivalente, metade do nimero de fungdes base
do espago em analise. Os resultados demonstraram uma redu¢ao na quantidade de pontos necessarios
para realizar a integral analitica, além de melhorias em comparac¢do a quadratura convencional. No
entanto, o algoritmo ainda requer um significativo esfor¢o computacional, especialmente para polind-
mios de alta ordem e um grande nimero de subintervalos, além da necessidade de recomputar os pesos

e pontos de controle para cada novo conjunto de subdivisoes.

De acordo com Nguyen et al. (2015), estudos também foram conduzidos em relacdo a proble-
mas de contato. Foi possivel constatar que a presenca de superficies facetadas, quando utilizadas dis-
cretizagdes convencionais da geometria, pode resultar em saltos e oscilagdes nas respostas de tragao,
especialmente em malhas que ndo estao suficientemente refinadas. As vantagens e aplicagdes do uso
das funcdes base NURBS nesses tipos de problemas foram discutidas em (TEMIZER; WRIGGERS;
HUGHES, 2011; TEMIZER, 2014; JIA, 2011; MATZEN; CICHOSZ; BISCHOFF, 2013).

Introduziu-se o conceito isogeométrico no contexto do MEC como uma nova abordagem co-
nhecida como IGABEM (Isogeometric Analysis of the Boundary Element Method). Nesse método, as

NURBS sao empregadas para a discretizagdo do contorno, tendo suas origens em estudos voltados
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para a resisténcia do casco de navios (BELIBASSAKIS et al., 2009) e a andlise elastostatica (SIMP-
SON et al., 2012; GU; ZHANG; SHENG, 2011). Posteriormente, em estudos conduzidos por Simpson
et al. (2012) e Simpson et al. (2013), foram descritos detalhadamente os aspectos de implementagao,
enfatizando a naturalidade dessa combina¢do, uma vez que tanto a representacao de fronteira NURBS
quanto o MEC lidam exclusivamente com quantidades na fronteira. Os resultados obtidos demonstra-
ram uma melhoria significativa na precisdo em rela¢ao a implementagao padrdo do MEC com fungdes
de base quadraticas. Recentes estudos exploram uma formulagao isogeométrica de contorno (Teixeira,
Cordeiro e Monteiro, 2023a; Teixeira, Cordeiro e Monteiro, 2023b) que utiliza bases B-Spline inde-
pendentes para campos de contorno desconhecidos, aproveitando a independéncia entre a geometria e
os campos de contorno. Essa abordagem resulta em uma formula¢do de matriz Gnica, que melhora os

requisitos de armazenamento e permite estratégias de refinamento sem alteragdes na geometria.

Na Universidade Federal do Paran4, além dos trabalhos e publica¢cdes de Rauen (2014), Rauen
(2020), Rauen, Machado e Arndt (2017) e Rauen, Machado e Arndt (2020) no contexto da Analise
Isogeométrica, Almeida (2017) explorou a aplicagcdo da abordagem isogeométrica baseada nas T-Spli-
nes em problemas de elasticidade bidimensional, analisando as vantagens e desvantagens dessa abor-
dagem em cada caso especifico. No estudo de Zuiiga (2019), os polindmios de Lagrange foram subs-
tituidos por NURBS para o célculo de estruturas tipo casca fina, demonstrando que os resultados ob-
tidos pela AIG apresentaram maior precisdo e taxa de convergéncia em compara¢ao com os resultados
por Elementos Finitos. Por fim, Fakhye (2017) incorporou a AIG na analise dindmica de barragens,
utilizando formula¢ao multi-patch. Além disso, o autor apresentou aplicacdes da AIG em problemas
elastostaticos bidimensionais e respostas dinamicas em vibragdes livres e forcadas de barragens, tanto
com quanto sem modelagem do subsolo, destacando a capacidade da AIG em solucionar problemas

relacionados a analise de vibragdes em barragens e outras estruturas.

2.2 METODO MODIFICADO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL

O M¢étodo da Fungao de Green (MFG) ¢ uma técnica matematica empregada na resolugao de
sistemas de equagdes diferenciais. No entanto, sua aplicacdo esta condicionada a determinacdo da
Fungdo de Green, o que nem sempre ¢ uma tarefa facil quando se trata de problemas de grande escala.
Devido a essa dificuldade, ¢ comum considerar o MFG como um método sofisticado e de acesso limi-

tado a engenheiros e cientistas (GREENBERG, 1971).

A fim de contornar essa limitagdo, Burns (1975) propds o Método do Balanco de Corrente
Parcial para resolver problemas de difusdo de néutrons, utilizando a Funcdo de Green em um nivel
local e aplicando a discretizacao por meio do Método de Residuos Ponderados. Embora as aplicagdes

tenham sido restritas a geometrias simples, os resultados obtidos foram promissores em comparacao
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com os Métodos das Diferencas Finitas e dos Elementos Finitos. O método foi aplicado a problemas
unidimensionais com solugdes analiticas disponiveis para as fungdes de Green, bem como a problemas
multidimensionais em que as fun¢des de Green foram construidas como uma combinagdo de fungdes

unidimensionais.

Posteriormente, seguindo um tratamento analogo, o método foi aplicado a problemas de con-
dugdo de calor e fluxo de fluidos, recebendo o nome de Método da Fungdo de Green Local (MFGL)
(HORAK; DORNING, 1977; HORAK, 1980). O procedimento de discretizacao utilizado pelos auto-
res ¢ semelhante ao Método dos Volumes Finitos e apresentou bons resultados para as variaveis pri-
marias (deslocamentos, potenciais, rotagdes, ...) € secundarias (tensodes, deformacgodes, fluxos, ...). Ape-
sar dos bons resultados e do desempenho computacional excepcional apresentados pelo MFGL, sua
aplicabilidade era limitada a geometrias simples, além de estar sujeito a uma forte dependéncia de
parametros devido a sua formulagdo compacta e a presenca de singularidades fracas. Além disso, a

determinacdo da Fung¢do de Green para cada aplicacdo era uma das principais restricdes enfrentadas.

Para superar esses desafios, Barcellos e Silva (1987) e Silva (1988) propuseram modificagdes
na formulacao original do MFGL, resultando no desenvolvimento do Método Modificado da Funcao
de Green Local (MMFGL). No MMFGL, as matrizes do sistema de equagdes integrais sdo determina-
das diretamente, eliminando a necessidade do conhecimento explicito da Funciao de Green. Para isso,
o método utiliza o MEF no dominio para gerar projegdes discretas da Funcao de Green, as quais cor-
respondem as solugdes fundamentais e serdo posteriormente aplicadas no MEC. Ao utilizar técnicas
de discretizagdo do MEF e MEC, no dominio e no contorno, respectivamente, 0 MMFGL mantém a
formulacdo compacta do MFGL e lida com as singularidades fracas. Essa abordagem permite que o
MMFGL apresente uma eficiéncia computacional significativa, combinando as vantagens do MEF e

do MEC para resolver problemas de forma mais precisa e efetiva.

Inicialmente, Barcellos e Silva (1987) empregaram o método para a analise de problemas en-
volvendo membranas elasticas governadas pela equacdo de Poisson. Posteriormente, a formalizacao
matematica do MMFGL foi apresentada por Silva (1988), o qual aplicou o método ndo somente a
membranas, mas também a problemas de barras e vigas. A abordagem utilizada pelos autores consistia
na ado¢do de uma célula (ou subregido) para cada elemento da malha de MEF, seguindo uma aborda-
gem denominada "multi-celular/uni-elemento". Nessa abordagem, a célula de Green se fundia intrin-

secamente com o proprio elemento finito, englobando seu contorno.
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Mais tarde, Barbieri e Barcellos (1991a) desenvolveram a ideia de adotar uma tnica célula
composta por varios elementos finitos (uni-celular/multi-elemento) na analise de potencial. Essa abor-
dagem tinha como vantagem a redu¢@o do custo computacional do MMFGL. No entanto, a supercon-

vergéncia das varidveis estava limitada apenas ao contorno da célula.

Ap6s isso, Barbieri e Barcellos aplicaram o MMFGL na andlise de placas isotropicas, utili-
zando o modelo de Mindlin (BARBIERI, 1992; BARBIERI; BARCELLOS, 1993a). Posteriormente,
o MMFGL foi aplicado para resolver problemas de potenciais em campos nao homogéneos (BARBI-
ERI, 1992; BARBIERI; BARCELLOS, 1993b). Além disso, o método foi utilizado para tratar proble-
mas de potencial singular (BARBIERI; BARCELLOS, 1991; BARBIERI, 1992) e outros problemas
relacionados a potenciais e problemas da elastostatica (BARBIERI, 1992). As andlises foram realiza-
das utilizando elementos lineares (4 nos nos elementos de dominio e 2 nds nos elementos de contorno)
e elementos quadraticos (9 nos nos elementos de dominio e 3 nds nos elementos de contorno). Os
resultados obtidos destacaram a excelente convergéncia das varidveis primarias em todos os nos da
malha auxiliar de MEF, assim como a convergéncia das varidveis secundarias nos nés da malha de

contorno.

Com o intuito também de investigar problemas com materiais compostos pelo MEC, aplicaram
0 MMFGL em placas ortotropicas laminadas e trabalhando com elementos quadraticos, comprovando
boa precisdo do método, mesmo com malhas grosseiras. (MACHADO, 1992; MACHADO; BARCEL-
LOS, 1992; MACHADO et al., 1994).

Barbieri, Mufioz e Machado (1998) estabeleceram os fundamentos matematicos do Método
Modificado da Funcdo de Green Local (MMFGL). Neste trabalho, que estd dividido em duas partes,
os autores apresentam em detalhes a formulacdo matematica do MMFGL (BARBIERI et al., 1998a).
Na segunda parte do artigo (BARBIERI; MUNOZ; MACHADO, 1998b), sio apresentados os resul-

tados de aplicagdes do método em problemas de potencial e placas de Mindlin.

Apds um periodo de menor atividade académica sobre o assunto, houve um ressurgimento no
estudo do MMFGL, conforme registrado por Silva (2004). Esse marco deu inicio a uma série de estu-
dos que exploraram a aplicagdo do método em placas laminares compostas, considerando especial-
mente o efeito do dano. Alguns desses estudos incluem as pesquisas de Tassini Junior (2005), Machado

et al. (2008), Machado et al. (2012) e Machado et al. (2013).

Estudos também foram direcionados ao uso de enriquecimento do MMFGL, utilizando a com-
binacao desse método com o Método dos Elementos Finitos Hierarquicos (MEFH) (SILVA; MA-
CHADO; ABDALLA FILHO, 2017; SILVA et al., 2017) e com a combinacdo do MMFGL com o
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Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG) (WEINHARD; ARNDT; MACHADO, 2017).
Silva (2018) também apresentou com mais detalhes o MMFGL enriquecido baseado em ambos MEFH
e MEFG.

Em uma pesquisa continua na area do enriquecimento, na Universidade Federal do Parana,
Corréa (2021) em projeto de qualifica¢do, aplicou uma combinacdo do MMFGL com o MEFG para
resolver problemas que envolvem singularidades ou concentracdo de tensdes, bem como problemas
com trincas, na equagdo de Poisson e estado plano na elasticidade linear. Os resultados obtidos reve-
laram um potencial promissor e uma melhoria significativa em comparacdo com o MMFGL sem o uso

do enriquecimento.

Posteriormente, Corréa, Arndt ¢ Machado (2023) propuseram uma nova abordagem que eli-
mina a necessidade de obter as projecdes da fun¢ao de Green para 0o MMFGL, resultando na reducao
do sistema de equagdes em comparacdo com o método original. A nova formulagdo foi comparada
com o MEF e o MEC. Demonstrou uma boa convergéncia para os resultados de potencial e desloca-
mento em todo o dominio, bem como para as tragdes e fluxo normal na fronteira. Alguns resultados
foram superiores aos do MEC, possivelmente devido a vantagem do MMFGL de ter proje¢des de
Green mais regulares do que as solugdes fundamentais analiticas. Em relacdo ao MEF, a nova aborda-
gem mostrou resultados semelhantes. Destaca-se também a redug¢ao significativa no tempo de proces-

samento em compara¢do com a formulagao original do MMFGL.
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3 REVISAO TEORICA

No presente capitulo, sao expostos, primeiramente, os conceitos teoricos fundamentais para
a compreensao da Analise Isogeométrica. Em seguida, sdo abordados os conceitos do Método Modi-

ficado da Funcao de Green Local, contemplando a nova abordagem.
3.1 ANALISE ISOGEOMETRICA

A seguir, sdo fornecidos informacdes e detalhes relevantes para a compreensado e uso da téc-

nica de Analise Isogeométrica em problemas de engenharia.

3.1.1 B-Splines

Os conceitos discutidos neste estudo sobre as fun¢des B-Splines (Basis-Splines) sao derivados
do detalhamento apresentado por Piegl e Tiller (1996) e Rogers (2001), que compreendem as formu-
lagdes, caracteristicas e usos dessas fungdes. Além disso, a pesquisa se baseia nos trabalhos de Hughes,
Cottrell e Bazievs (2005) e Cottrell, Bazilevs e Hughes (2009) que simplificam os mesmos conceitos

com énfase na aplicacdo numérica da Analise [sogeométrica.
3.1.1.1 Vetor de nés (knot vector)

Para a compreensdo das B-Splines, ¢ preciso inicialmente tratar sobre o vetor de nds neste
contexto. Um vetor de nés em uma dimensao ¢ um conjunto de coordenadas ndo-decrescentes no es-
pago paramétrico, representado por E = {&1,¢y, ..., $peps1). Cada §; € R representa o i-€simo no,
onde (i) ¢ o indice dond e variade 1 a (n + p + ). Aqui, (p) é a ordem do polindmio ¢ (1) é o nimero
de fungdes de base usadas para construir a representacao da geometria B-Spline. Os knots dividem o
espaco paramétrico em elementos. Para cada transi¢do de coordenadas dentro do vetor de nos, um

novo elemento ¢ definido, este ¢ chamado de elemento isogeométrico.

Os vetores de nds podem ser considerados uniformes ou ndo. Um vetor de nés ¢ considerado
uniforme se os knots estiverem igualmente espacados no espaco de paramétrico como o seguinte exem-
plodenods: £ = {0,0.25,0.5,0.75,1}. Caso os nés ndo sejam igualmente espagados, o vetor de nos ¢
considerado ndo uniforme como, por exemplo, Z = {0,0.3,0.8,0.9,1}. Também ¢ possivel repetir o
knot : 2 = {0,0,0,0.5,0.5,1,1,1}, ou seja, aumentar a sua multiplicidade de forma a influenciar na
continuidade. Também podem ser considerados abertos ou ndo. E chamado de vetor de nds aberto o
vetor de nos cujas primeiras e ultimas coordenadas aparecem p + 1 vezes, ou seja, sua multiplicidade
¢ p + 1. Esse padrao ¢ comumente empregado na literatura de CAD e apresenta a vantagem de permitir

a definicdo de graus de liberdade nodais nas extremidades de um elemento.
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A multiplicidade de um knot ¢ definida como o nimero de vezes que ele aparece no vetor de
noés. Essa multiplicidade esta diretamente relacionada com a continuidade da curva, superficie ou vo-
lume B-Spline, sendo que a continuidade CP~™ ¢ determinada pela ordem do polindémio (p) e pelo

numero de vezes que o nd aparece (m).
3.1.1.2 Fungdes base B-Spline

Dado um vetor de nds, a forma mais classica de se construir as fungdes base B-Splines sdo de
maneira recursiva conforme a formula de Cox-de Boor (Cox, 1971; de Boor, 1972). A formula recur-
siva ¢ iniciada com um grau polinomial p = 0:

N;io(§) = {1 se § <& <&

0 caso contrario

(D
As proximas interagdes parap =1, 2, 3, . . . sdo dadas por:
§—4¢i Siap+1 =&
Nip(§) = 7—Nip_1(§) + 7=——Nis1p-1(8)
€i+p - Sci €i+p+1 - €i+1 (2)

onde §; € R ¢ 0 i-ésimo no, (i) o indice do n6 que variadei=1,2,...n +p + 1, (p) ¢ a ordem
do polindmio, e (n) o numero de fung¢des bases. A Figura 3 apresenta um exemplo das B-Splines em
ordens polinomiais p = 0,1,2.

FIGURA 3- Fungdes de base B-Spline para o vetor de nos ndo uniforme e aberto: (a) E = {0,0.25,0.5,0.75,1}
para grau p = 0; (b) E = {0,0,0.25,0.5,0.75,1,1} para grau p = 1; E = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1} para grau p =2
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Fonte: Autora, 2023
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No exemplo apresentado, foi realizado um ajuste no vetor de nés com base no grau p estabe-
lecido, a fim de garantir que fosse uniforme e aberto. Por exemplo, para o grau p igual a 0, o vetor de
nos resultante foi: £ = {0,0.25,0.5,0.75, 1}, enquanto para o grau p = 1, o vetor de nds resultante
foi: 2 = {0,0,0.25,0.5,0.75, 1, 1}. Na Figura 4 também se apresenta a rela¢do entre este vetor de nos

para o grau p = 2 e a sua continuidade em cada knot.

FIGURA 4- Continuidade para o vetor de nds nao uniforme e aberto = ={0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1}
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Fonte: Autora, 2023

Destacam-se também propriedades importantes das fungdes base B-Splines, dentre elas, a

propriedade do suporte local, que estabelece que o suporte de cada fungdo base N;, € compacto e
contido no intervalo [&;, &;4p+1]- Isso significa que N; ,(€) € igual a zero para qualquer valor de ¢ fora

desse intervalo.

Ademais, as fungdes base B-Splines sdo sempre ndo negativas, o que implica que N;, () ¢
maior ou igual a zero para qualquer combinacdo de i, p e £. Outra propriedade fundamenal ¢ a particao
da unidade, que garante que a soma de todas as fungdes base N; ,, definidas em um intervalo de knots

[, &i+1) € igual a 1 para todo & pertencente a esse intervalo. Dessa forma, é possivel garantir a preser-
vagdo da soma, unicidade na solugao e estabilidade numérica (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS,
2009):

Nip(&) =1
; P (3)
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3.1.1.3 Derivadas B-Splines

Para obter as derivadas das fungdes base B-Splines também ¢ preciso seguir uma formula

recursiva. Em particular, a primeira derivada da i-ésima fungdo B-Spline pode ser obtida utilizando a

seguinte expressao:

d
Nip(@) = —2— Ny (8) - —F

d_f Ei+p — fi Ni+1,p—1('>;)

$ivpr1 — Sit1 (4)

E possivel definir uma equacdo que forneca uma expressao generalizada para a k-ésima deri-

vada da i-ésima funcdo B-Spline. Essa equacdo pode ser escrita como (COTTRELL; HUGHES; BA-
ZILEVS, 2009):

k

d B p dk—l p dk—l
d—kai,p(f) - Ei+p — E[ <d€k_1 Ni,p—l(f)) - €i+p+1 — €i+1 (dé_k_l Ni+1,p—1(f)> (5)

Na Figura 5, tem-se a apresenta¢do de grafico que contém as derivadas das fun¢des B-Spline

para o exemplo em questdo, o qual considera um vetor de nés E = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1} ¢

ordem maxima polinomial quadratica:

FIGURA 5- Derivadas B-Splines de vetor de nds ndo uniforme e aberto
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Fonte: Autora, 2023

3.1.1.4 Geometrias B-Splines

No processo de constru¢do de uma geometria representativa em CAD, as fungdes B-Splines
sdo interpoladas com base nos pontos de controle definidos no espaco R®. Para criar uma curva B-

Spline, com uma base de n fungdes e um niimero n de pontos de controle B, ¢ fundamental combinar
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as fun¢des de base B-Splines, ponderadas pelos pontos de controle, de modo a obter uma curva suave.
Essa combinacao ndo s6 interpola os pontos de controle no espago paramétrico, mas também os mapeia
para o espago fisico, realizando assim a transformac¢do do espago paramétrico para o fisico. Sendo
assim, dadas n fungdes base, Ny, ,i = 1,2,..,n, e pontos de controle B; € R%,i=1,2,..,n, uma
curva B-Spline ¢ dada pela expressdo (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009):

c(E) = Z Nip(©) B ©

onde B; representa o i-ésimo ponto de controle relacionado a i-ésima fungdo B-Spline N; ,(£). Caso
os pontos de controle sejam definidos no espaco bidimensional, ¢ fundamental utilizar um par orde-
nado de coordenadas (X, Y), os quais representam as coordenadas do i-ésimo ponto de controle. Sob a

oOtica vetorial, € viavel reescrever a expressao 6 como:

);(f)] ) ; Nip(©)X; )
© D M@,

A partir de um conjunto de pontos de controle, ¢ possivel definir a forma de uma curva B-
Spline por meio do conceito chamado poligono de controle. Esse poligono ¢ formado pelos pontos de
controle interligados por segmentos de reta, e ¢ utilizado como base para a constru¢ao da curva. Em

sequéncia, apresenta-se uma curva B-Spline e seu respectivo poligono de controle (Figura 6):

FIGURA 6- Curva B-spline ctbica e seu respectivo poligono de controle
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Por meio da interpolacdo de superficies base B-Splines com pontos de controle no espaco, ¢
possivel construir uma superficie B-Spline através do produto tensorial. Dada uma malha de controle
{Bl—,j},i =12,..,n; j=1,2,..,m, ordens polinomiais (p) e (g), vetores de ndés Z =
{$1, 620 s $napr1) € I = My, N2, o, Ninsg+1) € fungdes B-Splines em cada direcdo N;,($) e
M; , (), a superficie B-Spline € definida por:

m

S(Em) = ZZNi,p(f)Mj,q(ﬂ) B;; (8)

i=1j=1

Sendo assim, o suporte local das func¢des base de superficie ¢ também determinado pelas fun-
¢oes unidimensionais, porém com a seguinte multiplicacao: [Ei, fi+p+1] X [n M j+q+1]. Dessa forma,
o maximo de fun¢des as quais sdo ndo nulas ¢ de: (p + 1) x (¢ + 1). Um exemplo de superficie B-

Spline € ilustrado na Figura 7.

FIGURA 7- Superficie B-Spline quadratica e seu respectivo poligono de controle
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Fonte: Autora, 2023

3.1.2 Refinamentos

Em algumas situagdes, a interpolacao dos pontos de controle e a combinagao das fungdes de
base para gerar uma curva B-Spline podem nao ser suficientes para alcancar as respostas necessarias
em termos numéricos, mesmo que o modelo geométrico desejado seja obtido. Nesses casos, ¢ comum
empregar técnicas de refinamento, com o objetivo de ajustar a curva gerada para que ela atenda aos
requisitos especificos de precisao, suavidade e continuidade. Essa pratica ¢ particularmente ttil para
capturar geometrias complexas e variagdes nos campos de solugdo. Esse procedimento consiste na

construcao de malhas mais densas ou fun¢des mais suaves, aprimorando a acuracia dos resultados
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numéricos e tornando-se particularmente util para capturar geometrias complexas e variagdes nos cam-

pos de solugdo.

Neste contexto, s3o comumente utilizados trés tipos de refinamento na Analise [sogeométrica:
refinamentos 4, p e k. Tais técnicas apresentam abordagens distintas para aprimorar a curva B-Spline

gerada, permitindo uma maior flexibilidade e precisdo na modelagem numérica.
3.1.2.1 Insercdo de knot (refinamento /)

Uma estratégia para aprimorar a base de uma curva B-Spline ¢ mediante a inser¢do de novos
knots dentro do vetor de nds, sem alterar significativamente a curva, seja em termos geométricos ou
paramétricos. Esse processo envolve a utilizagdo de um vetor de nos: £ = {&y, &5, ..., Enyp41)»> NO qual
sdo acrescentados 7 novos knots através de um vetor de nos estendido, & = {€1, 820 s Enarap+1)s qQue

mantém a ordem ascendente do vetor E original.

Essa técnica se assemelha ao refinamento /# do Método dos Elementos Finitos, porém para
que haja um refinamento anidlogo em ambas as técnicas, ¢ preciso que cada knot inserido seja com
multiplicidade m; = p para que haja continuidade C° em todas as partes.

Um exemplo da mudanga de funcdes base para o refinamento /4 € indicado na Figura 8, onde

novos knots E = (.25, E =05e¢ E = 0.75 com continuidade C! sdo inseridos no vetor de nos inicial

Z = {0,0,0,1,1,1} de forma a manté-lo uniforme internamente.

FIGURA 8- Exemplo de refinamento /
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Fonte: Autora, 2023
A Figura 9 também ilustra o comportamento da curva e seu poligono de controle, ao realizar
o refinamento com inser¢do de knot. De forma que, para obter a mesma curva, o poligono de controle

se altera.
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FIGURA 9- Comportamento de poligono de controle de curva B-Spline com refinamento 4
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Fonte: Autora, 2023

3.1.2.2 Elevagado de ordem (refinamento p)

Uma outra estratégia para aprimorar a base ¢ conhecida como elevacdo de grau ou ordem
polinomial. Conforme o proprio nome sugere, esse processo consiste em aumentar o grau polinomial
das fungdes base utilizadas para representar a geometria. Essa técnica geralmente implica em manter
a continuidade em pontos especificos da geometria, de modo que a multiplicidade de cada knot ¢ au-
mentada na mesma propor¢ao em que o grau polinomial ¢ aumentado. Por exemplo, ao se elevar o
grau polinomial de um refinamento de ordem 2 para ordem 3, a multiplicidade de cada n6 ¢ incremen-

tada em 1, mas ndo sdo adicionados novos knots ao vetor de nos.

De acordo com Cottrell, Hughes e Bazilevs (2009), a técnica de refinamento p em Andlise
Isogeométrica apresenta diversas semelhancas com a mesma técnica empregada no Método dos Ele-
mentos Finitos, uma vez que ambas t€ém como objetivo aumentar o grau das fungdes base. Contudo, a
principal diferenga entre as duas técnicas reside no fato de que o refinamento p em Elementos Finitos
tem inicio com uma base que apresenta continuidade C° em todos os pontos, ao passo que o refina-
mento p em Andlise [sogeométrica ¢ compativel com qualquer combinagao de continuidades presentes
na malha B-Spline ndo refinada. Essa flexibilidade permite o desenvolvimento de uma nova técnica

de ordem superior, unica na Analise Isogeométrica.

Um exemplo da mudanga do comportamento das fungdes base para o refinamento p ¢ ilus-
trado na Figura 10, onde o grau polinomial do vetor de nés & = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1} que era

quadratico ¢ incrementado para quartico.
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FIGURA 10- Exemplo de refinamento p

10

N(i,2)(E)
N(i 4)(E)

Refinamento p
E—

00 02 04 ’ 06 08 10 00 0 04 06 08 10
£ = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1} B= {0,0,0,0,0,0.25,0.25,0.25,0.5,0.5,0.;,0.75,0.75,0.75,1,1,1,1,1}
Fonte: Autora, 2023
A Figura 11 ilustra o comportamento da curva B-Spline e da mudancga de seu poligono de

controle diante do refinamento com elevagdo de ordem mostrado na Figura 10.

FIGURA 11- Comportamento de poligono de controle de curva B-Spline com refinamento p
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Fonte: Autora, 2023
3.1.2.3 Refinamento &

Ao contrario dos refinamentos mencionados anteriormente, o refinamento &£ ndo é encontrado
comumente em outros métodos, como no Método dos Elementos Finitos. Isso se deve, em parte, a
técnica Isogeométrica, que possibilita trabalhar com knots de diferentes multiplicidades dentro do ele-
mento, a0 mesmo tempo em que reduz o nimero de fungdes base em comparagdo ao refinamento p. A

FIGURA 12 exemplifica a diferenca entre o refinamento p ¢ k.
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FIGURA 12 - Diferenca entre refinamento k e p
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Fonte: Autora, 2023

Sendo assim, essa técnica visa aumentar a ordem polinomial p sem a preocupacao de manter

a continuidade nos knots. Como resultado, a multiplicidade dos elementos pode ser alterada. No en-

tanto, como ¢ preferivel utilizar vetor de nés aberto, a continuidade nos knots localizados no interior

do vetor pode ser aumentada, proporcionando maior suavidade a curva.

Como nos outros refinamentos apresentados at¢ 0 momento, também se apresenta o comporta-

mento do poligono de controle da curva B-Spline mediante refinamento em questdo, com elevacao de

grau polinomial p =2 para p =3.
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FIGURA 13- Comportamento de poligono de controle de curva B-Spline com refinamento k&
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3.1.3 NURBS
Nesta secdo sao discutidos os conceitos em relagdo as fungdes NURBS (Non-Uniform Rational

B-Splines) com base na mesma literatura utilizada na se¢do das B-Splines: Piegl e Tiller (1996), Rogers

(2001), Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) e Cottrell, Bazilevs e Hughes (2009).
3.1.3.1 Fungdes NURBS

As fungdes NURBS representam uma extensao das B-Splines que permite adicionar um pa-
rametro de peso w;, aumentando a flexibilidade nas constru¢des geométricas. Para obter uma entidade

NURBS em R%, ¢ realizada uma transformagio projetiva em uma entidade B-Spline em R%*1,

Os pontos de controle da curva NURBS sao obtidos por meio de uma transformagao projetiva
similar aplicada aos pontos de controle da curva B-Spline. E importante ressaltar que a curva B-Spline
C" (%) é chamada de "curva projetiva", com seus "pontos de controle projetivos" B}¥, enquanto os
termos "curva" e "pontos de controle" sdo utilizados exclusivamente para se referir aos objetos NURBS

C(%)e B;, respectivamente. Dessa forma, os pontos de controle sdo obtidos através da seguinte relagao:

B"); .
B)j=—2, j=1,.,d
Wi ©)

w; = (Blw)d+1

(10)
onde: (B;); € o j-¢ésimo componente do vetor B; € w; € 0 i-€simo componente do peso.

Com isso, € possivel gerar uma curva NURBS a partir dos pontos de controle e dos pesos

associados a cada ponto. N;,,(§) ¢ a fungdo base B-Spline de ordem p associada ao ponto de controle
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i, representando a fungdo base NURBS unidimensional, e W (&) é a soma ponderada das fungdes base
B-Spline em todos os pontos de controle:

N; , (E)w;

p _
R (§) = 46 an

Sendo a soma ponderada unidimensional:

W) = Zl Nip(E)w; )

A utilizagao dos pontos de controle descritos na equagado (9), em conjunto com a equagao (11),
permite a representacdo da curva NURBS:

n

= ) RO B,

i=1

(13)

E valido mencionar que a aplicagdo das fungdes base NURBS nio se restringem somente ao
contexto unidimensional, podendo generalizar essa utilizagdo para casos bidimensionais por meio da

defini¢ao de superficie NURBS:

N; ,(OM; q(Mw;

Rp'q( ) ):
L8 w(,m) (14)
sendo a soma ponderada bidimensional:
n m
WEMD = D ) Ny (Mg (0w )
i=1 j=1

Com a consideravel flexibilidade proporcionada pela utilizagao de curvas NURBS para a mo-
delagem de geometrias, ¢ possivel notar, na Figura 14, uma demonstragao da variagcdo dessas curvas
mediante a utilizagdo do mesmo poligono de controle, isto ¢, dos mesmos pontos de controle e fungdes

base, porém com ajustes distintos nos valores dos componentes do peso (w).
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FIGURA 14- Curvas NURBS cubicas com mudanca de peso e vetor de nos E = {0,0,0,0,1/3,2/3,1,1,1,1}
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Fonte: Autora, 2023
Dessa maneira, pode-se constatar que os pesos exercem um papel relevante na defini¢do da
base, ainda que ndo estejam ligados a uma interpretacdo geométrica explicita no contexto em questao.
Além disso, cabe salientar que os pontos de controle podem ser escolhidos independentemente de seus
pesos correspondentes. Destaca-se também que, na hipotese em que todos os pesos sdo unitarios, a
curva resultante ¢ uma fun¢do B-Spline, ou seja, Rlp(f) = N;,(&). Nesse sentido, infere-se que as

NURBS se inserem como uma extensao das B-Splines.

3.1.3.2 Derivadas NURBS

Assim como as fungdes NURBS dependem das B-Splines, as suas derivadas também. Sendo
assim, tem-se a derivada de primeira ordem definida por:

Aoy WEONLE - WE) Ny
az @)= w W)?

(16)

O N'; , (&) ¢é arepresentacio de diENi'p (&) e W'(&) é dado por:



w'¢) = ZN'i,p(f)Wi
=1
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(17)

Para caso bidimensional de superficies NURBS, tem-se derivadas parciais definidas em relagdo

a ¢ e a 1. Primeiramente define-se para a diregao &:

OR;G(Em)

W (NN, (&) =W (M) N, (8)

or WM WE M)

Sendo N'; ,(£) a representacio de difN"'P (&) e W(&,m) ¢ definido por:

WE e = zn:

=17

m

N, (OM; ,() wy 5
=1

J4 a defini¢do para a diregao 1 ¢:

OR;G(Em)

WM () = W(E M) M; (M)

o = w;;N;, (&) (W(&,m))?

Sendo M’; , (1) a representagéo de % M; ,(n) e W(&, ), definido por:

WEMD = ) D NipOMg () wi;

i=1 j=1

3.1.4 Principais conceitos da AIG

(18)

(19)

(20)

1)

Esta se¢dao tem como objetivo discutir os principais conceitos da Analise Isogeométrica base-

ada em NURBS para aplicacdo em problemas da mecanica de estruturas. Para iniciar, ¢ fundamental

definir os termos de malhas e elementos, que sao empregados para a discretizacdo da geometria do

problema. Ademais, a AIG trabalha com diferentes espagos, como o espaco fisico, o espaco indicial e

0 espago paramétrico, que sao utilizados para representar a geometria de forma eficiente. Adicional-

mente, sdo apresentadas as matrizes de conectividades INC e IEN, que contém informagdes indispen-

sdveis para a analise numérica. O dominio de integracdo ¢ uma area de interesse crucial para a analise

numérica e também ¢ discorrido.
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3.1.4.1 Espaco Fisico e Espago Paramétrico

O espaco fisico ¢ uma representagdo virtual de um objeto real em um ambiente computacio-
nal. Nele, as coordenadas sao definidas no espaco cartesiano ¢ ¢ composto pela malha fisica e a malha
de controle. E através do espaco fisico que é possivel visualizar e analisar os campos de deslocamento,

deformacdo, tensdo e outras informagdes relevantes.

Conforme apontado por Cottrell, Hughes e Bazilevs (2009), na AIG existem dois conceitos
de malha: malha de controle e malha fisica. A malha de controle ¢ composta por elementos multiline-
ares que interpolam os pontos de controle, responsaveis por definir a malha. Em duas dimensoes, esses
elementos sdo representados por elementos bilineares quadrilaterais. Vale ressaltar que a malha nao se
conforma a geometria real, mas funciona como um andaime que controla a geometria, e assim, ¢ pos-
sivel ser severamente distorcida. Os graus de liberdade, por sua vez, localizam-se nos pontos de con-

trole.

A malha fisica ¢ obtida por meio da decomposi¢do da geometria atual no espago fisico, utili-
zando duas nogoes elementares: patch e knot span. O patch ¢ considerado um macro elemento ou
subdominio do problema, sendo possivel a realizacdo de analises numéricas em geometrias mais sim-

ples com apenas um Unico patch.

No ambito do espago paramétrico, o patch € constituido pela aplicagdao de fungdes NURBS,
representadas por um retangulo bidimensional, orientado no sistema de coordenadas & e 7. Assim
sendo, o espago paramétrico pode ser compreendido como um espaco indicial compacto, haja vista
que apresenta somente os elementos cujas areas sao ndo nulas e que contribuem, de fato, para a analise

numérica.

Cada patch pode ser dividido em knot spans, os quais sdo pequenos elementos em que os in-
tervalos entre os knots sao representados por pontos em um ambiente unidimensional e por linhas em
um ambiente bidimensional. Desse modo, a malha fisica no espago fisico ¢ composta pela unido de
sucessivos knot spans, que sao adequadamente mapeados. A Figura 15 ilustra todos os conceitos ci-

tados acima.
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FIGURA 15- Patch tnico ilustrado por malha fisica e de controle e sua respectiva representacao no espago
paramétrico

Knot spans
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\
I:l Malha fisica ' / : e
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Fonte: Adaptado de Klinkel, 2018

3.1.4.2 Espago Indicial: matriz INC e IEN

O espaco indicial ¢ uma estrutura matematica construida a partir da interse¢ao dos knots per-
tencentes aos vetores de nos = e 9. Juntos, esses knots geram uma grade retangular, na qual os retan-
gulos representam todos os elementos gerados pelos knot spans, incluindo aqueles de area nula e nao
nula. Por meio do espaco indicial, € possivel definir as matrizes de conectividade INC e IEN, que sdo
essenciais para a identificagdo da numeracao global e local das fungdes. A numeragao global ¢ usada
para identificar a posi¢do das fun¢des em relacdo a todas as outras fun¢des no espaco indicial, enquanto
a numeracao local ¢ usada para identificar a posi¢ao das fungdes em relagdo aos seus vizinhos imedi-

atos.

Para armazenar as coordenadas NURBS, ¢ comum utilizar a matriz INC. Essas coordenadas
representam os indices dos knots que definem cada vértice na malha. Por exemplo, o vértice localizado
na interseccao das linhas de knots correspondentes a &, e 1, possui as coordenadas NURBS (2, 2).
Essas coordenadas sdo frequentemente utilizadas para identificar os knots onde o suporte de uma fun-
¢do comeca, como no caso desse vértice, que marca o inicio do suporte da funcao associada, por exem-
plo, a fungdo N, ,(&,1), a qual é resultante da multiplicagdo das fungdes quadraticas N, ,(§) € M, (),

tem o inicio de seu suporte iniciado nas coordenadas NURBS (2, 2) e o suporte de sua fungdo N, ,(¢)
igual a [&;, &;4p41], ou seja, [§3, €] e de sua fungdo My, () igual a [n),0j4q+1], ou seja, [z, Ms].

Na Figura 16 ¢ mostrado, no espago indicial, o suporte de duas fungdes com graup =2e g =

2: IVM({, n) em vermelho e Nz,z (¢,m) em verde. A regido de interse¢do das duas fungdes ¢ destacada
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em azul. E perceptivel que o elemento ), ndo se encontra na regido de suporte da fungdo N1,1(§ ,M).

No entanto, outras fungdes como a Nz,z (¢,m), com coordenadas NURBS (2,2), alcangam esse ele-

mento.

FIGURA 16- Espaco indicial das fun¢des: N 11€ N 22
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Fonte: Adaptado de Cottrell, Hughes e Bazilevs, 2009

Para facilitar a identifica¢do das fungdes, elas sdo numeradas globalmente usando a seguinte

equacao:

A=n( - 1)i (22)

onde as coordenadas NURBS sao representadas por i e j, € o numero de fungdes relacionadas
ao vetor de nos Z é representado por 7. Dessa forma, as funcdes sio identificadas como N, (&, 1), onde,
por exemplo, a fungdo N, (&, n), conforme a expressio (22), é equivalente a N, (&,7), e a fungdo
N, ,(&,m) ¢ equivalente a Ng(&,n). Essas informagdes sdo armazenadas na matriz de conectividade

(INC), conforme apresentado na Tabela 1.

TABELA 1- Matriz de conectividade INC

A (numero global da fungao)
INC 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 (coordenada €) 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 (coordenadan) 11 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

Fonte: Adaptado de Cottrell, Hughes e Bazilevs, 2009
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Na Figura 17 também € possivel observar a representacido desta tabela no suporte da func¢ao
Nl (E: n)

FIGURA 17- Representagdo da numeragao global das fungdes dos elementos (4 ¢
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Fonte: Adaptado de Cottrell, Hughes e Bazilevs, 2009

A partir da matriz INC, torna-se viavel criar a matriz de conectividade IEN, que armazena as
relacdes entre as fungdes locais e as fungdes globais. Com a ajuda da representagdo das coordenadas
NURBS, torna-se mais facil determinar quais fungdes tém suporte em um determinado elemento. Para
numeragao de um elemento (), = [Ei,€i+p+1] X [nj,nj+q+1], ondep+1<i<meq+1<j<mo

seguinte esquema ¢ utilizado:

e=(G-q-Dm-p)+({—-p) (23)

E conhecido que a quantidade de fungdes locais que tém suporte em um determinado elemento
¢ dada por nen=(p + 1) x (¢ + 1). Com base neste conhecimento, procede-se a enumeracao das fungdes
locais e globais para estabelecer a relagdo entre elas. Neste trabalho, optou-se por uma légica de nu-
meracao invertida em relacdo a utilizada por Hughes et al. (2005) e Cottrell et al. (2009), visando
aprimorar a legibilidade e clareza da numeracao, seguindo a logica adotada pela autora no Método dos

Elementos Finitos, sem comprometer a validade do método.

Inicialmente, para um elemento e de coordenadas (i,/) no espago indicial, ¢ atribuida a primeira
funcao local identificada por a = 1 na posi¢do onde a menor numeragao global A ¢ encontrada. A partir

desta funcao local, as demais fungdes locais sao identificadas seguindo a ordem da esquerda para a
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direita na dire¢do ¢ e de baixo para cima na direcdo 1, acompanhando a numeracao global até que o

numero final nen seja alcangado. Com base neste procedimento, os seguintes passos sao seguidos:

Através da expressdo (22), € possivel identificar a numeragao global A das coordenadas NURBS (i,)).
Em seguida, atribui-se a numeragao global 4,A + 1, ..., A + p para as p + 1 fun¢des locais da esquerda
para a direita na dire¢do ¢. Vale lembrar que a fungdo Nyyp4q D30 possui suporte no elemento em
questdo. Dessa forma, passa-se para a proxima linha acima na dire¢do 1 e enumera-se da esquerda para
adireitanadiregdo {,comA + n,A + n + 1,... ,A + n + p. Oprocesso ¢ repetido até se alcangar
o ultimo conjunto de fun¢des, numerando-se com A + qn,A + qn + 1,..,A + qn + p (Figura

18).

FIGURA 18- Esquema de numeracao global e local das fungdes NURBS
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Fonte: Adaptado de Almeida, 2017

Com base na logica apresentada anteriormente e fundamentada na representacao ilustrada na
Figura 18, procede-se agora a apresentagdo da numeracgdo local correspondente as fungdes nos ele-
mentos (14 e (), conforme indicado na Figura 19. Ademais, a matriz de conectividade IEN ¢ disponi-

bilizada na Tabela 2 subsequente.
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FIGURA 19- Representagdao da numeragao local dos elementos (14 e (), junto com a numeracao global
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Fonte: Autora, 2023

TABELA 2- Matriz de conectividade IEN

a (numero local da fungao)

IEN 1 2 3 4 5 6 7 8 9
elemento Q1 1 2 3 5 6 7 9 10 11
elemento 02 2 3 4 6 7 8 10 11 12

Fonte: Autora, 2023

3.1.4.3 Dominio Primario
O dominio primario, definido no presente trabalho como o intervalo de integragdo para a

quadratura gaussiana, ¢ delimitado pelo sistema de coordenadas & e 7j e limitado ao intervalo de -1 a 1

em ambas as dire¢des. (Figura 20).

FIGURA 20- Dominio de integragdo
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Fonte: Adaptado de Cottrell; Hughes; Bazilevs, 2009
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A partir deste dominio, apresentado na figura acima, sdo selecionadas as posi¢cdes dos pontos

de Gauss para a realizagdo das integracdes numéricas pertinentes ao problema em questao.

3.1.4.4 Mapeamento

Para realizar as integracdes através da quadratura de Gauss, € preciso realizar dois mapea-
mentos distintos. Tem-se o mapeamento afim, responsavel pelo mapeamento do dominio de integragao
para o espago paramétrico, o qual é simbolizado por ®: 0 - {. Este mapeamento é invertido,
@ 1.0 - 0, afim de permitir que um elemento do espago paramétrico (¢ seja mapeado para o do-

minio de integracao °.

O mapeamento do espago paramétrico para o espago fisico, ¢ denominado mapeamento geo-
métrico e é representado pela fungdo x: - Q. Este mapeamento ¢ invertido por meio da relagio
x~1: Q - Q, permitindo a realizacio do mapeamento de um elemento pertencente ao espago fisico Q°
para o espago paramétrico Q€. Portanto, o mapeamento de um elemento fisico Q¢ para um elemento
no dominio de integragdo ¢ requer a composicdo dos mapeamentos invertidos: @~ e x~* Na pratica

de implementacdo das rotinas numéricas, costuma-se efetuar o mapeamento na ordem ®,x. (Figura

21).

FIGURA 21- Mapeamento
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Fonte: Adaptado de Cottrell, Hughes e Bazilevs, 2009
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3.1.5 AIG aplicada a elasticidade linear

Nesta se¢do sdo apresentados os aspectos de integracdo numérica utilizados para os problemas
abordados neste estudo. Os fundamentos teodricos, incluindo a formula¢io do problema de elasticidade
linear, foram baseados em referéncias de mecanica do continuo e elasticidade linear (LAI; RUBIN;
KREMPL, 2010; SADD, 2009), bem como na metodologia do Método dos Elementos Finitos
(HUGHES, 2000; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005; REDDY, 2005; AZEVEDO, 2003). A
formulacao fraca do problema ¢ obtida através do Método dos Residuos Ponderados e ¢ apresentada

no capitulo 3.2, esta fornece o arcabougo necessario para a integragao numérica discutida em seguida.

3.1.5.1 Integragdo numérica
Ao aplicar a discretizacao dos elementos finitos, o sistema de equacdes lineares resultante ¢

representado pela expressao:

Ku=f (24)

sendo K a matriz global de rigidez, f o vetor de forgas global e u os deslocamentos resultan-
tes. As matrizes e os vetores locais sdo acoplados com o auxilio das matrizes de conectividade e inci-

déncia, IEN e INC, respectivamente.

A integracao numérica por meio do método de quadratura de Gauss ¢ utilizada para obter a
matriz de rigidez elementar K¢ e o vetor de forgas elementar f¢. Neste processo, o vetor de forcas
elementares ¢ dividido em componentes correspondentes as forcas de volume e as forgas de superficie.

As equacoes resultantes para a matriz de rigidez K€, o vetor de forcas elementar de volume f¢ e vetor
q p g P

de forgas elementar de superficie f§ sdo apresentadas:

NpGg Npen (25)
K¢ = z W;W;B"DB t|]|

i=1 j=1

NpGE NPGn (26)

i=1

npgs >
= 2w (5 +(3)
npGn > > (28)
= 2w (@), @)

j=1

f5= ) ) WWRpt)
j=1

2 27

n

§
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onde Npge € Npgy representam os pontos de Gauss utilizados em cada dire¢do paramétrica, enquanto
W; e W] representam os pesos correspondentes. As matrizes B e R representam, respectivamente, as
derivadas e fungdes NURBS, enquanto D ¢ a matriz constitutiva. O determinante do jacobiano ¢ indi-
cado por |J| e t refere-se a espessura. O valor da for¢a de volume ¢ denotado por p, enquanto g
representa o valor de for¢a de superficie atuante, sendo preciso analisar o eixo paramétrico em que se
encontra a forca. Ressalta-se que estas equagdes sdo validas para forgas de volume e/ou superficie
constantes.

A matriz D, conhecida como matriz constitutiva para o estado plano de tensdo, é composta pelo
modulo de Young (E) e coeficiente de Poisson (v), definida por:

1 v 0 (29)

_EF v 0
-, (1;1/)

D

A matriz B, que no contexto da AIG representa as derivadas das fung¢des de base NURBS no

elemento em estudo, pode ser representada por:

[ORY 0 ORS 0 Ry, 0 1 (30)
ox 0x spe Ox
ORS¢ z . ORy
B¢ =LR¢ =] 0 0 dy 0 —
OR¢ OR? ORS axz .. OR:  OR:
| dy 0dx dy dy ox |

onde L representa a matriz contendo os operadores diferenciais:

€2))

K

0x
0 —_
0

[y

E importante ressaltar que, devido a existéncia de dois mapeamentos envolvidos no processo
®: 00— O e x: - Q alguns detalhes a respeito da obtencio das derivadas NURBS e do jacobi-

ano precisam ser considerados. Tais detalhes sdo abordados na sequéncia.
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Antes de obter as derivadas das fungdes NURBS em relag¢ao ao espaco fisico, € preciso obter

a matriz jacobiana que relaciona as coordenadas no espaco paramétrico com as coordenadas no es-

paco fisico. Esse processo envolve o mapeamento x: Q — ():

]1:|

0x ax]
d¢ oOn I
dy 6yJ
0§ on

Sendo que as componentes x e y sdo representadas por:

x(§m) =

y(&m) =

E as suas derivadas parciais correspondentes:

5(5”)_

2w -

dx _
5ﬁ(€ﬂ0 - .

dy B
%(E.n) =

Zn: i R;;(&,m) x;j

i=1j=1

Zn:i R;; (&) yij
==

Sendo assim, a inversa da matriz jacobiana J; ¢ dada por:

Jit

Zn:ia;?j CTUIES

i=1 j=1

zn:ia Eij (&) yij

i=1j=1

iia nij (& m) x5

i=1j=1

Z}iaa—(f n) Yij
dy d0x

1lan oy

|]1| ay 0x
“ot 9 ]

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

De forma que, para a obtencdo das derivadas as quais compoem a matriz B¢, é preciso utili-

zar a matriz inversa da jacobiana J;. Essa relacdo ¢ dada por:
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ox | - agL
iaRZ}—hl!aR--

) )

Devido a presenga do mapeamento do dominio primario para o espago paramétrico: @: (1 —

~

Q) , ¢ preciso utilizar a regra da cadeia para obter a matriz jacobiana que representa o mapeamento

direto do dominio priméario para o espago fisico. Essa matriz jacobiana ¢ dada por:

J =1 (41)
A expressdo (41) € equivalente a:
dx  dy1[9¢ 0 (42)
J= 0§ 9 ||0¢
~ |ox ay 0 on
om an o
J =1l (43)

Logo, ¢é possivel obter o jacobiano necessario para a construgdo da matriz de rigidez K¢ e do
vetor de forgas de volume f7 a partir do determinante do jacobiano J obtido na equagdo (43).

3.1.6 RECUPERACAO DE TENSOES

E proposta uma metodologia de recuperagio de tensdes por Hassani, Ganjali,e Tavakkoli
(2011) através de uma perspectiva alternativa a Analise [sogeométrica, onde os componentes do campo
de tensodes recuperado sdo considerados uma superficie imaginaria. Esta superficie ¢ construida utili-
zando as mesmas fungdes base B-Splines e NURBS empregadas para a aproximagao dos componentes

do vetor de deslocamento desconhecido.

Em problemas da elasticidade bidimensional, as coordenadas x e y dos pontos de controle sao
mantidas, enquanto as coordenadas z sdo calculadas com base em critérios derivados da nogdo de
pontos superconvergentes, onde possuem solugdes aproximadas com maior precisao, descritos em (ZI-

ENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005).

Denotando os componentes do tensor de tensdes recuperado por a,*, a superficie que indica
as variagdes desses componentes de tensdo pode ser construida usando as fungdes base NURBS e

coordenadas dos pontos de controle de forma:

o, = R"P, (44)
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Nos problemas de estado plano de tensoes, o subescrito o representa xx, yy e xy. Para problemas
bidimensionais, apenas a componente z dos pontos de controle, ou seja, o vetor P, ¢ desconhecida e
precisa ser determinada. Isso € feito minimizando a soma dos quadrados das diferencas entre tensdes

obtidas pela AIG e as tensdes recuperadas nos pontos de Gauss. Definindo a func¢ao F(P,) como:

K (45)
F(P) = ) (0, = da)?
=1

A qual pode ser reescrita como:
(46)

K
F(P) = ) (RPy = )’
=1

onde K ¢ o numero de pontos de Gauss, d,; sdo as resultantes de tensao por AIG em cada ponto
de Gauss. A partir das condi¢des estacionarias de F(P,), as coordenadas z da superficie de tensdes
melhoradas sao obtidas, recaindo em um sistema:

P,= A"'B (47)

de forma que A e B sdo definidas por:

K

A= ZRl-RiT
i=1
K

B = z R0y,
i=1

(48)

(49)

3.2 METODO MODIFICADO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL

A seguir, sdo fornecidas informacgdes detalhadas e relevantes para a compreensdo e uso da téc-
nica do MMFGL em problemas de engenharia. E relevante destacar que o conceito isogeométrico &
abordado em conjunto com a técnica do MMFGL em algumas secdes, visto que a Analise [sogeomé-

trica tem tratamento andlogo ao Método dos Elementos Finitos em técnicas de integracao.

Sao apresentados os conceitos matematicos e os procedimentos necessarios para a implemen-

tagdo numérica do MMFGL. Essas informagdes sdo baseadas em trabalhos anteriores de referéncia,
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como Barcellos e Silva (1987), Silva (1988), Machado (1992), Barbieri (1992) e Barbieri, Mundz e
Machado (1998).

3.2.1 Abordagem

O MMFGL pode ser aplicado utilizando a abordagem uni-celular multi-elemento, a aborda-
gem multi-celular uni-elemento ou uma combinac¢do dos dois. Isso ¢ realizado através da subdivisao
do dominio em varias células ou sub-regides, sendo que cada uma delas ¢ composta por multiplos
elementos finitos (ou elementos isogeométricos, conforme empregado neste estudo). A Figura 22 ilus-

tra um esquema com o intuito de demonstrar as diferencas entre essas abordagens no contexto do

MMFGL.

FIGURA 22 - Possibilidades de discretizacdo do dominio em MMFGL

Dominio original
I
I3

/ .

Esquema Multi-celular/ Uni-elemento Esquema Uni-celular/ Multi-elemento

AN /

Malha de elementos

finitos
N /

Célula unica

Fonte: Adaptado de Barbieri, Mundz e Machado, 1998

Neste trabalho, ¢ apresentada a formulacao uni-celular multi-elemento, embora a ideia possa

ser adaptada facilmente para a abordagem multi-celular uni-elemento.

3.2.1.1 Formulagdo abstrata

Dado um problema de valor de contorno qualquer, governado pelo operador diferencial £ no
dominio e pelos operadores D de Dirichlet e ' de Neumann associados as condi¢gdes de contorno, este
¢ resolvido em duas fases distintas e interdependentes no MMFGL. A primeira etapa ¢ dedicada a
solucao do PVC (Problema de Valor de Contorno) no dominio, ¢ a segunda etapa, no contorno, po-

dendo ser invertida essa ordem por vantagens computacionais (MACHADO, 1992).
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Durante ambas as etapas, aplica-se um carregamento delta de Dirac (§ (P, Q)) como fonte de
excitagdo do sistema. Esse carregamento ¢ aplicado como um “ponto fonte” (P), enquanto a solucao
do problema ¢ desejada em um “ponto campo”(Q), ambos pertencentes ao dominio Q. O estado auxi-
liar do sistema € representado por v = v(P, Q). Quando os pontos especificados estdo localizados no

contorno I', eles sdo identificados como p e g minusculos (Figura 23).

FIGURA 23- Aplicacao do carregamento delta de Dirac no dominio (a) e no contorno (b)

(a) Caso 1

(b) Caso 2

Fonte: Adaptado de Machado, 1998

Através da notagdo indicial, ¢ expressa a “Forma de Green Generalizada”:

(L*Ur u)U = (U, Lu)V + (NurD*v)aK - <N*UI Du)aH (50)

Dessa forma, a partir da expressdo acima, o MMFGL se baseia nas duas etapas distintas de

solucao:

1° Caso — Determinacao da solucao no dominio Q: Um estado auxiliar da expressao (50) ¢ obtido a

partir da aplicac¢@o do delta de Dirac no dominio:
L*v(P,Q) = 6(P,Q), onde P,Q € Q (51)

N*v(p,Q) =0, ondep er (52)

Ao substituir as expressoes (51) e (52) em (50), obtém-se a solugdo no interior do dominio €:

u(Q) = (U(P, Q)'Lu)V + (Nu, D*U(P, Q))5K (53)
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2° Caso — Determinacao da solugdo no contorno I': Um segundo estado auxiliar da expressao (50) ¢

obtido a partir da aplicagdo do delta de Dirac no contorno:
L*v(P,q) = 0, ondePeQ e¢ qeT (54)

N*v(p,q) =6 (p,q), ondep,q €T (55)

Ao substituir as expressoes (54) e (55) em (50), obtém-se a solugdo no contorno I':

Du(q) = (v(p, @), Lu)y + (Nu, D'v(p, q))ak (56)

Sendo assim, o problema fica completamente definido pelo sistema de equagdes apresentados

em (53) e (56).

3.2.1.2 Equagdes integrais

E pertinente ressaltar que nesta se¢io do trabalho utiliza-se notacdo indicial e formulagio
variacional para tratar das equagdes pertinentes MMFGL. Contudo, ¢ fundamental salientar que a ana-
lise indicial em si € os conceitos mais avangados associados ndo sdao abordados neste estudo. Para uma
compreensdo mais aprofundada desses conceitos no ambito do MMFGL, sugere-se a leitura de Barbi-

eri (1992), Machado (1992) e Silva (1998).

O MMFGL ¢ um método integral capaz de resolver problemas descritos por sistemas de equa-

¢oes diferenciais do tipo:

Lu = b, em () (57)
Du=r,emI} (58)
Nu=s,emTy (59)

Neste contexto, os operadores £,D e V' sdo, respectivamente, os operadores diferenciais do
problema, operadores de Dirichlet e operadores de Neumann; Q, ', e Iy sdo, respectivamente, o do-
minio de andlise e particdes de contorno onde sdo especificadas as condi¢des de Dirichlet e Neumann;
b,r e s sdo, respectivamente, a excitagdo do dominio e as fung¢des que definem as condi¢des de con-

torno em I’y e [y.

Para obter a solu¢do fundamental para o problema em (57), € preciso resolver o problema ad-

junto, considerando um estado auxiliar. Esse estado ¢ representado pelo tensor de Green (G (P, Q)),
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denominado por v(P, Q) ¢ uma carga de distribuicdo delta de Dirac 6§ (P, Q), aplicada no dominio,

como fonte de excitacdo. O problema adjunto ¢ expresso como:
LG(P,Q) = 6(P,QI (60)
onde L* ¢ o adjunto formal de £ e I é o tensor identidade.

O tensor de Green G (P, Q) pode ser interpretado como um deslocamento generalizado na di-
recdo i de um ponto qualquer Q devido a uma for¢a generalizada unitaria aplicada na direcao j sobre

um ponto P, onde P e Q € .. (MACHADO, 1992).

Aplicando a técnica de Residuos Ponderados em (57), integrando no dominio (2 com sistema
de coordenadas localizadas no ponto P e igualando o residuo a zero, juntamente com o uso do tensor

de Green como fung¢do de ponderagdo:
(61)
LuG(P,Q)dQ= | bG(P,Q)dQ
Q Q
Aplicando o Teorema de Green até que toda a exigéncia da equagao diferencial recaia sobre a

fungdo de ponderacdo G(P, Q), tem-se:

f w(P)L* G(P,Q)d = f b (PYG(P,Q)d0L — f [V 6(p, 17 u(p)dr (62)
9] QO r

+ f 6(p, Q)" Nu(p)dr
r

onde V" e NV *representam os operadores de Neumann associados a £ e L*, respectivamente.

Por considerar o tensor de Green G(P, Q) como solucdo fundamental do problema, a equagdo

(62) recai em:

w(Q) = jﬂ b (P) G(P,Q)TdO — jr IV 6(p, O)]T u(p)dr (63)

+ [ 6. @7 vuar
r
Considerando o exposto, a equacdo acima representa a formulagdo "Direta do Método de Ele-
mentos de Contorno" (DMEC), onde G(P, Q) é uma solucdo fundamental da equacao (60).

Admitindo que a expressdo matematica do tensor de Green G(P, Q) ¢é conhecida na sua forma

explicita, o calculo numérico das integrais que aparecem na formulagdo DMEC ¢ bastante dificultado
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devido a singularidade desse tensor. A singularidade dessas integrais ¢ ainda maior na presenca do

operador de Neumann V' (BARBIERI, 1992).

Entretanto, somando e subtraindo a quantidade:

G, Q' [NV'u@)] = V6, O] u®) (64)

na equagdo (63), tem-se a expressao basica para o desenvolvimento do MMFGL:

u@ = [ b(PGE,QTdA~ [ [+ N G, QT u(p)dr (6%)
Q r
+ [ 6,7 IOV + ¥ yuGplar
r
sendo o operador V' igual a:
N'" =diag(ky, kq, ..., ky) (66)

onde n corresponde ao nimero de graus de liberdade em cada no, e k; sdo constantes reais nao nulas,

i=12,..,n.

De acordo com Barbieri, Mundz e Machado (1998), uma escolha apropriada para o operador

auxiliar V''¢é da forma:

N’ = ky(x— %) (67)
onde x; s3o os sdo pontos que correspondem aos nés da malha de elementos (Elementos Finitos) ou
pontos de controle (Analise Isogeométrica), pertencentes ao contorno onde as condigdes homogéneas

de Dirichlet sao impostas. A Figura 24 ilustra a interpretacao do problema modificado auxiliar associ-

ando os coeficientes k;'s a constantes de mola.

FIGURA 24- Interpretagdo fisica do problema modificado auxiliar

u +=0

(a) Problema original (b) Problema Modificado Auxiliar

Fonte: Adaptado de Barbieri, Mundz ¢ Machado, 1998
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A introducdo do operador V' implica que seja satisfeita a condigdo de contorno apresentada
na expressao (68), e que neste momento, a solu¢do fundamental G(P, Q) passe a corresponder, real-

mente, a uma Fungado de Green.
[V + NG, =0 (68)

Segundo Machado (1992), a equacao (65) ainda ndo ¢ aconselhdvel sob o ponto de vista numé-

rico. Sendo assim, ¢ definida uma nova variavel:

f) = V" + Nu(p) (69)

Substituindo a condicao de contorno (68) e a nova variavel (69) na expressao basica para o desenvol-

vimento do MMFGL em (65), resulta na expressao dos deslocamentos generalizados no dominio ():

u(Q) = jﬂ G(P,Q)Th(P)dR + jr G(p, Q)T f(p)dr (70)

Essas alteragdes foram propostas inicialmente por Silva (1988) e Barcellos e Silva (1987) para
serem trabalhadas mais “confortavelmente” do ponto de vista numérico. Para a determinagao da solu-
¢do no contorno I', poderia se realizar um tratamento andlogo, porém, como as variaveis envolvidas, por
hipotese, pertencem a espacos de Hilbert que apresentam a propriedade do traco, pode-se simplesmente

aplicar o operador trago diretamente a (71) e obter:
_ T T (71)
u(g) = | GP,@)"b(P)dQL+ | G(p,q)" f(p)dl
Q r

3.2.2 Aproximacao das equagdes integrais

Nesta se¢do, os sistemas de equagdes de deslocamentos generalizados no dominio £ (70) e
no contorno I' (71) s@o aproximados utilizando as técnicas do Método dos Elementos Finitos e/ou a
nova abordagem por Andlise Isogeométrica, em conjunto com o Método de Elementos de Contorno.
Essas técnicas permitem transformar os sistemas de equagdes diferenciais em sistemas de equagdes

lineares, facilitando a resolugao numérica.

Na Figura 25, sdo exibidas as malhas em suas configuragdes iniciais, compostas por dois ele-
mentos cada. No MEF, ¢ adotado um grau minimo das fung¢des de forma igual a p = 1, o que significa
que as fungdes de forma sdo lineares. Por outro lado, na abordagem isogeométrica, o grau minimo das
funcdes de forma ¢ estabelecido como p = 2, devido a natureza das NURBS, que descrevem curvas.

Essa caracteristica ¢ considerada na disposi¢ao dos nds ou pontos de controle.
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FIGURA 25- Aproximagao do dominio real por MEF, AIG e MEC

Q

(b) Malha de Elementos Finitos r (a) Aproximagéo do dominio real

» e (c) Malha de Analise Isogeométrica
y
,/' ///
) A - «
/// =
o
/// -
< .
3 / p
* e

(d) Malha de Elementos de Contorno
com nos

e

(e) Malha de Elementos de Contorno
com pontos de controle

Fonte: Autora, 2023
A implementagdo numérica € realizada através da sequéncia a seguir:
a) Discretiza¢do do dominio:

De forma andloga ao MEF ou a AIG, o dominio real do problema Qp ¢ idealizado por 1y que
busca se aproximar o maximo possivel do dominio original. Em seguida, este ¢ dividido em "nef"
subdominios, que sdo elementos finitos ou elementos isogeométricos (%), os quais utilizam de fun-
¢oes base polinomiais, como polindmios de Lagrange, ou isogeométricas, como as NURBS, em cada

método respectivamente. Sendo assim, i1sso ¢ exposto a seguir:

nef (72)
k=1

b) Discretizacdo do contorno:

O contorno I" ¢ aproximado através da utilizacdo de uma discretizagdo I, que por sua vez ¢ sub-
dividida em NEC partes, representando os elementos de contorno Ix. Analogamente ao caso anterior,

tém-se:

(73)

NEC
rH = Ufk
k=1
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Para realizar aproximagdes tanto no dominio quanto no contorno, ¢ possivel empregar funcdes
de interpolagdo ;e @;, respectivamente. Essas fungdes, definidas localmente em cada elemento, ge-
ram subespacos de dimensdes finitas V" de V, H" de H e 9H" de dH , onde sdo geradas as projecdes
do tensor de Green. Vale ressaltar que as fungdes 1); abrangem tanto as funcdes tradicionais de Ele-

mentos Finitos quanto as fun¢des B-Splines no contexto da Analise Isogeométrica (AIG).
c) Aproximagdes no dominio:

As variaveis envolvidas nas expressoes dos deslocamentos generalizados (70) e (71) podem

ser aproximadas utilizando as mesmas fungdes de interpolagdo ¥;e ¢;, ou seja:

u(Q) = Y(Qup u(q) = ®(quc (74)

b(Q) = ¥(P)b f(@) = ®(p)f

onde up, uc, b e f representam os vetores “generalizados” dos deslocamentos nodais no domi-
nio e no contorno, das forg¢as de corpo e das agdes nodais, respectivamente. [¥(-)] e [®(-)] sdo as

matrizes das fungdes de interpola¢ao em uma célula de Green.

Por [®(q)] ser o trago de [W(Q)], assim como u(q) ¢ o trago de u(Q), os valores de u cor-
respondentes aos nés (ou pontos de controle) que estdo sobre o contorno, coincidem com os valores

associados de u, na malha de Elementos de Contorno.

Ao realizar a substitui¢do das aproximacdes no dominio, conforme exposto em (74), na expres-
sdo dos deslocamentos generalizados no dominio () exposta na expressdo (70) e aplicando o Método
de Galerkin, ou seja, tomando a proje¢do de u(Q) ortogonal a [¥(Q)], obtém-se um sistema de equa-

¢oes no dominio:

Au,=Bf+Cbh (75)

De maneira que:

A= j Q)T W(Q) de; (76)
Q

B = f W(Q) G.(Q dO; (77
QO
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C= f ¥(Q" G4(Q) a0; (78)
Q

G.(Q = f G(p, Q)" ®(q) dr'; (79)
r

(80)

G4(Q) = fﬂ GP,Q)Tw(P)dQ,

onde G,.(Q) e G, (Q) sao as projecdes, num ponto Q de dominio, do tensor de Green G(-, Q), no espago

gerado pelas fungdes de interpolagio ¥; € ¢;, na ordem mencionada.

Da mesma forma que se substituem as aproximagdes no dominio, determina-se o sistema de
equacdes no contorno através da substituicdo das aproximac¢des no dominio (74) na solugdo no con-

torno em (71) e aplicando o Método de Galerkin, de tal maneira que se tome a proje¢ao de u(q) orto-

gonal a [®@(q)]:

Du.=Ef+Fb (81)

onde:

b= @@ @w@adr (52)

r
E= @@ Gy ar; (53)

r
F= [ @ G ar; (84)

r
Ge(q) = jr 6(p,q)" ®(q) dr'; (85)
(86)

Ga(q) = jﬂ G(P,q)" W(P) dO,

onde G.(q) e G, (q) sdo as proje¢des, num ponto g de contorno, do tensor de Green G(-, @), no espago

gerado pelas fungdes de interpolagdo ;e ¢;, na ordem mencionada.

Os sistemas de equacdes (75) e (81) solucionam integralmente tanto o problema de dominio
quanto o de contorno. E importante observar que as matrizes A e D podem ser facilmente determinadas,
pois envolvem apenas o produto interno entre as fungdes de interpolacdo do dominio e do contorno.

Por outro lado, as matrizes B, C, E e F dependem do conhecimento das projecdes da fungdo de Green.
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3.2.3 Determinacao das projecdes de Green

Pelas matrizes B, C, E ¢ F dependerem das projecdes de Green G.(Q), Gp(Q), G¢(q) ¢ Gp(q),
utiliza-se do método proposto por Barcellos e Silva (1987) e Silva (1988) que consiste em obter tais

projecdes em duas etapas distintas através do MEF. As duas etapas s3o abordadas em sequéncia:

1* etapa: Determinagdo das proje¢des de Green G, (Q) ¢ G.(Q) correspondentes aos tensores G (P, Q)
¢ G(p, Q).

Nesta etapa, com a aplicagao de carregamento delta de Dirac §(+,-) no dominio , resolve-se
os sistemas situados em (54) e (55) considerando que o sistema auxiliar v = v(-, Q) seja definido pelo
tensor de Green G (-, Q) no dominio, e introduzindo o operador adicional V'’ nas condi¢des de con-

torno:
L*G(P,Q)T = §(P,Q)I onde P,Q € Q (87)
NV*+N)G(p,0)T=0 ondepel e Q € Q (88)
Multiplicando a expressdo (87) pela fungdo de interpolagdo W(P), e integrando no dominio, tem-se:

L* < j G(P, Q)T‘P(P)dﬂ> = J 5(P,Q)¥(P)dQ 9)
Q Q

O termo de G4(Q), situado na expresséo (80), é reconhecido na primeira integral acima, resul-

tando em:

L7Gq(Q) = ¥(Q) (90)

De modo anélogo, adotando o mesmo procedimento, porém agora para obtengao da projecao
G.(Q), ou seja, multiplicando a expressdo (88) pela fungdo de interpolacdo @ (p) e integrando em

relagdo ao contorno:

o+ 3 [ 60, Q@) ar =0 1)

O que equivale a:

(V" +N)G(Q =0 92)

2* etapa: Determinacdo das proje¢des G.(q) e G;(q) correspondentes aos tensores de Green G(p, q)

e G(P, q), respectivamente.
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Aplicando o delta de Dirac, agora no contorno I, resolve-se o sistema situado nas expressoes
(73) e (74), considerando que o estado auxiliar v = v(-, q) seja definido pelo tensor de Green G(*, q),

¢ incluindo o operador adicional V"' nas condi¢des de contorno:
L*G(P,q)T =0 ondePe Qeqerl (93)
N+ NG, )" = 6(p, I ondep,q € (94)
Multiplicando a expressao (93) pela funcao de interpolagdo W(P), e integrando em relagdo ao dominio:

L(f,6(P,9)"P(P)dQ) = 0 ondeP e Qeqel 95)

Encontra-se o termo de G;(q) na primeira integral acima, resultando em:
LrGa(g) = 0 (96)

Analogamente, porém em relagdo a expressdo (94), para obtengdo da projecdo G.(q) ¢ multi-

plicada a fun¢do de interpolagdo ®(p) e integra-se ao longo do contorno:

WV + N f G(p, )" ®(p) I = f 5(p,q) @(p)dr ©7

0 que equivale a:
(V" + N)Ge(q) = @(q) (98)

De acordo com Machado (1992), adotando fun¢des de forma convencionais de Elementos Fi-
nitos, os termos da direita nas expressdes (90) e (98) tem continuidade do tipo C°(Q). Como a excita-
¢do adotada nas duas etapas ¢ a do tipo delta de Dirac §, sendo, portanto, muito mais singular, conclui-
se que as projecdes de Green tém um comportamento muito mais suave e regular que o proprio tensor
de Green G(P, Q), simplificando o tratamento numérico, e sendo um dos motivos mais importantes

para o excelente desempenho do MMFGL.

Para a Analise Isogeométrica ¢ relevante destacar que, portanto, os termos da direita nas ex-
pressdes (90) e (98) teriam continuidade do tipo C°(Q) ou maior, trazendo maior suavidade ainda para

o tensor de Green.

Sendo assim, as projecdes de Green também podem ser expandidas pelas funcgdes de interpo-

lagdo Y;e ¢ i usadas anteriormente, considerando que estas sdo suaves e continuas:

G.(Q = [P(@]6"° Ga(q) = [®(q) 16”1 (99)



67

G.(Q = [P(Q)]E6 G(q) = [®(q)]6“

onde GP9, GP9, GQ ¢ G“7 sio as projecdes de G4(Q), G4(q), G.(Q) e G.(q), respectivamente, nos

espagos formados pelas fungdes de interpolagdo Y;e ¢ It

Barcellos e Silva (1987) propuseram a obtengao das projegdes de G, (Q), G4(q), G.(Q) e G.(q)
de forma analoga ao MEF, através da minimizacdo dos funcionais F(Gg,) € F(G.), os quais dependem
do tipo de problema que se estd analisando. Os respectivos funcionais sdo descritos em Barbieri (1992),

portanto, ndo sao detalhados neste trabalho.
Essa minimizagdo descrita acima, resulta no seguinte sistema de equagoes:
K[G"?|6°] = [A|D], (100)
de forma que:
K = Kverouac + K’ (101)

onde K ¢ a matriz de rigidez de MEF e/ou AIG, K' ¢ a matriz do operador adicional V'’ nas condigdes

de contorno, a qual pode ser considerada como a expressao (64):
K' =diag(ky, ks, ..., ky) (102)

As matrizes A e D estdo relacionadas ao processo de minimizacdo dos funcionais F(G,) ¢

F(G,.), de forma correspondente. Essas matrizes representam as equagoes (76) e (82).

Os coeficientes k;,i = 1, ..., n sdo constantes reais nao nulas, onde n corresponde ao niimero
de graus de liberdade, e com valores que ndo comprometam o condicionamento do sistema de equagdes
final. Devem ser especificados apenas onde existam condigdes homogéneas de Dirichlet ( = 0).

(MACHADO, 1992).

3.2.4 Implementacdo das matrizes e resolu¢do do sistema de equacdes

Nesta se¢io, aborda-se como sdo obtidas as projecdes G e GP junto com a reconsideracdo

dos sistemas expostos em (75) e (81), os quais necessitam das matrizes B,C,E ¢ F.

As matrizes A e D, situadas nas expressoes (75) e (82), respectivamente, sdo facilmente de-
terminadas, de forma analoga a matriz de massa presente na analise dindmica, pois envolvem apenas
das funcdes de interpolacdo de dominio e contorno. A matriz de rigidez K também ¢ facilmente obtida
pois segue o procedimento de calculo de MEF ou AIG somada de uma matriz diagonal correspondente
ao operador adicional V"' nas condigdes de contorno. Dessa forma, tendo definido 4, D ¢ K, obtém-se

GP? e G“? através da resolugio do sistema apresentado na equacio (100).
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Uma vez conhecidos os valores de G e 6“9, consegue-se obter automaticamente, pela pro-
priedade do traco, os valores de G?? e GY, ou seja, estes sdo submatrizes de GP? e 6“9 correspon-

dentes as colunas que estdo vinculadas aos nés de controle.

Com todas as projecoes dos tensores de Green obtidas, as matrizes B e C, em (77) e (78),

respectivamente, podem ser reescritas como:

B= [ (W@ [¥(@]dn 6 (103)
Q
¢ = [ @I w@lda 67 164
Q
Reconhecendo a matriz A expressa em (76) nas expressdes acima, tém-se:
B=AG (105)
C=AGP"? (106)
De maneira analoga, a matriz E expressa em (83) pode ser reescrita como:
E= [[0@I [@@do 6 o)
r
Agora, reconhecendo a matriz D expressa em (82), tem-se:
E = D G“ (108)

Considerando que as fungdes de interpola¢do de contorno @ (-) correspondem aos tragos das

fungdes de interpolagdo no dominio W(-), observa-se em (77) e (84) que:
F =BT (109)

De posse de todas as matrizes, do vetor de forgas b, dos fluxos no contorno prescritos f e
potenciais prescritos U., o sistema representado na expressao (81) € resolvido de maneira similar ao
MEC, ou seja, reordenando o sistema com condi¢gdes de contorno prescritas a direita e variaveis a
esquerda:
uc
f

Para obtencao do vetor de potenciais ou deslocamentos de dominio up, o sistema, no dominio,

51 oi{f}= 101 B (110)

bro
uC

representado na equacao (75) pode ser simplificado notando que todos os termos sao multiplicados
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pela matriz A. Sendo assim, o sistema pode ser reescrito de modo que ndo seja preciso a inversao da

matriz A.
up = GCQf+ GPp (111)

Caso adotado o procedimento exposto em (110), a matriz € ndo precisa ser calculada, bastando,

para tanto, o conhecimento de G°? e GP?. Sendo assim, tornam-se necessarias apenas as matrizes
B(F=B")cE.
3.3 NOVA FORMULACAO DO MMFGL

Neste capitulo ¢ apresentada uma formulagao alternativa para o Método Modificado da Fungao
de Green Local proposto em Corréa, Arndt e Machado (2022) e Corréa, Arndt e Machado (2023).
Eesta nova abordagem elimina a necessidade de resolver certos sistemas de equagdes presentes na

formulacao original do método, como ¢ detalhado a seguir.
3.3.1 Formulagao

Dado um Problema de Valor de Contorno, ao aplicar o Método dos Residuos Ponderados sob

o dominio através de uma fung¢ao peso na equagao (57), obtém-se:

jLuw dQ = wa aQ (112)
Q Q

Aplicando o Teorema de Green na expressao (112), ela se transforma em:

B (u,w)— fNquF: bedQ (113)
r Q

onde B (.,.) é a forma bilinear que mede a interagdo entre u ¢ w dentro do dominio .

De acordo com Corréa, Arndt e Machado (2023), para Estado Plano de Tensdes e Deforma-

¢oes, a forma bilinear ¢ definida por:

B(u,w) = JVSWTDVSu dq (114)

Q

onde D ¢é a matriz constitutiva e V5( .) é a parte simétrica do operador gradiente V( .) definida

como:

1
IHOEFICUORA(OD (115)

A expressdo (113) representa essencialmente a forma fraca de Galerkin. Definindo agora a

variavel de fluxo na fronteira como:
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f) = Nu(p) (116)

A principal distingdo em relacdo a formulagdo de Elementos Finitos reside no fato de que as
funcdes de ponderagdo ndo sdo assumidas como nulas na fronteira de Dirichlet, consequentemente ¢é
preciso assumir uma aproximacao dos fluxos normais ou tragdes na fronteira, além do potencial e dos
deslocamentos. Adotando a mesma aproximagao para as variaveis da equagao (74) e usando as fungdes

de base do dominio como fun¢des de ponderagdo w, a equagdo (113) se torna:

B(¥(P),¥(P) up = [ W @@ drf+ [ ¥ W) dab 11m
r Q
Aqui, a forma bilinear B(.,.) ¢ a mesma relacionada com a matriz de rigidez de Elementos
Finitos. Reconhecendo que as integrais sdo, respectivamente as matrizes A e D, onde as fung¢des no
contorno @ sdo o trago das fun¢des no dominio W, a equacao (117) € reduzida ao seguinte sistema de

equacoes:
KAIGuD = Df + Ab (118)

Esse sistema pode ser resolvido reorganizando as colunas da matriz Kygr € D, similarmente

ao Método dos Elementos de Contorno. Ou seja:

f = =1{ Up (119)
[—D| Kyer | up [—Kwmer| D] f+ Ab
onde Up e f sdo as condigdes de contorno prescritas no contorno do problema. Ao

desconsiderar os efeitos do operador adicional V"', é possivel escrever:
KyerGP? = A ou GPQ = Ky 'A (120)
KuerGE? = D ou GBQ = Ky 'D (121)

Pode-se notar que as projecoes dos tensores de Green estdo presentes na nova formulacao
apresentada nas equagdes (120) e (121). Observa-se também que ao multiplicar todos os termos da

nova formulagio por Kygr *, recai-se na expressio (117), tipica do sistema tradicional de MMFGL.

Assim, ¢ possivel reduzir um extenso sistema de equacdes, visto que as matrizes D ¢ A sao
matrizes € nao vetores. Em outras palavras, a nova formulacao requer a solu¢do de apenas um tnico
sistema de equagdes, mantendo as mesmas propriedades da aproximacao original. Essa aproximacao

pode ser extendida para algum outro método que utilize Galerkin.
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4 METODOLOGIA - PROCEDIMENTOS COMPUTACIONAIS

Nesta secdo ¢ apresentada a metodologia adotada neste estudo, detalhando os procedimentos
computacionais para a implementacdo do conceito isogeométrico a abordagem alternativa do Método

Modificado da Funcao de Green Local.
4.1 DEFINICAO DO PROBLEMA E DADOS DE ENTRADA

Os problemas selecionados nesta pesquisa foram definidos com o intuito de aplicar o conceito
da elasticidade linear a situagdes ja abordadas na literatura pela Analise Isogeométrica tradicional. A
partir da defini¢do da geometria do problema, os dados de entrada essenciais para a obten¢ao do campo
de respostas se dao através dos vetores de knots, grau das fungdes base NURBS, niimero de pontos de

integracao, pontos de controle e pesos, pardmetros de elasticidade e condi¢des de contorno.

4.2 DISCRETIZACAO

A partir dos dados de entrada, ¢ estabelecida a ldgica de numeragdo das funcoes NURBS
locais e globais por meio das matrizes de conectividade INC e IEN e a discretizagdo ¢ realizada através
de um tnico patch devido as caracteristicas dos problemas, embora casos em que a geometria e as
propriedades variam significativamente dentro do dominio, pode ser necessario utilizar multiplos

patches para representar com precisao a heterogeneidade do problema.

Aderindo a propriedade do trago, a discretizagdo do contorno ¢ realizada através de NURBS
unidimensionais definidas pelo vetor de knots do elemento em que se esta analisando, respeitando o
grau da fun¢do e pontos de integracdo. Com isso, a logica de criacdo das matrizes de conectividade se
mantém, porém com a redu¢do de uma dimensdo do problema. Por exemplo, para um problema de

estado plano, a discretizagdo da malha € realizada similarmente a de um problema de barra.

Destaca-se a importancia da definicdo dos pontos de controle na malha, uma vez que estes
podem afetar significativamente o campo de respostas. Como demonstrado por Veiga e Machado
(2023), a disposi¢ao de pontos de controle igualmente espagados em uma viga engastada em estado
plano de tensdes, de forma analoga ao procedimento adotado em Elementos Finitos lineares, resulta
em uma diminui¢do da precisao das respostas. Essa analise foi realizada por meio da avaliacao da
convergéncia do deslocamento maximo na dire¢do y da viga, comparando o desempenho entre o refi-
namento k, o refinamento /4p e o refinamento & com uma disposi¢do linear dos pontos de controle.
Observou-se que o refinamento k original apresentou os melhores resultados, seguido pelo refinamento
hp. Em contrapartida, o refinamento k£ com disposi¢ao linear dos pontos de controle revelou-se o menos
eficiente, apresentando erros que chegaram a ser até o dobro maiores em comparacdo as outras abor-

dagens.
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Portanto ¢ recomendado utilizar os pontos de controle provenientes de ambiente CAD para
otimizar o desempenho do Isogeométrico. Para isso, utilizou-se malhas iniciais pré-estabelecidas e
com o auxilio da biblioteca NURBS-Python (geomdl) (BINGOL & KRISHNAMURTHY, 2019) pros-

seguiu-se ao refino das malhas com vetores de knots e pesos atualizados conforme discretizagao.

4.3 FLUXO DE CALCULO
O fluxo de calculo utilizado para a aplicacdo da Analise Isogeométrica em problemas de tnico
patch ¢ ilustrado através do fluxograma presente na Figura 26. Este foi implementado através de co-

digo computacional de propria autoria em linguagem computacional Python versao 5.3.1.

FIGURA 26 - Fluxograma de implementagdo computacional de AIG
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Fonte: Autora, 2023
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O segundo fluxograma ilustra o calculo do MMFGL em comparacdo com o procedimento de

calculo para a nova abordagem isogeométrica (Figura 27).

FIGURA 27- Comparagdo de fluxograma de calculo entre (a) MMFGL (b) e nova abordagem isogeométrica

para o MMFGL
( Inicio )

Ler dados:
Fungdes de

interpolagéo no

dominio e contorno

( Inicio )
\

Ler dados:
malha, condicGes de
contorno, parametros
de elasticidade,
funces NURBS no
dominio € contorno

(b)

Fonte: Autora, 2024
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Para a implementacao da Andlise Isogeométrica no contexto do Método Modificado da Fun-
¢do de Green Local adaptou-se o cédigo computacional desenvolvido por Corréa, Arndt e Machado
(2023) em linguagem Python também, utilizando os conceitos ja descritos anteriormente para o pro-
cedimento de célculo apresentado na Figura 26. Para fins de comparagdo de respostas, o problema
também foi modelado no contexto do Método dos Elementos Finitos através do software de versao

estudantil FEMAP 2021.2.
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S RESULTADOS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados da pesquisa obtidos em aplicagdes numéricas para
problemas de estado plano de tensdes. Detalhes de implementacdo e discretizagdo sdo discutidos, des-
tacando-se que, para integragdo de todos os casos, utilizou-se p + 1 pontos de integracdo. Em seguida,
sao apresentadas as respostas numéricas. A comparagao ¢ feita entre o Método dos Elementos Finitos,
a Analise Isogeométrica Tradicional e a Nova Abordagem Isogeométrica para o Método Modificado
da Func¢ao de Green Local, além de uma comparacdo com a solugdo analitica disponivel na literatura.

Sao analisados aspectos de precisdo, convergéncia e refinamentos: % ¢ .
5.1 PLACA EM FORMATO L

Neste exemplo ¢ abordado a solu¢do do problema apresentado com as condi¢des de contorno
indicadas na Figura 28 para uma placa em formato da letra L e engastada. Os parametros de elastici-
dade empregados sdo: modulo de elasticidade E = 10° e coeficiente de Poisson v =0.3. A forca distri-
buida aplicada é q = 30, comprimento L = 2 e espessura unitaria t = 1. E considerado um Estado

Plano de Tensoes.

FIGURA 28 — Problema de placa em formato L
| Ll Ll |

L/2

Fonte: Autora, 2024

Os campos de deslocamentos nas direcdes de x e y sdo apresentados através da nova abor-
dagem Isogeométrica para o0 Método Modificado da Funcao de Green Local, Analise Isogeométrica

pura e Método dos Elementos Finitos. Os detalhes sdo apresentados em seguida.
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5.1.1 ASPECTOS DE DISCRETIZACAO E IMPLEMENTACAO

Inicialmente, no contexto dos Elementos Finitos, a Figura 29 ilustra a malha e condigdes de
contorno impostas na simula¢do do problema pelo software FEMAP. Foram empregadas fungdes po-
linomiais lineares, pois, devido as limitagdes da versdo estudantil do software ndo houve possibili-
dade realizar refinamentos de elevagdo de ordem polinomial, e a malha é composta por 1976 nds. As

malhas utilizadas em Andlise Isogeométrica pura e nova abordagem por MMFGL sdo apresentadas a

seguir.

FIGURA 29 - Malha e condigdes de contorno de Elementos Finitos de placa L

O

Fonte: Autora, 2024

Para a gerag¢do dos pontos de controle, vetor de knots e pesos da malha inicial isogeomé-
trica, utilizou-se os dados apresentados em Vuong (2012) em uma anélise da equacao de Laplace

aplicada a um dominio Q = [-1,1]*\ [0,1]* com formato de “L”:
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TABELA 3 - Dados de formato L com continuidade C!
p=2,q=2_Z2= {0000.5,111}e H = {0,0,0,1,1,1}
n.° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X -1 -1 -1 1 -0,65 -0,7 0 1 0 0 0 1
y 1 -1 -1 -1 1 0 -0,7 -0,65 1 0 0 0
w 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Fonte: Vuong, 2012

A partir dos dados impostos na Tabela 3, a malha inicial isogeométrica ¢ plotada na Figura
30, com o auxilio da biblioteca NURBS-Python (geomd]) 5.3.1 (BINGOL & KRISHNAMURTHY,
2019).

FIGURA 30 - Malha isogeométrica inicial de placa L

—8- control points
A surface

Fonte: Autora, 2024

Apos o refinamento /4, as malhas empregadas na analise dos resultados de deslocamentos ao
longo do dominio e contorno sao ilustradas na Figura 31. A Figura 31(a) apresenta a malha utilizada
tanto para a AIG tradicional quanto para a nova abordagem isogeométrica do MMFGL. Para essa
analise, utilizaram-se NURBS quadraticas, 1024 pontos de controle e vetor de knots uniformes e aber-
tos. A Fig 31(b) mostra a malha de contorno, extraida a partir da malha de dominio, também com

NURBS quadréaticas e composta por 128 pontos de controle. Esta malha inclui os pontos de controle
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sobrepostos referentes a geometria inicial do problema (VUONG, 2012) e os pontos de controles du-
plos associados ao conceito de elementos de contorno (fluxo normal). De acordo com Cottrell, Bazi-
levs e Hughes (2009), a superposi¢ao de pontos de controle pode ser uma forma de modelar a geome-
tria, permitindo a continuidade C* em todas as bordas internas do elemento. Embora exista uma sin-
gularidade inversa no mapeamento geométrico no canto onde os pontos de controle estdo repetidos,
essa singularidade ndo representa um problema na analise pois nunca ha a necessidade de posicionar

um ponto de quadratura nesta localizacdo. A Figura 32 ilustra a disposi¢ao destes conceitos na malha

da Figura 1(b).
FIGURA 31 - Malha isogeométrica de (a) dominio (b) e contorno apds refinamento /

""" )

- b4
+—3
+

9
. O 3

b
P DD S S

e
(b)
Fonte: Autora, 2024

FIGURA 32 - Pontos duplicados na malha de contorno para a placa "L”
©

© Pontos duplos de contorno
<» Pontos sobrepostos C*

Fonte: Autora, 2024
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5.1.2 RESPOSTAS NUMERICAS

Como nao se tem uma solugdo analitica disponivel em literatura para este problema, as res-
postas foram comparadas entre métodos numéricos, sdo eles: Método dos Elementos Finitos, Anélise
Isogeométrica e nova abordagem isogeométrica para o Método Modificado da Fun¢do de Green Lo-
cal MMFGL — 4/G). A partir daqui o termo MMFGL — 4/G ¢ usado para identificar a nova aborda-

gem.

Foram comparados os deslocamentos em x (Figura 33) e em y (Figura 34) entre os trés mé-
todos, utilizando, respectivamente, 3900 graus de liberdade para MEF e 1984 graus de liberdade para
AIG e MMFGL — 4IG. Além disso, foram adotados 192 graus de liberdade de contorno para a malha

de contorno.

FIGURA 33- Campo de deslocamentos em x (a) MMFGL — AIG (b) AIG (c) MEF

1,49E-5

1.00 3.783e-05 1.00 3.782e-05
0.75 0.75
193903 1.956e-03
0.50 0.50 12963
391603 3.94
0.25 0.25 A
0.00 5.893¢-03  0.00 5.942e-03 e —
-0.25 -0.25
7.870e-03 7.936e-03 o
-050 050
9.847¢.03 9.929¢.03
-0.75 075 el
-1.00 1182e02 -1.00 1.192e.02
-0 -05 00 05 10 -1.0 < 0.0
-1,182E-2
(a) (b) (c)

Fonte: Autora, 2024

FIGURA 34- Campo de deslocamentos em y (a) MMFGL — AIG (b) AIG (c) MEF

3231E-3

1.00 3.235e-03 1.00 3.235e-03 | |
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0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(a) (b) (c)
Fonte: Autora, 2024

-1,456E-2

Pode-se observar que a distribuicao dos deslocamentos ¢ bastante semelhante entre todos os

métodos, tanto em x quanto em y. Ao comparar com os campos de respostas do Método dos Elementos
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Finitos, verifica-se que 0 MMFGL — AIG apresenta resultados que mais se aproximam que a AIG

tradicional. A Figura 35 permite visualizar de forma mais ampla as diferengas nas respostas em relacdo

ao deslocamento x na aresta onde o carregamento ¢ aplicado, cujos detalhes estdo apresentados nas

Tabelas 4 ¢ 5.
FIGURA 35- Deslocamentos de x ao longo do contorno com x = 1
—=— MMFGL-AIG
—— AIG
-2.0e-03 =
-4.0e-03 4
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x
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-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
coordenada y com x = 1

Fonte: Autora, 2024

A Tabela 4 evidencia que as respostas de deslocamento em x da nova abordagem se aproxi-

mam mais das obtidas pelo MEF. Esse fato ¢ refor¢cado na Tabela 5, que considera o MEF como valor

exato para o calculo do erro, utilizando a equacao de erro relativo:

Erro =

|valor aproximado — valor exato|

valor exato

TABELA 4 — Valores de deslocamento em x ao longo da aresta x = 1 para placa “L”

Coordenada MEF MMFGL - AIG AlG
(1,-1) -1,1816E-02 -1,1824E-02 -1,1922E-02
(1,-0.8067) -9,6613E-03 -9,6714E-03 -9,6760E-03
(1,-0.5917) -7,4685E-03 -7,4709E-03 -7,4529E-03
(1,-0.4183) -5,7318E-03 -5,7296E-03 -5,7140E-03
(1,-0,1883) -3,3616E-03 -3,3531E-03 -3,3627E-03
(-1,0) -1,2433E-03 -1,2257E-03 -1,3090E-03

Fonte: Autora, 2024

(122)



TABELA 5 - Comparagao de erro relativo para o deslocamento em x da placa “L”

Coordenada |Erro- MMFGL-AIG Erro-AlG
(1,-1) 6,5588E-04 8,9877E-03
(1,-0.8067) 1,0506E-03 1,5247E-03
(1,-0.5917) 3,2319E-04 2,0869E-03
(1,-0.4183) 3,9450E-04 3,1057E-03
(1,-0,1883) 2,5118E-03 3,3505E-04
(-1,0) 1,4148E-02 5,2837E-02

Fonte: Autora, 2024
No campo de deslocamentos em y, as respostas de ambos os métodos apresentam uma maior
oscilacdo em comparagdo com o MEF em alguns pontos de controle em especifico. Esse comporta-

mento ¢ demonstrado, primeiramente de forma geral, na Figura 36, na aresta onde sdo impostas as

condig¢des de contorno (y = -1).

FIGURA 36- Deslocamentos de y ao longo do contorno com y = -1
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Embora haja algumas pequenas alteragdes, ¢ possivel observar, por meio das Tabelas 6 € 7, que

a nova abordagem isogeométrica também obteve, de maneira geral, respostas mais proximas das obti-

-0.25 0.00

0.25 0.50

coordenada x comy = -1

Fonte: Autora, 2024

das pelo MEF, que foram utilizadas como parametro.

0.75 1.00




TABELA 6 - Valores de deslocamento em y ao longo da aresta x = 1 para placa “L”

Coordenada MEF MMFGL - AIG AlG
(1,-1) -1,1816E-02 -1,1824E-02 -1,1922E-02
(0.6177,-1) -1,0478E-02 -1,0244E-02 -1,0241E-02
(0.1733,-1) -5,6803E-03 -5,6707E-03 -5,6655E-03
(-0.2,-1) -2,4593E-03 -2,4518E-03 -2,4501E-03
(-0.7333, -1) 1,3337E-03 1,3321E-03 1,3321E-03
(-1,-1) 3,2293E-03 3,1049E-03 3,1045E-03

82

Fonte: Autora, 2024

TABELA 7 - Comparagdo de erro relativo para o deslocamento em y da placa “L”

Coordenada Erro - MMFGL-AIG Erro-AlG
(1,-1) 6,5588E-04 8,9877E-03
(1,-0.8067) 2,2327E-02 2,2593E-02
(1,-0.5917) 1,6876E-03 2,6013E-03
(1,-0.4183) 3,0334E-03 3,7409E-03
(1,-0,1883) 1,2005E-03 1,1855E-03
(-1,0) 3,8510E-02 3,8656E-02

Fonte: Autora, 2024.
Portanto, este caso sugere que, para a placa em formato L, a nova abordagem MMFGL — AIG
possui maior precisdo que a Analise Isogeométrica Tradicional com refinamento 4, enfatizando a res-

posta de Elementos Finitos como referéncia.
5.2 VIGA SOB FLEXAO

A andlise bidimensional via estado plano de tensdes permite obter o campo de solugdes para
uma viga. Neste exemplo, aborda-se a solu¢dao do problema com as condi¢des de contorno apresenta-
das na Figura 37, referentes a uma viga sob flexdo e engastada. As propriedades do material utilizadas
sdo0: modulo de elasticidade E = 2x107 e coeficiente de Poisson v = 0.25. A forca distribuida aplicada
perpendicularmente a sua dire¢do longitudinal ¢ g = 150, com comprimento L = 4.7, alturah=1.1 ¢

espessura t=0.2.

FIGURA 37 - Viga engastada sob carregamento distribuido

w

s

Fonte: Veiga e Machado, 2023
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As andlises dos campos de deslocamentos e tensdes normais sdo realizadas considerando as
situacdes em que os valores sdo mais significativos, ou seja, deslocamentos na dire¢do y e tensdes
normais na direcdo x. Esta andlise ¢ conduzida através de nova abordagem isogeométrica para o Mé-
todo Modificado da Funcdo de Green Local, além da Andlise Isogeométrica pura e o Método dos

Elementos Finitos.

5.2.1 ASPECTOS DE DISCRETIZACAO E IMPLEMENTACAO

Mediante a utilizagdo do FEMAP para a simulacdo de Elementos Finitos, e igualando-se as
condicdes de fungdes polinomiais do software, expostas na se¢do 5.1.1 de placa em formato “L”, ou
seja, com a utilizagao de elementos bilineares, a Figura 38 ilustra a malha utilizada para a discretizacdo

deste problema. Para isso, utilizaram-se fungdes polinomiais lineares e 2356 nds.

FIGURA 38 - Malha e condi¢des de contorno de Elementos Finitos de viga

Fonte: Autora, 2024
Para a geracdo do poligono de controle e do vetor de knots, utilizou-se inicialmente a fungdo
“linspace” da biblioteca NumPy para a distribui¢do uniforme da malha de um tnico elemento. Em
seguida, a biblioteca geomd! foi empregada para refino de malha, utilizando pesos unitarios devido a
geometria do problema. O processo abrangeu desde elementos isogeométricos quadraticos até elemen-
tos sextaticos (grau 6). A Figura ilustra a malha de fungdes cubicas (a) e sextaticas (b) utilizadas na

solucao do problema através do refinamento .
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FIGURA 39 - Malha de (a) terceiro grau (b) e sexto grau para a viga engastada

—e- control points —e- control points
4 surface 4 surface

Fonte: Autora, 2024

Sendo assim, o processo de refinamento & partiu de NURBS de grau 2 e avancou até NURBS
de grau 6. Todas as malhas iniciaram com uma configuracdo de 16 elementos isogeométricos. Na
malha mais refinada, foram utilizados 100 pontos de controle, com vetores uniformes e abertos em
todas as etapas. A Fig 40 (b) indica a malha de contorno, extraida da malha de dominio na Fig 40 (a),
que ¢ composta por 36 pontos de controle. Também destaca-se a disposi¢ao dos pontos duplos de

controle adotada para este problema (Figura 41).

FIGURA 40 — Malha de dominio e contorno de viga

(a) (b)

Fonte: Autora, 2024
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FIGURA 41 — Disposi¢ao de pontos de controle duplos de problema de viga

O Pontos duplos de contorno

Fonte: Autora, 2024

5.2.2 RESPOSTAS NUMERICAS

Tomando as respostas de Elementos Finitos como referéncia, analisou-se o erro relativo (eq.
122) de deslocamento maximo na dire¢do y para a nova abordagem isogeométrica MMFGL — AIG e
Andlise Isogeométrica Tradicional através do refinamento & (Figura 42). Esse processo foi realizado
até que a malha mais refinada contivesse 180 graus de liberdade para AIG e MMFGL — AIG, e 60

graus de liberdade de contorno para a malha de contorno com fungdes base NURBS de grau 6.

FIGURA 42 - Convergéncia de erro relativo entre o deslocamento maximo em y da viga
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Fonte: Autora, 2024
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Observou-se que a taxa de convergéncia e a precisdo de ambas as técnicas foram idénticas.
Mesmo com uma malha relativamente pobre e poucos graus de liberdade, quando comparada a quan-
tidade de graus de liberdade utilizados na simulagdo de Elementos Finitos, foi possivel alcangar erros
relativamente pequenos. A Figura 43 ilustra a disposicdo do campo de deslocamentos em y (u,,)

obtidos através de (a) MMFGL — AIG e AIG e (b) MEF.

FIGURA 43 - Campo de deslocamentos u,, para problema de viga através de (a) MMFGL — AIG e AIG pura

(b) e MEF
Q
0.000e+00
-4.350e-03
e -8.701e-03 1
05
-1.305e-02 1
0.0
0 1 2 3 4
. -1.740e-02 -1,741E-2
-2.175e-02 S
(a) (b)

Fonte: Autora, 2024
Utilizando a técnica de recuperagao de tensdes e com os deslocamentos obtidos, realizou-se
uma analise de convergéncia do erro médio entre as tensdes normais maximas € minimas na direcao
x, conforme ilustrado na Figura 44, considerando o mesmo nivel de refinamento utilizado para anélise
dos deslocamentos em y. Para essa andlise, calculou-se o erro relativo entre as tensdes minimas e
maximas, seguido pela obtencdo da média aritmética desses valores. Assim, foi possivel determinar o

erro médio entre as tensdes maximas € minimas.
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FIGURA 44- Convergéncia de erro relativo entre tensdes normais (0, ) minimas e maximas da viga
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Fonte: Autora, 2024
Observou-se que a taxa de convergéncia e a precisdo entre ambas as técnicas também foram
idénticas em todas as simulagdes. Esse comportamento ja havia sido registrado em problemas anteri-
ores simulados pela nova abordagem de Corréa, Arndt e Machado (2023) e se repete neste problema
em questdo. A Figura 45 exibe a distribui¢do do campo de tensdes normais em x por (a) MMFGL —

AIG e AIG pura e (b) MEF.

FIGURA 45 - Campo de tensdes normais (g,) em (a) MMFGL — AIG e AlG pura (b) e MEF
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Fonte: Autora, 2024



88

5.3 PLACA INFINITA COM FURO CIRCULAR

A fim de comparar a nova abordagem deste estudo com uma solucdo exata, prosseguiu-se a
implementagao do problema de concentracao de tensdes em uma placa infinita com furo circular. A

Figura 46 ilustra o problema em questao.

FIGURA 46- Por¢ao quadrada de placa infinita com furo circular sob tensao horizontal de tragao

+— S
o y —
— ("sg) —p
— —»
< —»
Ty - N Ty
4— —
4 —»
+— —p
4— —p

Fonte: Adaptado de Hassani, Ganjali e Tavakkoli, 2011
Em virtude da simetria do problema, apenas um quarto da placa pode ser considerada para
obteng¢do de varidveis primarias e secundarias. Essa particularidade ¢ ilustrada na Figura 47, junta-
mente aos dados do problema analisado: modulo de elasticidade E = 10°, coeficiente de Poisson v =

0.3, dimensdes da placa e condigdes de contorno naturais e essenciais.

FIGURA 47- Dimensdes e condi¢des de contorno do modelo numérico de placa com furo
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Fonte: Adaptado de Hassani et al., 2011
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Segundo Chen et al. (2022), os valores exatos de tensdes normais oy, € 0y, € tangencial Ty,

obtidos a partir de coordenadas polares e transformados em coordenadas cartesianas, sdo expressos

pelas equacoes:

3R%(x2 — y?) R? 3R? (123)
Opy = Ty ll T 57 e OB (x* +y*—6x%2y?)(1— CTER 2
R2(x% — y?) R? e e 3R2 (124)
Oyy = xl_Z(x2+y2)2+(x2+y2)3(x +y*—6x7y%) 1_2x2+y2
R%xy (x% — y?) 3R? (125)
= T, |——2— + 4R? .
Txy x l(xz T y2)2 + Xy (x2 + y?2)3 2x% + y2

onde T, representa o valor da tensdo horizontal distribuida, R ¢ o raio do problema e X,y sdo as respec-

tivas coordenadas de ponto de controle.

Sendo assim, o campo de tensdes normais e tangencial sdo obtidos e comparados através de:
nova abordagem MMFGL — AIG, Analise Isogeométrica pura e solucdo analitica (CHEN ET AL.,
2022). Seus aspectos de implementagdo e andlise dos resultados serdo detalhadamente expressos a

seguir.

5.3.1 ASPECTOS DE DISCRETIZACAO E IMPLEMENTACAO
A partir de malha inicial (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005) que contém 12 pontos

de controle, 2 elementos isogeométricos e NURBS quadraticas, a geometria do problema ¢ definida
pelo poligono de controle (Figura 48), vetor de knots e pesos, com o auxilio do pacote NURBS-Python
geomd| para a geragdo e refinamento do problema. Para a obten¢do desta geometria, o ponto de con-
trole correspondente ao canto superior esquerdo € duplicado, e essa duplicagdo ¢ mantida nos refina-
mentos 4 € k, que serdo apresentados em sequéncia. Os pontos de controle e pesos utilizados na simu-

lacdo inicial podem ser visualizados nas Tabelas 8§ e 9, respectivamente.

TABELA 8 - Pontos de controle da malha inicial da placa com furo
p=2,q=22= {0000.5,111}e H = {0,0,0,1,1,1}

B, B, Bis
(-1,0) (2500  (-4,0)
-172-1) (25075 (-44)
(1v2,1)  (-0.752.5) (-4,4)
(0,1) (0,2.5) 0,4)

B[N [ =~

Fonte: Hughes, Cottrell e Bazilevs, 2005
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TABELA 9 - Pesos da malha inicial da placa com furo

Wi1 Wiz Wi3
1 11
(+1A2)2 1 1
(+1A2)2 1 1

4 1 1 1
Fonte: Hughes, Cottrell e Bazilevs, 2005

WD [ =

FIGURA 48 - Configuracao da malha inicial da placa com furo

—8- control points
A surface

Fonte: Autora, 2024

Na Figura 49 ¢ apresentada uma malha composta por 4 elementos isogeométricos e 12 pontos
de controle de contorno. Neste contexto, sao empregadas NURBS unidimensionais geradas de acordo
com o vetor de knots da direcao em questdo e o mesmo grau polinomial da malha de dominio, para a
montagem da matriz D, conforme descrito na Equacdo (82). Também se inclui a definicao da logica
de numeracdo dos elementos, que ¢ organizada no sentido anti-horario, bem como a consideragao dos

pontos de controle duplicados, necessarios para a constru¢ao da malha de contorno.
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FIGURA 49 - Problema e geometria definida para a malha de contorno de problema de placa com furo
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Fonte: Autora, 2024

Para melhorar o campo de respostas a partir da configuracdo inicial do modelo, uma alterna-
tiva simples seria a adigdo de novos knots (refinamento /). No entanto, optou-se por uma abordagem
mais sofisticada que envolve o aumento do grau das fungdes NURBS (refinamento p) como ponto de
partida. Assim, esta escolha foi seguida pela inser¢do de novos knots a partir de NURBS cubicas com

o intuito de uma solucao mais aprimorada.

No entanto, € possivel notar que apesar da utilizacao do refinamento p e 4, ndo se pode con-
siderar um refinamento /4p pois o grau da funcdo ¢ elevado apenas uma vez para estabelecer a malha
inicial, ou seja, ndo se aplicam ambos os refinamentos a cada iteragdo. As malhas de dominio e con-

torno mais refinadas, respectivamente, sdo apresentadas na Figura 50.
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FIGURA 50 — (a) Malha de dominio e (b) malha de contorno com refinamento / de problema de placa com

furo
| S \\ ~ \\ \\ " IIZ
e T Y Y1
—r—t
3
|
\\\ e
\.\
iy
#-‘
M- j
(a) (b)

Fonte: Autora, 2024

Para explorar as vantagens do refinamento £, realizou-se a aplica¢ao deste refinamento utili-
zando NURBS quadraticas, cibicas e quarticas (Figura 51). Como ponto de partida se utilizou a malha

inicial composta por 4 elementos, conforme ilustrado na Figura 48.

FIGURA 51- Poligono de controle de dominio para emprego do refinamento & (a) NURBS quadraticas (b)
NURBS cubicas (¢) NURBS quarticas

—#- control points —#- contral paints
4 sirlsce A srfsce

—=- control points
4 e

(b) (c)
Fonte: Autora, 2024

5.3.2 RESPOSTAS NUMERICAS

Para a andlise dos resultados de refinamento /4 e k, empregou-se como medida de erro uma
aproximag¢ao da norma do L, adaptada ao conceito isogeométrico e normalizada por |u|,,4,, definida

como (KHAN et al., 2021):
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(126)

M
1 1
Eer = MZ(ui(e) - ui(n))Z
i=1

B |u|max

onde M é o nimero de pontos de controle, |u],,q, € 0 maior valor no conjunto de M pontos
de controle, u;(® ¢ o valor analitico do ponto de controle ¢ u;™ ¢é o valor aproximado no ponto de

controle i. Juntamente ao erro relativo ¢ aplicado, em todos os resultados deste problema, a recupera-

¢do de tensdes (HASSANI, GANJALLe TAVAKKOLI, 2011).

Os erros relativos através do refinamento /# na nova abordagem MMFGL — A/G e AIG tradi-
cional s3o avaliados em toda a malha para a tensdo normal de x (o,) na Figura 52. Como pode-se
notar, neste caso, as respostas pela nova abordagem sdo mais precisas e a taxa de convergéncia ¢ maior

que a Analise Isogeométrica.

FIGURA 52 - Comparagao entre MMFGL — 4/G ¢ AIG com o refinamento /# na norma de erro Lo

—— MMFGL-AIG-ref h; (p = 3)
—k— AIG-ref h; (p = 3)
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Fonte: Autora, 2024
Nas Figuras 53, 54 e 55 ¢ possivel conferir a distribui¢dao das tensdes normais e tangencial da

MMFGL — AIG e AIG tradicional obtidas, comparadas as tensdes analiticas.



FIGURA 53 - Distribuigao de tensdo normal a, (a) MMFGL — A/G; (b) AIG (c) solugdo analitica
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FIGURA 54- Distribuigdo de tensdo normal oy, (a) MMFGL — 4IG (b) AIG (¢) solugdo analitica
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FIGURA 55 - Distribuigdo de tensdo tangencial Ty, (a) MMFGL — AIG; (b) AIG (c¢) solugdo analitica
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Adicionalmente, sdo expostos o campo de deslocamentos na dire¢do de x e y em MMFGL — AIG e
AIG nas Figuras 56 e 57.

FIGURA 56 - Campo de deslocamentos em x da placa com furo (a) MMFGL — 4/G (b) AIG

le—d o le—4

FIGURA 57- Campo de deslocamentos em y da placa com furo (a) MMFGL — A/G (b) AlIG
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Fonte: Autora, 2024

Pode-se observar que, como era esperado, devido ao pequeno erro em ambas as malhas para
a distribui¢@o de tensoes, as distribuigdes de deslocamentos sao bastante semelhantes entre si também.
Na Figura 58 sdo descritos os erros avaliados em toda a malha, decorrentes do refinamento £ através
das NURBS quadréticas, ciibicas e quarticas para a tensdo o,.. Nesta situagdo, a AIG tradicional resul-

tou em uma melhor taxa de convergéncia e maior precisao.



FIGURA 58 - Comparagao entre MMFGL — A/G e AIG com o refinamento k na norma de erro L,
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, aplicou-se a nova abordagem de Corréa, Ardnt e Machado (2022) e Corréa,
Arndt e Machado (2023) do Método Modificado da Funcao de Green Local (MMFGL) no contexto da
Analise Isogeométrica em trés problemas de geometrias diferentes em estado plano de tensoes, atin-

gindo os objetivos propostos neste estudo.

Primeiramente, os aspectos de implementacdo destacaram o potencial significativo da nova
técnica ao aproveitar as vantagens da geometria exata e da integracdo entre modelagem e analise nu-
mérica, caracteristicas inerentes a Analise Isogeométrica tradicional. A técnica também demonstrou
similaridade com conceitos ja empregados no IGABEM (Simpson et al., 2012; Simpson et al., 2013),
permitindo a geragdo de uma malha de contorno conectada @ malha de dominio para a resolug¢ao do

sistema de MMFGL.

Na comparacao dos resultados da malha mais refinada para a placa em formato de "L" utili-
zando refinamento 4, observou-se que a nova abordagem ¢é promissora, apresentando resultados mais
precisos em relacdo a AIG ao levar como parametro as respostas obtidas por uma malha altamente
refinada de MEF. Ja na simulacdo da viga engastada sob flexdo, apesar de se esperar um desempenho
superior semelhante ao da placa em "L", observou-se um comportamento idéntico entre os campos de

deslocamento e tensao.

Ao verificar os resultados obtidos para a placa infinita com furo circular sob tensdo constante,
notou-se que nem todos os refinamentos apresentaram ganhos significativos em comparagdo com as
tensdes analiticas. O refinamento /4 demonstrou uma taxa de convergéncia e precisdo superiores pela
norma de erro L, se comparada a AIG. No entanto, para o refinamento k, a AIG destacou-se para os
graus 2, 3 e 4. Isso estabelece um ponto de partida para estudos mais aprofundados sobre essa técnica

de refinamento no contexto do MMFGL-A/G.

Destaca-se também a aplicagdo favoravel da técnica de Recuperagdo de Tensdes, adaptada ao
contexto isogeométrico a partir de pontos superconvergentes (Hassani, Ganjali, e Tavakkoli, 2011), ao
MMFGL-A/G. Essa adaptagdo demonstrou-se eficiente e contribuiu significativamente para a precisao

dos resultados obtidos, superando os resultados obtidos sem recuperacao.

Com base nos resultados alcangados, a nova técnica mostra-se promissora, especialmente em
refinamentos com inser¢ao de knots, aproveitando a reducao do sistema de equagdes de forma efici-
ente. Recomenda-se, para trabalhos futuros, a aplicacdo da abordagem MMFGL-A4/G em problemas

com geometrias mais complexas, propagacao de trincas e contexto de vibracao estrutural. Além disso,
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sugere-se uma investigacdo mais aprofundada em outros problemas presentes na literatura, compa-
rando seus resultados com os da Andlise Isogeométrica pura, tanto em termos de precisdo quanto de

convergéncia.
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