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RESUMO

Estruturas do tipo placa estdo presentes em diversas aplicagdes, como automadveis, avides, pontes
e plataformas de petréleo. Sdo estruturas planas, flexiveis e que suportam cargas estiticas ¢/ou
dinamicas, principalmente perpendicularmente as faces gerando flexdo. Como consequéncia,
podem ocasionar vibragdes, desconforto acustico, falhas mecanicas por fadiga e/ou redugdo no
desempenho da estrutura. Para mitigar as vibragdes em estruturas flexiveis, uma das técnicas
atualmente utilizadas € o controle passivo via camada restrita (CR). Esta forma de controle se
caracteriza por adicionar uma camada de material viscoeldstico (MVE) sobre a estrutura vibrante,
e sobre 0 MVE adicionar uma camada de material, geralmente el4stico, denominada por camada
restritora. A energia vibratdria ¢ dissipada pela deformacio em cisalhamento sofrida pelo MVE.
No entanto, devido ao peso adicionado e ao aumento significativo do custo, apenas uma parcela
da érea total da estrutura ¢ coberta com CR. Para maximizar a eficiéncia dessa cobertura, técnicas
de otimizagdo topoldgica podem ser empregadas, visando determinar a distribuicao ideal das
CRs. Contudo, as técnicas de otimizacdo topoldgicas baseadas no Método dos Elementos Finitos
(MEF) podem apresentar algumas instabilidades numéricas, como por exemplo, o fendmeno
de checkerboard. Este fenomeno, gera solugdes dtimas que exibem padrio de alternancia entre
sélido e vazio, semelhante a um tabuleiro de xadrez. Esse padrdo gera uma rigidez elevada que
ndo corresponde a rigidez real da estrutura, além de produzir solucdes 6timas complexas e de
dificil fabricagcdo. Nesse sentido, este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma
metodologia de otimizacdo topoldgica de CRs, com vistas ao controle passivo de vibragdes em
placas semiespessas e na reducdo do fendmeno de checkerboard. Para isso, as posi¢des das
CRs sdo tomadas como varidveis de projeto € um algoritmo genético (AG) baseado em decisdao
bindria ¢ utilizado para determinar as posi¢cdes 6timas. A fungdo objetivo ¢ uma aproximagado da
norma Euclidiana da funcdo inertancia e duas restricdes sdo impostas ao problema de otimizagao,
uma que limita a drea méxima de cobertura por CR ¢ outra que limita o valor do perimetro das
CR. Além da metodologia citada, também foi desenvolvida uma nova técnica de mutagdo. Esta
técnica ¢ denominada por anélise de melhoria e se baseia em classificar os elementos finitos
que recebem CR isoladamente com base em sua eficiéncia em reduzir a vibragdo da estrutura
toda. Na etapa de mutacgdo, os genes considerados como os mais eficientes sdo utilizados para
mutar um individuo gerado randomicamente pelo AG. Para avaliar a metodologia de otimizagdo
proposta, sdo apresentados resultados numéricos controlando diferentes faixas de frequéncias,
considerando percentuais de cobertura de 10% e 20% de CR, além de diferentes valores de
perimetro limite. Isso € realizado para analisar os formatos e as complexidades das topologias
otimas encontradas para diferentes valores limites de perimetro e percentual de cobertura. Alguns
dos resultados numéricos sdo confrontados com resultados experimentais, de forma a validar a
metodologia proposta. Além disso, os resultados mostram que o controle de vibragdes de modos
especificos reduziu o pico da FRF em até 25 dB e no controle de banda larga até 15 dB para 10%
de cobertura por CR, equivalente a 1% de massa adicionada.

Palavras-chave: Camadas restritas; Material viscoelastico; Método dos Elementos Finitos;
Placas laminadas; Checkerboard; Controle de perimetro.



ABSTRACT

Plate-type structures are widely used in applications such as automobiles, airplanes, bridges and
oil platforms. These flat and flexible structures are designed to support static and/or dynamic loads
especially perpendicular to its faces. As a result, vibrations, acoustic discomfort and mechanical
failures due to fatigue may occur. To mitigate the vibrations, one of the most used techniques
is passive vibration control via constrained layer (CL). This technique is characterized by the
application of a layer of viscoelastic material (VEM) over the vibrating structure, superimposed
by a constraining layer, generally made of elastic material. The vibratory energy is dissipated by
the shear deformation suffered by the VEM. However, due to the added weight and significant
increase in cost, only a portion of the total area of the structure is covered with CL. To maximize
the efficiency CL, topological optimization techniques are used to determine the ideal distribution
of CL. Nevertheless, topological optimization techniques based on the Finite Element Method
(FEM) may present some numerical instabilities, such as the checkerboard phenomenon. This
phenomenon generates optimal solutions that exhibit alternating patterns between solid and void,
which present a high stiffness that does not correspond to the real stiffness of the structure. In
addition, these solutions tend to be complex and difficult to manufacture. In the sense of what
has been presented, this work aims to develop a methodology for topological optimization of
CLs for vibration control in semi-thick plates and reducing the checkerboard phenomenon. For
this purpose, the positions of the CLs are taken as design variables and a genetic algorithm (GA)
based on binary decision is used to determine the optimal positions. The objective function is an
approximation of the Euclidean norm of the inertance function and two constraints are imposed:
one that limits the maximum coverage area per CL and another that limits the value of the CL
perimeter. Furthermore, a new mutation technique, called improvement analysis, was developed.
This technique classifies the finite elements that receive CL individually based on their efficiency
in reducing vibration of the entire structure. In the mutation step, the most efficient finite elements
are used to mutate a generic individual randomly generated by the GA. To evaluate the proposed
optimization methodology, numerical results are presented for vibration control in different
frequency bands, considering coverage percentages of 10% and 20% of CL, with different values
of the perimeter constraint. These results allow analyzing the shapes and complexities of the
optimal topologies. Some of the numerical results were confronted with experimental results to
validate the methodology. Finally, the results show that the solutions found for the control of
vibrations of specific modes reduced the FRF peak by up to 25 dB and that for broadband control
by up to 15 dB, with 10% coverage by CL, equivalent to only 1% of added mass. In addition,
the results found are free of checkerboard and have little complexity, allowing them to be easily
constructed.

Keywords: Constrained layer; Viscoelastic material; Finite Element Method; Laminated plates;
Checkerboard; Perimeter control.
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1 INTRODUCAO

Estruturas do tipo placa estdao presentes em diversas aplicagdes como automaveis,
avides, navios, pontes, componentes de maquinas e plataformas de petréleo. Sdo consideradas
como um elemento de grande importancia, devido as suas propriedades e por suportarem grandes
cargas, at¢ mesmo quando muito esbeltas (VENTSEL et al., 2002; SZILARD, 2004). Placas sdo
estruturas planas, que apresentam duas dimensodes (normalmente as dimensdes no plano) muito
maiores que uma terceira dimensao, a espessura. Na maioria das vezes, o valor da espessura nao
ultrapassa um décimo da menor dimensdo da placa (REDDY, 2007). As placas podem suportar
cargas estaticas e/ou dinamicas, predominantemente perpendicularmente as faces, gerando flexao
(VENTSEL ez al., 2002). No caso especial de placas metélicas, por serem estruturas muito
flexiveis, com baixo amortecimento, baixa rigidez e grande superficie sonora, quando excitadas,
podem ser fonte de vibragdo e¢/ou ruido.

As estruturas do tipo placa compdem varias estruturas, entre elas as plataformas de pe-
tréleo offshore. As plataformas offshore sio utilizadas para perfuracio, producio, armazenamento
e transporte de petréleo e/ou gases extraidos a partir de diferentes profundidades do oceano.
Diferentes tipos de plataformas offshore estdo disponiveis, como plataformas auto-elevatorias, de
gravidade, de jaqueta de acgo, de perna de tensdo (TLP do inglés Tension Leg Platform), de perna
articulada, de torre estaiada, de longarina e sistemas flutuantes de produgdao (KANDASAMY ef
al., 2016). Estas estruturas se encontram em ambiente oceanico por longos periodos de tempo
e, devido as cargas ambientais de natureza dinamica, como ondas, ventos, gelo e terremotos
(WILSON, 2003), podem estar sujeitas a vibragcdo excessiva, ocasionando em elevados niveis de
ruido.

A existéncia de vibragdes, na grande maioria das estruturas, pode gerar problemas
como, desgaste em diferentes componentes, falhas estruturais ¢ mecéanicas, desconforto acistico
e reducdo do desempenho. No caso especifico de plataformas offshore, a vibracido pode causar
falhas nas instalacdes do convés, falha por fadiga, colocar em risco a vida da tripulacio, afetar
a capacidade de manutengao, além de elevados niveis de ruido causando desconforto acistico
para as pessoas que ali trabalham (ZHANG et al., 2017). Estudos apontam, que a redugdo da
amplitude de vibracdo de uma plataforma offshore em torno de 15%, pode prolongar a sua vida
util em torno de duas vezes. Com isso, 0 gasto com manutencdo ¢ inspecdo das estruturas pode
ser significativamente reduzido (OU ez al., 2007). Nesse sentido, tanto o controle de vibragoes,
quanto o controle de ruido, se tornou uma preocupacdo fundamental para melhorar a durabilidade,
o desempenho e o conforto das méaquinas, dos equipamentos ¢ de diferentes estruturas, entre elas
as plataformas offshore.

Para tentar mitigar as vibragdes, diversos métodos de controle de vibragdes podem ser
encontrados na literatura os quais podem ser categorizados em métodos ativo, passivo, semiativo
¢ hibrido (KIM et al., 2013; KANDASAMY et al., 2016). O método de controle ativo, utiliza

de alguma fonte de energia extra para realizar o controle da vibracao, a qual adiciona uma
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vibragdo igual ou contraria para cancelar a vibracdo da estrutura, sem mudanca de rigidez
ou amortecimento. De forma contraria, no controle passivo, ndo ha adi¢ao de fonte externa
de energia. O controle € realizado, tipicamente, pela adi¢ao de mecanismos de dissipacado de
energia a estrutura vibrante. Em geral, sdo utilizados materiais viscoeldsticos (MVEs). No
controle semiativo, as propriedades mecanicas do elemento de amortecimento sdo modificadas
ou controladas por uma pequena quantidade de energia externa. J4 o controle hibrido ¢ uma
combinacdo do controle ativo com o passivo (KANDASAMY et al., 2016). Dentre os métodos
citados, o método de controle passivo, em especial por camada restrita (CR), tem se destacado
e tem sido amplamente utilizado em estruturas em geral, mas principalmente em estruturas
flexiveis, como placas e cascas. Isso se d4, pela sua simplicidade, facilidade de implementacio,
baixo custo e por proporcionar elevados efeitos de amortecimento em amplas faixas de frequéncia
e temperatura (KIM et al., 2013; YUN; YOUN, 2018), e com pouca massa adicionada a estrutura.

O controle passivo por CR consiste em adicionar uma camada de material viscoelastico
(MVE) sobre a estrutura que se deseja controlar a vibracdo. Sobre esta camada, ¢ adicionada
uma camada de material, geralmente, metalico e elastico, (ANSARI et al., 2013), denominada de
camada restritora ou camada de restricdo (FIGURA 1). Desta forma, o controle de vibragdes da
estrutura € realizado preponderantemente por meio da deformacdo em cisalhamento da camada
de MVE. Esta deformagao ¢ resultante das diferencas entre os deslocamentos da estrutura base e
da camada restritora, decorrentes do movimento em flexdo da estrutura vibrante. Assim, uma

parcela da energia vibratoria € dissipada na forma de calor (ZHENG et al., 2013).

FIGURA 1 — REPRESENTACAO DE UMA ESTRUTURA COM CAMADA DE MVE RESTRITO

Camada de material
viscoelastico

Camada restritora

e

Estrutura base

FONTE: A autora (2024).

A cobertura total de uma dada estrutura vibrante com CR pode ser invidvel, em virtude
do custo excessivo e/ou do aumento no peso da estrutura composta (estrutura vibrante, mais
camada de MVE e mais camada restritora), principalmente em placas e cascas. Assim, ¢ comum
o recobrimento de apenas uma parcela em area da estrutura. Contudo, para que o controle de
vibracdes seja eficiente, € necessario determinar a melhor distribuicdo de CR sobre a estrutura
vibrante. Para isso, existem diferentes métodos que visam obter a distribui¢do ideal de CR sob
restricoes de volume ou area. Entre eles podem ser citados os métodos baseados em conceitos de
otimizagdo topoldgica.

Quando técnicas de otimizagdo topoldgica sao utilizadas, determina-se o nimero,

a localizacdo e a conectividade dos elementos que contém CR, dentro de um dominio pré-
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determinado de projeto. A utilizag@o da técnica de otimizagdo topoldgica tem sido uma ferramenta
de grande importancia tecnoldgica na obtencdo do controle de ruido e vibragcdes em placas e
cascas (CUI et al., 2022; CHEN et al., 2021b; ZHANG et al., 2021; YUN; YOUN, 2018). O
emprego desta técnica na otimizagdo de CR tem possibilitado o controle em amplas faixas de
frequéncia, mas com pequenas fracdes de recobrimento por CR.

No entanto, alguns problemas podem ser encontrados na otimizagao topoldgica que
utilizada o Método dos Elementos Finitos (MEF). Entre eles podem ser citadas instabilidades
numéricas como dependéncia de malha, existéncia de minimos locais e checkerboard (ARAUJO
et al., 2020; SIGMUND; PETERSSON, 1998). O checkerboard refere-se a formagdo de solucdes
Otimas compostas por um padrdo alternado de elementos sélidos e vazios que se assemelham a
um tabuleiro de xadrez, como pode ser visto na FIGURA 2 (SIGMUND; PETERSSON, 1998).
Esse tipo de instabilidade numérica pode gerar elevada rigidez, que nao condiz com a rigidez
real da estrutura, além de dificultar a fabricacao (DIAZ; SIGMUND, 1995). Desta forma, tal
problema deve ser evitado.

FIGURA 2 — (A) MODELO MECANICO DE UMA VIGA MBB E (B) RESULTADO DA OTIMIZA-
CAO DA VIGA COM CHECKERBOARD

AL AL
3L 3L

(a)

FONTE: Bourdin (2001).

No sentido do que foi apresentado, este trabalho trata do desenvolvimento de uma
metodologia de otimizacdo topoldgica de CRs, com vistas ao controle passivo de vibragdes em
placas semiespessas. Além disso, busca-se mitigar o fendmeno de checkerboard encontrado na
otimizagdo das CRs. Para isso, as posi¢des das CRs foram tomadas como varidveis de projeto
e um algoritmo genético baseado em decisdo bindria foi utilizado para determinar as posicoes
otimas. As varidveis de projeto sdo representadas por varidveis discretas e bindrias (0 e 1), sendo
que o valor igual a () indica a auséncia de CR ¢ o valor igual a 1 representa a presenga de CR. A
fun¢ao objetivo utilizada ¢ a norma Euclidiana da funcéo inertancia. Ademais, o problema de
otimizagdo esta submetido a uma restricdo de maxima area de cobertura por CR e a uma restrigao
que limita o perimetro das CRs. O intuito de utilizar esta restri¢do de perimetro ¢ reduzir, ou até
mesmo evitar, o fendmeno de checkerboard. Com isso, deseja-se preencher a lacuna encontrada
na literatura, em relagdo a utilizacdo de uma restricao de perimetro para controlar o fendmeno de
checkerboard encontrado na otimizagao topoldgica de CRs baseadas em varidveis discretas.

Também foi desenvolvida uma técnica utilizada para realizar a mutagdo dos individuos
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gerados randomicamente pelo AG. Esta técnica se baseia na anélise de melhoria, a qual consiste
em avaliar o quanto um dnico elemento finito recebendo CR ¢é capaz de alterar a fungao objetivo.
Assim, os elementos sao classificados com base em sua eficiéncia em reduzir a vibracao da
estrutura ¢ essa classificacio € dada pelo indice de melhoria, o qual € determinado pela diferencga
entre as normas Euclidianas da funcao inertancia do sistema sem amortecimento ¢ da funcao
inertancia do sistema para cada EF contendo CR isoladamente. Na etapa de mutagdo (aqui
denominada por mutacdo modificada), os elementos de maior eficiéncia sdo utilizados para
melhorar randomicamente as solugdes candidatas também geradas randomicamente pelo AG. O
objetivo de fazer isso é melhorar, em termos de controle de vibragdo e em termos de mitigar o
fenomeno de checkerboard, um individuo genérico.

A metodologia proposta ¢ aplicada a duas estruturas do tipo placa, uma delas € uma placa
retangular semiespessa € a outra ¢ uma placa retangular semiespessa com um furo excéntrico.
Sdo considerados diferentes valores limites de perimetros e diferentes valores de percentual de
cobertura em area por CR, no controle de vibracdo de faixas de frequéncias que abrangem do
primeiro ao quarto modo de vibrar isoladamente € concomitantemente. Isso tem como intuito
avaliar o formato e a complexidade da topologia 6tima encontrada para diferentes valores limites
de perimetro e percentual de cobertura. Para validar a metodologia conceitual/numérica proposta

e implementada, experimentos fisicos foram realizados.

1.1 OBIETIVOS

1.1.1  Objetivo geral

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver uma metodologia de otimizagdo
estrutural topoldgica, utilizando algoritmos genéticos (AG), para determinar a distribui¢do 6tima
de MVE restrito para o controle passivo 6timo de vibracdes em placas metélicas de plataformas de

extracdo de petréleo offshore controlando checkerboard por meio de uma restri¢ao de perimetro.

1.1.2  Objetivos especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

Implementar uma formulagdo para solucdo de placas multicamadas, utilizando o Método
dos Elementos Finitos (MEF);

Implementar uma formulagdo para solucdo de placas multicamadas utilizando MVE;

Implementar uma rotina de otimizagdo estrutural topoldgica para camadas restritas (CR)

controlando o checkerboard,

Realizar validacdo dos resultados numéricos por meio de experimentos fisicos.
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1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

No corrente capitulo sdo apresentados, sucintamente, a importancia do controle de
vibragdes, a classificacdo das formas de controle, além dos objetivos a serem alcangados com a
metodologia proposta.

No capitulo 2 € realizada a revisdo bibliogréfica sobre os conceitos de controle passivo
de vibragdes, otimizagao topoldgica de camadas restritas em placas e cascas e as técnicas de
controle de checkerboard utilizadas atualmente. Em relagdo ao controle passivo, sdo apresentadas
formas de controle, tais como isoladores, absorvedores dinamicos e dissipadores de energia.
Entre os dissipadores, a aten¢do ¢ dada ao controle passivo pela utilizagao de CRs. Nesse capitulo,
sdo apresentadas também as principais formas de otimizagdo topoldgica de CRs encontradas na
literatura atual. Além disso, sdo discutidas as formas de controle de checkerboard encontradas
na literatura, com énfase no controle de checkerboard em CRs e nas técnicas de controle de
checkerboard por meio de restricdo de perimetro, aplicadas em estruturas em geral. Na sequéncia
sdo mostradas as principais contribuicdes deste trabalho.

No capitulo 3 sdo apontados os principais conceitos envolvendo MVEs, como modelos
reoldgicos, comportamento dinamico e a influéncia da temperatura no comportamento desses
materiais. Apresenta-se, também, a teoria de flexdo em placas, em especial a teoria cisalhante de
primeira ordem (TCPO) ¢ a teoria de placas laminadas, utilizada nesse trabalho. Além disso, as
formulagdes de elementos finitos e de vibracdes para a teoria de placas laminadas. Também, sdo
discutidos conceitos gerais de otimizagdo ¢ de otimizacdo utilizando algoritmo genético.

No capitulo 4 a formulacao do problema de otimizag@o proposto € discutida, a qual
¢ a base para o desenvolvimento desta tese. As varidveis de projeto e fungdo objetivo sdo
apresentadas, bem como o problema de otimizagdo a ser desenvolvido. Além disso, apresenta-se
a técnica de controle de checkerboard baseada na restricio de perimetro adicionada ao problema
de otimizacao.

No capitulo 5 sdo expostos os materiais empregados no desenvolvimento numérico e
experimental ao longo do desenvolvimento desta tese.

No capitulo 6, os resultados obtidos utilizando a metodologia proposta sdo apresentados
e discutidos.

E por fim, o capitulo 7 ¢ dedicado a conclusao e as consideracOes finais da presente tese,
discutindo os principais pontos positivos e negativos da metodologia proposta e as sugestdes

para os trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O objetivo deste capitulo é caracterizar o estado da arte em relacdo ao controle de
checkerboard na otimizagao topoldgica de camadas restritas utilizadas no controle passivo de
vibracdes em placas. Neste sentido, € exibida a revisdo bibliografica sobre as formas de controle
passivo de vibragdes, com énfase ao uso de CRs em placas e/ou cascas. Posteriormente, é
mostrada uma revisao da bibliografia das abordagens de otimizagdo topoldgica utilizadas no
controle passivo de vibragdes por CR. E por fim, sdo apresentadas as revisdes sobre as formas de
controle de checkerboard utilizadas na otimizagdo topoldgica de CRs ¢ as técnicas de controle

de checkerboard via restrigdo de perimetro utilizadas em estruturas em geral.

2.1 CONTROLE PASSIVO DE VIBRACOES

Com o intuito de melhorar o desempenho, a durabilidade e o conforto de produtos e
equipamentos, o controle de ruido e vibragdes tornou-se um assunto de grande preocupacido em
diversas areas. Atualmente, existem diversas técnicas que visam a redugdo de vibragdes e ruidos,
como por exemplo métodos ativos (JIANG et al., 2021; CAO et al., 2020), passivos (ZHANG et
al.,2021; XU et al., 2021), semiativos (HU et al., 2019; MANOHARAN et al., 2016) ¢ hibridos
(KIM et al., 2013; KANDASAMY et al., 2016).

No controle passivo, uma parcela da energia vibratoria € dissipada por meio do movi-
mento realizado pela prépria estrutura, sem a necessidade de utilizacdo de fontes de alimentagao
externa ou atuadores. Ja o controle ativo, utiliza dispositivos que necessitam de fonte externa
de energia, os quais operam ativamente controlando a vibrag@o da estrutura (SILVA, 2007). O
método ativo basicamente utiliza atuadores de controle e sensores, sendo que 0s mais comuns sao
produzidos com filmes piezoelétricos colados a estrutura vibrante. O método hibrido € uma com-
binacdo da simplicidade do método passivo com a eficacia do método ativo. O método hibrido
pode ser dividido em amortecimento de camada restrita ativa, compdsitos de amortecimento
piezoelétricos ativos, compdsitos de amortecimento eletromagnético e redes piezoelétricas ativas
(BAZ, 2019).

De maneira geral, o controle passivo pode ser dividido em trés categorias: dissipadores
de energia (ZHANG et al., 2021; ZHANG; CHEN, 2019; ZHANG et al., 2019; YUN; YOUN,
2018; YUN; YOUN, 2017), neutralizadores dindmicos (KLUTHCOVSKY er al., 2023; HANG-
XING et al., 2021; PEIKKHOSH et al., 2021; ART; FAAL, 2020; CHAARI et al., 2019; SILVA;
BAVASTRI, 2019; ZHU et al., 2018) ¢ isoladores de vibragdes (CHEN ez al., 2021a; WANG
et al., 2020; YE et al., 2020; XU et al., 2018a; AGLIETTT et al., 2004). Os dissipadores, sdo
dispositivos que realizam o controle de vibragdes pela conversdo de energia cinética em calor.
Como exemplos de dissipadores t€ém-se os amortecedores baseados em atrito, amortecedores vis-
coelasticos e amortecedores de fluido viscoso. Os neutralizadores dindmicos, realizam o controle

de vibracdes por meio da transferéncia de parte da energia de vibragdo para sistemas auxiliares.
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Estes possuem duas formas comuns: neutralizadores de massa sintonizado e neutralizadores de
liquido sintonizado (MA et al., 2021). Ja os isoladores, sdo responsaveis por evitar a transmissao
da vibracdo para a estrutura, modificando a vibracdo ¢ levando-a para uma frequéncia mais baixa.

Na sequéncia do texto, a ateng@o serd dada ao controle passivo de vibragdes por camada
restrita (CR). Esta técnica € utilizada largamente no controle de vibragdo em estruturas flexiveis,
devido a minima massa adicionada a estrutura a ser controlada e se enquadra na categoria de

dissipadores de energia.

2.1.1 Controle passivo de vibracdes em placas e cascas via camada restrita

O controle passivo de vibragdes por camadas restritas (do inglés contrained layer) na
sua forma mais simples € composto por uma camada de material viscoeldstico (MVE) restrito
por outra camada de material, geralmente, metélico. Estas duas camadas estdo dispostas sobre
a estrutura que se deseja controlar a vibracado, a qual usualmente ¢ denominada de estrutura
base ou sistema primario. A vibragdo ¢ dissipada predominantemente pela deformagdo em
cisalhamento da camada de MVE. Isso ocorre, basicamente, em decorréncia da diferenca en-
tre os deslocamentos da estrutura base e da camada restritora durante o movimento de flexdo
da estrutura (YAMAMOTO et al., 2015). Na FIGURA 3, sdo apresentadas as configuragdes
indeformada (FIGURA 3 (a)) ¢ deformada da CR (FIGURA 3 (b)). A utiliza¢do de CR para o
controle de vibracdes apresenta eficacia em grandes faixas de frequéncia e um baixo custo re-

lativo, tanto em relacdo ao desenvolvimento quanto a manutencdo (CUNHA-FILHO et al., 2016).

FIGURA 3 — REPRESENTACOES DE UMA ESTRUTURA BASE CONTENDO CAMADA RESTRITA
(A) CONFIGURACAO INDEFORMADA, (B) CONFIGURACAO DEFORMADA
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FONTE: A autora (2024).

Camadas restritas (CR) geralmente sdo utilizadas em estruturas do tipo placa ou casca,
pois, estas estruturas sao finas e flexiveis e, quando submetidas a vibra¢cdes, se deformam
predominantemente em flexdo, gerando ruido e vibragdo. Nesse sentido, a deformagdo em flexdo
da placa favorece a deformacgdo em cisalhamento da camada de MVE e, consequentemente,
favorece a dissipagdo da energia vibratdria de toda a estrutura (ANSARI et al., 2013).

Entre os primeiros trabalhos encontrados na literatura, que utilizaram CR, estdo os
trabalhos de Kerwin (1959), no qual o autor desenvolveu uma teoria analitica para obter o fator

de perda para uma placa tratada com CR. A expressdo era dada em fungdo das propriedades do
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material de uma placa e das dimensdes das camadas base, MVE e CR. Na sequéncia, Ditaranto
e Blasingame (1966) estenderam o trabalho de Kerwin (1959) considerando deformacdes ex-
tensionais na camada de MVE e, com isto, obtiveram os fatores de perda para vigas de trés e
cinco camadas. Anos mais tarde, Mead e Markus (1969) deduziram a equagao diferencial do
movimento de sexta ordem em termos dos deslocamentos transversais para uma viga sanduiche
com nucleo de MVE.

Na literatura, podem ser encontrados inimeros trabalhos que buscam estudar o compor-
tamento de placas ou cascas amortecidas com cobertura total por CR. No estudo realizado por
Kudal e Cicirello (2018), os autores realizaram a cobertura total da placa utilizando MVE em
tiras. Eles analisaram trés orientagcdes das tiras: paralelas, perpendiculares e em 45° ao longo do
comprimento da placa. Os resultados obtidos mostram que a energia dissipada estd intimamente
ligada ao alinhamento das tiras com as linhas modais de modos particulares.

A estrutura contendo camada restrita pode ser constituida por diferentes materiais
viscoelasticos, como apresentado por Sheng ez al. (2018). Nesse estudo, as caracteristicas de
uma placa sanduiche com ntcleo periddico composto por MVE foram investigadas. Os autores
analisaram numérica e experimentalmente a estrutura constituida por dois MVEs que compunham
a CR, dispostos de forma periddica. A estrutura estava montada de maneira tal que cada elemento
de placa sanduiche era considerado como duas sub placas sanduiche que se uniam de ponta a
ponta. Os autores confirmaram que o comportamento da estrutura amortecida por CR utilizando
dois MVEs apresenta melhores resultados que estruturas amortecidas utilizando apenas um
MVE.

No trabalho de Zhai et al. (2018) foi investigada uma placa sanduiche de cinco camadas
com nucleos de MVE, sob vibragdo livre. Foram determinadas as quatro primeiras frequén-
cias naturais e fatores de perda modal da placa. Na sequéncia, esses valores foram plotados
graficamente em funcao da razdo de aspecto, razao comprimento/espessura e razao espessura
viscoelastica/espessura total da placa. Com isso foram determinados os comportamentos das
frequéncias naturais e do fator de perda modal conforme a variacdo dos demais parametros. Em
Cunha-Filho er al. (2016), os autores analisaram a atenuacao de instabilidades aeroelasticas
supersonicas de placas retangulares utilizando CR. Para isso, os pesquisadores realizaram um
estudo da influéncia das espessuras das camadas de MVE e restritora.

As CRs também podem ser utilizadas em estruturas-bases constituidas por outros
materiais que nao sejam materiais eldsticos. Painéis duplamente curvos com nicleo de MVE e
com CR de material funcionalmente graduado (FGM, do inglé€s Functionally Graded Material)
compostos por metal e ceramica (Al/ZrQO,) sdo investigados no trabalho de Sahu et al. (2020).
Nesse estudo, a CR apresenta a superficie superior rica em ceramica e a superficie inferior
rica em metal, e a camada base ¢ de material eldstico isotropico. Nesse trabalho, os efeitos da
espessura da camada de MVE, da espessura da CR, da razdo de aspecto, do fator de perda do
MVE e do fator de perda da estrutura amortecida foram analisados também sob vibragdo livre.

No trabalho de Permoon ¢ Farsadi (2021), foi investigado o comportamento do amorte-
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cimento e das frequéncias naturais de placas com trés camadas. A placa era composta por faces
metalicas e nicleo de MVE. Nesse estudo, os pesquisadores analisaram os efeitos da relagdo
comprimento-largura-espessura do nicleo de MVE na frequéncia natural e no fator de perda
modal da placa. Por sua vez, Biswal e Mohanty (2019) estudaram os efeitos das espessuras
das camadas de restricao ¢ de MVE, do fator de perda do MVE e da razao de aspecto (relacao
entre o comprimento e a largura do painel) nas frequéncias naturais e no fator de perda da
estrutura amortecida em painéis esféricos de casca sanduiche. A estrutura estava na condicao
de vibracdo livre. Os painéis eram compostos por cinco camadas, sendo elas: duas camadas de
face e, uma camada central de material elastico e duas camadas de MVE. Yang er al. (2019)
desenvolveram uma nova formulacio tridimensional para cascas rasas' laminadas sanduiches,
sujeitas a vibragdes. Além disso, realizaram varias andlises modais para avaliar as influéncias
das condig¢des de contorno, dimensdo, temperatura ¢ dependéncia em relagdo a frequéncia.

Alguns estudos mostram anélises comparativas do controle de vibragdes obtido por
estruturas parcialmente e totalmente tratadas por CR com a estrutura sem amortecimento. Um
exemplo € Zhang et al. (2021), onde os autores realizaram a andlise experimental de placas finas.
O objetivo do trabalho era reduzir a vibragdo em painéis de acronaves.

Apesar de varios trabalhos utilizarem o recobrimento total de placas e cascas com CR,
1sso ndo € o ideal, pois, além de aumentar o peso da estrutura, podem interferir no seu desempe-
nho em vibragdo e amortecimento. Nesse sentido, varios outros estudos foram desenvolvidos
restringindo a area de recobrimento por CR. Esses estudos sdo apresentados na sequéncia deste
texto.

Ansari et al. (2013), buscaram o controle do primeiro modo de vibragdo. Além disso,
os autores realizaram um estudo da geometria da CR, onde descobriram que, ao alterar a forma
geométrica da CR de quadrada para circular, obtinha-se um aumento de dez porcento no valor
do fator de perda modal.

Alguns autores buscaram, em seus estudos, o controle de todos os modos compreendidos
em uma faixa de frequéncia de interesse. Esse ¢ o caso de Fang ¢ Zheng (2015b), no qual CRs
foram distribuidas sobre placas excitadas harmonicamente para controle da resposta ressonante
de uma ou mais frequéncias de ressonancia. Para isso, foi realizada a minimizagao do quadrado da
resposta em deslocamento. Os resultados numéricos foram validados com experimentos fisicos.
Por sua vez, Chen et al. (2021b) tinham como objetivo a maximizacdo do fator de perda modal
para uma faixa de frequéncia, que compreendia os seis primeiros modos de vibrar de uma placa.
Os modos de vibrar foram controlados mantendo a fracao de volume de CR fixa. Resultados
numéricos e experimentais foram apresentados. Os trés primeiros modos foram controlados no
trabalho de Wang et al. (2021). Neste trabalho, também, foi investigada a influéncia da espessura
da camada de MVE sobre o amortecimento. Xu ef al. (2015) realizaram a andlise numérica em
placas e vigas tratadas com CR. A viga era de material compdsito anisotropico sob condi¢do de

I Sdo definidas como cascas rasas, cascas abertas, as quais apresentam grande propor¢do de raio de curvaturas em

relagdo ao comprimento ou largura.
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engastada na borda esquerda. A placa era de compdésito laminado ortotrépico na condigdo de bi
apoiada. Os autores observaram o comportamento do amortecimento em fun¢do da variagio da
espessura da camada de restri¢do, espessura da camada de MVE e da posicdo das CRs.

As CRs podem ser utilizadas no controle de vibragdes residuais de estruturas do tipo
casca, sujeitas a cargas de impacto. A vibragao residual € a vibragdo livre que ocorre depois da
aplicacdo de cargas externas (YAN et al., 2018). Yan et al. (2018) encontraram a distribui¢ao
6tima de CR por meio de uma abordagem baseada em respostas transitorias da estrutura. Para
isso, foi utilizada otimizagao, a qual tinha como objetivo reduzir as respostas de vibragdes
residuais, apds a aplicagdo de cargas de impacto a estrutura.

Além do controle de vibragdes, CRs podem ser utilizadas no controle de ruido, pois
estruturas do tipo placa, quando sujeitas a vibragdes, causam elevado ruido. Nesse sentido, Zheng
et al. (2016) buscaram a distribui¢do 6tima de CR que reduzisse a poténcia sonora irradiada por
placas em modos de baixa frequéncia. Nesse trabalho, foram apresentados exemplos numéricos e
experimentais. Nos trabalhos de Ling et al. (2016), Zhang et al. (2018) ¢ Zhang et al. (2019), os
autores objetivaram o controle da poténcia da radiacdo sonora de placas. Em Ling et al. (2016),
a placa tratada estava anexada a uma cabine acustica. Nos trabalhos de Zhang er al. (2018) e
Zhang et al. (2019), a influéncia dos materiais da CR foi investigada no controle da poténcia da
radiacdo sonora.

Um dos componentes essenciais nas CRs, sdo os MVEs. As propriedades desses ma-
teriais variam significativamente com a frequéncia e a temperatura. Em geral, essa variacao
pode ser negligenciada somente quando o material opera em pequenas faixas de frequéncia ou
temperatura. Caso contrario, o comportamento em amortecimento pode ser impreciso. Buscando
entender o comportamento dos MVEs com a variagdo da temperatura e frequéncia, Zhang et al.
(2021) realizaram analises numéricas considerando as caracteristicas dessas duas grandezas nas
frequéncias naturais, nos fatores de perda modal e no layout das CRs.

Outra questao relevante € que as propriedades fisicas de um MVE tém grande influéncia
no comportamento de amortecimento de camada restrita. Tendo isso em mente, alguns autores
tem buscado desenvolver novos MVEs a partir de novas configuragdes microestruturais desses
materiais. Isso ¢é realizado com o intuito de melhorar as propriedades a nivel da estrutura
global. Nesse sentido, alguns autores podem ser citados. Chen e Liu (2016) realizaram o projeto
das microestruturas 2D de MVEs para obter o valor maximo do fator de perda modal da
macroestrutura. Fang et al. (2020) tinham o mesmo objetivo, encontrar o maximo fator de perda
modal da macroestrutura, porém para isso, os autores realizaram o projeto de microestruturas de
MVE em 3D.

2.2 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

A utilizagdo de CR para mitigacdo de vibragdo e radiagao acustica tem sido vidvel e

eficaz desde a sua aplicagc@o proposta por Kerwin (1959). No entanto, devido as limitacdes de
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custo e peso, o uso pratico de CR ¢ restrito a cobertura de apenas uma parcela da estrutura base.
Além disso, para dissipar efetivamente a energia de vibracdo, os MVEs devem ser distribuidos
em locais onde ocorra maior deformacao ciclica do MVE conforme as vibragdes da estrutura
nos modos que se deseja controlar (XU et al., 2015). Nesse sentido, ¢ importante ¢ altamente
recomendavel determinar a distribuicéo ideal de CR com o propdsito de controlar a vibragao.
Isso leva a um problema de otimizagdo de determinagdo da posi¢ao de instalagdo da CR na
estrutura base. Esse problema pode ser resolvido utilizando conceitos de otimizagdo estrutural
topoldgica.

A otimizagdo topoldgica foi originalmente iniciada por (MICHELL, 1904), que estudou
trelicas estaticamente determinadas para uma série de condigdes de carregamento e suporte. Um
problema padrio de otimizagio topoldgica visa determinar a distribui¢do 6tima de material sélido,
para um volume especifico, que minimize (ou maximize) uma fun¢do objetivo. Determinar a
topologia 6tima consiste em encontrar a distribuicdo espacial, conectividade € formas 6timas dos
elementos da estrutura, de modo que a funcdo objetivo seja extrema (SIGMUND; PETERSSON,
1998; BENDSOE; SIGMUND, 2004). Assim, a determinacdo da distribui¢do 6tima de material
na otimizacao topoldgica recai em um problema de programacdo discreta O — 1, no qual, valores
iguais a 0, representam vazios e valores iguais a 1 indicam a presenga material sélido, para
qualquer ponto do dominio (SIGMUND; MAUTE, 2013).

Ao longo dos anos, diversas abordagens de otimizagdo topoldgica foram desenvolvidas,
incluindo o método de homogeneizacdo (BENDS@E; KIKUCHI, 1988), a abordagem de material
isotrépico sélido com penalizagdo (SIMP, do inglés Solid Isotropic Material with Penalization)
(BENDS@E, 1989; ZHOU; ROZVANY, 1991), o método evolucionario de otimizag#o estrutural
(ESO, do inglés Evolutionary Structural Optimization) (XIE; STEVEN, 1996), métodos baseados
em conjunto de niveis (WANG et al., 2003) e métodos baseados no conceito de derivada
topoldgica (NOVOTNY; SOKOLOWSKI, 2012). No trabalho de Sigmund ¢ Maute (2013) varias
dessas técnicas de otimizagdo topoldgica sdo discutidas.

O método ESO se baseia na ideia de que a estrutura ideal possa ser obtida removendo,
gradualmente, o material que esta sendo utilizado ineficazmente dentro do dominio de projeto
e, dessa forma, a estrutura evolua para forma e topologias ideais (LLIU et al., 2008; HUANG;
XIE, 2010). No entanto, ndo ha garantia de que tal processo evoluciondrio sempre encontre a
melhor solucao (HUANG:; XIE, 2010). O método ESO ¢ baseado em variaveis discretas que
utilizam decisdo bindria. Ou seja, no processo de otimizagdo, o vetor de varidveis de projeto €
composto por valores de 0 e 1. As principais vantagens do método ESO podem ser mencionadas:
facilidade e simplicidade de implementagdo e o fato de o método nao produzir densidades
intermedidrias durante o processo de otimizacdo (ZHANG et al., 2021). Por outro lado, sua
principal desvantagem esta no fato de que, ao rejeitar um elemento que seja candidato a 6timo
local, a solugdo final pode ndo evoluir para um 6timo global (ROZVANY, 2001). Os elementos
removidos pelo ESO, podem ser inseridos posteriormente em outra iteracdo do processo (LIU ef
al., 2008).
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Alguns trabalhos como Liu et al. (2008) e Querin et al. (1998), corrigiram algumas
deficiéncias encontradas no método ESO original. Por exemplo, Liu et al. (2008) utilizaram
o algoritmo genético (AG) como um método de busca global para melhorar o algoritmo e o
denominaram de otimizacio estrutural evolucionaria genética, GESO (do inglés, Genetic
Evolutionary Structural Optimization). Para isso, os autores utilizaram o conceito de aptidao
do AG. Ja no trabalho de Querin ef al. (1998), novos elementos sfo inseridos em torno de
elementos ja existentes, para ampliar a regido de busca do algoritmo, denominado pelos autores de
otimizacio estrutural evolucionaria bidirecional, BESO (do inglés, Bidirectional Evolutionary
Structural Optimization). Além disso, o BESO remove o material ineficaz e adiciona material
em regides promissoras, de forma simultanea.

O ESO também tem sido utilizado na otimizacao topoldgica de CRs. Por exemplo,
Zhang et al. (2021) apresentaram uma versdo modificada do ESO convencional na supressao
de vibragdes em painéis de aeronave. Para isso, os autores realizaram a maximizagao do fator
de perda modal, impondo restricdo a fragao de volume da CR. Esta nova versdo, aprimora a
taxa de evolug¢ao do método. Os resultados foram comparados com os resultados obtidos pelo
ESO convencional, e foi observado que o ESO aprimorado aumentou a eficiéncia do célculo
e também encontrou geometrias topoldgicas mais razodaveis. A mesma funcido objetivo foi
investigada por Liu ef al. (2018b). Neste trabalho, foram estudadas placas compdsitas metalicas
e placas de fibra de carbono, sujeitas a vibragao aleatéria. Além disso, o estudo considerou a
falha material segundo o critério de tensdes de von Mises” e foi observado que as estruturas
tratadas com CR, além de terem melhor comportamento em vibragdo também tiveram uma
reducdo significativa no valor méximo desta tensio efetiva. J4 Fang e Zheng (2015b) verificaram
que, na analise de sensibilidade dos problemas de otimizac¢ao de topologia, normalmente ¢
negligenciado o cdlculo da derivada da razdo de amortecimento modal. Segundo esses autores,
isso poderd gerar erros na analise da sensibilidade total e produzir desvios nos layouts ideais
das CRs. Desta forma, foi inserida a derivada da razdo de amortecimento modal no calculo da
sensibilidade. Para avaliar a metodologia, foi minimizada a resposta ressonante de placas com
CR sob excitagdes harmonicas. Com o método proposto, os autores obtiveram valores superiores
para taxa de amortecimento modal, quando comparados com resultados obtidos utilizando andlise
de sensibilidade convencional. No trabalho de Zhang et al. (2019), um modelo de otimizagdo
de dois niveis para CRs ¢ proposto. No primeiro nivel, o BESO ¢ utilizado para determinar as
posicoes 6timas das CRs. No segundo nivel, o AG ¢ utilizado para determinar as espessuras do
MVE e da CR. O objetivo do trabalho era reduzir a poténcia sonora de placas vibratorias.

Por sua vez, em Zhu et al. (2023) o BESO foi utilizado no projeto de otimizacao topold-

gica de CRs aplicadas ao controle de vibragdes de estruturas com paredes finas. O problema de

2 Richard Edler von Mises (1883-1953), matemitico, fisico e engenheiro mecanico renomado, desenvolveu o

critério de escoamento de von Mises. Esse critério também & conhecido como teoria da energia de cisalhamento
ou teoria da energia de distorcdo maxima. Essa teoria afirma, que para um material diictil o escoamento comeca
em um local onde a tensdo efetiva segundo o critério de von Mises se torna igual ao limite da tensdo de
escoamento do material.
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otimizagdo esta restrito a maxima fragdo de volume de CR, sendo que o objetivo ¢ a maximizagao
do valor ponderado dos primeiros fatores de perda modal.

Outro método baseado em varidveis discretas e decisdo bindria ¢ o algoritmo genético
(AG). Este algoritmo se baseia nos conceitos da evolucdo natural segundo a teoria de Darwin?,
onde possiveis solugdes competem pela sobrevivéncia por meio de sua aptidao (AL-AJMI,
BOURISLI, 2008). Este algoritmo também tem sido utilizado na otimizagdo topolégica de CR
em placas, como por exemplo Kanke (2017) e Kanke et al. (2022), onde o AG foi utilizado
para determinar a distribui¢do 6tima de CR sobre placas excitadas harmonicamente. Para isso
os autores buscaram a minimizacdo da norma Fuclidiana de uma componente da matriz funcio
resposta em frequéncia da inertancia, mas sob restri¢ao de fragdo de volume da CR. Os autores
obtiveram resultados condizentes com a literatura. Entretanto, nesses trabalhos foi detectada a
ocorréncia do classico fenomeno de oscilagido da ocorréncia de CR, denominado checkerboard.

Outra versdo do AG é o MPGA, algoritmo genético de miiltiplas populacdes (do
inglés Multi-Population Genetic Algorithm). Este € um algoritmo de busca global baseado no AG
convencional, mas que decompde o AG em varias subpopulagdes. Para isso, 0 MPGA utiliza o
conceito de evolucdo paralela, aumentando o nimero de padrdes de genes trocando informagdes
entre as subpopulagdes, evitando assim a convergéncia prematura (QIN et al., 2021). Qin et al.
(2021) utilizaram o MPGA na otimizacdo topoldgica de CRs de placas finas sujeitas a cargas
moveis, maximizando o fator de perda modal.

Os AGs também sao encontrados em trabalhos voltados a reducdo de ruido. Em um
destes, Ling et al. (2016) buscaram o layout 6timo de CRs visando reduzir a poténcia de radiagao
sonora de uma placa anexada a uma cavidade acustica.

Em outros trabalhos, os autores utilizaram AG para determinar a importancia das
espessuras das camadas de MVE e camada restritora, no comportamento de amortecimento
de CRs. Zhang e Zheng (2015) apresentaram um procedimento para otimizagdo, que buscava
determinar a localizacdo 6tima das CRs e as espessuras dtimas da camada de MVE e da camada
restritora, simultanecamente. Além disso, também analisaram o efeitos de tais parametros no
desempenho na supressdo de vibragdes com base no conjunto de solucdes ideais de Pareto. Para
iss0, 0s autores utilizaram um algoritmo genético de ordenacio ndo dominada, NSGA (do
inglés Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) para maximizar o fator de perda modal. Xu et
al. (2015) também realizaram uma otimizagdo multi-objetivo, com o objetivo de determinar as
espessuras 6timas das camadas de MVE e restritora. Para isso os autores analisaram trés fungoes
objetivos: 1) maximizagado do fator de perda modal, 2) minimizacdo da massa da CR adicionada
a estrutura ¢ 3) minimizacdo da soma de N frequéncias naturais. Neste artigo, 0 NSGA também
foi utilizado. O NSGA € robusto e apresenta bons resultados em problemas de otimizacdo que
utilizam variaveis hibridas, como € o caso do trabalho mencionado, onde o vetor de varidveis

de projeto é composto por variaveis discretas (localizacdo das CRs) e por varidveis continuas

3 Charles Robert Darwin (1809-1882) foi um importante biélogo, responsével por estabelecer a teoria da evolugio

das espécies baseada na ideia de que todos os seres vivos descendem de um ancestral em comum.
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(espessuras das camadas de MVE e camadas restritoras).

No entanto, problemas de otimiza¢do que utilizam varidveis bindrias, como os citados,
podem apresentar instabilidades numéricas e padrdes de tabuleiro de xadrez, denominados por
checkerboard (DIAZ; SIGMUND, 1995; SIGMUND: PETERSSON, 1998; YUN; YOUN, 2017).
Para evitar as dificuldades mencionadas, o0 método baseado na definicao de uma microstrutura
solida com penalizagio, SIMP (do inglés Solid Isotropic Microstructure with Penalization) pode
ser utilizado para relaxar a fungado caracteristica binaria, modificando uma fungdo discreta para
uma funcdo continua, a qual pode assumir valores reais entre 0 ¢ 1. Em geral, a fun¢do utilizada
¢ definida com base em um conceito de densidade relativa, devido as suas simplicidades de
formulagao e de implementacdo. Ao fazer isso, as caracteristicas do material necessitam ser
interpoladas utilizando uma funcio continua e dependente da densidade, a qual, normalmente ¢
considerada como uma variavel de projeto (YAMAMOTO et al., 2015).

O SIMP tem sido largamente utilizado em trabalhos de otimizagao topolégica de CRs
em placas e, normalmente, junto com ele, o método de assintotas moveis (MMA, do inglés
Method of Moving Asymptote) € utilizado para resolver o problema de otimizagao. No estudo
de Fang e Zheng (2015a), ambos os métodos foram utilizados para reduzir a vibragdo de placas
sujeitas a excitagdes harmonicas ou a excitagdes estaciondrias aleatdrias. Para isso, foi realizada
a minimizacao da amplitude da resposta em deslocamentos. Ja Chen et al. (2021b) realizaram
a maximizacao dos fatores de perda modal, calculados pelo método da energia de deformacao
modal (MSE, do inglés Modal Strain Energy). O problema de otimizagao foi restrito a valores pré-
determinados de fragdes de volume de CR. Takezawa ef al. (2016) propuseram uma nova fungao
objetivo, a flexibilidade dinamica. Esta funcao foi maximizada, com o intuito de determinar
as posicoes ideais de CR, para reduzir a vibragao de placas em 2D e 3D, mas com restri¢ao
sobre o volume de material do amortecimento. Ling et al. (2011) desenvolveram um modelo de
elementos finitos para descrever o comportamento dinamico de placas. Esses autores realizaram
a otimizagao topoldgica de CRs utilizando o fator de amortecimento modal como fungdo objetivo.
J& Zheng et al. (2016) utilizaram SIMP ¢ MMA para obter localizagdes 6timas de CR, de modo
que minimizassem a poténcia sonora radiada em placas excitadas harmonicamente.

Os trabalhos citados anteriormente visam a otimizacdo topoldgica das camadas restritas
para controle de vibragdes e ruido. No entanto, sabendo que o desempenho das estruturas depen-
dem fortemente das propriedades fisicas dos materiais que as compdem, alguns trabalhos tratam
do desenvolvimento de novos materiais de amortecimento. Nesse sentido, alguns autores desen-
volveram novos materiais por meio de otimizagao de topologia de uma microestrutura produzida
em MVE. A estrutura global ¢ composta por infinitas microestruturas e seu comportamento deve
ser determinado com base nesta microestrutura. Com isso, sdo necessarios uma formulagdo em
duas escalas ¢ o método de homogeneizacao.

O método da homogeneizacio ¢, geralmente, utilizado para determinar as propriedades
efetivas de materiais compositos contendo microestruturas periédicas. Em outras palavras, pela

teoria da homogeneizacdo, considera-se que as propriedades efetivas do material sejam funcdes
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periddicas da variavel microscopica. Assume-se, também, que o elemento de volume representa-
tivo da microestrutura seja muito pequeno quando comparado com as dimensdes de dominio
global. Uma representagdo genérica da microestrutura ¢ do dominio global sdo apresentados na
FIGURA 4. A principal ideia do método da homogeneizacdo ¢ simplificar o comportamento do
material a nivel microscépico, de modo que as propriedades a nivel macroscépico sejam obtidas
(AL-AJMI, 2004).

FIGURA 4 — CELULA UNITARIA E ESTRUTURA MACROSCOPICA.

Macroestrutura periddica Célula unitaria (microestrutura)

FONTE: A autora (2024).

O método da homogeneizagao tem sido utilizado na otimizagao topolégica microes-
trutural de MVEs, utilizados em CRs. Um exemplo ¢é o trabalho de Chen e Liu (2016), no qual
os autores desenvolveram um método de otimizacao topoldgica em duas escalas. O objetivo
do trabalho era determinar a configuracdo microestrutural 6tima do MVE utilizado em CRs.
Para isso, o fator de perda modal da macroestrutura foi maximizado. Nesse trabalho, a estru-
tura utilizada para anélise era uma viga. As densidades relativas do material da microestrutura
foram consideradas como varidveis de projeto via modelo SIMP, e o processo de otimizacdo
foi resolvido pelo MMA. Fang et al. (2020) realizaram um trabalho parecido com o anterior,
utilizando as mesmas ferramentas. Porém as células da microestrutura eram em 3D. Além disso,
a estrutura tratada com amortecimento era do tipo placa. No estudo de Liu et al. (2018a), foi
realizada a otimizagao topolégica de microestruturas periédicas de MVEs em 2D ¢ 3D. Nesse
trabalho, também, maximizou-se o fator de perda modal, porém, nesse caso, o problema estava
sujeito a restrigdes de frequéncia e fracdo de volume do MVE. Para isso, foi utilizado o método
de otimizagdo BESO. A estrutura utilizada para andlise era uma viga.

Nos métodos de otimizacdo baseados em conjunto de niveis (do inglés level set), os
conjuntos de niveis representam o limite estrutural entre dois materiais. As fun¢des de conjunto
de niveis sdo utilizadas para representar os subdominios de cada material. A FIGURA 5 ilustra
a distribui¢do de material utilizando fun¢des de conjunto de niveis, ¢. Nesse caso, a fungdo de

conjunto do primeiro nivel, ¢!, separa o material do vazio, e a funcfio de conjunto do segundo
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nivel, ¢?, separa o material estrutural do MVE (KOLK et al., 2017). Com a utilizacio de fungdes
de conjunto de niveis na otimizagdo topolégica consegue-se obter claramente o limite entre os
materiais (fronteira entre materiais), sem que o ocorra checkerboard. Porém, o método de otimi-
zacdo pode sofrer com grandes quantidades de minimos locais ¢, também, com a dependéncia de
uma estimativa inicial (LIU er al., 2021).

FIGURA 5 — REPRESENTACAQO DE UMA ESTRUTURA MULTIMATERIAL DEFINIDA POR FUN-
COES DE CONJUNTO DE NIVEIS.

Vazio
et <0
Material viscoelastico
@' > 0,07 >0
Material estrutural
Pl >0,0? <0
D

FONTE: A autora (2024).

LEGENDA: ¢': Funciio de conjunto de primeiro nivel, que determina a colocagio do material; ¢?: Fungio
de conjunto de segundo nivel, que diferencia o material estrutural do MVE,

Na otimizacdo topoldgica de CRs em placas, o método de conjunto de niveis pode
ser utilizado para determinar a localizacao ideal da CR e, também, sua melhor forma, de
maneira simultanea, como no trabalho apresentado por Ansari et al. (2013). Para isso, os autores
maximizaram o fator de perda modal de placas. Zhang et al. (2021) utilizaram um método
de conjunto de nivel parametrizado (PLSM, do inglés Parameterized Level Set Method) na
otimizacdo topoldgica de placas com CRs. O foco do trabalho estava em investigar o efeito das
propriedades dependentes da temperatura e frequéncia dos MVEs, sobre os layouts das CRs
otimizadas.

Na literatura, também, podem ser encontrados diversos trabalhos na area de otimizacdo
topolégica de camadas restritas, que utilizam outros métodos de otimizagdo, como por exemplo
os trabalhos de Madeira et al. (2017) e Madeira et al. (2020). Nestes trabalhos, os autores
adotaram um processo de otimizacdo multiobjetivo, o método Direct MultiSearch (DMS), em
que realizaram a minimizacdo do peso das CRs e a maximiza¢ao do fator de perda modal,
simultancamente.

Esta se¢do teve como objetivo apresentar a importancia da otimizagao topoldgica na
obteng¢do da distribui¢do 6tima de CR e camadas irrestritas. Em especial, a atengdo foi dada para o
controle de vibragdes e ruido em estruturas do tipo placa e casca. Além disso, foram apresentadas

as principais técnicas que tém sido utilizadas para tal objetivo. Na TABELA 1, os trabalhos
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citados nesta secdo estdo apresentados de forma classificada em relagao a fungdo objetivo,

variaveis de projeto, método de otimizagao ¢ tipo de varidveis (se continuas ou discretas).
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TABELA 1 — CLASSIFICACAO DOS ARTIGOS CITADOS EM RELACAO A OTIMIZACAO TO-

POLOGICA
Meétodo de Fungao Varidveis de Tipo de
Trabalho Otimizagao Objetivo Projeto  Lstrutura Varidveis
Ling et al. (2011), Maximiza¢ao Continuas
Zheng et al. (2013) MMA do fator de Posicdes Placa (SIMP)
perda modal
Maximiza¢ao Continuas
Ansari ef al. (2013) - do fator de Posicdes Placa (Método de
perda modal ajuste de nivel)
Minimizac¢ao Continuas
Fang ¢ Zheng (2015a) MMA da amplitude Posicdes Placa (SIMP)
de deslocamento
Minimizacao
Fang ¢ Zheng (2015b) ESO da amplitude Posicdes Placa Discretas
de deslocamento
Max. do fator - .
de perda modal e min. Posicoes el Vigae .
Xu et al. (2015) NSGA da massa da CR e espessuras Placa Discretas
frequéncias naturais
Maximiza¢ao Posigoes € Discretas e
Zhang ¢ Zheng (2015) NSGA do fator de espessuras’ Placa continuas
perda modal
Minimizacao da
Ling et al. (2016) GA poténcia de Posicdes Placa Discretas
radiacdo sonora
Zheng et al. (2016), Maximizag¢ao Continuas
Fang et al. (2020), MMA do fator de Posicdes Placa
Chen et al. (2021b) perda modal (SIMP)
Kanke (2017), Minimizacao . .
Kanke ef al. (2022) GA da inertancia Posigoes Placa Discretas
Madeira et al. (2017), Minimizacao da
Madeira et al. (2020) DMS massa dNa CRe Posicoes Placa Continuas
maximiza¢ao do fator
de perda modal
Liu et al. (2018b), Maximizag¢ao
Zhang et al. (2021) ESO do fator de Posicdes Placa Discretas
perda modal
ESO Minimizacao da Posigoes € Discretas e
Zhang et al. (2018) e GA poténcia de espessuras’ Placa Continuas
radiacdo sonora
BESO Minimizacao da Posigoes € Discretas e
Zhang et al. (2019) e GA poténcia de espessuras’ Placa continuas
radiacdo sonora
Maximizagao da
Zhu et al. (2023) BESO do fator de Posicdes Placa Discretas
perda modal
Maximiza¢ao
Qin et al. (2021) MPGA do fator de Posicdes Placa Continuas
perda modal
Maximiza¢ao Continuas
Zhang et al. (2021) MMA do fator de Posicdes Placa (Método de
perda modal ajuste de nivel)

Nota: ' As espessuras sdo da camada de MVE e da camada restritora.
FONTE: A autora (2024).
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2.3 CONTROLE DE CHECKERBOARD

O fend6meno numérico denominado por checkerboard se caracteriza por regides de
transicdo entre elementos sélidos e vazios, € que estdo dispostos de forma alternada semelhantes
a um tabuleiro de xadrez (FIGURA 2 (b)). Esta configuragdo pode ser comumente obtida
como resultado do processo de otimizagao topoldgica onde os campos de deslocamentos sdo
determinados por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF) (SIGMUND; PETERSSON,
1998). Tal fendmeno ¢ puramente numérico e pode surgir devido a modelagem inadequada
da rigidez ocorrida pela utilizacdo de elementos finitos de baixa ordem (DIAZ; SIGMUND,
1995; PEREIRA, 2001). A ocorréncia de checkerboard é indesejavel, pois gera instabilidade
num¢érica, apresenta uma rigidez numérica significativamente superior a rigidez fisica e ¢ de
dificil fabricacdo (SHUKLA et al., 2013; DIAZ; SIGMUND, 1995).

No sentido de controlar tal fendmeno, diversas técnicas foram desenvolvidas e, segundo

Sigmund e Petersson (1998) e Bendsoe ¢ Sigmund (2004), algumas delas sdo:

(a) suavizagdo: apds a obtencdo da topologia 6tima da estrutura, um processo de suavizagao
de imagens ¢ aplicado a imagem de saida. Como consequéncia, a imagem obtida apresenta
mais regides com escalas de cinza e menos checkerboard. Este método ndo leva em

consideragdo problemas que possam ocorrer apds a suavizagao (LI et al., 2001);

(b) elementos finitos de alta ordem: varios trabalhos sugerem a utilizagdo de elementos
finitos de alta ordem, por exemplo elementos quadrangulares de 8 ou 9 nés, como ¢
o caso dos trabalhos de Diaz e Sigmund (1995) e Jog e Haber (1996). Segundo esses
autores, esses elementos reduzem a tendéncia de geracdo de padrdes de checkerboard.
Contudo, o tempo de processamento dispendido nas analises por elementos finitos podera

ser consideravelmente superior aquele usado para elementos de menor ordem:;

(¢) patches: em traducdo livre significa padroes. Tais padrdes sdo formandos por um conjunto
de quatro elementos finitos (também denominados de "superelementos”). Neste conjunto
de elementos, as propriedades sdo mantidas constantes. Entretanto, esta técnica pode ndo
corrigir os padroes de checkerboard produzidos pela otimizacio topolégica (BENDSOE
et al., 1993);

(d) controle de perimetro: restringe o espaco de busca a um valor pré-determinado de perimetro.
Isso é implementado por meio de uma restricdo no processo de otimizagdo. O método foi

desenvolvido por Ambrosio e Buttazzo (1993);

(e) restricdo de gradiente global ou local: sdo restrigdes impostas ao processo de otimizagdo
baseadas no célculo de gradientes de funcdes dependentes da densidade. A qual € defi-
nida no interior do dominio de projeto. Os valores de densidade podem ser discretos ou
continuos (PETERSSON; SIGMUND, 1998; ZHOU et al., 2001; PEREIRA et al., 2004);
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(f) filtro de independéncia de malha: este tipo de filtro é puramente heuristico ¢ modifica
a sensibilidade (ou densidade) do projeto de um elemento finito especifico. E baseado
no cdlculo de uma média ponderada das sensibilidades (ou densidades) de elementos
finitos vizinhos, dentro de uma vizinhanga fixa e de dimensdo pré-determinada. F um
método simples de implementar, ndo requer tempo elevado para processamento e produz
resultados semelhantes aos obtidos por meio da restricdo de gradiente local. Segundo
Sigmund (2007), tal filtro compreende o filtro de sensibilidade (SIGMUND, 1997; BUHL
et al., 2000; SIGMUND, 2001; BENDSOE; SIGMUND, 2004; PEDERSEN et al., 2006;
HUANG:; XIE, 2007; SIGMUND, 2007; HU et al., 2009; SIGMUND; MAUTE, 2012;
LUO et al., 2021) e o filtro de densidade (BOURDIN, 2001; BRUNS; TORTOREILLI,
2001; YUN; YOUN, 2017; LAMBE; CZEKANSKI, 2018; XU et al., 2018b; LI; KIM,
2018).

Outras formas e/ou técnicas tém sido utilizadas e desenvolvidas ao longo dos anos
para o controle de checkerboard. Por exemplo, Kim er al. (2000) propds um método alternativo
para controlar as cavidades (vazios) geradas no processo de otimizagdo topolégica, denominada
Criacdo Inteligente de Cavidade (ICC). Consequentemente, o checkerboard também € controlado.
Esta técnica foi formulada para encontrar solu¢des entre os resultados obtidos pelos métodos
ESO (CHU et al., 1996; HUANG; XIE, 2010) e Nibbling ESO. O método ESO segue o conceito
de criar cavidades removendo material considerado ineficaz, dentro ou na fronteira do dominio de
projeto. O método Nibbling ESO se baseia no mesmo conceito, mas remove apenas os elementos
que estdo nos limites do dominio, modificando apenas os limites prescritos da estrutura. O ICC
foi formulado para encontrar solucdes entre os extremos obtidos nestes dois métodos. Assim,
o ICC emprega ambos os métodos de forma adequada para encontrar a estrutura otimizada e
controla quando ¢ onde um vazio deve ser criado.

Na sequéncia, Borrvall e Petersson (2001) desenvolveram o que os autores chamaram
de método de penalizacdo regularizada. Tal método consiste em adicionar uma restrigdo explicita
ao problema de otimizacao, para penaliza¢do da funcao de densidade. Para isso, a restri¢ao ¢
controlada por uma tolerancia. A ideia € tornar a restricdo fracamente fechada e poder converter
sequéncias fracamente convergentes em sequéncias fortemente convergentes. Com 1isso, oS
autores evitaram os padroes cinza e de checkerboard.

No trabalho de Poulsen (2002) foi implementado ao problema de otimizacdo uma
restri¢do que visa evitar a formacio de checkerboard e de padrdes de "articulag@o conectada por
um nd". A defini¢do de articulacdo conectada por um n6 ¢ dada no trabalho como sendo um
conjunto de quatro elementos conectados por um nd. Sendo que, dois elementos opostos estdo
preenchidos de material e os outros dois elementos estdo vazios. A restri¢do, € adicionada ao
problema de minimizacdo da flexibilidade, além disso, a restricao ¢ baseada nas densidades do

material de tal forma que esses valores nio sejam monotdnicos* ao redor do né. O esquema é

*  Valores mon6tonos sdo definidos pela matematica como sendo valores que mantém a relagfio de ordem, crescente

ou decrescente.
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formulado em termos de que uma dnica restricdao adicionada ao problema de otimizacao ¢ que
pode ser utilizada em casos em 2D ¢ 3D.

Guest et al. (2004) desenvolveram uma abordagem de controle de perimetro baseada
nos volume nodais, ao invés das fracoes de volume elementar. As varidveis nodais sdo tomadas
como sendo as varidveis de projeto e sdo projetados no espago do elemento para determinar
as fragdes de volume do elemento. A projecao € realizada por meio da utilizagdo de fungdes
independentes da malha, baseadas na escala de comprimento minimo. Dois esquemas de projecao
foram testados, um esquema linear e o outro ndo-linear que utiliza a funcdo degrau de Heaviside.
O objetivo do problema de otimizagdo topoldgica € a minimizacdo da flexibilidade. A solucdo
do problema € obtida para atender a restri¢ao de perimetro definida inicialmente, sem adi¢cdo de
funcdes de penalidade ou filtros de sensibilidade. Como resultado, a estrutura obtida ndo contém
padrdes de checkerboard ou dependéncia de malha.

Em outro exemplo de controle de checkerboard, Bruggi (2008) utilizou elementos
finitos mistos. Em elementos mistos, tensdes e deslocamentos sdo variaveis independentes na
formulagdo de elementos finitos. O objetivo do estudo era reduzir a flexibilidade (compliance)
estrutural usando otimizagdo topoldgica. O problema de otimizagado estava sujeito a restricdo de
volume do material solido. Duas formula¢des descendentes do principio variacional de Hellinger-
Reissner foram empregadas. Com a aplicacdo da primeira formulacdo, foram encontrados padroes
de checkerboard. Isso foi posteriormente corrigido ao utilizar densidades nodais (definidas nos
nds) ao invés de densidades elementares (definidas como constantes em cada elemento). A
segunda formulag@o apresentou padrdes livres de checkerboard. Segundo o autor, a principal
desvantagem da discretizacdo mista € o custo computacional. Para contornar isso, ele sugere
utilizar abordagens baseadas na discretizag¢do de densidades nodais, ao invés de utilizar aquelas

baseadas em elementos.

2.3.1 Controle de checkerboard na otimizacao de CR

No caso especifico de controle de checkerboard em camadas restritas, as principais
técnicas que tém sido utilizadas sdo os filtros de densidade e de sensibilidade. Os trabalhos que
empregaram tais filtros sdo apresentados na sequéncia. No estudo de Zheng et al. (2013), o filtro
de Sigmund e Petersson (1998) foi aplicado ao problema de otimizagdo topoldgica de CRs em
placas. A fungao objetivo era a combinacgdo de varios fatores de perda modal, determinados
pelo método de energia de deformacdo modal de elementos finitos. Fang ¢ Zheng (2015b)
usaram o mesmo filtro que o trabalho anterior na otimizacdo topolégica de CR para minimizar a
resposta ressonante de placas. Além disso, os autores desenvolveram um método de analise de
sensibilidade aprimorado. Este método considera a derivada da razdo de amortecimento modal.

No estudo de Zheng et al. (2016), a filtragem de sensibilidade foi utilizada. Os autores
realizaram a otimizacdo topolédgica de CR para controle da radiacdo sonora em ressonancias de
baixa frequéncia. As estruturas de andlise eram placas finas. As sensibilidades foram determina-

das como as derivadas da fungdo objetivo em relagdo as densidades relativas dos elementos as
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quais eram as varidveis de projeto do problema.

Além da otimizagdo topoldgica de CRs, Liu ef al. (2018b) realizaram a analise do
comportamento da tensdo equivalente de von Mises. Esse dltimo foi analisado em relagdo a adi¢ao
de CR a estrutura. As estruturas investigadas foram painéis metalicos e compdsitos. A funcido
objetivo foi a maximizacdo do primeiro fator de perda modal. Para controlar o checkerboard, o
filtro de sensibilidade de Bendsoe e Sigmund (2004) foi utilizado.

Em Zhang et al. (2018) um processo de otimizacdo hierdrquico foi desenvolvido para
minimizar a poténcia de radiacdo sonora em placas. O processo compreende duas etapas. Na
primeira, o método ESO foi utilizado para determinar a distribuicdo 6tima das CRs. Na segunda
etapa, o algoritmo genético (AG) foi usado para determinar as espessuras das camadas de MVE
e restritora. As posi¢des determinadas pelo ESO sdo tomadas como posicao inicial para que
as espessuras sejam determinadas pelo AG. Para evitar o padrao de checkerboard, o filtro de
sensibilidade de Huang e Xie (2007) foi utilizado.

Zhang et al. (2021) realizaram a otimizagao topoldgica de CRs para supressao de
vibracdes de painéis de aeronaves. A fra¢do de volume de recobrimento por CR foi tomada como
uma restri¢ao. O método de otimizagao utilizado foi o ESO e a funcdo objetivo foi o fator de
perda modal. Para resolver os problemas de dependéncia de malha e de padrdo de checkerboard
os autores utilizaram o filtro de sensibilidade proposto por Sigmund (1997). Por sua vez, Chen et
al. (2021b), apresenta uma versdao modificada do filtro de Sigmund (1997). Nesse trabalho, foi
realizada a otimizacdo de CRs para supressao de vibragdes em placas. A fungdo objetivo estudada
foi a maximizacao dos fatores de perda modal compreendidos em uma faixa de frequéncia de
estudo.

No trabalho de Zhu et al. (2023) o BESO ¢ utilizado no projeto de otimizacao topoldgica
de CR aplicadas ao controle de vibragdes de estruturas com paredes finas. O fator de perda modal
¢ tomado como a fung@o objetivo para o problema de otimizagio, ¢ o controle de checkerboard
foi realizado pela utilizagdo de um filtro de sensibilidade desenvolvido por Sigmund ¢ Petersson
(1998).

No trabalho de Wu er al. (2024) os autores investigaram a otimizagao topologica de
estruturas tratadas com CR em diferentes condicdes de temperatura e frequéncia. Para evitar
padrdes de checkerboard, os autores utilizaram o filtro de sensibilidade desenvolvido por Sigmund
¢ Petersson (1998).

Os trabalhos apresentados nesta secdo se referem as técnicas de checkerboard utilizadas
na otimizagdo topologica de camadas restritas. Como pode ser observado, a maioria dos trabalhos

utilizam de filtros de sensibilidade ou de densidade para controle de checkerboard em CR.

2.3.2  Controle de checkerboard via restri¢do de perimetro

As técnicas de otimizacao topoldgica se resumem em identificar regides de material
solido e vazios dentro de um dominio de projeto, de forma a obter uma estrutura 6tima para deter-

minado critério e quantidade de material. No entanto, este problema de otimizacdo (contém/ndo
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contém material) ¢ um problema de programagao inteira (0 e 1) que € dificil de ser resolvido e €
dito mal posto (SIGMUND; PETERSSON, 1998; FERNANDES et al., 1999). Uma das formas
de superar essa dificuldade € relaxando o problema pela introducdo de uma varidvel de projeto
definida para uma fragdo de volume de material que varia entre O ¢ 1, normalmente relacionada a
uma varidvel densidade artificial p. No entanto, isso pode desenvolver regides de material poroso,
regides de checkerboard ¢ de dependéncia de malha.

Outra maneira de resolver o problema de programagao inteira mal posto ¢ por meio
da utiliza¢do de uma restri¢ao de perimetro. O perimetro de uma estrutura pode ser definido,
simplesmente, como o comprimento total do arco da fronteira da regido solida. A utilizagdo da
restricao de perimetro em problemas de otimizacao topoldgica foi inicialmente discutida por
Ambrosio ¢ Buttazzo (1993) ¢ implementada por Haber et al. (1996), com o intuito de realizar
o controle de checkerboard em estruturas bidimensionais, € posteriormente, em estruturas
tridimensionais por Fernandes ef al. (1999) e Beckers (1999). Além do controle de checkerboard,
os autores Sigmund ¢ Petersson (1998) afirmam que ao utilizar uma restricdo de perimetro, o
fendmeno de dependéncia de malha também pode ser evitado.

A definicdo matematica para a medida do perimetro pode ser realizada considerando o
conceito de variacdo total de uma fungdo continua por partes p (HABER et al., 1996; SIGMUND;
PETERSSON, 1998), dada por

TV(p) = f IVpldQ + f (o). 2.1)
Q r

O termo T'V(p) significa a variagdo total da fungado p, Vp € o gradiente da funcio, (o) € o salto da
funcdo e I' € a regido limite de descontinuidade. A regido limite de descontinuidade € o limite de
cada elemento finito, do modelo numérico utilizado. Caso, o problema de otimizacdo topoldgica
receba variaveis de projeto compostas por valores discretos de 0 ou 1, a parcela referente ao
gradiente da funcao p se torna nula para todo o dominio. Nesse sentido, a equacdo (2.1) pode
ser expressa apenas em funcdo do termo dependente dos saltos da funcdo densidade, conforme
(SIGMUND; PETERSSON, 1998)

TV() = f (p)ldT, 2.2)
T

e assim, a medida do perimetro pode ser definida como (SIGMUND; PETERSSON, 1998)

I

plp)= D1, ( Vo) + 6% - s). (2.3)

i=1

O termo {p); ¢ o salto da densidade do material através da interface i de comprimento /; do

elemento /. O parametro € ¢ um nimero pequeno e positivo que garante a diferenciabilidade
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da equacao do perimetro. Esta expressao representa a variacao total da densidade constante,
elemento a elemento, quando € = 0.

A restrigdo de perimetro tem sido utilizada em vérios trabalhos, com diversas técnicas
de otimizacdo, como por exemplo conjunto de niveis (YAMASAKI et al., 2010; XIA et al.,
2015), SIMP (ZHANG; DUYSINX, 2003; QIU et al., 2009; PARK et al., 2018), BESO (YANG
et al., 2002; HAN et al., 2021), MMA (CHRISTIANSEN et al., 2015; LI et al., 2020) e AG
(BALAMURUGAN et al., 2006). Nestes trabalhos, ha aplicacdes na otimizagdo topoldgica de
tecidos 0sseos (PARK et al., 2018), vigas bidimensionais (HAN et al., 2021) e tridimensionais,
(CHRISTIANSEN et al., 2015) e em células unitarias (QIU et al., 2009).

Por meio dos resultados obtidos nos trabalhos citados anteriormente, foi demonstrado
que a inclusdo de uma restri¢ao do perimetro ao problema de otimizagao topoldgica pode ser be-
néfico. Os resultados apresentam que o controle de perimetro pode gerar solugdes independentes
de malha e também livres de checkerboard (PETERSSON, 1999; SHUKLA et al., 2013). Além
disso, o controle perimetral se mostrou eficiente em controlar o tamanho € o nlimero de vazios,
possibilitando controlar a complexidade das estruturas otimizadas e permitindo a fabricagao
das mesmas. Nesse sentido, a utilizagdo do controle perimetral pode ser aplicado na otimizagdo
topolégica de CR e pode ser uma ferramenta valiosa no controle de checkerboard.

2.4 PRINCIPAIS CONTRIBUICOES DO TRABALHO

A partir da revisdo bibliografica realizada, € possivel perceber que a utilizacdo de CR
no controle passivo de estruturas flexiveis como placas e cascas ¢ um assunto atual e de grande
relevancia. Além disso, quando devidamente projetadas, as CRs podem realizar o controle de
vibragdes e ruido em amplas faixas de frequéncia. Também, € possivel obter um controle eficaz
até mesmo para quantidades reduzidas de massa de CR adicionada a estrutura.

Outro ponto observado ¢ que a maioria dos trabalhos que realizam o controle de
vibragdes em placas utilizando CR nio realizam o controle de checkerboard. E quando ha
controle de checkerboard, as técnicas utilizadas sdo baseadas em filtros de sensibilidade ou
densidades, para os quais, normalmente, calculos de derivadas sdo requeridos.

Pela extensa busca realizada, até o presente momento a adicdo da restricdo de perimetro
ao problema de otimizagao topoldgica de CRs visando o controle de checkerboard ainda ndo fora
estudado. Sendo assim, este trabalho visa preencher esta lacuna e utilizar a restricdo de perimetro
para impedir a geragao checkerboard na otimizagdo de CRs. Nesse sentido, este trabalho visa
determinar a distribuicdo 6tima de CR utilizando a técnica de otimizacdo topoldgica, baseada em
AG, para controle passivo 6timo de vibragdes em placas semiespessas. O objetivo deste trabalho

¢ apresentar uma metodologia que possibilite controlar o checkerboard.
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3 REVISAO CONCEITUAL

Neste capitulo, sdo apresentados alguns modelos classicos de MVE, com ¢énfase ao
modelo de Zener baseado em calculo fracionario. Posteriormente, sdo mostradas as teorias de
flexfio de placas semiespessas!, com base na teoria cisalhante de primeira ordem (TCPO) e na
teoria de placas laminadas que utiliza uma teoria de camadas discretas. Também, ¢ exposta a
formulacdo do problema de elementos finitos para placas semiespessas e placas laminadas. Por
fim, ¢ discutia a formulacdo de vibragdes em placas para obtencio da resposta numérica da FRF
do sistema composto.

3.1 PLATAFORMAS DE PETROLEO OFFSHORE

As plataformas de petréleo offshore sdao largamente utilizadas para explorar, perfurar,
produzir, armazenar ¢ transportar petréleo e¢/ou gas advindos de diferentes profundidades oceani-
cas. Varios tipos de plataformas offshore existem, como plataformas auto-elevatdrias, plataformas
de gravidade, plataformas fixas ("jacket”), plataformas de pernas de tensao (TLPs), platafor-
mas de pernas articuladas, plataformas de torre estaiada, plataformas de longarina, sistemas de
producdo flutuantes ¢ estruturas flutuantes muito grandes (ZHANG et al., 2017).

As estruturas de plataformas de petréleo offshore estdo constantemente sob a acio de
forgas dinamicas devido a agdo da natureza por toda sua vida ttil. Como exemplos de cargas
dindmicas naturais podem ser citados o vento, as ondas maritimas, as correntes de agua, o
gelo e terremotos (KANDASAMY er al., 2016). Essas cargas dinamicas geram vibragdes nas
plataformas que podem resultar na redugdo da produtividade da plataforma, colocar em risco a
segurancga dos operadores, afetar a capacidade de manutengdo ¢ a operacionalidade da estrutura,
além de causar falhas, como falhas nas instalacoes ¢ falha por fadiga.

Virios componentes das plataformas sdo compostos por estruturas que se assemelham
a estruturas do tipo placa ou casca. Desta forma, podem estar sujeitos a ruido e vibracdes, devido
as caracteristicas dessas estruturas. Para contornar estes problemas, o controle passivo vem sendo
largamente implementado com sucesso nas plataformas offshore nas ultimas décadas. Isso se
da, principalmente, devido a sua facilidade e ao menor custo de implementacao, eficacia na
mitigacao de vibragdes e por manter a estabilidade e confiabilidade das plataformas offshore
(ZHANG et al., 2017).

1

Segundo Reddy (2007), placas finas sdo aquelas que apresentam uma proporcio de espessura por comprimento

1
de 1 > 3 e placas espessas de 7 > 20" Assim, placas semiespessas sdo aquelas que apresentam uma proporcao
1

. 1 h
de espessura por comprimento entre esses valores, ou seja, 0 < 7 < 0
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3.2 MATERIAIS VISCOELASTICOS

Os MVEs tém sido utilizados em varias areas, como a espacial, a automobilistica, a
estrutural, a civil e a militar. Isso se da, em razdo de sua 6tima capacidade de dissipacdo de
energia, permitindo que sejam aplicados no controle e na redu¢do de vibragdes. Para isso, esses
materiais, podem ser empregues na construcdo de diversos dispositivos. Como exemplos destes
dispositivo sao citados os neutralizadores dindmicos, os isoladores ¢ as camadas irrestritas e
restritas.

As propriedades dos MVEs lineares, podem ser consideradas como uma mistura das
propriedades de materiais eldsticos e materiais viscosos (YANG, 2018). Além disso, os MVEs
sdo capazes de armazenar e dissipar energia mecanica, simultancamente (YUN; YOUN, 2017).
As capacidades de dissipacao e de armazenamento de energia dos MVEs estao associadas a
dois principais parametros, o fator de perda (17) ¢ o médulo de elasticidade (E), ou ainda, pelo o
maédulo de cisalhamento (G) (HAMBRIC er al., 2016).

O comportamento mecanico, incluindo a capacidade de amortecimento dos MVEs, sdo
fortemente dependentes da temperatura e da frequéncia de operagao. O comportamento do MVE
relacionado a variacao da temperatura pode ser observado na FIGURA 6. Nesta figura, estao
apresentados o modulo de elasticidade/cisalhamento (E ou G) e o fator de perda variando com
a temperatura e considerando uma frequéncia fixa. O médulo de elasticidade/cisalhamento €
uma funcdo complexa. Além disso, nesta figura existem trés regides bastante caracteristicas: a
vitrea, a de transicdo e a de borracha. Na regido de baixa temperatura, definida como regido
vitrea, 0o MVE tem comportamento semelhante ao vidro, muito rigido. Nesta regido o médulo de
elasticidade (ou de cisalhamento) do MVE normalmente € superior ao valor em outras regides da
curva. Com o aumento da temperatura, o modulo de elasticidade ¢ reduzido fazendo com que o
material perca sua rigidez. Ao passo que isso ocorre, o fator de perda aumenta significativamente
com o aumento da temperatura. Essa regido ¢ denominada como regido de regido de transi¢ao.
Ao chegar no valor mais baixo do médulo de elasticidade, o MVE atinge a regido de borracha.
Nesta regido, o MVE tem comportamento semelhante ao da borracha, muito macio, com fator de
perda muito baixo e que varia lentamente com a temperatura (BAZ, 2019).

Mantendo a temperatura constante ¢ variando a frequéncia, o comportamento do MVE
pode ser observado na FIGURA 7. Percebe-se que o MVE enrijece conforme ha um aumento
na frequéncia. No entanto, maiores valores do fator de perda ocorrem na regido de frequéncia
média. Em baixas frequéncias, o MVE apresenta comportamento vitreo. As FIGURAS 6 ¢ 7,
mostram que o comportamento do MVE em altas frequéncias € o inverso do comportamento
em altas temperaturas. Essa caracteristica fornece a base para o "principio de superposicao da
temperatura-frequéncia”, que ¢ utilizado para definir as propriedades dos MVEs (BAZ, 2019).

Dois tipos de ensaios que possibilitam a caracterizagdo do comportamento mecanico
dos MVEs sdo os testes de fluéncia (FIGURA 8) e de relaxacdo (FIGURA 9), cujas curvas sdo
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FIGURA 6 — EFEITO DA TEMPERATURA NO MODULO DE ARMAZENAMENTO (G OU E) E NO
FATOR DE PERDA DO MVE (7) PARA FREQUENCIA CONSTANTE

Regido Vitrea  Transicio Borracha

G(Q).
E(Q)

n | Temperatura

Temperatura

FONTE: A autora (2024).

apresentadas para polimeros termofixos? e termoplésticos®.

Nos testes de fluéncia (do inglés "creep"), FIGURA 8, geralmente, uma tensdo de tragao
ou de cisalhamento uniaxial constante (o) € aplicada em um elemento de material. Com isso,
observa-se o comportamento da deformagao ao longo do tempo (&(1)).

Como boa parte dos MVEs apresentam comportamento linear sob pequenas tensdes
(FINDLEY; DAVIS, 2013), a relacdo entre tensdo ¢ deformagdo também sera linear. E, no caso
de um teste de fluéncia, esta relagdo ¢ dada por (GUTIERREZ-LLEMINI, 2014)

e(t) = ooJ(1), 3.1)

onde a fungdo J(¢) ¢ denominada por mdodulo de fluéncia, ou seja, € a deformacio a fluéncia por
unidade de tensdo aplicada ¢ ¢ uma propriedade dependente do material. Tomando um elemento
de volume material e aplicando um histérico de tensdes o(¢), pode-se aplicar o principio da

superposi¢iio de Boltzmann®, o qual afirma que a soma das saidas de deformagdes resultantes

2 Os polimeros termofixos, também denominados termoendureciveis, possuem ligagcdes primdrias e secunddrias

entre suas cadeias moleculares. Como o nome jd sugere, esses materiais nao podem ser fundidos, ou s¢ja, sua
rigidez ndo se altera com a temperatura.

Os polimeros termoplésticos tem apenas ligacdes secunddrias entre as cadeias moleculares. Além disso, essa
classe de materiais pode ser fundida e moldada, ou seja, esses materiais amolecem quando aquecidos e endurecem
quando sao resfriados. Quanto a sua cristalinidade, esses materiais podem ser amorfos ou cristalinos

*  Ludwig Boltzmann (1844-1906), fisico austriaco, conhecido por seu trabalho na termodinimica estatistica.
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FIGURA 7 — EFEITO DA FREQUENCIA NO MODULO DE ARMAZENAMENTO (G OU E) E NO
FATOR DE PERDA DO MVE (17) PARA TEMPERATURA CONSTANTE

Regido Borracha  Tramsi¢io  Vitrea
G(%),
E(Q)
n Frequéncia

Frequéncia

FONTE: A autora (2024).

para cada entrada de tensdo € igual a deformagdo resultante e pode ser escrita como (FINDLEY;

DAVIS, 2013)

&(r) = f Ji— 02794 3.2)
0 (97'

FIGURA 8 — CURVA CARACTERISTICA EM UM TESTE DE FLUENCIA: (A) TENSAO DE EN-
TRADA, (B) DEFORMACAO DE SAIDA
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FONTE: A autora (2024).
Ja em um ensaio de relaxagdo, FIGURA 9, aplica-se uma deformacao constante ao

material, (gg) e se faz a leitura da tensio (o (r)), resultando em
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o (1) = &oR(1), (3.3)

onde R(¢) ¢ a fungdo mddulo de relaxagao, representando a tensdo por unidade de deformacao
aplicada. Utilizando o principio de superposicdo Boltzmann e considerando o histérico de

deformagdo aplicada &(¢), a equacao da tensdao pode ser reescrita como (FINDLEY; DAVIS,
2013)

o) = f o P 3.4)
0 (97'

FIGURA 9 — CURVA CARACTERISTICA EM UM TESTE DE RELAXACAO: (A) DEFORMACAO
DE ENTRADA, (B) TENSAO DE SAIDA
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FONTE: A autora (2024).

3.2.1 Modelos constitutivos classicos de MVEs

As propriedades mecanicas dos MVEs devem ser representadas por modelos que
constituem ambos 0s comportamentos, elastico e viscoso. Para isso, entre outros, podem ser
utilizados modelos mecanicos constituidos de elementos de mola (elementos de Hooke) e de
amortecimento (elemento dissipativo, ou ainda, elemento de Newton). Contudo, o arranjo de
molas e amortecedores pode ser realizado de intimeras formas para representar a resposta do
MVE. Dentre as possibilidade, os dois modelos que inicialmente foram desenvolvidos sdo
Maxwell’ ¢ Kelvin®-Voigt’. O modelo mecanico de Maxwell (FIGURA 10 (a)), combina um
elemento de mola linear e um elemento de amortecimento viscoso, conectados em série. Por
outro lado, no modelo mecanico de Kelvin-Voigt (FIGURA 10 (b)), hd um elemento de mola
linear ¢ um elemento de amortecimento viscoso combinados em paralelo.

As equagdes constitutivas para o modelo de Maxwell e Kelvin-Voigt, sdo apresentadas,

respectivamente, pelas equacoes (3.5) e (3.6) (MAINARDI, 2022),

5> James Clerk Maxwell (1831-1879), de nacionalidade escocesa, fisico e matematico, desenvolveu um dos
primeiros modelos para representar o comportamento do MVE. Se destacou devido ao desenvolvimento da
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FIGURA 10 — ARRANJOS DE MOLA E AMORTECEDOR PARA MODELOS DE: (A) MAXWELL E
(B) KELVIN-VOIGT

E
E 0
o — A\ H G Gl ,\IA_/I_V\ .o
Ll
I
(a) (b)
FONTE: A autora (2024).
do(t)  de(t)
o) + 1, o TH (3.5)
© d
o (1) = Es(1) + u‘;—(;). (3.6)

Os termos 7., p ¢ E sdo, respectivamente, o tempo de relaxagdo, o coeficiente de viscosidade do
elemento viscoso ¢ o médulo de elasticidade do elemento de mola. Os termos o (¢) € £(¢) sdo as
fungdes de tensdo e deformagdo, dependentes do tempo ¢ (KATSOURINIS; KONTOU, 2019).

Esses modelos, isoladamente, nao sdo suficientes para representar adequadamente
o comportamento realistico da maioria dos MVEs. Por exemplo, o0 modelo de Maxwell ndo
apresenta a taxa de deformacao decrescente sob tensdao constante, que ¢ uma caracteristica da
fluéncia primaria (FINDLEY; DAVIS, 2013). A mesma afirmagdo pode ser feita em relagdo ao
modelo de Kelvin-Voigt, visto que esse modelo ndo tem nenhuma resposta eldstica instantanea
durante o teste de fluéncia (BRINSON et al., 2008). Além disso, o modelo de Kelvin-Voigt ndo
¢ capaz de exibir deformagao independente do tempo no carregamento (ou descarregamento),
e também nao descreve deformacdo permanente apos o descarregamento (FINDLEY; DAVIS,
2013).

Outro modelo bastante utilizado para representar o comportamento viscoelastico € o
modelo de Zener. Este modelo é um pouco mais elaborado que os outros dois ja apresentados.
Ele possui um elemento de mola a mais, adicionado paralelamente ao modelo de Maxwell ou em
série ao modelo Kelvin-Voigt, conforme ¢ apresentado na FIGURA 11.

No modelo de Zener, devido a combinacido de mais um elemento de mola aos de modelos
Maxwell e de Kelvin-Voigt, adicionou-se uma constante positiva devido ao médulo de fluéncia e
também uma constante devido ao médulo de relaxacdo (MAINARDI, 2022). Genericamente, a

equagdo constitutiva para o modelo de Zener ¢ dada por

forma final da teoria moderna de eletromagnetismo.
®  Lord Kelvin (Sir William Thomson (1824-1907)) ffsico, escocés, teve contribuigdes importantes na eletricidade
e termodindmica. Conhecido por desenvolver a escala Kelvin de temperatura absoluta.
Woldemar Voigt (1850-1919), fisico alemao contribuiu, principalmente, com a teoria de cristais ¢ introduziu
pela primeira vez a definicio de tensor.
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FIGURA 11 — ARRANJOS DE MOLA E AMORTECEDOR MODELO DE: (A) ZENER E (B) ZENER
EQUIVALENTE

E vE
X

n

(@) (b)
FONTE: A autora (2024).
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Percebe-se que ambos os modelos, Maxwell, Kelvin-Voigt e Zener, sio modelos com-
postos por elementos de mola e amortecedor viscoso, ¢ o que os diferencia um dos outros ¢ o
arranjo ¢ a quantidade destes elementos. Assim, pode-se afirmar que ambos respeitam a mesma

equagdo constitutiva, dada por

n i

d
1+Zbi%]O'(t):

i=1

dt

a+ ) a,ﬂl &), (3.8)

J=1

onde as constantes agp, a; (j = 1,...,m), e b; (i = 1,...,n) s@o parametros associados ao modelo
reolégico adotado, o(¢) é a fungdo de tensdo, £(¢) € a funcio de deformacao e d_tll ¢ o operador
diferencial de ordem inteira. Portanto, m e n assumem valores inteiros, em que m = noum = n+1.
A diferenca de um modelo para outro, estd na quantidade de termos dentro do somatério. Isto
dependera da quantidade de elementos de mola e amortecedores viscosos utilizados para construir
o modelo mecanico. A equagdo (3.8), ¢ denominada de equagdo constitutiva do MVE baseada

em derivadas inteiras.

3.2.2 Modelos constitutivos de MVEs baseados em derivadas fracionarias

Os modelos constitutivos de MVEs baseados em derivadas inteiras necessitam de um
elevado nimero de termos no somatorio para obter uma descri¢do razodvel do comportamento
real do material (ESPfNDOLA et al., 2005). Uma alternativa para reduzir esse nimero de termos
¢ pela utilizagdo dos conceitos de calculo fracionario. Com estes modelos matematicos, as ordens
de diferenciag@o e integracdo assumem valores ndo inteiros € ndo necessariamente fracionarios.

A equagdo constitutiva para MVEs definida a partir de derivadas fraciondrias permite
representar com relativa fidelidade o comportamento de materiais reoldgicos com apenas quatro

ou cinco pardmetros (ESPINDOLA et al., 2005). As equagdes de ordem inteira e de ordem
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fracionarias podem parecer muito semelhantes, porém, na pratica, geram resultados extrema-
mente diferentes. As teorias do comportamento molecular de MVEs estdo intimamente ligadas a
formulacgdo de derivadas e integrais fracionérias (BAGLEY; TORVIK, 1983; ESPINDOLA et al.,
2008). Além disso, modelos baseados em derivadas de ordem fracionaria podem permitir um
melhor ajuste da curva caracteristica dos MVEs por meio da alteragdo da ordem de diferenciacio
das derivadas (PRITZ, 1996). Tais fatos, refletem na capacidade dos modelos de ordem fracio-
naria representarem tao precisamente o comportamento dos MVEs, mesmo utilizando poucos
pardmetros (ESPINDOLA et al., 2008).

Um dos cientistas que propds a equacdo constitutiva dos MVEs para derivadas fra-
ciondrias foi Scott-Blair®. A utilizacdo da equaciio constitutiva com derivadas fraciondrias na
viscoelasticidade linear leva a uma generalizacdo dos modelos mecanicos cldssicos, nos quais
o elemento de amortecimento (elemento de Newton) ¢ substituido por um elemento mais ge-
ral, denominado de elemento de Scott-Blair, com ordem de diferenciacao B, onde 8 € (0,1)
(MAINARDI, 2022).

E possivel obter as equagdes constitutivas de ordem fraciondria para os modelos cldssi-
cos da viscoelasticidade utilizando a composi¢do de elementos de Hooke (elemento de mola) e
elementos dissipativos de Scott-Blair. Para isso, substitui-se a derivada de ordem unitaria dos
modelos cléssicos, pela derivada de ordem S (MAINARDI, 2022). Para os modelos cldssicos, a

forma generalizada da equagdo constitutiva de ordem fraciondria ¢ dada por

n 4’
1 +Zlblﬁlo-(t) =

m dﬁi
ao + Z; ai%] (t), (3.9)

compB;=i+p-1.
O modelo de Zener, necessita de apenas quatro parametros para descrever o comporta-
mento dinamico de MVEs em amplas faixas de frequéncia (PRITZ, 1996). Utilizandom =n =1,

a equacdo (3.9) pode ser reescrita, para o modelo de Zener, como

a4
A

a4

1+ bl i

dg + ay

]O‘(l) =

]g(t), (3.10)

onde os quatro parametros caracteristicos do material ay, a;, by € 8, precisam ser determinados ex-
perimentalmente para o MVE dado. Desta forma, a partir do modelo de Zener, o comportamento

dindmico dos MVEs pode ser determinado.

3.2.3 Comportamento dinadmico dos MVEs

A partir de agora, as equagdes ¢ propriedades referentes aos MVEs sdo obtidas para o

modelo de Zener fraciondrio, modelo o qual € utilizado ao longo deste trabalho. Nesse sentido,

8 George William Scott Blair (1902-1987), quimico de origem britanica, ficou conhecido devido suas contribuicdes

na reologia.
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como tem-se o interesse no comportamento dindmico da estrutura no dominio da frequéncia, ¢
aplicada a transformada de Fourier a equacdo (3.10) e feita uma renomeacao de varidavel 8 = S,

resultando em

o (Q) + b1(iIQPT(Q) = ape(Q) + a1 (QPe(Q), (3.11)

onde Q ¢ a frequéncia e ¢é dada em rad/s, e i = V-1. Definindo a relagdo entre tensao e
deformagao, tem-se o médulo de elasticidade complexo do material (PRITZ, 1996)

O'(.Q.) _ + Cll(iQ)ﬁ
Q) 1+b(iQP°

EQ) = (3.12)

Renomeando algumas varidveis onde ay = Ey ¢ o0 médulo de elasticidade dinamico quando a
frequéncia tende a zero, a; = E.by, sendo que E,, ¢ o médulo dindmico quando a frequéncia
tende ao infinito e by = (boarr(T))? ¢ a constante do tempo de relaxacdo do material. A constante
by € determinada para a temperatura de referéncia Ty e a7 (7T) é conhecido como fator de
deslocamento (FERRY, 1980). Adotando essas novas defini¢des a equacdo (3.12) pode ser
reescrita conforme

Eo + Eob1(iQY

EQ) = 1+ 0,GOF (3.13)

onde os termos Ey, E, by € 8 sd0 0s quatro parametros caracteristicos de cada material ¢ devem
ser obtidos experimentalmente. O médulo de cisalhamento complexo também pode ser definido,
conforme (ESPINDOLA et al., 2005)

Gy + Goobl(l.Q.)ﬁ

Gl = 1+ b,GQF

(3.14)

onde Gy € G sdo 0os mddulos de cisalhamento dindmicos determinados quando as frequéncias
que tendem a zero e ao infinito, respetivamente.
Os maédulos de elasticidade e de cisalhamento do MVE sdo funcdes complexas. Portanto,

ambos podem ser divididos em suas parcelas real e imagindria, na forma (FERRY, 1980)

Ec(Q) = Er(Q) + iE(QQ) (3.15)

Gc(QQ) = Gr(Q) +iG(Q). (3.16)

Nesse caso, Ex(2) e E(€) sdo, respectivamente, as parcelas real e imaginaria do médulo de
elasticidade complexo, Ec(€2). Gg(€2) e G(£2) sdo as parcelas real e imaginaria do médulo de

cisalhamento complexo, G¢(£2). As parcelas reais dos modulos de cisalhamento (Gg(€2)) e de
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elasticidade (Ex(£2)) sdo denominadas de mddulo de armazenamento, as quais estdo associadas a
capacidade do material de armazenar energia. As parcelas imaginarias (G;(€2)) e (E(€2)) sao
denominadas de modulo de perda, e estdo associadas a sua capacidade dissipar energia.

Outra maneira de representar os modulos de elasticidade e cisalhamento complexos ¢
dada pelas equagdes (FERRY, 1980)

Ec(Q) = Ex(Q)(1 + () (3.17)

Gc(Q) = GrQ)(1 + nc(L2), (3.18)

sendo que ng(€2) e ns(€2) sdo os fatores de perda do material, dados pela relacio entre os médulos

de perda e armazenamento e sdo dados por

E/(Q)
— 3.19
TE = () (3.19)
¢ G(Q)
I
— , 2
16 = G Q) (3.20)

3.2.4 Influéncia da temperatura em MVEs

Os mddulos de elasticidade, de cisalhamento e varias outras propriedades dos MVEs sdo
dependentes do tempo e da temperatura, como por exemplo o mddulo de relaxacio, o médulo de
fluéncia, as resisténcias a fratura e a tragdo. Devido a isso, para se caracterizar uma propriedade
dependente do tempo e temperatura, seria necessario que fossem realizados varios testes com
MVEs e em diferentes temperaturas constantes. O mesmo deveria ser feito para propriedades
dependentes da temperatura ¢ frequéncia. Contudo, esse tipo de caracterizagdo das propriedades
viscoeldsticas ¢ demorada, cara e, frequentemente, impraticavel.

Nesse sentido, para determinada propriedade do MVE, o comportamento desse material
¢ analisado em pequenos intervalos de tempo. E para cada intervalo de tempo as curvas geradas
nos testes sdo armazenadas. Como por exemplo, na FIGURA 12 (a), na qual contém quatro
curvas da mesma propriedade genérica, P. As trés curvas menores sdo obtidas para menores
intervalos de tempo de observagdo da propriedade e correspondem as temperaturas 771, 75 e 7.
A quarta curva ¢ obtida em um intervalo de tempo maior 7y (GUTIERREZ-LLEMINI, 2014).

Na FIGURA 12 (b), realiza-se o deslocamento das curvas das temperaturas 7 ¢ T sobre
a curva da temperatura 7. Observa-se, que mudando criteriosamente os dados coletados nos
testes para diferentes temperaturas e para curtos intervalos de tempo, € possivel obter a fungdo
da propriedade do material em um das temperaturas de teste, que seria valida para um maior
intervalo de tempo. Esse procedimento ¢ denominado de superposicao de tempo-temperatura
(GUTIERREZ-LEMINI, 2014).
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FIGURA 12 — (A)PROPRIEDADES VISCOELASTICAS MEDIDAS EM CURTOS INTERVALOS DE
TEMPO EM DIFERENTES TEMPERATURAS. (B) PROCEDIMENTO DE DESLOCA-
MENTO DA TEMPERATURA

P

logt logt
(a) (b)

FONTE: A autora (2024).

Como se percebe, ocorrem deslocamentos nas curvas da propriedade devido as mu-
dangas de temperatura. Para modelar esse comportamento do deslocamento da temperatura e
evitar que sejam realizados muitos testes, pode se utilizar alguns dos modelos mateméticos
propostos na literatura. Uma das possibilidades para descrever o comportamento de translacdo da
temperatura-frequéncia, e talvez a mais utilizada, é¢ o modelo de WLF (Williams—Landel-Ferry),
dado por (GUTIERREZ-LEMINI, 2014)

—6,(T - Ty)

GrT-T,) (3.21)

log,, ar(T) =

onde 6, e 6, sdo constantes do material obtidas experimentalmente, 7y ¢ a temperatura de
referéncia, T € a temperatura de trabalho do MVE e a7 (T) é uma constante definida como
um fator de deslocamento que descreve a dependéncia dos tempos de relaxacdo em relacdo a
temperatura (HAMBRIC ez al., 2016). Considerando os efeitos de temperatura e frequéncia a

equac¢ao do médulo de elasticidade complexo, equacio (3.13) pode ser reescrita como:

Ey + Ewgo(iQr)
1 + ¢o(iQr)

EQT) = , (3.22)

onde ¢y = b@ e Qr = Qar(T), conhecida como frequéncia reduzida. Esta equacio, definida para
o Q) permite quantificar a relag@o entre os efeitos da frequéncia de excitagdo e da temperatura de
trabalho do MVE. Isso permite que as caracteristicas viscoeldsticas em diferentes temperaturas
possam ser relacionadas entre si por mudancas nos valores das frequéncias de excitacio (CUNHA-
FILHO et al., 2016). Como, a temperatura de trabalho do MVE ¢é mantida fixa e constante ao
longo desse trabalho, o termo referente a temperatura € omitido nas equagdes que se referem as

propriedades obtidas para esse material.
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3.3 TEORIA DE FLEXAO EM PLACAS

A denominacdo de placa ¢ dada a um elemento estrutural plano, que estd submetido a
carregamentos transversais que causam principalmente deformacdes por flexdo (VENTSEL et al.,
2002). A espessura da placa pode ser considerada muito pequena quando comparada com as ou-
tras dimensdes, na maioria dos casos, na ordem de grandeza de um décimo das demais dimensdes
(REDDY, 2007). Ao fazer esta consideragdo, muitas vezes as placas ndo precisam ser dimensio-
nadas com equacdes tridimensionais da teoria da elasticidade. Assim, carregamentos transversais
como deformagdes, deslocamentos e tensdes podem ser determinadas por andlise bidimensional,
levando a uma grande simplificacdo no problemas de placas (BLAAUWENDRAAD, 2012).

Estruturas contendo placas planas sdo utilizadas em varios ramos estruturais, nas areas
da mecanica, acrospacial, naval, petrolifera, entre outras. Devido a sua grande importancia no
desenvolvimento industrial e tecnolégico, varias teorias surgiram para estudo do comportamento
de placas e laminados.Segundo Liew ef al. (2019), o comportamento em deformacdo de placas e
cascas laminadas podem ser estudadas, frequentemente, por quatro teorias: teoria da elasticidade
tridimensional, teorias de camada tnica equivalentes (TCUE), teorias zigue-zagues (Z7) e teorias
de camadas ou teoria de camadas discretas (TCD).

A teoria baseada na elasticidade tridimensional trata a estrutura laminada como s6li-
dos 3D, sem qualquer consideragao a respeito da divisao em camadas. Sao teorias altamente
dispendiosas computacionalmente (LIEW et al., 2019).

Nas teorias zigue-zagues (Z7.), ¢ suposto que o campo de deslocamentos € uma superpo-
sicdo do campo de deslocamentos global de primeira ordem, segunda ordem ou ordem superiores.
Posteriormente, sao impostas condi¢des de deslocamentos e/ou continuidade de tensdes nas
interfaces das camadas. Uma vantagem destas teorias ¢ que o nimero de variaveis da equagao
cinematica ndo depende do nimero de camadas. Contudo, para uma anéalise precisa de tensdes
transversais ¢ necessdria a utilizagdo de equagdes constitutivas 3D (LIEW et al., 2019). Para
alguns autores, ndo ha distin¢do entre as teorias ZZs e TCDs.

Considerando as teorias de camadas discretas, ou teoria "layerwise" o campo de deslo-
camentos ¢ expandido em cada camada do laminado (REDDY, 1990), a qual pode ser modelada
independentemente das demais. As teorias multicamadas, permitem que os deslocamentos no
plano variem ao longo da espessura do laminado, ou seja, elas fornecem o comportamento de
"zigue-zague" dos deslocamentos ao longo da espessura das camadas (REDDY, 2003). Nas
teorias de camadas que se baseiam em deslocamentos, a continuidade do deslocamento nas
interfaces entre as camadas ¢ imposta por meio de fungdes de deslocamento ou da adigao de
equagdes de restricdo nas interfaces das camadas (GUO et al., 2014).

As teorias de camada tinica equivalente sdo aquelas nas quais um laminado heterogéneo
composto por varias camadas € tratado como sendo composto por uma tnica camada homogénea.
Também, ¢ considerado que seu comportamento constitutivo possa ser reduzido de um estado

tridimensional para um estado bidimensional. Ou seja, o material do laminado é representado
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como uma Unica camada equivalente com propriedades materiais equivalentes. Isso € possivel
devido as suposicoes realizadas sobre a cinematica das deformagdes ao longo da espessura do
laminado, na qual considera-se que o campo de deslocamentos (ou campo de tensdes) ¢ uma
combinacdo de fung¢des lineares da coordenada da espessura. Como exemplos de teorias de
camada dnica podem ser citadas: a teoria classica de placas (TCP), também denominada por
teoria de placas de Kirchhoff, a teoria cisalhante de primeira ordem (TCPO) e teorias cisalhantes
de ordem superiores (TCOS) (REDDY, 1990; REDDY, 2003; LIEW et al., 2019).

A teoria de camada Unica equivalente, apesar de apresentar baixo custo computacional
e ser bastante simples, apresenta bons resultados para laminados finos. J& para laminados
espessos, conforme aumenta a espessura do laminado, os resultados obtidos se tornam imprecisos.
Essa teoria, muitas vezes se torna incapaz de descrever com precisao as respostas de tensdo e
deformacdo nas proximidades de descontinuidades geométricas ou de material, ou em regides de
elevados carregamentos (REDDY, 2003).

Amplas revisdes da bibliografia relativas a utilizagdo das quatro teorias citadas, em
placas e cascas sdo apresentadas nos trabalhos de Kreja (2011), Khandan ef al. (2012), Caliri et
al. (2016), Abrate e Sciuva (2017), Kulkarni et al. (2018), Irfan e Siddiqui (2019) e Li (2021).

Neste trabalho, utiliza-se a teoria de placa e casca em camadas desenvolvida por Moreira
et al. (2006), em que cada camada ¢ modelada com base na teoria cisalhante de primeira ordem
(TCPO) seguindo as hipdteses de Reissner-Mindlin. A formulacao apresentada pela teoria €
adequada para modelagem dindmica de placas laminadas com nucleo macio, como € o caso de
placas laminadas com nicleo de MVE. A teoria definida pelos autores pode ser aplicada a placas
com #, numeros de camadas.

A teoria cisalhante de primeira ordem (TCPQO), também denominada como teoria
de placas moderadamente espessas (BHASKAR; VARADAN, 2021), ¢ uma extensdo da teoria
classica de placas (TCP) (ou teoria de Kirchhoff), na qual inclui-se uma hipdtese considerando a
deformacao transversal por cisalhamento. As equagdes governantes da placa desenvolvidas pela
teoria de Kirchhoff, sdo obtidas a partir das deflexdes transversais da placa w(x,y) e por meio das
seguintes hipoteses (SZILARD, 2004):

(1) O material da placa ¢ homogéneo, isotrépico, linear e elastico. Dessa forma, satisfaz a Lei

de Hooke generalizada;

(2) A tensdao normal na dire¢do transversal, o, normal ao plano médio, ¢ desprezivelmente
pequena quando comparada as tensdes normais nas diregdes que caracterizam o plano da

placa, oy € 0y,

(3) A placa ¢ inicialmente plana, com espessura, i pequena quando comparada as demais
dimensdes da placa. Ou seja, a menor dimensao lateral da placa ¢ pelo menos 10 vezes

superior ao valor da espessura;
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(4) As deflexdes transversais w(x,y) sdo pequenas quando comparadas a espessura da placa;
As deflexdes da placa obedecem a hipotese de pequenas deformagdes e deslocamentos,

com limite méximo de um décimo da espessura da placa;
(5) A deformacio sofrida pela superficie do plano médio ¢ pequena, podendo ser desprezada;

(6) Secdes normais a superficie média antes da deformacgdo permanecem planas e normais apos
a deformacao ¢ permanecem inextensiveis. Isso implica que as deformacdes cisalhantes

Yz € ¥y sS40 desprezadas e g, € omitida;

A TCP apresenta bons resultados quando aplicada a placas finas, porém sua precisdo ¢
reduzida com o aumento da espessura da placa, superestimando as frequéncias naturais e cargas
de flambagem em placas moderadamente espessas. Esses problemas surgem devido a negligéncia
dos efeitos das deformagdes causadas pelo cisalhamento transversal (suposicdo 6). Ou seja,
na TCP, a deformagdo é apenas consequéncia da flexdao e do alongamento no plano. Essas
dificuldades tornaram necessario o desenvolvimento de teorias mais refinadas que melhorassem
os resultados em placas moderadamente espessas (SZILARD, 2004).

Nesse sentido, E. M. Reissner’ e R. D. Mindlin'® desenvolveram uma hipétese que
abrange as placas moderadamente espessas, denominada hipdtese de Reissner-Mindlin, também
conhecida como teoria de primeira ordem. Nesta hipdtese, apenas os termos de primeira ordem,
dependentes da espessura sdo considerados nas expansdes de deslocamentos e deformacoes. Além
disso, consideram-se, também, as deformag¢des transversais causadas por cisalhamento, que € a
principal diferenca entre as duas teorias, TCP e TCPO. Assim, a teoria para placas semiespessas
abrange as cinco primeiras hipéteses de Kirchhoff e a hip6tese de Reissner-Mindlin, dada por

(6) Os filamentos transversais normais ao plano médio da placa ndo deformada permanecem
retos e inextensiveis, porém, podem ndo necessariamente, se manter normais a superficie
do plano médio da placa apds a deformagao (REDDY, 2007; BHASKAR; VARADAN,
2021).

Na FIGURA 13 ¢ apresentada uma configuracdo deformada genérica da placa com os
filamentos materiais transversais definidos pelas hipéteses de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin. O
campo de deslocamentos pode ser obtido por meio do método semi-inverso utilizado por Reddy
(2007), o qual supde que o campo de deslocamentos satisfaz as equagdes da elasticidade e € dado

na forma

N
u(xyz.0) = (@l 0ey.), (3.23)
j=0

®  FEric Max Reissner (1913-1996), matemdtico e engenheiro de nacionalidade alemi, desenvolveu um modelo de

placas que inclui os efeitos de deformacdes cisalhantes transversais.
19 Raymond David Mindlin (1906-1987), engenheiro que contribuiu significativamente nas teorias da elasticidade
¢ mecanica aplicada.
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onde gb{ sao funcdes desconhecidas das coordenadas da superficie (x,y) e do tempo, t. A forma
especifica da equacao (3.23) depende da cinematica da deformagao definida para o problema.
A teoria de Kirchhoff se baseia na suposicdo da inextensibilidade do filamento transversal a
superficie média da placa (g,, = 0) e na suposi¢do de que as se¢des normais a superficie média
antes da deformacdo se mant€m normais apos a deformacao (y., = vy, = 0). Para a teoria de
Reissner-Mindlin, a suposi¢do de inextensibilidade (g, = 0) do filamento é mantida, mas os
efeitos das deformagdes transversais por cisalhamento sdo considerados (ou seja, v, € vy, podem
ser diferentes de zero). Assim, a partir da FIGURA 13 e das premissas apresentadas, ¢ possivel
definir os campos de deslocamentos u € v em fungdo das rotagdes ¢, ¢ ¢, como (REDDY, 2007):

u(x,y,2) = z¢(x.,y)
V(X,y.2) = 2¢y(X,y) (3.24)
w(x,y,z) = w(Xx.y)

onde ¢, € ¢, sdo as rotacdes do filamento material transversal ao plano médio da placa em
torno dos eixos y e x, respectivamente. Vale notar que ¢, e ¢, ndo obedecem a regra da mao
direita. Porém, em alguns textos da literatura, a regra da mao direita ¢ utilizada, e entdo os
termos sdo substituidos por: 5, = ¢, € B, = —¢,. Na teoria de Kirchhoff, os termos ¢, ¢ ¢,
correspondem a —0w/dx e a —Ow/dy, e u, v e w sdo as componentes do vetor de deslocamentos
de um ponto qualquer da placa nas dire¢des X, y € z, respectivamente. Ja na teoria de Reissner-
Mindlin, os termos ¢, € ¢, sdo iguais a (Y., + dw/dx) e (yy, + Ow/dy), respectivamente, onde 08
termos dw/0x e Ow/dy representam a variacdo da inclinagdo do plano médio e os termos y,, €
¥y representam a rotagao, devido a deformacao cisalhante, do filamento transversal, que nem
sempre ¢ perpendicular ao plano médio deformado. Esses ultimos (yy., ¥y,) sdo o diferencial da
teoria de Reissner-Mindlin em relacdo a teoria de Kirchhoft (REDDY, 2007). As quantidades
d(x.y) € ¢y(x,y) € w(x,y) sdo denominados deslocamentos generalizados.

Para obter as equagdes diferenciais que descrevem o comportamento de estruturas do
tipo placa, € necessario utilizar as trés equacdes basicas da mecanica do continuo na seguinte
ordem: equacgdes da cinematica, equagdes constitutivas ¢ as equagdes de equilibrio. As equacdes
da cinemadtica fornecem as relagdes entre os deslocamentos e deformagdes da placa. Com as
relagdes constitutivas determinam-se as tensdes as quais a placa esté sujeita, além dos momentos
de tor¢do e flexdo e das forgas de cisalhamento. E, por fim, as equagdes de equilibrio fornecem
as equagoes diferenciais que governam o comportamento da placa.

Dessa forma, admitindo as hip6teses de pequenas deformacdes e pequenos deslocamen-

tos, as equagdes cinematicas sao:
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FIGURA 13 —- DEFORMACAO DA PLACA SEGUNDO HIPOTESES DE KIRCHHOFF E REISSNER-

MINDLIN
Filamento material transversal ao
plano médio apés a deformacdo
Filamento material segundo Kirchhoff (TCP)
transversal ao plano médio
apos a deformacdo segundo / Filamento material
Reissner-Mindlin (TCPO) N 4ZN transversal ao plano
¢ médio antes da

5
deformacéo da placa

Yxz ’f ax
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e

e
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FONTE: Adaptado de Reddy (2007).

T ox

o=

» = By

yxy:g_z"'g_; (3.25)
ou ow

sz=a—z+a
av  ow

yyZ:6—Z+a—y.

Nesse caso, as varidveis £y, &,y € vy, representam as deformacoes longitudinais decorrentes da
flexdo e as varidveis y,, € vy, representam as deformagdes cisalhantes. Substituindo os campos
de deslocamentos da equagdo (3.24) na equacao (3.25), tem-se que o campo de deformagdes

considerando o modelo de placa semiespessa de Reissner-Mindlin € dado por:
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Exy = 09
xXx — 6x
vy (9_)7
(00, 20
Yo =2t g (3.26)
ow
Yaz = x + a
ow
Yyz = ¢y E

I importante ressaltar que as deformagdes &, &, € ¥y, sio dependentes das coordenadas em x,
y ¢ z, variam linearmente com a espessura ¢ sdo nulas no plano médio (z=0). Ja as deformagdes
cisalhantes y,, € ., que sdo associadas as tensoes de cisalhamento, sdo independentes da
coordenada z, portanto constantes ao longo da espessura da placa (BLAAUWENDRAAD, 2012).

Como a componente de tensdo o, ¢ negligenciada, as relagdes constitutivas sdo:

Oxx = 1_—)/2(8)6)6 + ngy)
O'yy = 1_—)/2(8);); + Vgxx)
E
= 3.27
T Ran e (3:27)
B E
B Tra e
E
= o e

T 20+

onde E é o mddulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson do material. Substituindo o

campo de deformacgdes, equacao (3.26), na equagdo (3.27) tem-se:

Ez (6¢x+ %)

T =T o 7Y dy
Ez 6¢y 6¢x
T2 (6_y+va

09 + %) (3.28)

Ty = GZ( o ox

ow
Tx; = G(¢x + a)

ow
Tyz = G(¢y + 6__)})’
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onde G = ﬁ ¢ o modulo de cisalhamento do material. Por meio das equagdes 3.28,
observa-se que as tensdes normais o, € 0y, € a tensdo cisalhante 7, variam lincarmente com a
espessura. Além disso, as tensdes normais apresentam valor de maximo nas superficies superior
e inferior da camada, e valor igual a zero na superficie média da camada (SZILARD, 2004;
BLAAUWENDRAAD, 2012).

Nesta teoria, a coordenada z nao deve aparecer nas equacoes finais de tensdes. Para
resolver isso, pode-se utilizar as resultantes adequadamente apropriadas das tensdes na forma de
integrais em func¢io da coordenada z. As acdes resultantes decorrentes das tensoes oy, Oy, €
T,y € causar flexdo e tor¢do da placa. Assim, os esfor¢os resultantes associados a essas tensdes
sao os momentos de flex@o e de tor¢ao por unidade de comprimento, conforme (BHASKAR;

VARADAN, 2021)

/2

(mxm nyy, mxy) = (O-xm Tyy, Txy)Z dz. (329)
—h/2

J4 as tensdes de cisalhamento transversais, T, € Ty, geram esforcos cortantes por unidade de
comprimento dados por

/2
(CIxza Qyz) = (sza Tyz) dz. (330)
/2

Observa-se que, segundo o modelo de placas semiespessas aqui apresentado, a distri-
bui¢ao de tensao de cisalhamento transversal ¢ constante ao longo da espessura. No entanto,
a distribuicao de tensdes de cisalhamento transversal em placas moderadamente espessas ¢
parabdlica. Uma forma simples de corrigir essa incoeréncia ¢ multiplicando a equagao (3.30)
por um fator de correcdo de cisalhamento, k*. A adicio desta constante na equaciio, visa obter a
energia de deformagdo da placa, o mais préximo quanto possivel da energia que seria obtida pela
analise tridimensional (BHASKAR; VARADAN, 2021). Desta forma, a equagao (3.30) pode ser

reescrita como

/2

(G2 Qyz) =k’ w2 (Tazs Tyz) dz. 3.31)

Mindlin observou que os valores do fator k sdo func¢des lineares do coeficiente de
Poisson, v, ¢ comparando sua teoria com a elasticidade tridimensional, forneceu duas estimativas
para tal fator. A primeira, compreende os valores 0,75 < k* < 0,91 para coefiecientes de
Poisson de 0 < v <0,5. A segunda estimativa ¢ baseada na velocidade de onda de cisalhamento
kK = /12 = 0,822. Além destas estimativas, encontra-se na literatura uma expressao mais exata
para o fator de corregdo de cisalhamento, também baseada no coeficiente de Poisson, dada por
k* = 20(1 +v)/(24 + 25v + v*). Esta considera a variacdo parabdlica das tensdes de cisalhamento
(SZILARD, 2004).
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Para placas homogéneas e isotrépicas, os valores de k* utilizados convencionalmente
s30 5/6 e /12, como originalmente proposto por Reissner-Mindlin (BHASKAR; VARADAN,

2021). As equagdes resultantes da integracdo da equagdo (3.29) se tornam:

My = Df(6¢x + V%)

0x ay

¢ 6¢x) (3.32)

=Dp|l—+
m)’y f(ay vax

_ DA =) (d¢y  O¢s
Mo =7 (Gx " Gy)’

En?

12(1 —v?)
[N.m]. Quanto as equacdes resultantes da integragdo da equacdo (3.31), tem-se:

onde o termo Dy = ¢ denominado rigidez a flexdo da placa, e tem como unidade

ow
xz — Dc x T

ow
Qyz = Dc (¢y + a_y)a

(3.33)

Ehk?

2(1 +v)
A tltima etapa para obtengdo das equagdes governantes da placa, € a aplicagdo das equa-

onde o termo D, = ¢ denominado de rigidez ao cisalhamento e sua unidade € [N/m].

coes de equilibrio. Para isso, € considerado um elemento infinitesimal de placa com dimensdes
dx por dy ¢ espessura h, conforme a FIGURA 14. O elemento esta sujeito a uma carga distribuida
transversal de intensidade P, por unidade de area, e duas cargas distribuidas de momentos g, €
dy, as quais realizam momentos no plano y-z e x-z, respectivamente. Ambos 0s momentos sdo
dados por unidade de comprimento. Além disso, o elemento de volume esté sujeito a momentos
de flex@o, my, € my,, momento tOr¢or, m,, = m,, ¢ cargas de cisalhamento transversal, g, € ¢,
decorrentes das tensdes em suas bordas.

Realizando a andlise dos carregamentos nas diregdes X, y € z, ¢ fazendo as simplificagdes

necessarias, as equacoes de equilibrio podem ser escritas como:

OQXZ GQ)’Z

— 4+ —+P. =0

ox Oy ‘

om,,  Omyy

ox Ty Th T 0 (3.34)
om

amxx _xy+QX_QXZ_O

Substituindo as equacdes (3.32) e (3.33) na equagdo (3.34), tém-se as equacoes diferen-
ciais governantes do fendmeno de flex@o de placa segundo o modelo de placa semiespessa de
Reissner-Mindlin:
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FIGURA 14 — ELEMENTO INFINITESIMAL DE PLACA SUIJEITO A CARREGAMENTOS DE FOR-
CAS E MOMENTOS

X y

FONTE: Adaptado de Blaauwendraad (2012).
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ow\ D F
D, (—¢y + —W) - Tf [(1 — WV, + (1 + v)a—ly”

= O’
dy T

0? 0? o, 0O
ondeotermovzz(@+a—y2 ¢ 0 termo ¢ = 6(14_813’

O sistema de equagdes da equacdo (3.36) é de sexta ordem, portanto trés condigdes
de contorno podem ser satisfeitas em qualquer aresta. As condi¢des de contorno utilizadas
frequentemente sdo (BHASKAR; VARADAN, 2021):
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(a) Aresta simplesmente apoiada:
Em x = constante: w(x,y) = m,, = 0 com m,, = 0, ou ¢, = 0;

Em y = constante: w(x,y) = my, = 0 com m,, = 0, ou ¢, = 0;

(b) Aresta fixa:
Em x = constante: w(x,y) = ¢, = 0 com m,, = 0, ou ¢, = 0;

Em y = constante: w(x,y) = ¢, = 0 com m,, =0, ou ¢, = 0;

(c) Arestas livres:
Em x = constante: g, = My, = My, =0

Em y = constante: g,, = my, = My, = 0;

As equagdes diferenciais dadas pelas equagdes (3.35) (ou pelas equacdes (3.36)) sao
denominadas de equagdes governantes da placa segundo a teoria Reissner-Mindlin. Em elementos
finitos, essas equacdes sdo denominadas de formulacdo forte. A partir dessas equagdes obtém-se
a forma integral a qual ¢ denominada de forma fraca. Esta formulacio ¢ utilizada para formular
o elemento de placa por elementos finitos (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

3.4 VIBRACOES EM PLACAS

As equagdes do movimento de qualquer sistema dindmico podem ser descritas utilizando
a segunda lei do movimento de Newton por meio da adicdo vetorial dos esfor¢os que agem sobre
a estrutura. No entanto, 2 medida que a estrutura se torna mais complexa, a utilizacdo desta
abordagem se torna mais complexa (PETYT, 2010). Desta forma, a aplicagao do principio de
Hamilton!! se apresenta como uma alternativa para este problema, possibilitando a obtengio
da equacdo do movimento por meio da utiliza¢do de quantidades escalares de energia. Além
disso, este principio pode ser utilizado em qualquer tipo de sistema: discreto, com varios graus
de liberdade ou sistemas continuos (PETYT, 2010).

3.4.1 Principio de Hamilton

O principio de Hamilton ¢ uma generalizacdo do principio dos trabalhos virtuais apli-
cado a dinamica. Para tanto, ¢ considerado que o sistema dindmico ¢ caracterizado por trés
fun¢des de energia: a energia cinética, EC, a energia potencial, EP, e o trabalho realizado por
forcas externas, W (REDDY, 2007). Este principio estabelece que a partir de todas as trajetorias
possiveis de serem realizadas por uma particula material, saindo de sua posi¢do no instante de

tempo ¢ para a posi¢do no tempo f,, esta terd como caminho real aquele para o qual a integral

9} 7}
f O(EC — EP)dt + f owdt =0 (3.37)

n 3l

11 William Rowan Hamilton (1805-1865), matematico, fisico e astrdbnomo, fez grandes contribuicdes nos campos
da 6tica, dindmica ¢ dlgebra e grande influente na mecéanica quantica ¢ teoria quantica de campos.
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¢ minima (REDDY, 2007), onde 6 ¢ o operador variacional.

As forcas externas que agem sobre a estrutura podem ser conservativas ou ndo con-
servativas. No caso do trabalho realizado pelas forg¢as conservativas (tais como forcas devido
a gravidade, alongamento de uma mola elastica e deformagdo de um corpo eldstico), este ¢
independente do caminho ¢ depende somente das posi¢gdes iniciais e finais, respectivamente,
instantes de tempo f; e t, da particula. Este trabalho € reversivel e pode ser convertido em
energia cinética ou armazenado como energia potencial. Por outro lado, o trabalho realizado por
forgas ndo conservativas (como forcas de atrito, arrasto, amortecimento, ¢ deformagao de corpo
ineldstico) depende do caminho da particula e ndo € reversivel. Nesse caso, a energia mecanica
ndo ¢ conservada e, em geral, a energia ¢ convertida em calor (CASSEL, 2013).

No caso de um sistema deformével em equilibrio dindmico, onde as forgas conservativas

sao nulas (6W = (), como € o caso de vibragdes livres, a equacio (3.37) se torna

6fz(EC — EP)dt = 0. (3.38)

n

Nesta equacdo, as energias cinética ¢ potencial sdo definidas, respectivamente, como

1

EC = f pu’udv, (3.39)
2Jy
1 T

EP=- | ¢'odv (3.40)
2Jv

Nessas expressoes, V representa o volume do corpo, i € o vetor de velocidades de cada ponto da
estrutura, p ¢ a densidade de massa do material, € € o tensor de deformagdes ¢ o € o tensor de
tensoes, ambos colocados em forma vetorial (LIU; QUEK, 2014).

3.4.2  Principio de Hamilton aplicado a flexdo de placas de Reissner-Mindlin

O principio de Hamilton pode ser aplicado ao problema de equilibrio dindmico de
flexdo de placas de Reissner-Mindlin. Como apresentado em se¢des a seguir, essa formulacdo
possibilita obter as parcelas das energias cinética ¢ potencial no interior de um elemento finito
genérico, assim como obter as matrizes de massa e rigidez do elemento. Para isso sdo definidos

os vetores de deformacdo devido a flex@o, €, e devido ao cisalhamento, y, como

0¢
0x
Exx
d
e={¢c, 1= (%y . (3.41)
" 0. 94,
dy 0x
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e
bt ow
Yz ! 0x
v = = , (3.42)
Yz g+ ow
y (9_)7
respectivamente.

A energia potencial devido o processo de deformagdo, dada pela equagdo (3.40), pode
ser dividida em duas parcelas: uma devido a energia em flexdo e outra parcela devido a energia
em cisalhamento transversal ao plano, conforme (L1IU; QUEK, 2014; PETY'T, 2010)

1 /2 1 2
EP = — f el odAdz + = f f v ydAdz. (3.43)
2 Jae J-np2 2 Jae J-np2
Nesta equacdo, o vetor de tensdes devido ao cisalhamento, T, pode ser escrito como
Trz G 0O
T= =k = kD.vy, (3.44)
{ - } [ 0 G ]Y Y

sendo G o mddulo de cisalhamento. Por sua vez, a matriz de rigidez ao cisalhamento D,, ¢ dada

por
E 1 0
D, = . 3.45
2(l+v)[ 0 1 ] (345)
E o vetor de tensdes devido a flexdo € dado por
o =Dye, (3.46)

onde a matriz D, ¢ denominada matriz de rigidez a flexdo, dada por

1 v 0
E
D, = | Y r 0 1. (3.47)
I+v 1—v
0 2

Substituindo, as equagdes (3.41), (3.42), (3.44), (3.45) e (3.47) na equagdo (3.43),

tem-se

1

3 1
EP =~ f h—XTDfdi+— f khy'DeydA. (3.48)
2412 2Ja
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A constante k ¢ utilizada para corrigir as tensdes de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento. Uma discussdo a respeito dos valores que esta constante pode assumir, segundo
segundo a teoria de flexdo de Reissner-Mindlin, ¢ apresentada na secdo 3.3.

Em relacdo a energia cinética total da estrutura (EC), partindo de um campo de desloca-
mentos genérico (equacdo (3.24)), tem-se que u € o vetor de velocidades de um ponto qualquer,
dado pela derivada do campo de deslocamentos em relagdo ao tempo. Assim, reescrevendo a

equagdo da energia cinética, equacgdo (3.39) tem-se (PETYT, 2010)
EC——f h—3¢2+h—3¢2+hw2 dA—lfﬁTI udA (3.49)
2 )P\ n%T % —2 )t '

onde p € a densidade de massa do material ¢ I, € a matriz de inércia, dada por

ph 0 0
ph’
L={ 0 75 0 | (3.50)
ph’
0 0 =5

3.5 FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO DE PLACA QUADRILATERAL (Q4) DE
REISSNER-MINDLIN PARA PLACAS SOB VIBRACAO

Estruturas do tipo placa podem estar sujeitas a cargas dinamicas normais ao seu plano
médio, as quais resultam em vibragdo de flexdo. A andlise numérica de vibracdes desse tipo
de estruturas pode ser realizada utilizando o MEF com diferentes abordagens, portanto, com
diferentes termos de diferentes geometrias e de fungdes de forma. Neste trabalho, em fungdo do
tipo de geometria escolhida, sio utilizados elementos quadrildteros de quatro nés, baseados na
teoria de flexdo de placas semiespessas de Reissner-Mindlin para laminados.

Considera-se, aqui, uma placa genérica, como aquela mostrada na FIGURA 15, repre-
sentada por um plano bidimensional x-y, a qual pode ser dividida em elementos quadrilateros
com quatro nés e quatro arestas. Cada nd possui trés graus de liberdade, os quais incluem a
deflexdo w(x,y), a rotagdo em torno do eixo X, ¢,(x,y), € arotacdo em torno do €ixo y, ¢,(x.y).
Pelas premissas cinematicas do modelo de Reissner-Mindlin, as rotagdes (¢.(x.y) € ¢y(x.,y))
sao independentes da deflexdo, w(x,y). Assim, os deslocamentos generalizados no interior do
elemento podem ser interpolados por fungdes de forma independentes. Ou seja, a deflex@o ¢ as

rotacoes, podem ser definidas pelas relagdes
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FIGURA 15 - SISTEMA DE COORDENADAS PARA UMA PLACA SOB CARREGAMENTO

TRANSVERSAL
4 P . g
Z, W y z Plano médio
F
e O O O - _/4
./‘ /'/
/ L /-/
./ d ré
‘/ J/ s “
hI L/_ ....................... _ R
X
FONTE: A autora (2024).
4
wi(xy) = Z Ni(&Emw;
lzl
Pery) = > N(ENY,, (3.51)
i=1

4
Py = > NEDS,,
i=1

onde w(x.y), ¢S(x,y) e ¢§(x,y) sao as componentes do campo de deslocamentos generalizados
aproximados pela combinagdo dos valores nodais desses deslocamentos wy, ¢, ¢ ¢, (com i = 1,
...4), utilizando as funcdes de forma para cada elemento da malha de elementos finitos. N;(&,17)
sao as funcdes de forma elementares, as quais garantem a continuidade dos deslocamentos

generalizados nas interfaces de elementos adjacentes, e sdo dadas, na forma genérica, por
1 .
Ni(&n) = Z(l +&ESHT +nmp) i=1,..4 (3.52)

Os termos &; e 17; sdo as coordenadas nodais do elemento de referéncia, valores entre parenteses
na FIGURA 16(a), ¢ £ e n sdo as coordenadas do elemento no sistema local. As fun¢tes de forma

sdo bilineares € sdo dadas por:

1
Nig.m) = 71 =&)L = n)

1
M) = 71+ =)

i (3.53)
Ns(&.) = 7(1 + &)L + 1)

1
Na(€) = 7(1 =) + 7).
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FIGURA 16 — ELEMENTO QUADRILATERAL DE QUATRO NOS. (A) SISTEMA LOCAL DE CO-
ORDENADAS, (B) SISTEMA GLOBAL DE COORDENADAS.

ATl 3

(H1-1) )
1 2 [

(a) (b)
FONTE: Adaptado de Fish e Belytschko (2007).

Com isso0, a equagdo (3.51) pode ser escrita na forma matricial como

u® = Ndj, (3.54)

onde o subindice Q se refere ao elemento quadrilatero de quatro nds e o termo di, € o vetor de
deslocamentos nodais generalizados do elemento, dado por

T
deQ:{Wl b1 Py Wi P ¢y4} s (3.55)

e a matriz N ¢ a matriz de fungdes de forma dada por

N 0O O -+ N 0 O
N=| 0 N O -+ 0 Ng¢ 0O |. (3.56)
0 0 N -+ 0 0 Ny

Observa-se que ¢ necessario determinar as matrizes de massa e rigidez do elemento.
Para tanto, sdo utilizadas as equacdes das energias, equagdes (3.39) e (3.40), e o principio de

Hamilton. Dessa forma, a energia potencial € definida na forma elementar como

1 h/2 1 h/2
EP° = —f ¢f odAdz + —f t'ydAdz, (3.57)
2 Jae Jonp2 2 Jae Jonp2

onde os vetores de deformacio em flexdo € e em cisalhamento y para o elemento sdo obtidos por

e = Bidj, (3.58)

Y = Bidy,. (3.59)
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Nestas equagdes, B; e B¢ sdo as matrizes de derivadas das fungdes de forma associadas as
tensoes e deformagdes no plano (flexdo) e transversais (cisalhamento) ao plano médio da placa,
respectivamente. Ambas sdo dadas por (PETYT, 2010; LIU; QUEK, 2014)

[ 0 0N 0 0 ON; ]
0x 0x
BS=|0 Ny 0 0 ON; 0 (3.60)
F dy dy '
ONi Ny 0N 0N
0x ay 0x ay
€
ONY 0 N ON; 0 N
ox ! ox 4
B’ = ) (3.61)
ONY N D ON; N O
Ay ! Ay 4

Substituindo as equagdes (3.44), (3.46), (3.58), (3.59), (3.60) ¢ (3.61) na equacdo (3.57), tem-se
que
1

EP¢ = EdeQTKedeQ, (3.62)

onde K* representa a matriz de rigidez do elemento de placa de Reissner-Mindlin, e ¢ dada por

3
K¢ = f %B;TDfB;dA+ f khB< D, B¢dA. (3.63)
Ae A¢

O primeiro termo a direita ¢ referente a rigidez a flexao e o segundo termo ¢€ referente a rigidez ao
cisalhamento. E importante ressaltar que a parcela devido a rigidez ao cisalhamento é dependente
de h, e que a parcela devido a rigidez  flexdo depende de h*. Com isso, a parcela devido
ao cisalhamento ¢ dominante sobre a parcela da rigidez a flexdo quando a espessura se torna
muito pequena em relac@o ao seu comprimento lateral. Isso recebe o nome de travamento por
cisalhamento (do inglés, shear locking) (KHENNANE, 2021).

Para determinar a matriz de massa do elemento, a equagdo da energia cinética € utilizada,
equacdo (3.49) e € calculada no dominio do elemento. E, posteriormente, substituindo a equagao
(3.54) na equagdo (3.49), tem-se (LIU; QUEK, 2014)

1

EC = ZdgM‘dy, (3.64)
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onde a matriz de inércia m° ¢ dada por

M = f NI NdA, (3.65)
AE

¢ a matriz I, € dada pela equagdo (3.50).

As matrizes de rigidez elementar, equagdo (3.63), ¢ de massa elementar, equacio (3.65),
foram solucionadas utilizando integracdo numérica, no caso deste trabalho, a quadratura de
Gauss (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

3.6 TEORIA DE PLACAS LAMINADAS

O elemento finito para placas laminadas utilizado neste trabalho se baseia na teoria
desenvolvida por Moreira et al. (2006). O elemento finito modela um laminado dividido em 7,
camadas, FIGURA 17. Esse modelo de placa laminada é usualmente denominado de modelo
de placas discretas (MCD), também conhecido por modelo zigue-zague. Cada camada ¢ tratada
individualmente como uma placa semiespessa satisfazendo as hipéteses de Reissner-Mindlin.

Segundo Xu et al. (2015), este modelo de elemento finito laminado € capaz de proporcio-
nar o mesmo nivel de precisdo que um modelo elementar tridimensional. No entanto, a utilizacio
do modelo de elemento finito laminado apresenta algumas vantagens em relacdo aos modelos
tridimensionais. Primeira, a matriz de rigidez pode ser obtida mais rapidamente. Segunda, o
modelo de elemento finito laminado permite manter a estrutura de dados bidimensional, ou seja,
permite uma simplificacdo na obten¢do e na alteragdo da malha. Terceira, parametros como
numero de camadas ¢ as dimensdes de cada camada, podem ser tratados como parametros fisicos
durante o processo de otimizagdo. Isso permite que o processo de otimizacdo seja mais simples
de ser resolvido. As posi¢des e 0s parametros geométricos das estruturas com amortecimento
viscoeldstico podem ser otimizados simultaneamente sem refazer a malha de elementos finitos.

Segundo a teoria de placas em camadas de Moreira et al. (2006), cada camada é

modelada seguindo as suposi¢oes:

os materiais das camadas sdo isotrépicos/ortotropicos € homogéneos;

a deformagdo normal ao longo da espessura ¢ desprezdvel;

as teorias lineares da elasticidade e da viscoelasticidade sdo respeitadas;

as inércias translacionais e rotativas de todas as camadas sdo contabilizadas;

as deformagdes extensionais ¢ de cisalhamento sdo contabilizadas para todas as camadas.

Cada k-ésima camada estd associada a uma rota¢@o em torno do eixo x (3;) ¢ a uma
rotagdo em torno do eixo y (5;), que sdo unicas e independentes das rotagdes das demais

camadas. Segundo a formulag@o para uma placa dividida em n, camadas, o dominio de uma
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FIGURA 17 - MODELO CINEMATICO DE UM ELEMENTO DE PLACA LAMINADA.

?,r
?:

FONTE: Adaptado de Moreira et al. (2006).

he h

camada genérica k € dado por V;, = {(x,y,zk) eRly € [—3,7’{] ,(xy)eAC RZ}, sendo A a

drea e hy a espessura, respectivamente. O campo de deslocamentos para uma camada k genérica
da placa laminada pode ser definido por

k-1
hl X X hk X X
uo+ 5B+ JZ:; W + = B+ b}

uk(-xayazk)
W =< iy (= B O, o Ty (3.66)
s Vo + 2,814';}11)81"" 2ﬁk+ZkBk

Wo

onde uy = up(x,y), vo = vo(x,y) € wy = wy(x,y) sdo os deslocamentos de um ponto no plano de
referéncia (camada k=1), 8, = B,(x,y) € B; = Bi(x,y) s&o as rotacdes das normais em torno dos
eixos x ey, respectivamente, ¢ dependentes das coordenadas x e y. k (k = 1,2,3,...) € o nimero
de camadas da placa, ¢ h; € a espessura da j-¢sima camada da placa laminada (j = 2,...,n.).

A equagdo (3.66) pode ser reescrita na forma matricial, em fungdo do vetor de desloca-

mentos generalizados d°, conforme

u, = NVd°. (3.67)

O termo d° representa o vetor contendo todos os graus de liberdade nodais do elemento de placa



laminada e, para n. camadas, ¢ dado por

de:{uo vo wo B B

Por sua vez, a matriz N} é definida como

100% 0 h; 0
Ne=l0 100 & 0 hy
0010 0 0 0

BB
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) (3.68)
0 0 - 0
vz 0 0 (3.69)
0 0 - 0

O campo de deformacdes para cada k-ésima camada pode ser obtido pelo uso da equagao

diferencial cinematica relacionando os campos de deslocamentos ¢ de deformagdes da mecanica

do continuo, considerando pequenas deformacdes, como

Ek = Lllk,

(3.70)

sendo que a matriz L ¢ a matriz de operadores diferenciais, dada por

° FlePle o e

0
0
dy
i
ax
0
0
iz

ax

dy |

(3.71)

Realizando a expansdo da equacdo (3.70), aplicada a cada camada do laminado, possi-

bilita a obtencdo os termos do campo de deformacdes, como
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M A F
s — O hi 9By 3 >h % hi By, Zkﬁﬁ,f
Yooox 20x 4| Tox | 20x T ox

M A F

o Ouy  dvg OB k‘l[ 6ﬁ§] he By hi 9B
— +Z h + -

I T ) ) TN T (3.72)
A F
—_—
jj Gﬁy hkﬂk = B, B
Gt
j=2
C
- Gw .
y)kcz ax ﬁk
a
~ w
W= - +B

Na equacdo (3.72), os termos definidos como M, A, F e C referem-se, respectivamente, aos
termos de membrana, acoplamento, flexdo e cisalhamento. Com isso, o campo de deformacdes
pode ser obtido diretamente a partir dos deslocamentos nodais generalizados d°, conforme a

equacio

& = B, (3.73)

onde a matriz @k ¢ a matriz de deformag¢des-deslocamentos, sendo dada por

B, = LN,. (3.74)

A matriz de deformagdes-deslocamentos, By, pode ser rearranjada e dividida em trés submatrizes.
Sendo que cada submatriz refere-se a cada componente de deformacdo: membrana e acoplamento,

flexdo e cisalhamento. Este novo arranjo € dado por
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0 0
s (Y P B9y
ox 00 2 Ox Tox 2 Ox
hl 0 0 hk 0
o Z o 0o 2= ... 0 h— - 0 =2
ady 2 dy Ay 2 dy
0 Gy me wd 0T wo W
dy Ox 20y 2 0x oy ox 20y 2 0x
0 0 0 0 0 0 Zki 0
B, = ox o | (375
0o 0 0 0 0 0 0 0 Zp—
P
0 0 0 0 0 0 Zka—y Zka
0
0 0 — 0 0 0 0 1 0
%
0 0 — 0 0 0 0 0 1
dy

Para esse arranjo, o campo de deformagdes na k-ésima camada, g, posto em termos dos
deslocamentos generalizados d° € dado por

& = Brd’. (3.76)

As equagdes (3.66), (3.72), (3.73) e (3.75) sao apresentadas de forma explicita no
Apéndice A para cada camada de um laminado composto por trés camadas.

A relagdo entre os campos de tensdo e de deformacdo, para a k-ésima camada, ¢ dada
pela relac@o constitutiva, para a qual as tensdes de uma camada de material eldstico, linear e
isotrépico pode ser colocada na forma vetorial (o) e escrita como

O, = Dkﬁk, (377)

onde a matriz Dy € a matriz de rigidez constitutiva eldstica definida como

D¥A g 0
D;=| 0 DI 0 | (3.78)
0 0 G¢

Os termos D4, Df e G¢, sdo matrizes constitutivas de membrana e acoplamento, de flexdo e
de cisalhamento, respectivamente, dadas no sistema de coordenadas locais. Essas matrizes sdo

definidas como

D4 = D =D,
(3.79)
G¢ = Gy.
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Nesse caso, as matrizes Dy e Gy sdo as matrizes constitutivas de elasticidade plana e de cisa-
lhamento, respectivamente, definidas para um material elastico, linear e isotrépico. Para uma

camada k genérica, elas sdo dadas por

1 Vi 0
E

Di=——|%w 1 0 (3.80)

1_Vk 0 0 1—Vk

2

c

Ey 10
Gy = : 3.81
T2+’ o 1] (81

onde E; é o modulo de elasticidade e vi € o coeficiente de Poisson do material da camada

genérica k.

3.7 FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO DE PLACA QUADRILATERAL (Q4) DE
REISSNER-MINDLIN PARA PLACAS LAMINADAS SOB VIBRACAO

Nesta se¢do, ¢ mostrado o desenvolvimento das equagdes de elementos finitos para
placas laminadas utilizando a teoria de camadas, como apresentado por Moreira et al. (2006). O
elemento finito proposto pelos autores € baseado no elemento quadrilatero de quatro nés. Com
isso, o campo de deslocamentos generalizados elementar, equacdo (3.68), para um elemento, em

fun¢do da matriz das fungdes de forma, N7, ¢ dado por

u = NNode, (3.82)

onde a matriz de fungdes de forma do elemento de placa laminada, N7, é¢ dada por

N O 0 - N O 0
0 N 0O -~ 0 N O

Ne={ . . . . | (3.83)
0 0 N --- 0 0 N

e relembrando que a matriz N € dada pela equacdo (3.69).
Considerando uma placa laminada composta por n, camadas, a energia de deformacgao
total do e-€simo elemento, denotado EP{, pode ser obtida por um somatério das energias de

deformagdes de cada camada elemento. Assim, utilizando a equagao (3.40) tem-se

4 1 N e € e
EP; =3 ; f z el oldQ. (3.84)
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O termo ¢} representa o vetor de deformagdes, o7 o vetor de tensdes, €27 0 dominio definidos
para a k-¢sima camada, € n, o nimero de camadas do laminado. Substituindo as expressdes para
o vetor de deformacdes (da equagao (3.73)), para o vetor de tensdes (da equacdo (3.77)) e para o
vetor de deslocamentos (da equagdo (3.82)) na equacdo anterior (equacdo (3.84)) e integrando
em relacdo a espessura de cada camada da placa laminada, tem-se a energia de deformacdo total

para o elemento, dada por
EP = % :1 fA e dTNT B, D BNddAC, (3.85)
Nesse caso, a matriz de rigidez do elemento de placa laminada € dada pelo termo
K¢ = Z fA e N B, D, B NCdA® (3.86)
k=1
e a equacao da energia de deformacdo em funcdo da matriz de rigidez, ¢ dada por

1
EP; = 7dTK{d". (3.87)

z

O termo EPS € a energia de deformagdo para um elemento de placa laminada composto por n,
camadas.
A matriz de deformacdes-deslocamentos modificada ﬁk mostrada na equagado (3.85), é

dada por
B.=| =8B |, (3.88)

onde os termos B4, BY | BY, sdo as matrizes de deformagdes-deslocamentos para os termos
de membrana-acoplamento, de flexdo e de cisalhamento, respectivamente, advindas da equagdo
(3.75). A matriz D; ¢ a matriz constitutiva modificada, a qual inclui os termos resultantes da

integragcdo em relagdo a espessura ¢ ¢ dada por

Dy 0 0

N h3

Dy=| o 1—;Dk 0 | (3.89)
0 0 Gy

Para determinar a parcela da matriz de massa associada a cada camada do elemento de
placa laminada, utiliza-se a equagao (3.39). Considerando que as camadas da placa laminada

podem ser de diferentes materiais, as densidades podem ser postas na forma matricial como



90

pp 0 0
L= 0 pf 0, (3.90)
0 pf

onde pf € a densidade do elemento da k-€sima camada. Substituindo as equagdes (3.82) e (3.90)
na equacao (3.39), tem-se a equagdo que fornece a energia cinética para um elemento de placa

laminada constituido por n, camadas
ECS = % Z f f d" N JENCd dACdz, (3.91)
k=1 VA Jak
onde a matriz J; pode ser escrita como
J = NN, (3.92)

Integrando a equacdo (3.91) em relacdo a espessura de cada camada, tem-se a energia

cinética total para um elemento de placa laminada, dada por

1 & . s
ECS = EZ fA dINT JeNed dA®, (3.93)
k=1 Y4

sendo d o vetor nodal de velocidades e o termo j,i a matriz de inércia modificada, resultante da

integragdo dos termos dependentes da espessura da placa, definida como

10 0 4o h; 0 B
1 0 o4 0 h 0o
1 0 0 0 0 0 0
g 0 Fh 0 73
3¢ = pehy : (3.94)
o0 Bp, 0
h
h 0 lp,
sim.

2
oo
7
3

Da equagdo da energia cinética, equagdo (3.93), extrai-se a matriz de massa elementar

da placa laminada, M¢, a qual pode ser escrita como
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e

M = f N JENedA®. (3.95)
AE

NI =

k=1
Rearranjando a equagdo da energia cinética do elemento genérico de placa laminada, a partir da
equagao (3.95), tem-se

1. :
ECS = 5deTMsz. (3.96)

No Apéndice B os termos das equagdes (3.82) e (3.92) sdo apresentados de forma
explicita para um elemento finito de placa laminada, contendo uma, duas e trés camadas,

respectivamente.

3.7.1 Defini¢do das matrizes de massa e rigidez globais

O vetor elementar de deslocamentos nodais d° pode ser colocado em funcdo da matriz
de conectividade dos elementos (R®) e do vetor de deslocamentos globais (d#), conforme a

equacio
d = R°d’. (3.97)

Substituindo a equacdo acima, nas equacdes de massa (equacdo (3.95)) e rigidez (equa-
¢do (3.86)) elementares, tem-se as matrizes de massa ¢ de rigidez globais do laminado, apds o

processo de superposicdo, como

el
M, = ) RTM;R (3.98)

e=1

el
K. = ) RTK(R, (3.99)

e=1

respectivamente. Aqui, o termo 7,; denota o nimero total de elementos da placa laminada.

3.8 VIBRACOES EM PLACAS LAMINADAS

A utilizagdo de placas laminadas tem crescido consideravelmente em diversas dreas
da engenharia. Isso se deve ao fato desse tipo de estrutura poder ser produzido utilizando
materiais diversos. Com i18s0, aumenta-se a resisténcia mecanica da estrutura, o peso ¢ reduzido
e, consequentemente, melhora seu desempenho estrutural.

Nesse sentido, varios autores tém estudado os comportamentos estatico ¢ dindmico desse
tipo de estrutura. No estudo apresentado por Moita ef al. (2011), foi desenvolvido um modelo de

elementos finitos para analise de vibracdes em um laminado com nucleo viscoeldstico restrito
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entre camadas elasticas. As camadas elasticas foram modeladas usando a teoria cldssica de placas
¢ o nicleo viscoelastico a teoria de Reissner-Mindlin. Akoussan ef al. (2015) desenvolveram um
modelo de elementos finitos para laminados ortotrépicos com nticleo viscoeldstico, utilizando a
teoria de camadas de "zigue-zague".

Ren e Zhao (2019) estudaram um laminado sanduiche de camada restrita, onde a camada
de restricdo ¢ a camada base sdo tratadas como camadas finas utilizando a teoria de Kirchhoft, e
a camada de MVE ¢ tratado como camada espessa, pela teoria de Reissner-Mindlin (TCPO). Ja
no trabalho de Ren ef al. (2020), os autores estudaram um laminado com ntcleo viscoelastico
moderadamente espesso. Nesse trabalho, foi apresentada uma formulacio de elementos finitos
para analise de vibracdes considerando amortecimento de placas baseada em uma teoria de
camadas mista. As camadas de base e de restricdo satisfazem a teoria de Kirchhoff, e a camada
intermedidria, composta por MVE, é modelada por uma teoria cisalhante de alta ordem.

Foram apresentados aqui alguns dos muitos trabalhos que sdo encontrados € que tratam
do estudo de vibragdes em laminados com ou sem nucleo viscoeldstico. Isso visa ressaltar a

importincia do estudo de vibragdes em placas laminadas.

3.8.1 Funcgdo resposta em frequéncia

A equacdo dinamica que governa o movimento de um sistema linear, descrita no

dominio do tempo, pode ser posta na forma matricial (PETYT, 2010)

MZX(r) + Cx(1) + Kx(1) = £(2), (3.100)

onde M, C e K sdo as matrizes de massa, amortecimento viscoso e rigidez do sistema. x(¢) ¢ f(¢)
sdo os vetores de resposta (deslocamentos generalizados) e de forcas de excitagdo generalizadas,
no dominio do tempo, respectivamente.

Neste trabalho, sdo utilizadas camadas restritas com MVE no controle de vibragcdes de
placas. Assim, as propriedades do MVE séo dependentes da frequéncia (£2) e da temperatura
(T), enquanto que as propriedades do material eldstico sdo independentes destas duas variaveis.
Desta maneira, a matriz de rigidez do sistema composto (K) pode ser escrita como a soma das

parcelas do MVE e do material eldstico. Isso pode ser realizado conforme

KQ,T) =K, + K,(Q.,T), (3.101)

onde a matriz de rigidez K, (€2,T) refere-se a parcela do MVE. Esta parcela ¢ dependente da
frequéncia e da temperatura, ¢ € dada por valores complexos. A matriz K, refere-se ao material
elastico (material metélico) e que contém somente valores reais ¢ constantes (XIE er al., 2019).
Neste trabalho, a temperatura de trabalho do MVE € mantida constante. Portanto, o termo que se

refere a temperatura pode ser omitido em todas as propriedades do MVE.
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A partir das consideragdes realizadas, aplicando a transformada de Fourier a equacgdo
(3.100), e considerando a resposta em regime permanente, tem-se a equagdo do movimento no

dominio da frequéncia dada por

[-Q*M + iQC + K(Q)]X(Q) = F(Q). (3.102)

X(Q) e F(Q) sdo as transformadas de Fourier de x(¢) e f(¢), respectivamente.

A obtengdo da FRF de um sistema exige que a equacao (3.102)) seja resolvida para cada
valor de frequéncia dentro de um intervalo de interesse contendo n frequéncias. Existem duas
formas basicas para se resolver este problema. A primeira delas € pela solugdo, em sequéncia, de
n sistemas lineares de equacdes, sendo que cada sistema € resolvido para um valor discreto de
frequéncia. A segunda forma se d4 pela solucio do problema de autovalores/autovetores associado
ao problema e posterior desacoplamento das equacdes. Neste caso, a principal dificuldade se
encontra em resolver o problema de autovalores/autovetores, visto que se trata de um problema
ndo-linear de equagdes, pois envolve uma matriz de rigidez dependente da frequéncia. Em ambas

as situagdes, o custo computacional € elevado.

3.8.2 Obtengdo da resposta aproximada da FRF do sistema composto

Com o intuito de resolver a dificuldade em se obter a solucao da equagao (3.102), de
forma aproximada e com menor custo computacional, Floody et al. (2007) e Floody (2010)
desenvolveram uma técnica para solucdo aproximada, na qual os autovalores € autovetores sdo
calculados em uma frequéncia de referéncia (€)y). Adicionalmente, sdo considerados somente
os primeiros 7 modos de vibrar dentro de uma faixa de frequéncia de interesse que tenha uma
participagdo significativa no cédlculo da FRF. Nesse caso, o nimero de modos escolhidos (7)) é
significativamente inferior a dimensdo n do sistema original. Na sequéncia, a equagdo do sistema
pode ser resolvida para cada frequéncia, dentro de um intervalo de interesse, apenas considerando
um incremento na frequéncia (AE(€2; Qy)).

Com a utilizagdo desta técnica, ndo ha necessidade de resolver o problema de auto-
valores/autovetores para cada frequéncia do intervalo de interesse, apenas para a frequéncia
de referéncia €. Este método, tem como caracteristica geral reduzir a ordem das equagdes
do sistema ¢ assim diminuir o nimero de operagdes € minimizar o tempo de processamento
(MURARQO et al., 2023). Essa técnica ¢ apresentada explicitamente nesta secao.

Inicialmente, considerando a parcela da matriz de rigidez relativa ao MVE avaliada em
uma frequéncia de referéncia pré-definida (€2y) pode ser escrita como

K.(Q) = EQo)K,, (3.103)

sendo K, a matriz que denota a parcela da matriz de rigidez do MVE gerada considerando um
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médulo de elasticidade arbitrario e constante (por exemplo 1N/m?), que posteriormente, serd
corrigido. Assim, a matriz de rigidez do sistema composto avaliada na frequéncia de referéncia,

€, ¢ dada por

Ko(Qo) = Ky(Q) + K, = E(Q)K, + K., (3.104)

onde Ky(€2y) ¢ a matriz de rigidez do sistema composto, considerando o material elastico e o
MVE avaliado na frequéncia de referéncia, (€y). Pode-se observar que nesta equagao, o tinico
termo dependente da frequéncia ¢ o modulo de elasticidade complexo (E(€2p)), que € obtido por
meio da equagdo (3.13).

Em uma etapa posterior, um problema de autovalores, associado as matrizes de massa e
de rigidez do sistema composto ¢é resolvido para a frequéncia de referéncia, K(€)), de acordo

com a equagdo

[Ko(€20) — A;M]g; =0 (3.105)

com i variando de 1 até o nimero total de graus de liberdade do sistema, n. O i-ésimo autovalor
complexo € representado por A; e ¢; € 0 i-€simo autovetor complexo correspondente. A matriz
modal € definida como ® = [¢q,02,...,¢n], onde suas colunas sao os autovetores obtidos na
equagdo (3.105).

Este método assume que apenas os primeiros modos de vibrar contribuem significativa-
mente para a resposta do sistema. Assim, a matriz modal, ®, avaliada na frequéncia de referéncia,
pode ser truncada para os 7 primeiros autovetores, onde 71 << n. A matriz modal tem agora,
dimensdo de nxfi. Em uma etapa posterior, os autovalores sdo organizados em ordem crescente
e os autovetores sao reordenados de forma correspondente. Depois disso, os autovetores sao
normalizados pela matriz de massa modal e passam a ser definidos por @o. Com isso, as seguintes
propriedades sdo observadas:

<i>§ M, = I;,;
(3.106)
(I)gK()(Q())(I)O = AOﬁxﬁv

onde I, ¢ a matriz identidade, (i)o ¢ a matriz dos autovetores complexos, denominada por matriz
modal, A € denominada de matriz espectral complexa, composta em sua diagonal principal,
pelos autovalores complexos, A;. Observa-se que a notacdo £y refere-se a matriz espectral obtida
considerando as propriedades do MVE obtidas na frequéncia fixa €.

Agora, a matriz de rigidez precisa ser atualizada para cada valor discreto de frequéncia

dentro da faixa de frequéncia de interesse de analise da estrutura. No método em discussio, isso €
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feito através de um processo incremental, para o qual o incremento € acrescentado a propriedade
do material, ou seja, ao médulo de elasticidade, AE(£2; €2p). Isso € apresentado na equagao
Ey+ Eoobl (l.Q.)ﬁ

AE(Q; Q) = E(Q) — E(€Y) = T 0 GQF E(€y). (3.107)

A matriz de rigidez do sistema composto, K(Q), calculada para qualquer valor discreto
de frequéncia é dada por

K(Q) = Ko(Qo) + AE(Q: Q0K = K, + E(Qy)K, + AE(Q; QK. (3.108)

Para o calculo da FRE realiza-se a transformagdo de coordenadas do espago de configu-

racdo para o subespaco modal do sistema composto por meio da equagao

X(Q) = ®P(Q), (3.109)

onde P(Q) é o vetor de coordenadas generalizadas no subespago modal e X(€2) é o vetor de
coordenadas generalizadas no espago de configuragao.

Pré-multiplicando a equacdo do movimento, equagao (3.102), por (i)g e fazendo a
transformacao de coordenadas, por meio da utilizacdo da equagao (3.109), é possivel obter a

equagdao do movimento para cada valor discreto de frequéncia, 2, conforme

DI [-Q™M + iQC + K(Q)|dP(Q) = DIF(Q), (3.110)

onde a equagdo (3.108), obtida anteriormente € utilizada para substituir a matriz de rigidez do
sistema composto, K(€2) conforme

BIKQ)D) = DIK(Qo) Dy + AE(Q; Q) DIK . (3.111)

Reescrevendo a equagao (3.110) utilizando as relagdes da equacdo (3.106) e a equagdo
(3.111), tem-se

[—O% ;0 + iQTim + Aopa + AEC: Qo)A P(Q) = (i)TF(Q). (3.112)
B v 0

onde A/v = (i)g K;(i)o, Town = (i)g C(i)o, L € Aoaxn s@0 matrizes diagonais e constantes ao
longo de toda a faixa de frequéncias. E pode ser observado, na equacdo (3.112), que a unica
variavel dependente da frequéncia ¢ AE(Q;€)y), € que a nova ordem desse sistema & nxi,

significativamente menor que aquele da equagdo (3.102).
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Finalmente, a equagao (3.112) permite determinar uma aproximagao para a resposta

dindmica do sistema composto no subespaco modal para qualquer frequéncia utilizando,
P(Q) = [-Q ;5 + iQTpp + Agp + AEQ; QAT ®IF(Q). (3.113)

B importante ressaltar, que na equagao (3.113) a atualizagao do vetor P(Q2) depende
apenas da atualizacdo do valor de AE(Q; €)p), pois as demais matrizes ¢ o vetor de forca de
excitacdo sdo constantes. Ou seja, as matrizes Iy, Agam, (i)o, A/v, € Taxi, SA0 constantes, pois sdo
calculadas para uma frequéncia de referéncia pré-definida e fixa. A dimensdo dessas matrizes
¢ nxn, sendo 71 << n e n o numero total de graus de liberdade do sistema. Portanto, a solucdo
desta equacdo pode ser realizada de forma direta, resolvendo o sistema de equagdes para cada
frequéncia €2, ou para cada frequéncia € atualizar o valor de AE(€; Q) e inverter o termo entre
colchetes da equacgdo (3.113).

A resposta dindmica, equacdo (3.113), estd sendo expressa em funcdo das coordenadas
generalizadas. Para obter a equacdo no espago de configuragdes € necessario utilizar a equacdo

(3.109). Assim, a resposta dindmica no espago de configuragdes do sistema composto ¢ dada por

X(Q) = D[ Qs + iQTisi + Ao + AEQ; Qo)A DI F(Q), (3.114)

ou ainda,

X(Q) = HIQ)F(Q), (3.115)

onde H(€2) é denominada matriz de receptancia. A partir da equagdo (3.115) € possivel obter a
resposta do sistema, em deslocamentos, da estrutura para um dado ponto de excitagdo e resposta.
Para obter a resposta em aceleragdo, ou seja a matriz de inertancia, ¢ necessario multiplicar

equagiio (3.115) por —Q2.

3.9 CONCEITOS DE OTIMIZACAO MATEMATICA

Um problema genérico de otimizacao pode ser escrito na forma de minimizagdo de
uma fun¢do objetivo (também denominada funcido custo), f(x) (ARORA, 2017). Para determinar
o valor de minimo da funcao objetivo é necessario determinar o vetor de varidveis de projeto
X = (X1, X2,...,X,,) que gere esse valor. O problema de otimizacdo pode estar sujeito a restrigoes de
igualdade & ;(x) = 0 e/ou a restri¢gdes de desigualdade g;(x) < 0 (ARORA, 2017). Na formulacdo

padrdo, um problema geral de otimizacdo pode ser apresentado na forma

min Jf(x)
sujeitoa hi(x) =0 (j=1lany) (3.116)
&x) <0 (i=1any).
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A regido factivel ou viavel, S, é aquela que atende as especificagdes do problema e,
portanto, ¢ o conjunto composto por todos os pontos de projeto que satisfazem as restricdes
(ARORA, 2017). Desta forma, a regido viavel pode ser definida como

S={xlhj(x)=0, j=lan,;gx) <0,i=1an,}. (3.117)
A fungdo objetivo, f(x), terd um ponto de minimo global, x*, se a condi¢do

f(x*) < f(x), paratodo x* € § (3.118)

for satisfeita. Além disso, x* € dito ser um ponto de minimo local se a inequacdo (3.118) for
satisfeita apenas para uma pequena vizinhanga, NV, de x* compreendido pela regido factivel §. A

vizinhanga N(x*) é definida por

N ={x| x € Scom ||x — x*|| < 6}, (3.119)

para qualquer ¢ arbitrdrio, pequeno € maior que zero.

A utilizac@o de conceitos de otimiza¢do em estruturas € componentes mecanicos ¢
denominada otimizagao estrutural. A otimizag¢do estrutural pode ser dividida basicamente em
otimizagdo dimensional, de forma e topoldgica. Na otimizacdo dimensional, busca-se determinar
uma ou mais dimensoes de uma estrutura com forma predeterminada. Como por exemplo, a busca
pela espessura 6tima de uma placa, visando extremizar uma dada fungdo objetivo. Nesse caso, a
variavel de projeto ¢ a espessura da placa, sendo que o dominio da estrutura ¢ predeterminado e
fixo. J4 na otimizagdo de forma, busca-se determinar a forma 6tima deste dominio em questao.
Neste caso, as varidveis de projeto envolvem parametros de definicdo do contorno da estrutura.
E, por fim, a otimizacdo topoldgica visa determinar caracteristicas como localiza¢do, nimero e
forma de furos e, portanto, a conectividade do dominio (BENDSOE; SIGMUND, 2004). Uma
representacdo grafica das trés formas basicas de otimizacdo estrutural ¢ realizada na FIGURA
18.

A otimizagdo topoldgica tem como objetivo determinar a distribui¢do 6tima de material
de uma estrutura dentro de um dominio preestabelecido de projeto. Normalmente, as tnicas
grandezas conhecidas em um problema de otimizagdo topoldgica sao as cargas aplicadas a
estrutura, condi¢des de contorno, volume da estrutura ¢ algumas possiveis restri¢des de projeto,
como localizagdo e tamanhos dos furos, ou das areas solidas (BENDSOE; SIGMUND, 2004).

3.10 OTIMIZACAO UTILIZANDO ALGORITMOS GENETICOS

O algoritmo genético (AG) € um algoritmo de otimizacio estocdstico, baseado nos
fundamentos da genética e sele¢ao natural, embasado na teoria de Darwin. Foi desenvolvido

por John H. Holland na década de 1960. O AG se baseia na ideia de que novas populacdes sdo
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FIGURA 18 — FORMAS BASICAS DE OTIMIZACAO ESTRUTURAL
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FONTE: A autora (2024).

geradas a partir de populagdes antecessoras, de forma que, cada nova populagdo gerada apresente
melhor desempenho que a anterior (HAUPT; HAUPT, 2004).

O AG ¢ um método de busca global, que apresenta as seguintes vantagens: (1) ndo
requer derivadas, tanto para funciio objetivo quanto para as restricdes; e (2) a ergodicidade! das
operagdes de evolugdo do AG o tornam eficaz na busca pelo 6timo global (ZHENG et al., 2004).

O AG inicia o processo de otimizacdo pela geracdo aleatéria de um conjunto de indivi-
duos, o qual caracteriza a populacdo inicial. Essa populagdo inicial estd associada a um conjunto
de pontos no espago de projeto. Para cada individuo € calculado o valor da fun¢do objetivo e,
a partir do qual, é associado um valor de aptidao. Tendo como base esses valores, sao obtidos
os individuos de melhor desempenho. Com base nos individuos mais aptos, ¢ selecionado um
subconjunto aleatoriamente de tamanho fixo. Esse processo ¢ mantido até que um critério de
parada seja satisfeito (ARORA, 2017). Um exemplo do funcionamento de um algoritmo genético
padrao ¢ apresentado na FIGURA 19.

Os individuos em AG sao sequéncias de digitos binarios, obtidos pela codificacdo de
um ponto do espaco de projeto, € podem representar uma possivel solugdo do problema. Para que
o AG determine respostas otimas, sao necessarias algumas operacoes sobre os individuos. Desta
forma, os termos utilizados para definir os parametros do AG sdo apresentados na sequéncia.
Para isso, as defini¢des mais relevantes sdo aqui apresentadas com base principalmente nos
trabalhos de Arora (2017) e Sivanandam e Deepa (2008):

¢ Cromossomo e genona: normalmente, se refere a solugio candidata do problema, ou seja,
¢ um ponto de projeto do problema de otimizacdo. Esse ponto € apresentado no formato
codificado por valores bindrios (0 ou 1), os quais sdo denominados de bits e representam
as variaveis de projeto do problema. Na FIGURA 20 € apresentado um cromossomo de 15
bits;

12" Por meio de cédlculos probabilisticos, a evolucio futura de um sistema pode ser determinada.
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FIGURA 19 — FLUXOGRAMA DO FUNCIONAMENTO DE UM ALGORITMO GENETICO PA-
DRAO
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FONTE: Adaptado de Sivanandam ¢ Deepa (2008).

FIGURA 20 — REPRESENTACAO DE UM CROMOSSOMO.

011101001101011

FONTE: A autora (2024).

e Gene: sdo bits Unicos ou blocos de bits (strings) que codificam um elementos particular
da solugdo candidata, FIGURA 21. Ou seja, uma string pode representar uma variavel de
projeto (gene);

FIGURA 21 — REPRESENTACAO DE UM GENE.

01110 10011 01011
Gene 1 Gene 2 Gene 3

FONTE: A autora (2024).

e Gendtipo: refere-se ao conjunto particular de genes presentes em um cromossomo;

e Fenoétipo: ¢ o cromossomo codificado para utilizagdo pelo problema fisico;
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Alelo: na biologia, € a configuracio de determinada caracteristica do individuo, como por
exemplo a cor dos olhos pode ser azul ou verde. No AG, o alelo € o valor (0 ou 1) de

determinado gene;

Locus: ¢ a posi¢do do gene no cromossomo, ou seja, a posicdo dentro do vetor de varidveis

de projeto;

Populacio: A populacido ¢ um conjunto de individuos (cromossomos), o qual representa
um conjunto de varidveis de projeto. Na FIGURA 22 ¢ apresentada uma populagdo de 5

individuos;

FIGURA 22 — REPRESENTACAO DE UMA POPULACAO.

Cromeossomeo 1 0110011010
Cromossomeo 2 1001100101
Populacio Cromossomo 3 1100110010
Cromeossomeo 4 0101010101
Cromossomo 5 1000111000

FONTE: A autora (2024).

Geracao: representa cada iteracdo do processo de otimizagao;

Pais: na criacdo de novos individuos ocorre uma troca genética, tanto na biologia quanto
em AG. Os pais sao individuos de uma populagdo que possuem as melhores aptidoes e

que sdo utilizados para gerar uma nova populagdo;

Filhos: sdo os cromossomos gerados pelo cruzamento de dois pais selecionados com
base em seus valores de aptiddo e probabilidade, a partir da populacdo gerada na iteragao

anterior;

Imigracao: ¢ introduzir a populacio, individuos totalmente novos de forma aleatéria. A
imigracdo ¢ um esfor¢o adicional para aumentar a diversidade da populagdo. Esta etapa ¢
adicionada ao processo, quando o progresso em direcdo ao ponto de 6timo se torna muito

lento. Assim, a inser¢do de novos individuos visa acelerar a convergéncia;

Aptidao: € a fungio responsavel por medir a qualidade de um individuo. Em outras pala-
vras, para um dado individuo, a fungdo objetivo ¢ avaliada e, posteriormente, € calculada a
aptiddo. O valor da aptiddo mostra quao boa € a solucdo e quao perto o cromossomo esta
do cromossomo (ponto) 6timo, comparando-a com as aptiddes calculadas para solugdes de

geracgdes anteriores.
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3.10.1 Operadores genéticos

Os operadores genéticos sdo responsaveis por gerar melhores populagdes a cada geragao,
de forma que a aptiddo média de cada populacdo seja melhorada. Esse processo ocorre até que
um critério de parada seja satisfeito, ou que um limite de geracdes seja atingido (ARORA, 2017).

Para realizar a tarefa mencionada, os operadores genéticos utilizados sdo:

e Selecao: nesta etapa, dois pais da populacido corrente sdo selecionados para posterior
utilizac@o na etapa de cruzamento. O objetivo desta etapa, € selecionar aleatoriamente
os individuos com base nos maiores valores de aptiddo da populacdo corrente, para
serem cruzados e gerarem uma nova populacdo descendente mais apta. As formas mais
conhecidas de seleg¢ao sdo roleta e torneio. Na selecdo por roleta, cada individuo possui
uma fragcdo de uma roleta, conforme seu valor de aptiddo: individuos com maior aptidao
ocupam uma fra¢do maior da roleta e individuos com menor aptidao, ocupam fracdo
menor da roleta. Na selecdo por torneio, os individuos de uma populacdo sdo selecionados
aleatoriamente e comparam-se as aptiddes. O mais apto € selecionado para ser um pai, € este
individuo € colocado novamente na populagdo original, ¢ pode ser escolhido novamente

para ser o outro pai;

¢ Cruzamento: nesta etapa, os dois pais selecionados na etapa de sele¢do sdo cruzados a
fim de gerar dois filhos (dois individuos), a principio, com maior aptiddao. O objetivo do
cruzamento ¢ gerar uma populagdo mais apta que a populagdo da anterior. O cruzamento
¢ realizado combinando ou misturando segmentos dos cromossomos dos pais. Existem
vérias técnicas para realizar o cruzamento, ponto simples, ponto duplo, multiplos pontos,
entre outros. Na técnica de ponto simples, por exemplo, dois individuos sdo selecionados
de forma aleatdria, e um ponto da string de cada individuo € selecionado. Esses dois
segmentos selecionados de cada individuo sdo trocados € novos individuos sdo gerados. A
técnica de ponto simples e ponto duplo sdo apresentadas na FIGURA 23;

e Mutacio: a mutagdo ¢ um operador utilizado para adicionar diversidade genética a popu-
lagdo e evitar que o algoritmo convirja para um minimo local. A etapa de mutagao realiza
a tarefa de recuperar materiais genéticos que possam ter sido perdidos durante as etapas
de selecdo e cruzamento e, também, por gerar novos individuos que explorem areas do
dominio que ndo foram exploradas até entdo. Uma etapa de mutag@o simples, consiste em
inverter o valor (de 0 para 1, ou de 1 para () de algum gene escolhido de forma aleatéria
com base em uma determinada probabilidade;

¢ Elitismo: no elitismo, o melhor cromossomo ou os melhores cromossomos sdo copiados
para a proxima populacido. Com isso o algoritmo mantém alguns individuos para que nao

sejam perdidos na etapa de geragao.
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FIGURA 23 — CRUZAMENTO ENTRE DOIS INDIVIDUOS UTILIZANDO A TECNICA DE PONTO
SIMPLES E PONTO DUPLO

Cruzamento em um ponto

Ponto de corte
]

Individuo 1 [ 1] 1§0| 1[o[o[ 1[1[1]o]1]0o] = [o]1]o[1]0]o[1]1]1]0]1]0]

Individuo 2 | 0 1] o[ o] 1] 1] 1] o[ 1] 1] 1] 0] => Mﬂolo\ 1[1]1]o[1]1]1]0]
Cruzamento em dois pontos

Pontos de corte

Individuo 1 [ 1] 0 1] 0] o] 1i 1[1]o[1]o] = [1] ifo]lo\ 1] 1] 1‘; 1[1]o] 1]0]

Tndividuo 2 | 0| 1 OIO‘I‘I‘IIIO‘I‘I‘I‘O‘ = M1[0‘1]0}0‘130}1]1\1]0}

FONTE: A autora (2024).

3.10.2 Operadores de controle

Os operadores de controle influenciam diretamente no funcionamento do AG € podem
ajudar ou atrapalhar na busca pelo 6timo. Alguns dos principais operadores estdo apresentados

na sequéncia:

¢ Geracao da populacio inicial: eventualmente, a populagao inicial pode ser gerada de
forma aleatoria, porém poderd ser gerada, também, a partir de pontos considerados como
boas solugdes para o problema. Estes tltimos podem ser previamente conhecidos. Contudo,
a populacdo inicial deve conter material genético suficiente para cobrir o espacgo de busca

e fornecer maior diversidade;

e Tamanho da popula¢do: normalmente, o tamanho da populagao inicial depende da
complexidade do problema e deve compreender material genético suficiente para explorar
todo o espago de busca. Pequenas populagdes podem limitar o espago de busca e causar
convergéncia prematura. Grandes populacdes podem representar uma maior diversidade,
de forma que se tenha uma melhor cobertura do dominio. Com isso, € possivel evitar a
convergéncia prematura do algoritmo. Porém, maiores populacdes podem necessitar de

recursos computacionais que reduzam o tempo de avaliagdo da populacio;

e Codificacdo: ¢ uma forma de representar 0s genes presentes em um cromossomo. Na
maioria das vezes ¢ representado por uma string binaria. E, para isso, existem formas de
converter valores continuos em bindrios e vice-versa. Segundo Rao (2019), o valor de uma

variavel [ obtida na forma decimal a partir de valores binarios (b) ¢ dada por
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dy

[ = Z 2%*p,, (3.120)

k=0

onde a variavel b assume valores de O ou 1, e k = 0,1, 2,....dp, sendo d, o nimero de
digitos bindrios. No entanto, para representar a varidvel continua com alta precisdo, Ax, é

necessario determinar o ndmero de digitos bindrios, o qual € dado por

X _ 4O

2h > 41, 3.121
A + ( )

onde x® e x? siio os limites superior e inferior, respectivamente.
e Tamanho do cromossomo: ¢ definido pela quantidade de bits existente em um individuo;

o Taxa de cruzamento: essa taxa indica a frequéncia com o qual o cruzamento serd realizado.
Se houver cruzamento, os filhos terdo genes de ambos os pais, caso ndo haja cruzamento,
os filhos serdo copias idénticas dos pais. Quanto maior for a taxa de cruzamento mais
rapido serd o surgimento de novos individuos. Por outro lado, quanto menor for a taxa o

algoritmo pode se tornar lento;

o Taxa de mutacao: ¢ responsdvel por determinar a frequéncia com a qual partes dos cromos-
somos deverdo sofrer mutacdo. Se ndo houver mutagdo (nesse caso, a taxa de mutacao € de
0%), apos a etapa de cruzamento, os descendentes sdo copiados diretamente sem alteracio.
Caso haja mutagao de 100%, todos os genes do cromossomo sao modificados. Quando
a taxa de mutacdo ¢ muito elevada, a busca pelo 6timo se torna essencialmente aleatdria.
Entretanto, se a taxa de mutacdo for um valor razoavel, € reduzida a probabilidade do

algoritmo convergir para algum minimo local.

3.10.3 Critérios de parada

O algoritmo de otimizagdo devera cessar apds atingir algum critério previamente defi-
nido. Alguns critérios de parada sao apresentados (SIVANANDAM; DEEPA, 2008; HAUPT;
HAUPT, 2004; ARORA, 2017):

e Niimero maximo de geracoes: o AG para quando atinge um nimero maximo de geraces

estabelecido inicialmente;

¢ Nenhuma mudanca no valor da aptidao: quando o AG alcangar o melhor valor de
aptiddo da populacdo por um nimero estabelecido de geragdes seguidas, o algoritmo péra.
Entretanto, caso o nimero de maximo de geracdes seja atingido, antes do nimero de

geragdes sem que haja alteracdo no valor de aptidao, o algoritmo péara;
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e Convergéncia da func¢io objetivo: o algoritmo para somente quando ndo houver melhoria
na func¢do objetivo em geracdes consecutivas. Normalmente uma pequena tolerancia, &,
¢ definida, e até que a diferenca entre os valores da funcio objetivo, para duas geracoes

consecutivas, ndo seja menor que essa pequena tolerancia, o algoritmo ndo para.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo, ¢ apresentada a metodologia de otimizacdo topoldgica de CRs, aqui
proposta, com vistas ao controle passivo de vibragdes em estruturas do tipo placa. O projeto de
controle de vibracdes ¢ realizado pela aplicagdo de otimizacdo topoldgica das CRs, por meio da
utilizacdo de um AG. Além disso, ¢ exposta uma forma de controle de checkerboard, a qual se
da por meio da utilizagdo de uma restricao de perimetro.

Uma outra metodologia ¢ desenvolvida e aplicada aos individuos gerados randomi-
camente pelo AG, de forma a muta-los e melhora-los em termos de checkerboard. Esta, se
baseia em classificar os genes de maior eficiéncia em reduzir a fungio objetivo e utilizd-los para
melhorar as solugdes candidatas do AG. Essa técnica ¢ utilizada na etapa de mutagdo do AG e ¢
baseada no conceito de melhoria.

No capitulo, sdo exibidos o problema padrao de otimizacdo, a metodologia de mutacio
baseada no conceito de melhoria, a metodologia para controlar o checkerboard e os pseudo
cddigos, quando necessarios.

4.1 FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO UTILIZANDO ALGO-
RITMO GENETICOS

Nesta se¢do, ¢ apresentada a metodologia de otimizagdo topoldgica aplicada ao controle
passivo de placas semiespessas, via cobertura parcial por CR utilizando um algoritmo genético
(AG). A funcio objetivo utilizada ¢ uma aproximacdo da norma Euclidiana da fungdo resposta em
frequéncia associada a componente ks-¢sima da matriz inertancia, Ag,. Por sua vez, as varidveis
de projeto sdo os valores bindrios (0 e 1), indicadores de existéncia ou ndo de CR em cada
elemento finito. O percentual em area da placa que ¢ coberta pela CR € inserida no problema de
otimizag¢do como uma restricdo. Além disso, uma restri¢ao de perimetro ¢ imposta ao problema
com o intuito de mitigar a ocorréncia de checkerboard.

O processo de otimizagdo inicia pela discretizagdo da estrutura base, em n,; elementos
finitos. O problema consiste em determinar se cada EF (elemento finito) poderd ou ndo receber
CR. A utilizagdo da otimizacdo de topologia busca determinar a posi¢do 6tima de CR que
minimize a resposta de vibragdo em uma certa faixa de frequéncias de interesse € que reduza a

funcgdo objetivo considerada. Esta fungdo ¢ a norma L, da funcio inertancia dada pela equagao

Qf
Jx) = \/ f |Ars(Q)2d2, “4.1)

Q

sendo que £; e £ s@o as frequéncias inicial e final, respectivamente, que limitam o intervalo
de frequéncia em estudo. Considerando valores discretos obtidos no intervalo de frequéncia a

equagdo (4.1) pode ser reescrita como
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2
F0) = AQ Y [A(Q)F, 4.2)

q=1

onde AQ = ((£2 —€;)/ny) e ny € o numero de valores discretos de frequéncia dentro do intervalo
de interesse.

As variaveis de projeto possuem relacdo biunivoca com os elementos da malha. O
algoritmo de otimizagao escolhido € o algoritmo genético (AG), que pode ser configurado como
um algoritmo de tomada de decisdo bindria. Nesse contexto, o vetor de varidveis de projeto,
representado por x ¢ composto por valores binarios (0 ou 1). Consequentemente, cada elemento
desse vetor indica a presenga (se ¢ igual a 1) ou a auséncia (se ¢ igual a 0) de CR, conforme
mostrado na FIGURA 24. A dimensao do vetor de varidveis de projeto ¢ equivalente ao nimero

total de elementos da malha, identificado como n,;.

FIGURA 24 — REPRESENTACAO DAS VARIAVEIS DE PROJETO

. Elementos com CR

D Elementos sem CR

FONTE: A autora (2024).

4.1.1 Restricdo sobre a &rea maxima recoberta com CR

Como mencionado anteriormente, apenas uma parcela da drea da placa € coberta por CR.
Desta forma, a méxima de area (S ,,4x) de recobrimento por CR ¢ imposta como uma restri¢ao ao

problema de otimizacdo, conforme

ne_l xeSe - Smax
Lot <0, (4.3)

Smax a

g1(x) =

onde S, € a drea de cada elemento e x, assume valores de 0 ou 1.

4.1.2 Restricdo relativa ao perimetro

A partir dos conceitos relacionados ao controle de perimetro, apresentados na Secao

2.3.2, e como o algoritmo de otimizagdo utilizado neste trabalho ¢ o AG, ndo ha necessidade de
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obter a derivada das equagdes referentes ao perimetro. Assim, a equagdo (2.3) pode ser reescrita,

considerando nulo o pardmetro &, como

I

Py = Yl 0))- @

i=1

O termo {p); ¢ o salto da densidade do material através da interface i de comprimento /; do
conjunto de todas as interfaces (arestas) na malha em andlise. No sentido do que estd apresentado,
a restricdo relacionada ao perimetro pode ser colocada na forma adimensional como

o(x) = LX) = Pim 4.5)

lim

O termo p(x) € o perimetro das CRs em cada configuragdo x € py, ¢ o valor limite maximo
pré-definido para o perimetro total.
4.1.3 Problema de otimizagdo proposto

O problema de otimizagdo de topologia, posto na forma padrdo (ARORA, 2017),
considerando as duas restricoes, ¢ apresentado como

ny
min  f(x) = AQZ |Aks(Q)I

xeB"el

g=1
el eSe - Smax
sa. gi(x) = 2o XS <0 (4.6)
X)— im
aa(x) = PO P,

lim

sendo que B" ¢ o conjunto de vetores bindrios de dimensdo ny;.

4.2 FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO IRRESTRITO

Como apresentado na sec¢ao anterior, o problema geral de otimizagado utilizado neste
trabalho apresenta duas restricdes. Uma delas limita a dimensdo da area de recobrimento por
CR e a outra limita o comprimento do perimetro das CRs. Esta dltima restri¢do tem como
objetivo mitigar a formacdo de checkerboard. Para resolver o problema de otimizagio, o AG ¢
utilizado. Contudo, o AG ¢ naturalmente adequado para resolver problemas irrestritos. Desta
forma, este trabalho optou por transformar o problema dado pela equacio (4.6) em um problema
de otimizagdo irrestrita. Para isso, ¢ utilizado o conceito de funcio de penalidade de restricoes.

Métodos de funcdo de penalidade, modificam um problema de otimizagdo restrito
transformando-o em um problema irrestrito € a solugdo ¢ obtida por meio da resolugdo de uma

sequéncia de problemas de minimizagao irrestrita. Neste trabalho, o método de penalizagao
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externa quadratica € utilizado. Assim, considera-se um problema de minimizagdo sujeito a n,

restri¢des de desigualdade, posto na forma padrio (RAO, 2019), e dado por

Encontre x que minimize f(x) @)
sujeito a: g;(x) <0, j=1.2,...n,, ’

onde g;(x) € a j-ésima funcdo de restricdo de desigualdade. Esta equagdo pode ser reescrita
considerando a defini¢do da fungao objetivo associada ao k-ésimo problema de otimizacdo
irrestrito, ¢(x,7;) (RAQO, 2019)

p(xr) = f(X) + 1 ) ()7, (4.8)
=1

onde r; ¢ uma constante positiva conhecida como parametro de penalidade, e g ¢ uma constante
positiva, que normalmente € igual a 2. Por sua vez, a fun¢do (g;(x)) € definida como (RAO,
2019)

gi(x) se gix)>0
(restricdo violada)
(g;(x)) = max{(g;(x),0) =1 0 se gi(x)<0 4.9)

(restricdo € satisfeita).

O termo mais a direita da equagdo (4.8) tem como efeito elevar o valor da nova funcio objetivo,
¢(x,r;), a medida em que cada restri¢do ¢ violada (RAO, 2019).
Assim, para um problema de minimizagdo irrestrito, tem-se que a nova func¢do objetivo,

associada ao k-ésimo problema, € dada por

ny Rel o Q. _ 2 2
¢<x,rk)=AQZlAks<Q)|2+rk(<Z":1x‘S‘ S’"”x> +<p(x) pl"">), (4.10)

g=1 S max plim

sendo que os dois termos mais a direita, os quais sdo multiplicados pelo parametro de penalizacio,
T, €stdo na forma adimensional. Isso € realizado para que, ao se multiplicar por 7, se obtenha
valores de mesmas unidade e ordem de grandeza que a funcao objetivo. Por fim, o problema

padrdo para um problema irrestrito pode ser escrito como

nf R o Q. _ 2 o \2
min ¢(X”,.k) — AQZ |Aks(Q)|2 + 7y (<Zi:1 szz Smax> + <p(X) plzm> ) (411)

Xe Bl — S max Diim
g=1

4.2.1 Atualizagdo do parametro de penalizagdo

Nesta secdo € apresentado um esquema adaptativo de obtenc¢do do parametro de penali-

zagdo das restrigdes, r¢, baseado na média dos valores da funcio objetivo e nivel de violacdo
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de cada restricao ao longo de cada geragao do AG. Este esquema nao exige que nenhum para-
metro de penalidade seja previamente informado pelo usudrio e foi desenvolvido por Barbosa e
Lemonge (2003).

A fungdo objetivo proposta pelo método € escrita como:

Fx) = { f(x), ) se x € viavel 4.12)
F(x)+ .2, reve,  outro
onde )
Fo { (), se f(x)> f0) 413
f(x), outro.

Nesta expresso, f(x) é a média dos valores da fungdo objetivo para a populagio corrente, 7,
¢ o namero de restrigdes de desigualdade do problema, r; ¢ o parametro de penalidade para a
k-ésima restri¢do e para a geragao corrente, € v, sao as violacdes da k-ésima restrigao. Como
no caso deste trabalho, s6 ha restricdes de desigualdade, a violagdo v, da k-ésima restri¢ao de
desigualdade ¢ dada pela equagao (4.9). Entretanto, para o caso do problema deste trabalho,

n,=2. O parimetro de penalizagio r; € obtido pela seguinte equacdo:

re = d—r [Z vk(x)] : (4.14)

onde n;,4 se refere ao nimero de individuos da populagdo. Os valores de r; podem oscilar muito
devido aos valores da funcio objetivo ou até mesmo das violagdes. Para evitar que 1sso aconteca,
os autores Barbosa e Lemonge (2008) sugerem que o fator de penalizacido seja estimado por

meio de uma média ponderada entre o valor corrente de r; € um novo valor predito por:

r]({novo) =0 r]gnovo) + (1 _ 9) r]({corrente)’ ( 415)

onde 6 € [0,1] é equivalente a um fator de relaxagado.

43  AG COM RESTRICAO DE PERIMETRO

A populacio gerada randomicamente pelo AG pode resultar em individuos que apresen-
tam muito checkerboard e, consequentemente, caracterizado por elevados valores de perimetro.
Buscando reduzir estes problemas, este trabalho propde uma metodologia baseada no processo
de mutacdo de individuos gerados aleatoriamente pelo AG. Esta mutacio se baseia no conceito
de melhoria. Além disso, tendo como referéncia esse conceito, busca-se gerar individuos que

melhorem a eficiéncia no controle de vibragdo.
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Na sequéncia, uma metodologia para controlar o perimetro também ¢ apresentada, pois
apesar da mutacgao, os individuos gerados ainda podem ter um perimetro muito elevado. Para
contornar esse problema, ¢ utilizada uma metodologia para que o perimetro do individuo respeite
um perimetro limite (p;;,,) imposto previamente. Os pseudo codigos sdo apresentados quando

necessario.

4.3.1 Analise de melhoria

A andlise de melhoria (AM) tem como objetivo avaliar o quanto a adi¢do de CR a um
Unico elemento finito pode alterar o valor da funcéo objetivo (equagdo 4.2). Portanto, embora
varidveis discretas (0-1) estejam sendo utilizadas, este conceito € similar a obtencdo da andlise
de sensibilidade por diferencas finitas em problemas com varidveis continuas. Esta andlise se
baseia em classificar os elementos finitos da estrutura com base em sua eficiéncia em reduzir a
vibragao.

O processo de AM inicia pela discretizagdo da estrutura base, em n,; elementos finitos e,
posteriormente, sdo realizadas andlises harmonicas para obter os valores da fungdo objetivo para
0 sistema primario, a,, ¢ para cada EF recebendo CR isoladamente, a,. A varidvel a, fornece
o valor da fung¢do objetivo para cada e-ésimo elemento da malha recebendo CR ¢ a variavel x,
representa a configuracio de CR do e-€simo elemento.

Assim, para determinar o quanto um determinado elemento € eficiente na reducao da
vibracdo da estrutura, € realizada a diferenga entre a aproximagdo da norma euclidiana da funcdo
inertancia calculada para o sistema sem amortecimento, a,,, ¢ considerando cada EF recebendo

CR, a., por meio da equacdo

I, = ay, — a,. 4.16)

Ou seja, maiores valores de I, apresentam maior redugao no valor da inertancia, causado pelo
e-¢simo elemento.

A metodologia baseada em andlise de melhoria € apresentada na forma de fluxograma
na FIGURA 25. Todas as andlises por elementos finitos ¢ a obten¢do dos parametros modais ¢ de

a, sao realizadas nas rotinas implementadas no software MATLLAB.

4.3.2 Mutacdo modificada (viciada)

Nesta se¢ao, o indice de melhoria é utilizado para melhorar randomicamente um
individuo gerado, também randomicamente, pelo AG. Para isso, tomando um individuo genérico
X, sdo adicionados os genes mais eficientes, bem como sdo removidos os genes menos eficientes.
Com isso pretende-se obter uma populacido mais eficiente do ponto de vista de checkerboard e
de amortecimento estrutural. Os elementos (genes) mais eficientes sdo aqueles que apresentam
maiores valores do indice de melhoria, 7, (equagdo 4.16), ¢ indicam que tais elementos causam
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FIGURA 25 — ESQUEMA GRAFICO DA ANALISE DE MELHORIA

Inicio

Dados de

Moédulo de célculo para o sistema primario

Calculo das matrizes de ~ . A . i a
Gera malha | — .. I obtencdo da inertancia [ da inertancia
rigidez e massa A (Q
ks( ) asp

|
|
|
I
| Analise harmonica e Célculo da norma L,
|
|
|
|
|
|
|

Moédulo de calculo para o sistema composto

| |
! I
| |
I | Atribui CR ao e- , . Analise harmoénica e Céalculo danorma L, | !
ol Calculo das matrizes de ~ Y o {
i | ésimo elemento | .. — obtencdo da inertancia [— da inertancia |
! rigidez e massa I
: Xe Ars(Q) Ao :
lL |
Calculo da
melhoria
L
Fim

FONTE: A autora (2024).

maior reducdo no valor da fun¢do objetivo. J4 os elementos menos eficazes sdo aqueles que
apresentam menor indice de melhoria.

Os genes que devem ser modificados, sdo determinados com base nos valores do indice
de melhoria e sdo modificados na etapa de mutagdo. Para isso, utiliza-se o método da roleta
ponderada (RAO, 2019). Para cada gene € atribuida uma fatia da roleta de forma que o tamanho
da fatia é proporcional ao quanto ele apresenta de melhoria. Com esse método, os genes com
maior valor de melhoria sdo mais provaveis de serem escolhidos para formar o individuo, e
os genes com menor valor de indice de melhoria sdo mais provdveis de serem excluidos do
individuo. A selecdo dos genes que irdo compor o individuo dependerdo da parcela que esse
gene ocupa na roleta. O cdlculo da probabilidade de um e-ésimo gene ser escolhido para formar
um individuo, bem como a probabilidade de um e-ésimo gene ser escolhido para ser retirado de
um individuo pelo método da roleta ponderada € realizado pela equacdo

. F
pe(x) = o, (4.17)
E F
=1
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onde n,; € o nimero de elementos da malha que € equivalente ao nimero de genes de um
individuo, p,(x®) € a probabilidade do gene x¢ ser escolhido, se F for /., ou de ser retirado do
individuo, se F for igual a P, = I, — I, onde I,,,, € o valor méximo do indice melhoria e P,
representa os genes com menor valor de melhoria. O pseudo c6digo para o método da roleta
ponderada € apresentado no Algoritmo 1.

FIGURA 26 - REPRESENTACAO DO METODO DA ROLETA PONDERADA

x5(12,5%)

X4(40%)

FONTE: A autora (2024).

Algoritmo 1 Roleta ponderada

Input: Vetor de melhoria, I, (ou P,);

Output: Vetor dos melhores elementos, e, (ou o vetor dos piores elementos e),);
Calcule a soma dos valores de I,.: Iy, = > L,;

Calcule o vetor de probabilidade de melhoria de cada gene do individuo: p,, = L./ Lsun;
Calcule a soma cumulativa de p,, e salve na varidvel s;

Gere n,, elementos aleatorios: r = rand(1,n,,);

Sorteie os elementos conforme os valores de s;

Atualize a variavel s1 = s;

for k =1 : length(r) do

10:  ind,(k,1) = find(s1 > p,(k,1),1);

11: if s1 = @ then

b BN

12 while s1 = @ do

13: rl = rand(1,1);

14: pl =rl-s(end);

15: ind,(k,1) = find(s1 > pl1,1);
16: end while

17: e, (k1) = a(ind,(k,1));
18: Atualize: s1(ind,(k,1),1) = 0;

19:  else

20: ek, 1) = a(ind,(k,1));

21: Atualize: s1(ind,(k,1),1) = 0;
22:  end if

23: end for

A partir do exposto na metodologia de mutagdo viciada, consideremos uma dada
populagao inicial, X, gerada de forma aleatdria por meio do AG, e de dimensdes 7n,; X 7,4, sendo
que n;,y representa o nimero de individuos da populagdo. Cada individuo segue um critério de
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recobrimento por CR controlado por um percentual, definido pela variavel Pr.,. O nimero de
elementos da malha com CR, referentes a esse percentual ¢ dado pela variavel n.,. A malha de
elementos finitos utilizada neste trabalho ¢ uniforme, o que significa que todos os elementos da
malha possuem a mesma drea, §,. Assim, para determinar o nimero de elementos n., com CR, ¢
necessario determinar a drea de cobertura, S ., referente ao percentual Pr,,, a qual ¢ dada por:

Se=Pry- S (4.18)

p

onde §, € a area total da superficie da placa. Por fim, o nimero de elementos com CR ¢é
determinado pela equagao:
Se

o= —. 4.19
n S (4.19)

Dada uma populacio inicial, identificada por X;, de dimensdes n,xn;,4, cada individuo,
X; (dimensoes n,;x1), desta populacdo, sera modificado por meio da mutacao modificada. Para

isso o seguinte procedimento sequencial € realizado:

Passo 1. Inicialmente, para cada individuo x; sdo identificados os genes (elementos) que contém

CR e sdo armazenados na varidvel e,,;

Passo 2. Em uma etapa posterior, o método da roleta ponderada (Algoritmo 1) é utilizado para
determinar os elementos mais eficientes, os quais sdo armazenados na variavel e,,, ¢ 0s
elementos menos eficientes, armazenados na varidvel e,,. Os vetores e, €, € €, contém 0s
indices referentes aos elementos da malha que contém CR para as respectivas situagdes.

As dimensodes dos vetores e, € €, sa0 1guais a n;;

Passo 3. Na sequéncia, os valores do vetor e, s@o comparados com os valores dos vetores
e, e e,. O objetivo € identificar os elementos de e, que ndo estdo em e, e 0s elementos
de e, que estdo em e.,.. Estes valores sdo armazenados em novas variaveis, el,, e el,,

respectivamente;

Passo 4. Em seguida os elementos el,, sdo adicionados a condicdo inicial e., ¢ os elementos de
el,, sdo retirados de e, mantendo o numero de elementos com CR, n,,, pré-estabelecido

anteriormente;

Passo 5. Caso aconteca da dimensado do vetor e, ser maior (ou menor) que 1, as variaveis a,,

1, ¢ P, sdo atualizadas, excluindo os elementos que ja estdo em e, ;
Passo 6. Os passos 2 ao 5 sdo repetidos até que o tamanho do vetor e, seja n.,;

Passo 7. Atualiza x;, atribuindo o valor igual a 1 aos genes do vetor e, € zero aos demais, insere

esse individuo a nova populacdo X,, calcula o perimetro deste individuo e armazena em p.
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4.4  Controle do checkerboard via controle do perimetro

Nesta secao, ¢ apresentada uma metodologia para controlar e reduzir o perimetro de
forma que a distribui¢do das CRs mitiguem a geragao de checkerboard. Por meio da subsegao
anterior, foi obtida uma populagdo, X,, que agora se encontra viciada. Numa etapa posterior ¢
importante determinar o perimetro que cada individuo apresenta, ou seja, qual € o perimetro
para cada configuracdo de CR. Valores muito altos para o perimetro podem indicar a presenca
de checkerboard, valores menores de perimetro apresentam menos checkerboard ou até mesmo
evitam este fenomeno. Além disso, a metodologia, que aqui € apresentada, visa gerar individuos
que ndo violem a restri¢do imposta ao perimetro durante o processo de otimizacdo, portanto, que
atenda um valor de perimetro limite (py,).

Para obter individuos com o perimetro menor ou igual ao perimetro limite, o seguinte

procedimento sequencial foi realizado:

Passo 1. Para um dado individuo x; (i = 1....,n;,g) da populagdo viciada X,, calcula-se o

perimetro, p;;

Passo 2. Verifique se o perimetro p; do individuo atende a condicéo de perimetro limite, py,,.
Caso o perimetro p; seja menor que o py,, armazene o valor do perimetro ¢ va para o
préoximo individuo (i + 1). Caso o perimetro da configuracdo corrente seja maior que pjim,

e enquanto isso for verdade, o seguinte passo a passo ¢ realizado:
Passo 3. Inicie o contador k = 1, atualize x; = X; € armazene p; = p;;

Passo 4. Adicione CR de elemento em elemento a configuracdo corrente, X, € calcule o perimetro.
Para atribuir, CR a cada elemento da configuracdo x; a cada valor igual a zero atribui-se
o valor igual a 1 e calcula-se o perimetro. Os valores do perimetro sdo armazenados na
variavel p,4, 0 qual € um vetor de dimensao n, — n.x1. Sendo que n, ¢ o nimero de
elementos da malha e o termo n,, representa o nimero de elementos que possuem CR,
do qual Pr,, ¢ o percentual de CR. Os valores de p,, sdo ordenados em ordem crescente
e os indices dos elementos s@o armazenados na variavel e ;. Isso € feito para analisar o
quanto a adi¢do de um elemento por vez, a configuragdo corrente pode manter ou reduzir

o perimetro;

Passo 5. Determine os valores de p,y < pi € armazene em e;, o melhor elemento, ou seja,
aquele que reduz o perimetro da configuracio corrente X;. Caso ndo haja reducdo no valor

do perimetro, armazene aquele elemento que mantém o perimetro igual a py;

Passo 6. Retire elemento a elemento que possui CR da configuracido corrente, x;. Aqui o
processo oposto ao apresentado no passo 4 € realizado. Tem-se a configuragdo corrente
com os elementos que possuem CR, ¢ agora retira-se elemento a elemento que possui CR ¢

calcula o perimetro. Os valores do perimetro sdo armazenados na varidvel pg.;, 0 qual ¢ um
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vetor de dimensdo n.,x1. Os valores de pg; indicam os elementos que ao serem retirados
da configuragdo inicial mais reduzem ou mantém o perimetro. Os indices dos elementos

que reduzem o perimetro (ou mantém) sdo armazenados na varidvel e,;;

Passo 7. Determine o minimo valor de p,,; € armazene na variavel ¢*, , o indice referente a esse
del
perimetro. Esse elemento ¢ aquele que reduz ou mantém o perimetro ao ser deletado da

configuracdo corrente;

Passo 8. Atualize o contador k = k + 1 ¢ atualize a varidvel x;,; com os elementos €, € €}, ;, 08

quais sdo adicionados e retirados, respectivamente;
Passo 9. Calcule o perimetro pg,; da configuracio X, 1;
Passo 10. Verifique se: pri10 = px, va para o proximo individuo, caso contrario,

Passo 11. Atualize p; =min(p;) ¢ atualize a populagéo X,.

Ao fim do procedimento sequencial apresentado, deseja-se obter um individuo sem

checkerboard ¢ com um valor de perimetro menor.

4.4.1 Defini¢cao do valor do pjm,

O valor do perimetro limite, py, tem relacao direta com a area coberta por CR, A, e
esta area ¢ definida a partir do percentual de cobertura, Pr,,, definido inicialmente. Dito isso,
considerando um percentual de cobertura Pr,,, a drea de cobertura, A., ¢ calculada considerando
uma area concentrada e retangular de relacdo 2:1. A partir deste pressuposto, o perimetro desta
geometria € calculado ¢ tomado como perimetro de referéncia, p,.r € o perimetro limite €

calculado pela equacdo

Plim = @& * Dref (420)

onde a ¢ uma constante positiva que regula o valor de py,. Valores muito altos para pj;, podem
acarretar na formacao de checkerboard.

4.5 SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

4.5.1 Cdlculo da aptidio

Um dos principais pardmetros do AG e que influencia fortemente em sua eficiéncia € a
aptiddo. Podem ser encontradas diversas formas de calcular a aptidao de um individuo, como
por exemplo utilizando distribui¢des linear € ndo linear. A distribui¢do linear faz com que os

individuos mais aptos tenham uma probabilidade de selecdo muito semelhante aos demais. No
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entanto, para melhorar o processo de selecdo, podem ser utilizados pesos no calculo da aptidao,
que podem ser lineares ou ndo lineares.

No desenvolvimento deste trabalho, foi utilizada uma técnica de peso nao linear (SP =
3), de forma a fazer com que os individuos com maior aptiddo tenham maior representatividade
no momento da selecdo. Para isso, a aptidio foi calculada da seguinte maneira (SUMATHI et al.,
2008)

Ap = Ming AP ")
O SE A

(4.21)
onde n;,; ¢ o nimero de individuos da populagdo, p; € a posicdo que o individuo ocupa na
populacio (o individuo menos apto tem p; = 1, o individuo mais apto p; = n;,4) € A4 € a raiz do

polindmio:

SP + SPA + ... + SPA%na= 4 (SP — /) A%n=D = (), (4.22)

No processo de otimizagdo, como a restricdo referente a drea maxima de cobertura por
CR influencia na quantidade de variaveis de projeto, pode ocorrer de que alguns individuos
infrinjam esta restricdo. Nesse sentido, na etapa de mutagao modificada foi realizada a corre¢ao
do nimero de elementos com CR para garantir que a restri¢ao de area de cobertura fosse satisfeita.
A corregao do nimero de elementos com CR ¢ feita considerando o conceito de melhoria e a
roleta ponderada. Ou seja, se o nimero de elementos com CR for maior que o devido, utiliza-se a
roleta ponderada para retirar os elementos de menor valor de indice de melhoria. Se o nimero de
elementos for menor que o devido, a roleta ponderada ¢ utilizada para determinar os elementos

que devem ser adicionados ao individuo e que possuem maior valor de indice de melhoria.

4.5.2 Critério de parada

A solucao 6tima obtida pelo AG, deve atender um dos seguintes critérios de parada

utilizados:

1. Quando a diferenga entre a geragdo atual e a vigé€sima geracdo anterior, for inferior a uma

tolerancia pré-determinada;

2. Quando atinge um valor limite de geragdes.

4.5.3 Parametros do AG

Para validar os parametros utilizados nos operadores genéticos do algoritmo, como
tamanho de populagao, nimero maximo de geracdes ¢ numero de individuos de elite, foram
realizadas varias simulacdes. Com isso, verificou-se que uma populacio de 300 individuos era

satisfatdria em termos de convergéncia.
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Em relacdo ao nimero de geragdes, procurou-se manter uma margem de tolerancia
para que o algoritmo encontrasse o ponto de 6timo, portanto, utilizou-se um nimero maximo de
300 geracdes. Ja em relagdo ao nimero de elitismo, 2% do ntimero de individuos se mostrou
interessante.

Na etapa de mutacdo, foi utilizada a mutagao modificada apresentada na Se¢ao 4.3.2.
Para a qual, uma taxa de 1% do tamanho da populacio foi utilizada.

De forma geral, o processo de otimizacdo realizado via AG inicia-se pela defini¢do dos
parametros iniciais, como por exemplo, dimensdes da placa, espessuras das camadas, tamanho
da malha, faixa de frequéncias de anélise, condi¢gdes de contorno, parametros do AG, percentual
de cobertura e py;,,. Na sequéncia, a anélise de melhoria € realizada e ¢ obtido um individuo,
X, com 1., elementos de maior indice de melhoria. Em outra etapa, a populagao inicial Xq
¢ gerada randomicamente pelo AG e esta populacdo obedece o percentual PR, de cobertura
definido inicialmente. Depois, o individuo x4, € adicionado a populagao inicial, Xy = Xo U Xap,
e esta populagdo ¢ submetida 2 mutagdo viciada. O intuito de aplicar a mutacdo viciada € gerar
individuos mais eficientes em termos de controle de vibragcdo e de reducao do checkerboard.
Com isso, obtém-se uma nova populagdo, denominada por X,v-

Para a nova populagdo X,,,,, a funcdo objetivo é avaliada e penalizada para cada
individuo. Na sequéncia, os individuos sdo avaliados conforme sua aptiddo. Caso, algum critério
de parada seja satisfeito, a solugdo 6tima x* ¢ armazenada e o resultado ¢ analisado. Caso
contrario, os operadores genéticos sao aplicados a nova populagdo X,,,,, a fung¢ao objetivo ¢
avaliada e os individuos sdo avaliados conforme sua aptidao. Esta Gltima etapa € realizada até
que um critério de parada seja satisfeito.

Todas as etapas da otimizagdo topoldgica de CR via algoritmo genético com vistas
ao controle passivo de estruturas do tipo placa, foram implementadas no software Matlab. O

algoritmo estéd apresentado no fluxograma da FIGURA 27.
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FIGURA 27 - FLUXOGRAMA DA METODOLOGIA DE OTIMIZACAO UTILIZANDO AG
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5 MATERIAIS

Neste capitulo sao apresentados os materiais necessarios para o desenvolvimento da

analise numérica ¢ a realiza¢do de experimentos fisicos com placas tratadas com camada restrita.

5.1 MATERIAIS UTILIZADOS PARA ANALISE NUMERICA

Para o desenvolvimento da metodologia de otimizacao desenvolvida neste trabalho,
foi utilizado um computador do Laboratério de Mecanica dos Sélidos Computacional (LaS-
Com/DEMEC/UFPR), com licenga nos seguintes softwares:

e Matlab: para implementacdo numérica da teoria de placas laminadas sob flexdo, con-
trole passivo 6timo de vibracdes em placas tratadas com camada restrita € controle de

checkerboard,
e Latex: para realizacdo das atividade de redacio;

e Abaqus: para a obtencio das FRFs que sdo comparadas com as FRFs geradas experimen-
talmente ¢ por meio da implementagdo do modelo numérico realizado no Matlab.

Toda a formulagdo necessaria para a soluc@o do problema de elementos finitos, bem
como a metodologia de otimizagdo topoldgica proposta, foram implementadas em algoritmos de-
senvolvidos no Matlab. Além disso, as figuras também foram geradas utilizando essa ferramenta.

O software Abaqus foi utilizado para obteng¢ao das FRFs que sao comparadas com as
FRFs geradas experimentalmente € com a FRFE obtida utilizando o elemento finito de placa em
camadas desenvolvido por Moreira ¢ Rodrigues (2006). Para isso, foi utilizado um elemento
finito de casca S4R (shell element, 4 nodes, reduced integration). Esse elemento finito € baseado
na teoria cisalhante de primeira ordem (TCPO, também denominada como teoria de placas
moderadamente espessas). Todas as FRFs obtidas pelo software Abaqus utilizaram os mesmos
n6s de excitagdo e de resposta que aquelas obtidas numericamente utilizando o elemento finito
de placa em camadas. Além disso, foi utilizada uma malha uniforme ¢ com 0 mesmo nimero de
elementos. O numero de elementos considerado foi determinado depois de realizar uma anélise
de convergéncia da malha tendo como base os valores das frequéncias naturais. A FRF gerada
pelo Abaqus foi obtida a partir de uma andlise dindmica em estado estaciondrio. Esta andlise
fornece a amplitude em estado estaciondrio da resposta de um sistema devido a uma excitagdo

harmodnica em uma faixa de frequéncias.

5.2 MATERIAIS UTILIZADOS PARA REALIZACAO EXPERIMENTAL

Para a realizagao dos testes experimentais, foram utilizadas as instalagdes fisicas do
Laboratério de Vibragdes e Som (LAVIBS/UFPR), coordenado pelo Prof. Carlos A. Bavastri, e

0s seguintes materiais:
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e Placas metélicas de ago: para andlise experimental ¢ validacdo dos resultados numéricos;

e Material viscoelastico ISODAMP C-1002: para andlise experimental e validacao dos

resultados numéricos;
e Paquimetro: para medi¢des das placas e material viscoeldstico;
e Martelo de impacto: para aplicag@o da excitacdo nas estruturas;
e Acelerdmetro: para obtengdo das FRFs das estruturas;

e Analisador de sinais: responsdvel por captar os sinais dos acelerometros ¢ do martelo de

impacto;
o Lixas: para preparar a superficie da placa base, camada restritora ¢ MVE;

e Adesivo de ciano acrilato: utilizado para colar a camada restritora no MVE, e colar estes

dois na placa base;

o (Camara climdtica: utilizada para garantir que a temperatura de trabalho do MVE estava na
temperatura de projeto 6timo.

As placas metélicas de aco foram utilizadas para construir as placas bases € as camadas
restritoras. As quais, para todos os casos analisados, o material empregue foi aco ASTM-A36,
com médulo de elasticidade, densidade e coeficiente de Poisson iguais a 210 GPa, 7850 kg/m> e
0,3, respectivamente. As espessuras das placas bases ¢ das camadas restritora sao 9,49 mm e 0,9
mm, respectivamente, as quais foram fabricadas utilizando corte a laser.

O MVE utilizado é o EAR® C-1002, conhecido comercialmente como ISODAMP
C-1002 fabricado pela Aearo Technologies (Indiandpolis, EUA). Os parametros materiais que
caracterizam este MVE sdo apresentados na TABELA 2. Esses parametros foram obtidos a partir
do nomograma do material, por meio da metodologia numérica baseada no modelo fracionério
de Zener, apresentada por Sousa et al. (2017). Em todos os casos analisados neste trabalho, a
espessura do material viscoeldstico possuia valor igual 3,05 mm ¢ a temperatura de trabalho foi
considerada constante ¢ igual 18,5° C (291,6 K). Essa temperatura foi determinada com base no
nomograma do material, FIGURA 28, estando dentro da faixa de temperatura em que o material
apresenta o maior fator de perda.

TABELA 2 — PARAMETROS MATERIAIS DO MVE ISODAMP C-1002
Eo[MPa]  E.[GPa] by 6 6Kl B TIKl ToK] plkg/m] v
1,93 2,73 2,086E-03 28,13 276 0,536 291,6 1285,7 1289 0,49
FONTE: Sousa et al. (2017).
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FIGURA 28 — NOMOGRAMA DO MATERIAL ISODAMP C-1002
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NOTA: Nomograma fornecido pela empresa Aearo Technologies.

O material viscoeldstico foi cortado utilizando um estilete. As superficies das camadas
restritoras e camadas de MVE, foram preparadas e fixadas as placas bases, utilizando adesivo de
ciano acrilato Tekbond 793.

Quando construidos os sistemas compostos, estes foram colocados na camara climética
de modo a certificar que a temperatura do material viscoeldstico estava na temperatura de trabalho
considerada aqui (18,5° C). O modelo da cAmara clim4tica utilizada ¢ MN940TT0815 fabricada
pela empresa Angelantoni Test Technologies.

Em todos os casos analisados neste trabalho, as FRFs experimentais, no caso especi-
fico deste trabalho, a inertancia, foram obtidas utilizando acelerdmetros fabricados pela PCB
PIEZOTRONICS, modelo 32C68. A excitagdo foi aplicada através de um impacto via martelo
instrumentado, também fabricado pela PCB PIEZOTRONICS, modelo 086C04. Os sinais dos
acelerdmetros e do martelo foram aquisitados pelo analisador de sinais Photon 2 produzido pela
LDS DRACTON. Este equipamento foi utilizado em todas as anélises experimentais e para todas
as andlises, os sinais foram adquiridos em uma faixa de frequéncias de 0 a 1000 Hz com 25600

linhas na frequéncia, sem a utilizacdo de qualquer janela ¢ considerando uma média de 5 leituras.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados referentes a metodologia desenvolvida
neste trabalho, a qual € aplicada ao controle passivo de vibragdes de duas estruturas do tipo
placa: (1) uma placa retangular semiespessa ¢ (2) uma placa retangular semiespessa com um
furo quadrado excéntrico. Para isso, foram considerados os percentuais maximos de cobertura da
placa por CR, P,,, de CR de 10% ¢ 20% e perimetros limites correspondentes aos valores de «
iguais a 1,5 e 1,8. Esses valores foram utilizados por serem considerados satisfatorios apés de
diversas analises.

De forma simplificada, solugdes Gtimas sdao apresentadas para os resultados que se

referem a:
Caso (1) Placa semiespessa retangular:

1.1) @ = 1,5, P,, = 10% para o controle do primeiro ao quarto modo de vibrar individual-
mente ¢ simultaneamente (controle de banda larga);
1.2) a = 15, P

individualmente e dos quatro primeiros modos simultaneamente;

= 20% para o controle do primeiro € do terceiro modo de vibrar

Fer

1.3) @ = 1.8, P, = 10% para o controle dos modos como no item 1.2;
Caso (2) Placa semiespessa retangular com furo excéntrico:

21) =18, P

mente ¢ simultaneamente (controle de banda larga);

= 20% para o controle do primeiro ao quarto modo de vibrar individual-

Fer

As espessuras das placas bases, das camadas de MVE e das camadas restritoras sao
mantidas constantes durante os processos de otimizacdo e todas as CRs sdo compostas por uma
unica camada de MVE e uma tnica camada de material metalico (camada restritora).

As solugdes 6timas obtidas, considerando faixas de frequéncia que compreendem cada
modo individualmente, sdo comparadas as solugdes obtidas via método de energia de deformagao
modal (do inglés, modal strain energy (MSE)). Assim, sdo apresentadas as configuractes Gtimas,
configuragdes obtidas via MSE, as curvas de convergéncia da func@o objetivo, as FRFEs, os
valores do perimetro e os valores da fungdo objetivo para cada um dos casos considerados.

Na sequéncia deste capitulo, as FRFs obtidas numericamente sdo confrontadas com
as FRFs obtidas experimentalmente para cada um dos sistemas primarios analisados (placa
retangular e placa retangular com furo excéntrico). Para a placa retangular, foram realizados
experimentos fisicos considerando as solu¢des 6timas obtidas para o controle de uma faixa de
frequéncia que abrange o terceiro modo de vibrar, individualmente, e uma faixa de frequéncia
que abrange do primeiro ao quarto modo de vibrar, simultancamente. J4 para a placa retangular
com furo excéntrico, foram realizados experimentos fisicos considerando as solu¢des 6timas

obtidas para o controle de faixas de frequéncia que abrangem o primeiro ¢ o segundo modo de
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vibrar, individualmente. As FRFs obtidas numericamente para estes resultados foram comparadas

as FRFs obtidas experimentalmente.

6.1 PLACA RETANGULAR

As dimensdes da placa retangular sdo 449 mm de comprimento, 179 mm de largura
e 9,49 mm de espessura ¢ ¢ produzida em aco. Na analise numérica, foi utilizada uma malha
uniforme de 32 x 16 elementos, totalizando 512 elementos e 561 nos, a qual estd apresentada na
FIGURA 29, bem como os n6s de excitacdo (n6 1) e de resposta (n6 561). Estes nés de excita-
¢do e de resposta sdo utilizados para obtengdo das FRFs numericamente e experimentalmente
para todos os casos de andlise desta estrutura. A placa estd submetida a condi¢des de contorno
totalmente livre. Para essas condic¢des, os modos de vibrar sdo apresentados na FIGURA 30 com

suas respectivas frequéncias naturais.

FIGURA 29 — MALHA DE ELEMENTOS FINITOS UTILIZADA PARA A PLACA RETANGULAR
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T

520 530 .531 .53 533 634 5636 536 637 538 539| 540 541 542 .‘i4 544 645 546 547 548 640 650 661 662 563 564 555 _S56 55‘? 568 550 560 £ 561
496 1497 498 1499 (500 [501 (502 |503 1504 [505 506 1507 (508 509 (510 {541 |512 [543 (514 |515 |516 517 |518 519 (520 [521 (522 (523 524 525 [526 527 |528
(463 1464 465 (466 467 [468 469 1470 471 |47 473 1474 4TS5 |4T6 477 1478 479 1480 481 |48 483 1484 485 |486 487 488 (489 1490 491 149 493 1494 —1495

430 1431 437 1433 434 (435 436 143 438 1439 440 441 44 443 444 (445 446 (44 448 (449 1450 (451 |45 453 454 455 456 457 458 [450 460 (461 462

[397 398 399 (400 (401 [402 (403 [404 |405 |406 (407 |408 (409 410 (411 [412 413 |414 415 [416 |41 418 1419 [420 421 422 [423 |424 (425 426 427 [428|429
{364 1365 1366 1367 1368 1369 370 1371 1372 (373 374 (375 376 377 (378 1379 380 381 382 1363 1364 1385 386 [3A7 388 (389 1390 (391 (392 1393 1304 1395 1396
331 {33 333 1334 335 [336 (337 |338 1339 1340 341 |34 343|344 345 [346 347 1348 (349 |350 [351 |35 353 1354 55 1356 357 [358 1359 1360 |361 [36; 363

{208 99 300 01 302 1303 304 1305 306 |30 08 1309 10 (311 312 13 314 15 1316 131 318 1319 320 1321 323 24 [326 306 7 328 9 {330
265 |266 (267 |268 |260 |270 1271 [272 |273 |o7a |275 |276 277 278 |279 |280 |281 [282 |283 |284 (285 |oge 287 288 (289 |200 [201 [202 1203 |204 [205 [206 |207
t232 (233 234 1235 (1236 (237 238 (230 1240 (241 247 1243 (244 (245 (246 [247 248 1249 1250 (251 252 253 254 (255 |256 1257 258 [250 (260 (261 |262 263|264
199|200 201 |20 03 1204 205 [206 |07 |o08 208 [210 (211 [212 (213 [214 215 [216 1217 (218 (219 (220 |29 3 (294 225 |2o6 (207 |20 220 [230 |231
(66 1167 168 169 170 {171 172 11 174 175 176 1177 178 [179 [180 181 182 [183 184 1185 186 {18 188 1189 190 1191 19 193 194 {195 196 (197 1198
133 [134 1135 [136 137 138 (139 [140 [141 |142 143 [144 [145 [146 |147 |148 149 [150 [151 |152 [153 |154 156 156 157 |158 [150 |160 1161 |182 [163 [184 |165
[100 [101 102 (103 |04 [105 [106 [107 [108 109 [110 [191 (112 [193 114 [195 116 [117 [118 [199 |100 |121 122 |123 124 |15 126 |127 [128 |120 [130 [431 [132
67 |68 60 70 |74 72 173 l74 |75 s |77 |78 79 s0o |81 |m 83 s 5 la6 a7 s so lo0 91 lap o3 o4 |o5 foe o7 lea g9
34 35 38 38 19 40 41 42 43 44 4! 46 A7 48 49 50 51 52 K 54 55 56 57 58 59 80 61 62 63 64 85 66
@ 3 4| 15 6 7 B 9 10 111012 |1 14 15 116 (17 |18 [l19 |20 1 |23 3 24 |25 6 |27 8 (29 30 (31 2 |33

N6 de excitacio

FONTE: A autora (2024).

Na FIGURA 31 estao apresentadas as energias de deformagdo elementares para cada
um dos quatro modos de vibrar da placa retangular na condi¢cdo de contorno considerada. A
energia de deformagao modal ¢ determinada pelo método da energia de deformacgdo modal, do
inglés modal strain energy (MSE). Nesta abordagem, € assumido que a energia de deformagao
modal para a estrutura com amortecimento por MVE pode ser determinada em termos dos
modos normais reais do sistema sem amortecimento (UNGAR; KERWIN, 1962; JOHNSON;
KIENHOLZ, 1982). Ao utilizar este método, apenas os modos normais ndo amortecidos pre-
cisam ser obtidos. Posteriormente, sao utilizados no cédlculo da energia de deformagao modal.
Com isso, as distribui¢des de energia modal podem ser utilizadas de forma direta na decisao
de onde localizar as CRs (JOHNSON:; KIENHOLZ, 1982). A FIGURA 31 visa evidenciar as
regides de maior energia de deformagdo modal para cada um dos modos, € consequentemente, as

regides de maior flexdo da estrutura. E valido ressaltar que segundo Xu ef al. (2015) estas regides
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FIGURA 30— MODOS DE VIBRAR PARA A PLACA RETANGULAR SOB CONDICOES DE CON-
TORNO TOTALMENTE LIVRE
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FONTE: A autora (2024).

podem ser propicias para instalacdo das CRs, pois apresentam maiores valores de deformagdes

ciclicas, resultando em maior reducdo da vibragdo. Assim, conhecer as regides de maior energia
de deformagio pode ser importante para avaliar as configuracdes otimizadas.

FIGURA 31— ENERGIA DE DEFORMACAO MODAL PARA A PLACA RETANGULAR SOB
CONDICOES DE CONTORNO TOTALMENTE LIVRE

2
_ 015 _0.15 12
= 15 _E = 7 1
o 0.1 H H , Ec o1 ] 08 E
B H o zg ﬁ : "
5 0.05 05 5005 04
0.2
0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Comprimento[m] Comprimento[m]
(a) i =251,4 Hz (b) o =381,0Hz
0.2 0.25
E 015 = & 02
g o E g 0.15 £
= T E D Z
5 = 0.1
-~ 0.05 - 0.05
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Comprimento[m] Comprimento[m]
©) fs = 699,0 Hz
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FONTE: A autora (2024).

A FIGURA 30 e a FIGURA 31 foram geradas utilizando o software Matlab. Para os

resultados que sdo apresentados na sequéncia, foram utilizadas as faixas de frequéncias apresen-
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tadas na TABELA 3, onde cada uma delas compreende do primeiro ao quarto modo de vibrar.

TABELA 3 — FAIXAS DE FREQUENCIAS DE INTERESSE
Modo (s) Frequéncia  Faixa de frequéncias
de interesse natural (Hz) de interesse de andlise

1 2514 200-300
2 3810 350-450
3 699.,0 650-750
4 8172 750-850
1-4 - 100-1000

FONTE: A autora (2024).

6.1.1 Validagdo experimental do sistema primdrio para placa retangular

Nesta se¢do, a inertancia do sistema primario, obtida numericamente e para o né de
excitacdo (1) e n6 de resposta (561), foi validada experimentalmente. Para simular fisicamente
essa condicdo de contorno, a placa foi suspensa por fios de aco, conforme apresentada na
FIGURA 32.

As FRFs (inertancia) da estrutura em estudo sao apresentadas na FIGURA 33. Nesta
figura, sdo mostradas trés curvas: a curva obtida numericamente utilizando o elemento finito de
placa em camadas desenvolvido por Moreira et al. (2006), ¢ que ¢ implementado na estrutura de
otimiza¢do aqui proposta, a curva obtida experimentalmente ¢ a curva obtida numericamente
utilizando o software comercial de elementos finitos, Abaqus. E valido ressaltar que os valores
dos amortecimentos modais das curvas numéricas dos sistemas primarios foram ajustados com
base na curva experimental do sistema primario.

As curvas experimental ¢ do modelo numérico sdo praticamente idénticas, o que pode
indicar que o modelo numérico estd muito bem ajustado aos parametros geométricos ¢ de
material da estrutura. Também € possivel afirmar que a malha de elementos finitos utilizada para
discretizar a estrutura estd suficientemente refinada para representar o comportamento real da
placa. Uma pequena discrepancia nas amplitudes dos picos da FRF do modelo obtido no Abaqus
pode ser notada. Possivelmente, isto seja devido a consideragdo de um unico valor de fator de
amortecimento modal para todos os modos. Outro ponto a ser discutido se refere a uma pequena
diferenca nos valores da frequéncia natural do terceiro modo de vibrar, para FRF experimental
e numérica. Os quais sao iguais a 692,6 Hz ¢ a 699,0 Hz respectivamente, resultando em uma
diferenca de 0,92%. Essa variacao pode ser considerada insignificante e pode ser atribuida a

alguma imperfeicdo na placa que ocasionou nessa diferenga ¢ nesse modo em especifico.
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FIGURA 32 — PLACA RETANGULAR NA CONDICAO LIVRE PARA ANALISE EXPERIMENTAL

FONTE: A autora (2024).

FIGURA 33 - FUNCAO RESPOSTA EM FREQUENCIA DO SISTEMA PRIMARIO DA PLACA

RETANGULAR NA CONDICAO TOTALMENTE LIVRE
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FONTE: A autora (2024).
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6.1.2 Resultado da otimizagdo para faixa de frequéncias que compreende o primeiro modo de

vibrar, para valores de @ = 100 e de P,, = 10%

Nesta se¢do, um resultado da otimizacdo controlando uma faixa de frequéncias que
compreende o primeiro modo de vibrar para um P, = 10% e um « = 100 € apresentado. Com
este valor de a tem-se como objetivo simular uma situacio na qual ndo ha controle de checkerbo-
ard. Visto que assim o perimetro se torna um valor muito grande, possibilitando a existéncia de
checkerboard. A solucgio encontrada para este problema estd apresentada na FIGURA 34, a qual
apresenta um perimetro igual a 1709,6 mm. A FRF e a curva de convergéncia estdo apresentadas
na FIGURA 35, onde o valor da fun¢iio objetivo é igual a 2,3744.10%.

FIGURA 34 — CONFIGURACAO OTIMA PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS QUE ABRANGE
O PRIMEIRO MODO DE VIBRAR PARA « = 100 E 10% DE CR

- SIE=E.
H

T - s

- | hﬁ

FONTE: A autora (2024).

FIGURA 35 — (A) FRF E (B) CURVA DE CONVERGENCIA PARA O CONTROLE DE VIBRACAQ
EM UMA FAIXA DE FREQUENCIA EM TORNO DO PRIMEIRO MODO DE VIBRAR
PARA PLACA RETANGULAR, COM «a = 100 E 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).

Apesar da solugdo encontrada gerar redu¢do na fungdo objetivo, € valido ressaltar que
solugdes com checkerboard podem apresentar uma maior rigidez que a rigidez real da estrutura
(DIAZ; SIGMUND, 1995; SIGMUND; PETERSSON, 1998), o que pode ter ocasionado no
amortecimento da estrutura. Além disso, é notavel a complexidade da solugdo ¢ a existéncia de

checkerboard, tornando a solugéo invidvel de ser fabricada na pratica.
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6.1.3 Resultados da otimizagdo para faixas de frequéncias que compreendem do primeiro ao

quarto modo de vibrar, individualmente, para valoresde o = 1,5e de P, = 10%

Os resultados apresentados nesta subse¢do foram obtidos considerando um perimetro
de referéncia, p,.r, de 362,2 mm e um « igual a 1,5. Esses valores resultam em um perimetro
limite, py,, de 543,4 mm. As configuracdes Gtimas obtidas sdo apresentadas ¢ comparadas as
configuracdes obtidas via método MSE. A configuracdo de CR gerada por meio do método MSE
¢, a partir deste ponto, denominada por solucao via MSE, e a solucdo encontrada pelo AG, de
solugdo 6tima. Na sequéncia, sdo mostrados os valores de perimetros destas solugdes ¢ também
suas respectivas FRFs ¢ a FRF referente ao sistema primério (placa sem amortecimento).

O primeiro caso analisado se refere ao controle de uma faixa de frequéncias em torno
do primeiro modo de vibrar, 200 a 300 Hz. Para a qual, a solugdo 6tima esta apresentada na
FIGURA 36 (a) ¢ a solucdo obtida via MSE na FIGURA 36 (b).

FIGURA 36 — SOLUCOES PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO PRIMEIRO
MODO DE VIBRAR PARA « = 1,5 E 10% DE CR. (A) SOLUCAO OTIMA; (B)
SOLUCAO VIA MSE

(a)p=510,4 mm (b) p = 526,4 mm
FONTE: A autora (2024).

A FREF relativa a solug@o 6tima estd apresentada na FIGURA 37 (a), assim como a
FRF referente a solucao obtida pelo método MSE. Pode-se notar que a solucao 6tima gerou
uma significativa redugao no valor da amplitude do pico da inertancia quando comparada a
outra configuracdo. Em relagdo ao sistema primario, esta reducdo ¢ de aproximadamente 25 dB.
As curvas de convergéncias para o valor médio e o valor minimo da func¢do objetivo para este
problema de otimizacdo estdo apresentadas na FIGURA 37 (b). Nesta figura, pode-se verificar
que o ponto de minimo da funcio objetivo €, a principio, encontrado proximo a trigésima geragao
e se manteve até a sexagésima geragao.

Os valores da fungdo objetivo para cada uma as solugdes encontradas sdo mostradas na
TABELA 4. Para fins de comparagdo, o valor da fungdo objetivo para a placa sem CR também ¢
apresentado.

Para a andlise em torno do segundo modo de vibrar, uma faixa de frequéncias de 350 a
450 Hz foi considerada. A solugdo 6tima obtida para este caso ¢ apresentada na FIGURA 38
(a), e na FIGURA 38 (b) ¢ mostrada a solu¢do via MSE, para as quais, os perimetros sdo 526,8
mm ¢ 1121,7 mm, respectivamente. Na TABELA 5 sdo expostos os valores da funcdo objetivo
para cada uma as solugdes encontradas. Pode-se perceber que a solugdo 6tima se mostrou mais
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FIGURA 37 — (A) FRF E (B) CURVA DE CONVERGENCIA PARA O CONTROLE DE VIBRACAO
EM UMA FAIXA DE FREQUENCIA EM TORNO DO PRIMEIRO MODO DE VIBRAR
PARA PLACA RETANGULAR, COM « = 1,5 E 10% DE CR

10°

X
)
60 . ‘ . . & < i\“i
Sistema Primdrio 1.8 &l e ‘a 4
. - : . \ — % — Minimo

5ol CR definida via MSE | | i
— CR definida via AG 16F:
% 14 %&
N A0
= }
E oo
I S 12r A
= = :
8 O 1p !
[aa) zg A
= go8r |
o =
o = ;
Q
& 06 2%
S
5y A
h= 04} X

10 . | | . . . h | |
200 220 240 260 280 300 0 10 20 30 40 50

Frequéncia [Hz] Iteracio

(@) (b)
FONTE: A autora (2024).
TABELA 4 — VALORES DO PERIMETRO E DA FUNCAO OBJETIVO PARA AS SOLUCOES EN-

CONTRADAS CONSIDERANDO 10% DE CR E o = 1,5 PARA UMA FAIXA DE
FREQUENCIA EM TORNO DO PRIMEIRO MODO DE VIBRAR

Condic¢do Perimetro (mm) Valor da funcdo objetivo (m/s*N)
Sistema primario - 1,6385.10°
CR definida via MSE 526,4 4,2184.10%
CR definida via AG 510,4 8,2060.10°

FONTE: A autora (2024).
eficiente, gerando cerca de 10 dB de reducio no pico da inertancia em relagdo o sistema primadrio.

FIGURA 38 — SOLUCOES PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO SEGUNDO
MODO DE VIBRAR PARA « = 1,5 E 10% DE CR. (A) SOLUCAO OTIMA; (B)
SOLUCAO VIA MSE

I

(a) p =526,8 mm (b)p=1121,7 mm
FONTE: A autora (2024).

As solugdes 6timas por AG e via MSE, para uma faixa de frequéncias que abrange o
terceiro modo de vibrar, estdao apresentadas na FIGURA 40 (a) e na FIGURA 40 (b), respectiva-
mente. As FRFs para essas configuracoes estao na FIGURA 41 (a) e no item (b) desta mesma
figura, estd apresentada a curva de convergéncia. Para este resultado, a reducdo na amplitude
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FIGURA 39 — (A) FRF E (B) CURVA DE CONVERGENCIA PARA O CONTROLE DE VIBRACAQ
EM UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO SEGUNDO MODO DE VI-
BRAR PARA PLACA RETANGULAR, COM «a = 1,5 E 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).

TABELA 5 — VALORES DO PERIMETRO E DA FUNCAO OBJETIVO PARA AS SOLUCOES EN-
CONTRADAS CONSIDERANDO 10% DE CR E o = 1,5 PARA UMA FAIXA DE
FREQUENCIAS EM TORNO DO SEGUNDO MODO DE VIBRAR

Condic¢ao Perimetro (mm) Valor da funcdo objetivo ([m/s*N])
Sistema primario - 1,8649.10°
CR definida via MSE 1121,7 1,4630.10°
CR definida via AG 526,8 5,4201.104

FONTE: A autora (2024).
do pico da inertancia, devido a configuracao obtida via MSE € de cerca de 10 dB. Em relacdo
a solugdo Otima, esta redugdo foi de aproximadamente 25 dB. Os valores da fun¢do objetivo

podem ser conferidos na TABELA 6.

FIGURA 40 — SOLUCOES PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO TERCEIRO
MODO DE VIBRAR PARA « = 1,5 E 10% DE CR. (A) SOLUCAO OTIMA; (B)

SOLUCAO VIA MSE

(b) p = 829,0 mm

i

(a) p=532,8 mm

FONTE: A autora (2024).

No altimo caso de analise desta subsecao, foi considerada uma faixa de frequéncias

em torno do quarto modo de vibrar, de 750 a 850 Hz. As solucdes 6tima e obtida via MSE sdo
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FIGURA 41 — (A) FRF E (B) CURVA DE CONVERGENCIA PARA O CONTROLE DE VIBRACAQ
EM UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO TERCEIRO MODO DE VI-
BRAR PARA PLACA RETANGULAR COM «a = 1,5 E 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).

TABELA 6 — VALORES DO PERIMETRO E DA FUNCAO OBJETIVO PARA AS SOLUCOES EN-
CONTRADAS CONSIDERANDO 10% DE CR E o = 1,5 PARA UMA FAIXA DE
FREQUENCIAS EM TORNO DO TERCEIRO MODO DE VIBRAR

Condic¢ao Perfmetro (mm) Valor da funcdo objetivo ([m/s*N])
Sistema primario - 3,9256.10°
CR definida via MSE 829.0 1,3094.10°
CR definida via AG 532.8 2,1009.10*

FONTE: A autora (2024).

apresentadas nos itens (a) ¢ (b) da FIGURA 42, com seus respectivos valores de perimetro. Na
FIGURA 43 (a) estdo apresentadas as FREFS e na FIGURA 43 (b), estdo mostradas as curvas de
convergéncia. A solugdo dtima apresenta uma reducio na amplitude do pico da FRE, de cerca de
12 dB quando comparada a amplitude do pico do sistema primdrio. Os valores da fungdo objetivo
estdo apresentadas na TABELA 7.

FIGURA 42 — SOLUCOES PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO QUARTO
MODO DE VIBRAR PARA « = 1,5 E 10% DE CR. (A) SOLUCAO OTIMA; (B)

SOLUCAO VIA MSE
= —— e

ne

(b) p = 1087,6 mm

(a) p = 526,8 mm
FONTE: A autora (2024).
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FIGURA 43 — (A) FRF E (B) CURVA DE CONVERGENCIA PARA O CONTROLE DE VIBRACAQ
EM UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO QUARTO MODO DE VIBRAR
PARA PLACA RETANGULAR COM a = 1,5 E 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).

TABELA 7 — VALORES DO PERIMETRO E DA FUNCAO OBJETIVO PARA AS SOLUCOES EN-
CONTRADAS CONSIDERANDO 10% DE CR E o = 1,5 PARA UMA FAIXA DE
FREQUENCIAS EM TORNO DO QUARTO MODO DE VIBRAR

Condic¢ao Perimetro (mm) Valor da funcdo objetivo ([m/s*N])
Sistema primario - 5,8679.10°
CR definida via MSE 1087.6 4,3747.10°
CR definida via AG 526.8 1,6459.10°

FONTE: A autora (2024).

Pode-se afirmar que as configuragdes obtidas pelo AG com a restricao de perimetro
cumpriram seu papel no controle do checkerboard ¢ na reducio da vibragio da estrutura. Isso €
evidenciado pelas solugdes encontradas e pelos valores das fun¢des objetivo, que indicam que
as solugdes dtimas ndo apresentam checkerboard e reduzem significativamente os valores da
fungdo objetivo.

Outro ponto importante a ser considerado ao realizar o controle de vibracdes em
estruturas flexiveis, como placas e cascas, utilizando controle passivo por CR, € a quantidade de
massa adicionada. Esse tipo de controle de vibracdes é frequentemente utilizado em projetos
onde o peso total da estrutura ¢ um fator determinante. Nesse sentido, ¢ importante evitar que o
acréscimo de massa a estrutura composta ndo seja muito elevado. Dito isso, ao realizar o controle
da placa retangular com 10% de CR estdo sendo adicionados 89,10 gramas, ou seja, 1,5% da
massa total da placa base. Com base nesta informagao, ¢ possivel afirmar que as configuracoes
encontradas, controlando cada um dos quatro modos individualmente, geraram uma reducdo

significativa no pico da inertancia para um pequeno acréscimo de massa.
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6.1.4 Resultado da otimizagdo para faixa de frequéncias que compreende do primeiro ao quarto

modo de vibrar, simultaneamente, paraa = 1,5¢ P,, = 10%

Nesta secdo, ¢ apresentada a solucdo gerada para controlar os quatro primeiros modos
de vibrar, de forma simultanea, para uma placa livre. Para isso, uma faixa de frequéncias de 100
a 1000 Hz foi considerada. Os valores de perimetro limite € o percentual de cobertura se mantém
os mesmos da se¢do anterior, 0s quais sdo 543,4 mm e 10%, respectivamente.

A solugdo 6tima deste problema estd apresentada na FIGURA 44, a qual tem um peri-
metro de 532,4mm. A FRF e a curva de convergéncia estdao apresentadas na FIGURAS 45 (a)
e 45 (b), respectivamente. Na TABELA 8, os valores da fun¢ao objetivo para o resultado da
otimizacdo via AG e para a placa sem CR sdo mostrados.

FIGURA 44 — CONFIGURACAO OTIMA PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS QUE COMPRE-
ENDE DO PRIMEIRO AO QUARTO MODO PARA a = 1,5 E 10% DE CR
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[

FONTE: A autora (2024).

FIGURA 45 — (A) FRF E (B) CURVA DE CONVERGENCIA PARA O CONTROLE DE VIBRACAQ
EM UMA FAIXA DE FREQUENCIAS QUE ABRANGE DO PRIMEIRO AO QUARTO
MODO DE VIBRAR PARA PLACA RETANGULAR COM a = 1,5 E 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).

A solucdo 6tima gerou uma reducgio na amplitude dos picos da FRF de aproximadamente

8 dB para o segundo ¢ quarto modo de vibrar, ¢ de aproximadamente 15 dB para o primeiro € o
terceiro modo.
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TABELA 8 — VALORES DO PERIMETRO E DA FUNCAO OBJETIVO PARA AS SOLUCOES EN-
CONTRADAS CONSIDERANDO 10% DE CR E o = 1,5 PARA UMA FAIXA DE
FREQUENCIAS QUE ABRANGE DO PRIMEIRO AO QUARTO MODO

Condigao Perimetro (mm) Valor da funcdo objetivo ([m/s*N])
Sistema priméario - 1,3472.10°
CR definida via AG 5324 3,6129.10°

FONTE: A autora (2024).

6.1.5 Realizacdo experimental da configuracdo obtida para faixa de frequéncias que compre-

ende o terceiro modo de vibrar paraa = 1,5¢e P, = 10%

A validacgdo experimental da configuragdo 6tima para o controle do terceiro modo de
vibrar € aqui realizada, para a qual a geometria estd na FIGURA 46, sob a condi¢do de contorno
totalmente livre. Para simular essa condi¢ao de contorno, a placa foi suspensa por fios de ago.
Os sinais do martelo e do acelerometro foram aquisitados para uma faixa de frequéncias de 0 a
1000 Hz com 25600 linhas, adquiridos sem a utilizacao de qualquer janela e a FRF foi gerada
considerando a média de 5 leituras.

As FRFs, obtidas numérica e experimentalmente para a configuragdo 6tima, estdao
apresentadas nas FIGURA 47. Nota-se uma redugdo superior, de aproximadamente 3 dB, na
amplitude do pico da inertancia para a FRF obtida numericamente. Além disso, nota-se que
o pico da inertancia, para a curva experimental, estd deslocado na frequéncia assim, como ja
mencionado na Sec¢do 6.1.1. No entanto, pode-se afirmar que o modelo numérico estd muito bem
ajustado e pode representar muito bem o comportamento real da placa tratada com CR.

FIGURA 46 - CONFIGURACAO DA CR PARA CONTROLE DE UMA FAIXA DE FREQUENCIAS
QUE COMPREENDE O TERCEIRO MODO DE VIBRAR COM 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).
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FIGURA 47 — FRF PARA CONFIGURACAO OTIMA EM UMA FAIXA DE FREQUENCIAS QUE
ABRANGE O TERCEIRO MODO DE VIBRAR COM 10% DE CR
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FONTE: A autora (2024).

6.1.6 Realizagdo experimental da configuragdo obtida para faixa de frequéncias que com-
preendem do primeiro ao quarto modo de vibrar, simultaneamente, para @ = 1,5 e
P, =10%

Fer

A configuracdo 6tima encontrada para o controle de uma faixa de frequéncias que
compreende os primeiros quatro modos de vibrar € construida fisicamente e, posteriormente,
¢ obtida a FRF desta estrutura. A geometria estd mostrada na FIGURA 48 sob a condigdo de
contorno totalmente livre, bem como o ponto de leitura do acelerometro.

Na FIGURA 49 (a) as FRFs para o sistema primdrio (numérica), para a solu¢ao numérica
e para experimento fisico estdo apresentadas. Na FIGURA 49 (b), sdo mostrados com detalhes os
picos da inertancia para cada um dos modos de vibrar dentro da faixa de frequéncia considerada.

A curva numérica apresenta boa representacdo do comportamento real da estrutura,
0 que pode ser observado pela semelhanga entre as curvas numérica e experimental. Além
disso, pode-se afirmar que os parametros materiais do MVE utilizados no modelo numérico
representam muito bem o comportamento real do MVE ISODAMP C-1002. Ou seja, o modelo
mecanico de Zener fraciondrio utilizado para representar o comportamento do MVE, para as
condi¢des consideradas, se mostrou confiavel. Outro ponto importante a ser considerado é em
relacdo a FRF obtida numericamente para o sistema com CR. Estd FRF ¢ obtida pela utilizagdo
da formulacdo apresentada na Se¢ao 3.8.2, que se mostrou eficaz em representar muito bem o

comportamento da estrutura com CR.
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FIGURA 48 — CONFIGURACAO DA CR PARA CONTROLE DE UMA FAIXA DE FREQUENCIAS
QUE COMPREENDE DO PRIMEIRO AO QUARTO MODO DE VIBRAR COM 10%

DE CR

sk sy

FONTE: A autora (2024).

FIGURA 49 — (A) FRFS OBTIDAS VIA ANALISE EXPERIMENTAL E NUMERICA PARA O RE-
SULTADO DA OTIMIZACAO CONTROLANDO UMA FAIXA DE FREQUENCIAS
DO PRIMEIRO AO QUARTO MODO DE VIBRAR COM 10% DE CR; (B) DETALHE
NO PICO DE CADA UM DOS MODOS DE VIBRAR
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FONTE: A autora (2024).
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6.1.7 Resultados da otimizacdo para faixas de frequéncias que compreendem o primeiro e 0

terceiro modo de vibrar, individualmente, para valores de @ = 1,5 e de P,, = 20%

Nesta secao, sao apresentados os resultados para o controle de vibragdo em faixas de
frequéncias que abrangem o primeiro € o terceiro modo, individualmente. Para isso, foi utilizado
um percentual de cobertura de 20%, um perimetro de referéncia de 540 mm e perimetro limite
de 810 mm. Nesse caso, o percentual de massa adicionada devido a adi¢do de CR a placa base
foi de 3%.

O primeiro caso de estudo desta secdo foi o controle de vibracdo de uma faixa de
frequéncias em torno do primeiro modo de vibrar. A solucdo 6tima encontrada para este caso
esta sendo mostrada na FIGURA 50 (a) e na FIGURA 50 (b) esta a solucdo determinada pelo
MSE. As FRFs para estas duas solugdes sdo expostas na FIGURA 51 (a) e, por fim, na FIGURA
51 (b) estdo as curvas de convergéncia. Os valores dos perimetros para cada configuracio obtida
sao mostrados na TABEL A 9 em conjunto com os valores das funcdes objetivos. Observa-se
que a solucao 6tima resultou em uma reducdo de 31 dB na amplitude do pico da inertancia,
enquanto que a solucdo gerada via MSE gerou 23 dB. Esta configuragdo 6tima, obtida para 20%

de CR, gerou em uma redugdo de cerca de 5dB a mais que a configuragdo obtida para 10% de CR.

FIGURA 50 — SOLUCOES PARA UMA FAIXA DE FREQUENCIAS EM TORNO DO PRIMEIRO
MODO DE VIBRAR PARA « = 1,5 E 20% DE CR. (A) SOLUCAO OTIMA; (B)
SOLUCAO VIA MSE

TTTTT

(a) p = 661,8 mm (b) p = 638,6 mm

FONTE: A autora (2024).

TABELA 9 — VALORES DO PERIMETRO E DA FUNCAQO OBJETIVO PARA AS SOLUCOES EN-
CONTRADAS CONSIDERANDO 20% DE CR E o = 1,5 PARA UMA FAIXA DE
FREQUENCIAS QUE ABRANGE O PRIMEIRO MODO DE VIBRAR

Condic¢ao Perfmetro (mm) Valor da funcio objetivo ([m/s*N])
Sistema primario - 1,6385.10°
CR definida via MSE 638.6 9,6211.10°
CR definida via AG 661,8 3,5023.10°

FONTE: A autora (2024).

As solugdes encontradas para o controle de vibragdo em uma faixa de frequéncias em
torno do terceiro modo de vibrar (de 650 a 750 Hz) s@o apresentadas na FIGURA 52 (a), a
solucdo 6tima e na FIGURA 52 (b), via MSE. As FRFs estdo apresentadas na FIGURA 53
(a) e na FIGURA 53 (b) estao as curvas de convergéncia. A reducao na amplitude do pico da

inertancia, para a solucdo 6tima foi de 30 dB, j4 para a <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>