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Resumo

A partir da motivagao do uso da modelagem matemética da hemodindmica em valvulas
aorticas bicuspides (VAB) como uma ferramenta complementar para o planejamento de
intervencoes clinicas para pacientes com VAB, uma patologia cardiaca congénita, este
estudo buscou compreender o comportamento do escoamento sanguineo (considerado como
um fluido newtoniano) e os aspectos da sua interagdo com estruturas solidas, como as
paredes e cuspides aodrticas.

Baseando-se nisso, com o auxilio do software COMSOL Multiphysics, realizamos algumas
simulagoes numéricas de um escoamento laminar incompressivel de um fluido newtoniano
em uma geometria retangular para compreender de modo geral os aspectos da modelagem
matemaética. Para isso, foi considerado o escoamento nos estados estacionario e transiente.

Por fim, o principal objetivo deste estudo é produzir uma simulacao numérica da
hemodinamica em uma valvula aértica bictispide considerando uma geometria idealizada
(simétrica) para que, futuramente, seja expandida & cria¢do e anélise de casos de pacientes

ficticios com essa condi¢ao cardiaca.

Palavras-chave: modelagem matematica, hemodinamica, simulacao numérica, interagao

fluido-estrutura, valvulas adrticas bictuspides.






Abstract

From the motivation behind using mathematical modeling of hemodynamics in bicuspid
aortic valves (BAV') as a complementary tool for clinical intervention planning for patients
with BAV, a congenital heart pathology, this study aimed to understand the behavior
of blood flow (considered as a newtonian fluid) and aspects of its interaction with solid
structures, such as aortic walls and cusps.

Based on this, with the assistance of COMSOL Multiphysics software, we conducted
several numerical simulations of incompressible laminar flow of a Newtonian fluid in a
rectangular geometry to generally understand aspects of mathematical modeling. For this
purpose, both steady-state and transient flows were considered.

Finally, the main objective of this study is to produce a numerical simulation of
hemodynamics in a bicuspid aortic valve considering an idealized (symmetric) geometry
so that, in the future, it can be expanded to the creation and analysis of cases of fictitious
patients with this cardiac condition.

Keywords: mathematical modeling, hemodynamics, numerical simulation, fluid-structure

interaction, bicuspid aortic valves.
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1 Introducdo

A valvula aortica bicuspide (VAB), patologia cardiaca congénita, afeta aproximada-
mente entre 1 e 2% da populagdo geral, em que cerca de 33% desses diagnosticos tém
tendéncia a desenvolver complicacoes cardiovasculares, como estenose adrtica e insuficiéncia
aortica (Otto; Bonow, 2014).

Para intervengoes clinicas, embora seja fundamental a utilizagao de técnicas de proces-
samento de imagens, a dificuldade reside em monitorar adequadamente a funcao da véalvula
e avaliar as possiveis complicacoes que podem surgir ao longo do tratamento. Devido a
isso, a modelagem matematica pode ser vista como uma ferramenta complementar que
possibilita informacoes detalhadas sobre a hemodinamica da condicgao.

A modelagem matemética da hemodindmica em valvulas adrticas bictuspides, utilizando
as equagoes de Navier-Stokes para descrever o movimento do sangue e um modelo linear
elastico para a dinamica da estrutura das valvulas, resolvidas numericamente, permite uma
compreensao mais profunda da relagao entre a hemodinamica e as complicagoes associadas.

Além disso, a simulagao numérica, especialmente com o uso do Método dos Elementos
Finitos, desempenha um papel importante nesse contexto, permitindo uma analise mais
detalhada das interacgoes fluido-estrutura e possibilitando diferentes abordagens para o

planejamento de tratamentos para pacientes com essa condigao.
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2 Valvulas adrticas bictspides

2.1 Coracdo humano

O coracao humano é o 6rgao responsavel por bombear o sangue através do sistema
circulatorio, localizado na parte central da caixa toracica pouco inclinado para a esquerda e
que possui quatro subdivisoes: dois atrios (camaras cardiacas superiores) e dois ventriculos
(cAmaras cardiacas inferiores).

As valvulas cardiacas sao responsaveis por regularem o fluxo sanguineo através das
quatro camaras do coracao. Sao classificadas de acordo com a sua localizagao: as vdlvulas
atrioventriculares — valvula mitral ou bictuspide e véalvula trictispide — localizadas na
transicao entre o atrio e ventriculo esquerdo e atrio e ventriculo direito, respectivamente; e
as valvulas semilunares — valvula pulmonar e valvula adrtica — localizadas na transigao
do ventriculo direito para a artéria pulmonar e do ventriculo esquerdo para a aorta,
respectivamente.

O sangue presente no coragao flui entre as camaras cardiacas através da abertura das

valvulas, que sao periodicamente abertas e fechadas no processo do ciclo cardiaco.

valvula
aortica

valvula
pulmonar

valvula
valvula mitral

tricaspide

Figura 1 — Vélvulas cardiacas.!

2.1.1 Ciclo cardiaco

O ciclo cardiaco é um processo continuo que ocorre com o objetivo de bombear o
sangue pelo corpo em um intervalo entre um batimento e outro. Esse ciclo consiste na

sistole e na diastole, que sao divididas em fases.

1 Disponivel em: <https://www.hospitaldaluz.pt/pt/dicionario-de-saude/valvulas-cardiacas-e-valvulo

patias>. Acesso em: 14 nov. 2020.
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Sistole atrial

Nesta fase, os atrios contraem-se forcando a abertura das valvulas atrioventriculares e
permitindo a passagem do sangue para o interior dos ventriculos. Conforme diminui

a pressao atrial, essas valvulas se fecham.

Contragao isovolumétrica

Na segunda fase do ciclo cardiaco, enquanto as valvulas atrioventriculares e semilu-
nares permanecem fechadas, os ventriculos se contraem, o que gera um aumento na

pressao intraventricular.

Ejecao ventricular

Nesse periodo do ciclo cardiaco, a pressao intraventricular excede a pressao nos
troncos arteriais e faz com que as vélvulas semilunares sejam abertas de modo
forcado, enquanto as valvulas atrioventriculares continuam fechadas. Essa abertura
permite que o sangue flua do ventriculo esquerdo para a aorta e do ventriculo direito

para a artéria pulmonar. A ejecao ventricular finaliza a sistole.

Relaxamento isovolumeétrico

Conforme a pressao intraventricular diminui progressivamente, as valvulas semiluna-
res se fecham. Nesse momento, todas as valvulas cardiacas ficam fechadas. Essa fase

é a diastole.

Enchimento ventricular

Ao passo que os atrios se enchem novamente, a pressao atrial supera a intraventricular
e, consequentemente, as valvulas atrioventriculares se abrem, permitindo a passagem

do sangue para os ventriculos.

Desse ponto, retoma-se a primeira fase do ciclo cardiaco, em um novo intervalo de

batimento.

2.1.2 Raiz aodrtica

A raiz aortica é uma estrutura que conecta a via de saida do ventriculo esquerdo & aorta

ascendente, que possui os seguintes componentes: cispides, anel adrtico, seios adrticos de

Valsalva, triangulos intervalvares, jungao sinotubular e aortoventricular.

As cispides aorticas (ou folhetos adrticos) sao estruturas fibrosas que interagem entre

si em forma de corpo. Essas cuspides sao inseridas no anel adrtico, onde formam trés

comissuras no ponto de juncao mais alto entre elas e trés seios aorticos de Valsalva, que

sao dilatacoes saculares da raiz aértica. Em cada comissura encontra-se um dos triangulos

intervalvares, que sao como extensoes triangulares da via de saida do ventriculo esquerdo.
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Cada componente é responséavel por contribuir para uma transmissao unidirecional do
sangue do ventriculo esquerdo para a aorta através de um caminho que permite manter

um fluxo laminar, com o minimo de resisténcia.

(b)

jungao
sinotubular
iy anel aortico

( a ) Tronco

Braquioceflico
Arco Adrtico

Porcio
Tubular
Aorta
Ascenden

comissura

juncao
Junglio aortoventricular anel de base
Sinotubular

triangulos
intervalvares

\ Valvula Adrtica

ACD  Raizda
Aorta
Seios de Valsava

Figura 2 — (a) Componentes da valvula aortica.? (b) Componentes da raiz aértica.?

2.2 Valvula adrtica bicispide

A valvula adrtica bicuspide (VAB) é uma patologia cardiaca congénita, prevalente

entre 1 e 2% da populagao geral.
Ao contréario de uma valvula aortica normal (tricuspide), uma VAB possui exatamente

duas cuspides, que possuem tamanhos desiguais e uma delas é o resultado da fusao de

duas outras.

Valvula aértica Valvula aértica
normal bisctpide

Figura 3 — Diferenca entre uma valvula aortica tricuspide (normal) e uma valvula adrtica
bictispide.*

Esse é um defeito que surge durante a fase embrionaria e suas causas nao foram
totalmente esclarecidas. Isso também pode estar associado a outras doencas cardiacas,
como a aortopatia e a calcificagao aodrtica.

Na anatomia de uma VAB, a cispide maior apresenta um raphe central, que é uma

area conjunta das duas cuspides subdesenvolvidas. Além disso, tratando-se de uma

2 Disponivel em: <https://www.researchgate.net /figure/Subdivision-of-proximal-aortic-involvement-i
n-BAV-aortopathy-Reproduced-with-permission fig2 326491704>. Acesso em: 25 nov. 2020.

3 Disponivel em: <https://www.researchgate.net/figure/Schematic-drawing-describes-the-anatomic-arr
angement-of-the-aortic-valve-leaflets fig9 280536308>. Acesso em: 25 nov. 2020.

4 Disponivel em: <https://www.tuasaude.com/valvula-aortica-bicuspide/>. Acesso em: 26 nov. 2020.
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valvula normal, as cispides sao nomeadas como coronéria direita, coronaria esquerda e
nao-coronaria.
VALVULA AORTICA BICUSPIDE

cuspide
unica

comissura

cuspide ¢
conjunta

Figura 4 — Anatomia de uma véalvula adrtica bictspide.’

2.2.1 Classificacdo das VAB

As classificacoes da VAB sao baseadas na descricao da posicao da cuspide, o seu
tamanho, caracteristicas do seio aortico, posicao da comissura e as caracteristicas do raphe.
Devido a simplicidade e praticidade, a classificacao de Sievers e Schmidtke é uma das mais

utilizadas, que possui trés tipos:

e TIPO 0: consiste em duas cuspides sem a presenca de raphe;

e TIPO 1: consiste um tnico raphe devido & fusao da cuspide coronaria esquerda com

a coronéria direita ou a nao-coronaria;

e TIPO 2: consiste em duas raphes devido a fusao da cuspide coronaria esquerda

tanto com a coronaria direita quanto com a nao-coronaria.

TIPO 0 TIPO 1 TIPO 2

S B

Figura 5 — Classificagao de uma VAB de acordo com a fusao das cispides e niimeros de
raphes.”

Observacoes empiricas baseadas em estudos clinicos mostram que os padroes mor-
fologicos da VAB variam de acordo com a fusao das ctuspides. Notam-se os seguintes

padroes:

5 TFonte: Torrado et al., Analysis of Hemodynamic Indicators in Bicuspid Aortic Valves Using a Compu-
tational Mathematical Model (2015, p. 12).

6 Disponivel em: <https://www.researchgate.net/figure/The-Sievers-and-Schmidtke-classification-syste
m-for-bicuspid-aortic-valve- Adapted-from fig2 326488556>. Acesso em: 22 nov. 2020.
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e Entre 70 e 86% dos casos apresentam a fusdo das cuspides coronarias esquerda e

direita, o que pode estar associado a coartacao da aorta;

e A fusao das cuspides coronaria direita e a nao-corondria ocorre entre 15 e 30% dos

casos, que pode estar associado a estenose aodrtica;
e Em 3% dos casos, ocorre a fusao das cuspides esquerda e a nao-coronaria.

Esses padroes apresentam algumas diferencas entre si, como a dimensao da raiz aértica.
No padrao mais comum (fusdo das cuspides coronarias esquerda e direita), nota-se a
producao de um fluxo sistélico excéntrico direcionado para o lado direto. Além disso,
a fusao das cuspides coronaria direita com a nao-coronéria produz um fluxo excéntrico
direcionado para o lado esquerdo, possivelmente explicando o aumento do arco aodrtico.

Para intervencoes clinicas, embora seja fundamental a utilizacao de técnicas de proces-
samento de imagens, a dificuldade reside em monitorar adequadamente a funcao da véalvula
e avaliar as possiveis complicacoes que podem surgir ao longo do tratamento. Devido a isso,
a modelagem matematica da hemodinamica de valvulas adrticas bictispides, que consiste,
por exemplo, no estudo do gradiente de pressao através da valvula e o comportamento
do fluxo sanguineo, além de possibilitar diferentes abordagens para a intervengao clinica,
permite compreender a relagao entre a hemodinamica em termos de complicagoes e riscos

associados.
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3 Analise diferencial do escoamento

O objetivo desta secao é estabelecer leis basicas que governam o movimento do fluido e

caracteristicas do escoamento a ser analisado.

3.1 Conceitos fundamentais

Ao estudar um problema de dindmica dos fluidos, o primeiro passo é definir o sistema
que sera analisado. Neste caso, vamos considerar um volume de controle (VC) infinitesimal,
dado por um volume arbitrario no espago onde o fluido esta escoando e com fronteira

denominadada superficie de controle (SC).

3.1.1 Fluido como um meio continuo

Como base da mecéanica dos fluidos cléssica, considerar um fluido como um continuo
significa dizer que suas propriedades (massa especifica p e velocidade V', por exemplo) sdo
funcoes continuas no espaco e tempo, isto é, terao um valor definido em cada ponto no

espac¢o em um determinado instante.

3.1.2 Campos de velocidade e aceleracio

A velocidade é uma fungao vetorial que varia no espaco e no tempo. Sendo assim, a

forma cartesiana do campo vetorial de velocidade V é dada por

V($?y727t) = (u(x7y7z7t)7 /U(I7y7z7t)7 w(x7y7z7t))
= U(ZE, y7 Z’ t)i + /U(m7 y7 Z? t)j + w(aj’ y7 Z’ t)k’

em que u,v e w sao componentes locais da velocidade nas direcoes x,y e z, respectivamente.

Para obter o campo vetorial da aceleragao A, basta calcular a derivada do campo

vetorial da velocidade em relacao ao tempo, isto é,

dV (x,y,z,t
Awy.zt) = LELED (3.1)
du(z,y,z,t), do(xy,zt), dw(xy,zt)
— k.
a T a3t

No entanto, como as componentes do campo de velocidade sao fungoes vetoriais

definidas no espago e tempo, podemos utilizar a regra da cadeia para calcular a derivada
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temporal de cada uma. Assim, temos que

du(m,y,z,t)_@ dt Oou dr Ou dy ou dz

- e i 2

di o0 dt or dr "oy dt " os dt (32)
dv(z,y,zt) Ovdt Ov dr Ov dy Ov dz

dt “otdt T on dy dt tor @ (3:3)

—dw(x,y,z,t) :8_w@+8_w@8_w@+8_w% (3.4)
dt ot dt Ox dt Jy dt 0z dt

Por definigao, dz/dt, dy/dt e dz/dt sdo as componentes da velocidade local u, v
e w, respectivamente. Dessa forma, as equagoes (3.2) — (3.4) podem ser reescritas,

respectivamente, como

du(z,y,z,t)  Ou du ou ou

i ot art oyt e
delwyst) _Ov Ov v 0w
dt “ ot T or 5’yv 92
duryed) _ow ow ow  ow
dt ot Oz oy 0z’
ou ainda,
du(z,y,zt)  Ou
il =7 +(V-V)u (3.5)
dv(x,y,z,t)  Ov
— % + (V-V)v (3.6)
dw(z,y,zt)  Ow
—a + (V- V)w. (3.7)
Substituindo as equagdes (3.5) — (3.7) em (3.1), obtemos que
ou, Ov, OJOw . .
A(xy,z,t) = <El + E + Ek) +[(V-V)ui+ (V- V)vj+ (V- V)wk].
Portanto, o campo vetorial de aceleragao é dado por
Alwyt) = G+ (VD). (3.5)

em que o primeiro termo a direita da igualdade ¢ uma acelerag¢ao local e o segundo é

uma acelera¢cao convectiva.

3.1.3 Campo de tensdo

Existem dois tipos de for¢a que agem sobre particulas fluidas: forcas de campo e forcas
de superficie. Essas for¢cas de campo, como, por exemplo, a gravidade, agem através das
particulas, enquanto que as forcas de superficie, tais como pressao e atrito, geram tensoes
no meio fluido.

Sejam 0A a superficie de uma particula fluida em um ponto P arbitrario e 0F uma

for¢a agindo sobre essa superficie.
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Figura 6 — Forcas de superficie sobre a superficie de um volume de controle.”

Decompondo a forga F, obtemos uma componente 0Fy normal e outra componente
OFr tangente & 0A, que sao chamadas de tensdo normal o e tensao de cisalhamento T,
respectivamente. A tensao de cisalhamento é gerada pela atuacao de uma forga paralela
ao movimento em uma superficie & qual o fluido esta limitado.

De modo geral, o estado de tensao em P pode ser descrito pela especificacao das
tensoes em trés planos quaisquer ortogonais entre si que passam por P, isto é, a tensao

nesse ponto sera definida por nove componentes:

Ozz Oyz Oz Ozz Tyz Tuz
0=0ij = | Oy Oyy Ozy | = | Tay Oyy Tzy
Ozz Oyz Oz Tez Tyz Ozz

Observagao 3.1.1. Dizemos que o € o tensor tensao de Cauchy.

Esse tensor relaciona um vetor normal unitario n com o vetor tensiao 7™ sobre uma

superficie imaginaria perpendicular a n de modo que

ou matricialmente,

Ozz Oyz Ozz
ngn) T;n) Tz(n) ] = [nw Ny N ] Ozy Oyy Ozy

Ozz Oyz Oz
Além disso, pela simetria do tensor, podemos usar a notacao de Voigt para representar
o como um vetor de seis componentes da seguinte forma:

T
0= Oxx Oyy Ozz Oyz Ogxz Ogy

7 Adaptada de: For; McDonald; Pritchard. Introducdo a mecanica dos fluidos (2001, p. 51-52).
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3.1.4 Viscosidade

Resumidamente, a viscosidade é a propriedade que caracteriza a resisténcia do fluido ao
escoamento. Em um escoamento viscoso, as tensoes de cisalhamento (ou tensdes viscosas)
sao decorrentes dessa propriedade.

Assim, uma particula fluida, submetida & tensao de cisalhamento, experimenta uma
da
dt.

deformagao no eixo y, isto é,

taxa de deformacao —, que relaciona a velocidade em que o fluido escoa no eixo x e sua

dao  du

dt  dy’
Se as tensoes de cisalhamento sao diretamente proporcionais as taxas de deformacao,
entao dizemos que o fluido é newtoniano. Dessa forma, a lei de Newton para um escoamento

unidimensional (quando o campo de velocidade é uma fungao de uma coordenada), temos

que

du
Tyz = Md_y’ (39)

em que a constante de proporcionalidade é a wviscosidade dindmica .

3.2 Equacdes diferenciais de um escoamento

Para deduzir as equagoes bésicas do escoamento, considere que o volume de controle

(VC) é um cubo infinitesimal com lados de comprimento dx, dy e dz.

|
T dz
(pv)dedz — | o, 9
1 ——te |pv + —— (pv)dy|dzdz
| oz
t
-ﬂ'"‘-‘L - hhy‘-—-.——-;
DL____\_______
o Y ix ;
X

Figura 7 — Fluxo de massa de um fluido em um volume de controle.®

Seja N uma propriedade arbitraria de um fluido com quantidade associada ao V.

Definimos a taxa de variacao de N da seguinte maneira:

dN 0
ay _ o - n)dA 1
el </VcnpdV) +/SC?7/)(V n)dA, (3.10)

8 Adaptada de: White. Mecanica dos Fluidos (2004, p. 240).
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dN . . . .
em que 1 = . é uma propriedade intensiva correspondente desse fluido, m é a massa
m

do fluido, V é o volume do VC, n é o vetor normal para fora na SC e A é a area da SC.
Essa equacao é conhecida como o Teorema de Transporte de Reynolds, que descreve, de
modo geral, como a propriedade varia ao longo do tempo em um fluido em movimento.
A partir desse teorema, todas as analises que faremos para chegar nas equagoes que
governam o problema consideram a wvazao volumétrica () ou a vazao em massa m.

A vazao volumétrica () através da SC', definida como
Q= (V -n)dA,
sc

representa basicamente a quantidade de fluido que passa através do V C' ao longo do tempo.

Agora, a vazao em massa 1, caso a massa especifica sofra variacao sobre a SC, é dada por

m = p(V - n)dA.
sc

Por outro lado, se for constante, sua aproximacao unidimensional é
m = pAV. (3.11)

Resumidamente, a vazao em massa representa a quantidade total de massa do fluido

que esta sendo transportada através do V.

3.2.1 Principio da conservacdo de massa

Sejam N =m e n = 1. Como h& conservacao de massa, temos que a taxa de variagao

de N é nula, isto é,

dm
— =0.
dt

De acordo com a Figura 7, o V C possui finitos nimeros de entradas e saidas unidimen-

sionais. Sendo assim, por (3.10) e (3.11), segue que

0
( 8'0dv) / p(V - n)dA
ve Ot sc

dp
= 5 Lay+ Z PiAVE) i = D (PiAV) ot

vc

dm

7

ou seja,

dp
Aj; — A; 12
[/Catdv+z AV i = D (0iAiVi) = 0. (3.12)

7
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Observe que o V' considerado é tao pequeno de modo que a integral de volume pode

ser aproximada a um termo diferencial
0]
/ 9 gy~ 2P o dadydz.
ve 0

Além disso, embora a Figura 7 mostre os fluxos de massa somente nas faces y, esses
fluxos ocorrem em todas: faces x (frente e atras), faces y (direita e esquerda) e nas faces z
(inferior e superior).

Na tabela abaixo, temos os seguintes fluxos de massa de entrada e saida no V-

Face | Fluxo na entrada Fluxo na saida
x pudydz [pu+ 2 (pu) dz] dydz
Y pvdxdz {pv + a% (pv) dy} dzdz
z pwdzdy [pw + % (pw) dz] dzdy

Tabela 1 — Fluxo de massa em um VC.

Agora, substituindo a aproximacao da integral de volume e os valores dos fluxos da

tabela acima em (3.12), obtemos que

dp
0:/\/06 dV+Z (01 AV) i = D (PiAVE) oy

7

_Op 9, 0
= 5 dxdydz + [,ou + g (pu) dx} dydz + [pv + ay (pv) dy} dxdz

+ [pw + 82 (pw) dz] dxdy — pudydz — pvdrdz — pwdzdy
2

op 0 0 0

= a—dxdydz + g (pu) dzdydz + ay (pv) dedydz + EP (pw) dxdydz
dp 0 3} 0
{81& + 8_ (,O’LL) + a—y (pv) + & (pw)] d;l:dydz

O volume elementar d} = dzdydz que acompanha cada termo dessa soma se cancela,

o que resulta na equacao

op 0 ) )
9 9 — 1
2% oa (pu) + o (pv) + P (pw) = 0, (3.13)

chamada de equagao da continuidade, ou ainda, na sua forma compacta,

dp
otV (V) =0. (3.14)

A equagdo (3.14) expressa o resultado que queriamos: a conservagao de massa para

um volume de controle infinitesimal.
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3.2.2 Principio da conservacdo da quantidade de movimento linear

Sejam N = mV a quantidade de movimento e n = V. Pela segunda lei de Newton,
a taxa de variagao em relagao ao tempo da quantidade de movimento é igual a forca

resultante que age sobre o VU, isto é,

d
—(mV) = F.
M) =2
Assim, tomando a Figura 7 como base para analisar o fluxo da quantidade de movimento

e as equagoes (3.10) e (3.11), temos que

Y F= %<mv>
0 ( /V ) v,w) 3 V) i = 3 (13V0)

ou seja,

» F= % ( /V i vm) Y (113Vi) gy = Y (1723Vi) - (3.15)

Como o volume de controle é consideravelmente pequeno, a primeira parcela da soma

pode ser aproximada a um termo diferencial

0 0
5% (VpdV) ~ e (pV) dzdydz.

Da mesma forma que anteriormente, temos a seguinte tabela com os fluxos de quantidade

de movimento nas entradas e saidas das faces.

Face | Fluxo na entrada Fluxo na saida
x puV dydz [puV + % (puV) dz| dydz
Y pvVdrdz [va + a% (pvV) dy} dzdz
z pwV dxdy [pwV + % (pwV) dz] dzdy

Tabela 2 — Fluxo da quantidade de movimento linear em um V C.

Substituindo a aproximagao e os valores da tabela na equagao (3.15), temos que
0 0
Z F=—(pV)dzdydz + | (puV) + — (puV) dz | dyd=
ot ox
[ 0 0
+ [ (poV) + — (pV) dy| dzdz + |(pwV) + — (pwV) dz| dzdy

dy 0z
— (puV) dydz — (pvV) dzdz — (pwV') dxdy

9, 9, 9, 9,
~ o (pV) + O (puV) + oy (pvV) + 5 (pwV)] drdydz.




30 Capitulo 8. Andlise diferencial do escoamento

Desenvolvendo os termos entre colchetes, note que

0 0 0 0

En (hV) + 97 (puV) + oy (poV) + EP (pwV)

| op oV dp oV ou
= {EV + pa} + {(Vu) 3+ (pu) T (pV) @}

oo oo G 5|+ [ 5 4 o) G+ o) 5

0z 0z
_v (8/) dp 0 dp 0 dp  Ow oV ov oV ov

U v

. (0p ov. oV oV IV
_V(at+v'(’)v))+p<8t+uax+vay+waz>

=V~o+p<%—‘;+v-vv)

ov
—P(E‘FV'V‘/).

Mas, note que a expressao entre parénteses representa a aceleracao total e, portanto,

temos que

Z F = p%dxdydz. (3.16)

A equagao acima sugere que a forga resultante (de campo e de superficie) sobre o VC
considerado deve ser de tamanho diferencial e proporcional ao volume do elemento.
Em relacao a forca de campo, vamos considerar apenas a gravidade. A forca de

gravidade sobre a massa diferencial pdxdydz dentro do volume de controle é dada por
dFyra0 = (pg) dadydz, (3.17)

em que g pode ter uma orientagao arbitraria em relacao ao sistema de coordenadas.

T2y

z

e

X

o= tensdo na face normal ao

exo 1 com direcio )

9

Figura 8 — Forcas de superficie o;;.
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Por outro lado, as forcas de superficies (0;;) decorrem das tensdes sobre os lados da
SC'. Essas tensoes sao a soma da pressao (p) mais as tensoes de cisalhamento (7;;) que

surgem do movimento com gradientes de velocidade, isto é,

-p + Tz Ty:ﬁ Tza
045 = Tay —D+ Tyy Tay
Txz Tyz —-p + Tzz

Agora, considere um V' C fixo e cartesiano que mostra as forcas de superficie que atuam

na direcao y.

Forgas de superficie na diregdo de v

z

|
T dz
O'yy d’rdz - : a gyy
T R [C’w + 9y dy} drdz
1
.‘L T - o
o ———
T dx y
X dy

Figura 9 — Forcas de superficie na direcao 3.1°

Nas faces direita e esquerda, as forgas o, se equilibram, resultando na forca liquida

dy

da soma das tensoes nessas faces). O mesmo ocorre nas outras faces.

( yy) dxdydz, orientada para a direita na face direita (pode-se concluir isso por meio

Dessa forma, a forga de superficie resultante na dire¢ao y é dada por

0 0 0
AdFysup = o (0ay) + @_y (oyy) + 9 (02y) | dodydz (3.18)
Note que esses termos sao elementos da segunda linha da matriz o;;. Assim, podemos

reescrever (3.18) com relagao & pressao e a tensao de cisalhamento de modo que

iF, 0 0 0
v or (Oay) + o (0yy) + 9 (02y)
0 0
= oz (T:ry) + a_y (—p+ 7—yy) + zy)

0

9z 7
op D 5 0
- _83/ + 85[3’ (7—333/) + ay (Tyy) + az (TZZ/) .

9 Adaptada de: Adaptada de: White. Mecanica dos Fluidos (2004, p. 247).
10" Adaptada de: White. Mecanica dos Fluidos (2004, p. 248).
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Analogamente, as forcas de superficie nas dire¢oes = e z sao, respectivamente, dadas

por
v _g + % (Txa:) + 8_ (Tyx) + ) (sz> )
dF, B dp 0 0
v o + O (Twz) + By (Tyz) + ) (722)

Logo, obtemos o vetor for¢a de superficie

dF
o ()

_dF, N dF, N dF.
dy Ay dy

B Op. Op. Op OTpe  OTyy  OTap \ .
B (81‘Z+8y‘7+8zk)+{( Ox * oy + 9z )"

OTpy Oy  OToy ) . 0Ty, 07y, 0Ty,
+(8x+8y+3z 77\ Tay T )"

dF
N _vp " (W) Viscosa 7

ou seja,
V'O’ij = —Vp—f—V-Tij. (319)

Portanto, a forca de superficie é a soma do gradiente de pressao e do divergente do
tensor de tensao de cisalhamento.

Finalmente, substituindo as equagoes (3.17) e (3.19) em (3.16), temos que

av

_ 2 3.9
o (3.20)

pg—Vp+V-1;

A equagao (3.20) é chamada de equagao diferencial da quantidade de movimento
linear para um volume infinitesimal.

Em outras palavras, a forga gravitacional por unidade de volume mais a forga causada
pela pressao por unidade de volume e forca viscosa por unidade de volume ¢é igual ao

produto da densidade do fluido pela aceleracao.

Observacgao 3.2.1. Essa ¢ uma equagao vetorial, em que cada componente contém nove

termos, como a sequir.

dp 0 0 0 ou ou ou ou
i z L) =p S 0 21
Pl = g T g Tee) 5y (ue) 5 () = ((‘% o +w8z) (3.21)
dp 0 0 0 ov ov ov ov
L 2 L) =p (L a0 22
PYy +8x (Txy)“'ay (Tyy)+az (Tzy) p<8t+uax+vay+w62) (3.22)
0 0
0 0

dy
ow ow ow ow

o , 9 _
PYz — 7=+ % (Tmz> + = _Z (Tzz) =p (E + u% + Ua_y + w%) (323)
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3.3 Equacdes de governo

Nesta se¢ao, vamos apresentar as duas equagoes de governo de um escoamento bidi-
mensional laminar incompressivel: a da continuidade e a de quantidade de movimento

linear.

Observagao 3.3.1. Sendo um escoamento bidimensional (em R?), vamos desconsiderar

w e a componente Z.

3.3.1 Equagdo da continuidade

Definigcao 3.3.1. Dizemos que um escoamento € laminar quando o nimero adimensional

de Reynolds for menor que aproximadamente 2.100. Esse nimero é dado por

LV
Re:p 0,
1

em que Vo e L sao valores de referéncia de velocidade e comprimento, respectivamente, e

i € a viscosidade dindmica do fluido.

Definicao 3.3.2. Dizemos que um escoamento € incompressivel quando as variacoes da

0
densidade sao despreziveis, isto €, a—i ~ 0.
Sendo assim, por (3.14), a equagao da continuidade ¢ dada por
ou  Ov
V- V=—+—=0. 3.24
ox * dy ( )

3.3.2 Equacgdes de Navier-Stokes

Anteriormente, vimos que as forgas de superficies (o) decorrem das tensoes sobre a SC|

ou seja, sao descritas pela pressao (p) mais as tensoes de cisalhamento (7) de modo que
o=1—npl, (3.25)

em que I é o tensor identidade.
Além disso, para um fluido newtoniano, o tensor de cisalhamento 7 é uma funcao linear

em termos da taxa de deformacao, isto é,
T =2uD(V), (3.26)

em que D(V) = 3 (VV + VVT).

2
Dai, por (3.25) e (3.26), obtemos a lei constitutiva para o tensor tensdo de Cauchy:

o=2uD(V)—pl (lei de Stokes) (3.27)
=pu(VV +VVT) —pl.
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Agora, de (3.20), desconsiderando os efeitos da gravidade, note que

dv
oV
=p EJF(V VWV | +Vp—puV - (VV +VVT),
ou seja,
oV
Par T p(V-V)V +Vp—uV-(VV +VVT) =0. (3.28)

Portanto, as equacgoes de Nawvier-Stokes para fluidos incompressiveis sao dadas por:

ov

par TPV V)V 4 Vp =V - (VV +VVT) =0 (3.29)

V-V =0 (3.30)

Observacao 3.3.2. Abaizo, temos as componentes das equacoes acima descritas.

Em x:
ou ou ou 8p 82U 82U
pa—l-p(u%—i—va—y)—i—a—x— <@+a—y2 =0 (331)
Ou 0 3.32
il (3.32)
Emy
Ov ov ov op *v 0%
pa—i-p(ua—x—i-va—y)-i-a—y—,u(@-i-a—gﬁ =0 (3.33)
Ov 0 3.34
5= (3.34)

3.3.3 Velocidade de entrada

Considere um escoamento entre placas paralelas fixas (separadas por uma distancia
2h) e axial de modo que u # 0 e v =0.
Observe que, por (3.24),

ou

— =0 3.35
e (3.35)
e, portanto, u = u(y). Isso quer dizer que existe uma tnica componente de velocidade

axial nao nula que varia somente através do canal.

11 Adaptada de: White. Mecanica dos Fluidos (2004, p. 277).
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superficie fixa

y B -
> \\ .
o max
i u(y)

superficie fixa

Figura 10 — Escoamento laminar entre superficies fixas e paralelas.!!

Assim, considerando u = u(y) na componente x da equacao de Navier-Stokes, temos

que
ou ou  Ou dp ’u  O*u .
pa—l-p Ua——i-va—y +%— W+8_y2
op 0*u
== i =0,
ox 0y?
ou seja,
Op d*u 536
or Md—yQ- (3.36)

Analogamente, considerando o fato de que v = 0, na componente y em (3.33), obtemos

que

dp
)

dy

e, consequentemente, p = p(z).

Portanto, o gradiente de pressao em (3.36) é o gradiente total:
Pu_ dp tante < 0 (3.37)

— = — = constante . )

MdyQ dx

Observacao 3.3.3. A constante deve ser negativa porque a pressao deve diminuir na
direcao do escoamento de modo a superar a resisténcia da tensao de cisalhamento na

parede.

Agora, integrando duas vezes (3.37), obtemos o perfil de velocidade u(y), que deve ter

curvatura negativa em todos os pontos.
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Note que
d d? y
d—yu(y) _/d_y2 (y) dy
_ / 1dp
) pdx Y
1ldp
=—1d
pdx Y
1dp
= —Yy+ Ol
pdx

onde as constantes C e (5 sao determinadas pelas condi¢oes de nao escorregamento em
cada parede.

Assim, o perfil de velocidade em virtude de um gradiente de pressao é dado por

dp h2 y2

Na linha de centro y = 0 é onde a velocidade maxima acontece e é dada por

__Bk

Umaz = _%2[1 (339)

Neste caso, o escoamento forma uma pardbola de Poiseuille, com curvatura negativa

constante.

3.3.4 Condic3o de contorno na fronteira

A condigao de Dirichlet é prescrita para a velocidade V' (z,y,t) = (u(z,y,t),0(x,y,t)) =
(0,0) na fronteira fixa devido a condigao de nao deslizamento, isto é, as particulas de um

fluido viscoso se aderem a parede.
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4 Interacdo Fluido-Estrutura

Um problema de interagao entre fluido e estrutura traz diversos desafios, como, por
exemplo, o acoplamento de descrigoes matematicas distintas. Para contornar esse desafio,

podemos fazer o uso da Descricao Lagrangiana-Fuleriana Arbitrdria.

4.1 Descricdo Lagrangiana-Euleriana Arbitraria

No estudo da interacao fluido-estrutura, podem-se notar duas descricoes matematicas
na mecénica dos fluidos: a Lagrangiana e Euleriana. A descri¢ao lagrangiana, indicada
para caracterizar o movimento do soélido, consiste em acompanhar o movimento de cada
particula ao longo do tempo por meio de sua trajetéria. Por outro lado, a descrigao
euleriana, indicada para caracterizar o movimento do fluido, consiste em focar em um
dominio espacial fixo do continuo, verificando as velocidades em cada ponto ao longo do
tempo.

Para acoplar essas duas descricoes, faz-se o uso da Descricao Lagrangiana-Euleriana
Arbitraria (em inglés, a sigla ALFE significa "Arbitrary Lagrangian-Eulerian"), a qual
combina as vantagens dessas descri¢oes cinematicas cléssicas e minimiza suas desvantagens.
Com isso, podemos modelar o escoamento de um fluido por meio de uma transformacao
matematica.

Para isso, considere dois dominios: um referencial €2y (ndo deformado) e um continuo

no tempo final Q; (deformado).

configuragao de referéncia

0
% configuragéo atual

Figura 11 — Deslocamento de uma particula material.

Seja £ = (£1,£9,€3) a posigao inicial de uma particula material de fluido no instante
t = 0. Em um determinado tempo posterior a t, essa mesma particula encontra-se em
xr = (z1,x2,r3) no dominio de referéncia, cujas componentes x; = x; (¢,£) sdo dadas em
funcao do tempo e da posicao inicial, para ¢ = 1,2,3. Sua trajetoéria é representada por

uma curva §); C R? parametrizada em ¢ e a velocidade da particula ao longo dessa curva é
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dada por

d

%x (t,f) =w (t,l‘ (t,f))

= (wl,wg,wg) . (41)

Essa equagao sugere uma relagao entre a descri¢do lagrangiana (lado esquerdo) e a

euleriana (lado direito), na qual a velocidade esta definida em uma regido fixa do espago.

Observacao 4.1.1. As coordenadas iniciais & e as coordenadas x; sao, respectivamente,

lagrangianas e eulerianas.

Definigao 4.1.1. Seja ¢ : Ry x Qg — R uma funcao escalar ou vetorial diferencidvel que
representa alguma grandeza fisica do fluido por unidade de volume. Entao, sua derivada

total é

d _ Opdt  dpdx
a? BT =5 g T o @
0
— |5+ 0 9] ) (42)
A derivada material de p em (t,z) € Ry x Qo € dada por
Dy _ 9y
-r _Zr . 4.
D2 _% vy, (4.

em que Op/0t € o termo temporal e (w-V)p € o termo convectivo, que representa o

transporte de uma propriedade do fluido.

Em outras palavras, podemos dizer que a derivada material é a taxa de variacao de
uma propriedade do fluido transportado e que esta sujeito a um campo de velocidade que
varia no espago e no tempo.

Para deduzirmos as equagoes que descrevem as leis fisicas que regem o escoamento na

descricao ALFE, faremos o uso do Teorema de Transporte de Reynolds.

4.1.1 Teorema de Transporte de Reynolds

Sejam ¢ (t,r) a fungao definida acima e €, um volume fechado de particulas materiais
do fluido que variam ao longo do tempo ¢.

Definimos um mapeamento dado por

@@_A¢@@m (4.4)

tal que sua derivada temporal é dada por

%@@:%Af@@m (4.5)
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Em palavras, esse mapeamento ®(¢) fornece uma medida total da quantidade da
grandeza fisica considerando a distribuicao espacial das particulas materiais do fluido no
volume €2; no tempo ¢t. Também, a derivada temporal indica como essa quantidade total
esta variando com o tempo, levando em conta as mudancas no volume €2;.

Além disso, considerando que ha regularidade na fronteira de €2;, temos que:
1. z (t,€) é diferenciavel enquanto funcao de t e &;

2. O mapeamento ¢ : Qy — €, dado por ®(§) = z (t,) = z, o qual atribui a cada
£ € Qy um ponto x € €, é uma bijecao e, portanto, ®~! existe e ¢ definido por

O, — Qp, também diferenciavel.

O lado direito da equag@o (4.5) pode ser simplificado se fizermos uma mudanga de
variavel de modo a manter o dominio de integracao fixo. E é exatamente isso que a descrigao
ALFE propoe: um mapeamento da configuracao de referéncia {2y para a configuragao atual
;. Essa mudancga de configuracao se da por meio do determinante da matriz jacobiana

J (t,€), dado por
| (t.€) | = det(A),

sendo A = [aj],, 4 € aj; = g—g, Vi,j =1,2,3.

Das condigoes de regularidade na fronteira de §2;, podemos afirmar que o jacobiano da
transformagao nunca se anula, indicando a existéncia de um mapeamento inverso. Além
disso, para t = 0 e para qualquer ponto & € €y, temos que o determinante da matriz
jacobiana J(0,£) permanece constante e igual a 1. Essa condi¢do garante a estabilidade e
a coeréncia da transformacao em toda a extensao de €.

Sendo assim, temos que

o (tx) de p (L (6.8)) [ (1,€) |dE. (4.6)

0 Jo = o,

Com isso, podemos passar a derivada temporal para dentro do sinal de integragao e

utilizar a regra da derivada do produto:

w (x (6.8)) [ (1,€) |dE = 4 o (8, (£,6)) [ (,€) |d€]

dt Jo, o, dt

-[ FAS IR OOT EO

Como a fungdo determinante |J| é multilinear, temos que sua derivada temporal é dada

por

d
ST = (V- w) | (£8) | (4.8)
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Substituindo (4.8) em (4.7), temos que
d d _ Dy
[ [Fetatoncorets e giee|a= [ [ZE0+e@ ]

-/ 22 107w e

Retornando ao dominio de integracao original, obtemos o resultado abaixo, que é

conhecido como o Teorema de Transporte de Reynolds:

sz_i)(t) = %/Qtw(tw)dx
= /Qt {% +o(V- w)} dz. (4.9)

4.1.2 Conservacdo de massa

Considere a densidade p do fluido. A massa total desse fluido em uma regiao material

), é dada por

tal que sua taxa de variagao no tempo é

d d
dtm(t) = %/Qtp(t,x) dx

:/Qt |:D2tp—{—p(v-w):| dr.

Assim, segue do principio de conservagao de massa, da arbitrariedade de €2; e da

continuidade do integrando que

= [ [ Dot o@-w]ar=o

Considerando que esse estudo tem como foco um escoamento incompressivel, o volume

VQz :/ dz.
Q

da regiao €); é dado por
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Sabendo que o volume é constante, pelo teorema de transporte de Reynolds, obtemos

a taxa de variacao desse volume ao longo do tempo t:

d
0= —V
at

d
T dt
d
T dt

d
= | G
- / (V- w) | (1) |d

:/Qt(V~w)da:.

dx

IJ(t §) ld¢

Portanto, temos que

V-w=0. (4.11)

4.1.3 Conservacdo da quantidade de movimento linear

Pela segunda Lei de Newton, sabemos que a resultante das forgas que agem sobre um
determinado corpo pode ser definida como a taxa de variacao da quantidade de movimento
linear dentro de um intervalo de tempo. Sendo assim, para um dominio material, considere

q a quantidade de movimento linear das particulas em €, tal que

0= [ pVis
Q¢

em que p e V sao a densidade e o campo de velocidade do fluido, respectivamente.
Logo, pelo teorema de transporte de Reynolds, a resultante das forcas que agem sobre

esse dominio material sera

F(ta) = —q ()

dt
= dex
— /Qt [—Dl(;)t‘/) + (pV) (V- w)| dx.

Novamente, pela continuidade do integrando e a arbitrariedade da escolha de €2,
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fazendo uso das equagoes (4.10) e (4.11), temos que

F(t,x) = /Q [% + (pV) (V- w)| dx
D(pV)
Dt
DV Dp
~"Dt "Dt
= P+ [p (V- w)]V

DV
—PE—P(V'U})V

=p(%—‘Z+V<V-V>)—p<V-w>v.

Sendo F' a forca resultante, segue que

F(tx)=pg—Vp+u (VV + VVT)
ov

:p(ﬁww-w)—p(v'w)v,

ou seja, desconsiderando os efeitos da gravidade, a equagao da conservacao da quantidade

de movimento linear na descricao ALFE é dada por

p(%—‘;—FV(V-V))—i—Vp—,u(VV—i-VVT):p(V-w)V. (4.12)

Observacao 4.1.2. Quando a velocidade da malha w for nula, obtemos uma descri¢ao
euleriana. Neste caso, a velocidade da malha (ou dominio discretizado) nao afeta a
descri¢ao do movimento do fluido. Por outro lado, na descricao lagrangiana, quando
w =V, a descri¢gio do movimento (do sélido ou do fluido) € feita em relagao a essa malha

maovel.
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5 Meétodo dos Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos (MEF') é um procedimento numérico que discretiza

um problema continuo para um determinado dominio a fim de se obter uma solucao

—\

(@) (b)

aproximada.

\

Figura 12 — (a) Representagao de uma partigao de um dominio discretizado em elementos
finitos. (b) Representacdo de um elemento finito (tridngulo).

Frequentemente, em problemas bidimensionais, os elementos finitos sao representados
por triangulos, em que seus vértices sao pontos onde as propriedades fisicas e condi¢oes do
problema sao avaliadas e aproximadas para a solucao do sistema global de equagoes.

De modo geral, para obter a solugao aproximada de um problema fisico, seguimos os

seguintes passos:

1. Discretizagao do dominio: divisao do dominio em elementos finitos (tridngulos,

quadrilateros, etc.);

2. Formulacgao fraca: reescrita das equacoes diferenciais do problema em forma de

integral, que sera aproximada sobre cada elemento finito;

3. Aproximacao da solucao: a solucao é aproximada em cada elemento finito a partir
de fungoes que representam a variagao da solugao em cada elemento do dominio

discretizado;

4. Sistema global de equacgoes: apos definir as solugoes aproximadas em cada
elemento finito, um sistema de equagoes é montado para representar o problema por

completo;

5. Resolugao do sistema de equacgoes: o sistema de equacoes obtido no passo
anterior é resolvido numericamente para encontrar a solu¢ao aproximada do problema

original.
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5.1 Equacgdes do fluido
Na configuracao euleriana, quando w = 0, as equacoes do fluido sao:

p(aa—‘t/ﬁLV(V-V))vLVp—u(VV—i—VVT):O em (5.1)

Para resolver o sistema formado por essas equagoes, precisamos impor condigoes iniciais
e de fronteira apropriadas. Seja 0€); = 'y, U Ty U Ty @ fronteira de €2;. Assim, temos

as seguintes condigoes:

p=po, [p(VV+VVT)]-n=0 em T, (5.3)
[—p[ . (VV + VVT)] n=—-po-n em o, (5.4)
V=0 em Fwall- (55)

Na entrada, foi imposto um valor para a pressao e auséncia de tensao viscosa, onde n é
o vetor normal unitario externo a I';,. Na saida, temos que pg < pg € n é o vetor normal
unitéario externo a I',,;. Por fim, nas paredes I, foi imposto esse valor para o campo de
velocidade devido a condi¢ao de nao deslizamento, ou seja, as particulas do fluido viscoso

se aderem a parede.

5.2 Equacgdes da estrutura

Como vimos anteriormente, a dindmica da estrutura sera descrita em uma abordagem
lagrangiana na configuragao de referéncia, enquanto que a dindmica do fluido serd em uma
abordagem euleriana na configuracao atual.

Na Figura 11, temos que & é a coordenada do ponto material na configuracao de
referéncia g, x é a coordenada na configuragao atual €, e d(§) = x — £ é o deslocamento
desse ponto material, associado & abordagem lagrangiana. Em particular, d : Q) x R — R?

é um mapeamento que descreve o movimento da estrutura.

Definicao 5.2.1. Definimos o tensor gradiente de deslocamento V¢d como uma medida que
descreve como as distincias entre as particulas variam quando o material estd submetido
a uma deformacao. Esse tensor é gerado pela derivada parcial do deslocamento em relacao

as coordenadas da configuracao de referéncia g e dado por

ad, od, dy |

06 06 &
_9d_ | ady 0dy Od,

93 0e, 9& 08
dds 0ds 0Ods

9& 06 08
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Mas, como
ail:i
od; Az — &) o b=
85 85 B 8:Ez 7
’ ’ 9, i F
J
temos que
[ 3x1 1 8x1 8x1 | [ 8901 8x1 81’1 |
o€, 3 3 96 06 0 100
Ved = Ovy 0wy - Orp | | 0ny Ozp Oxmp |y g |
0§ 0& 083 0§ 08 08 00 1
81’3 8I3 (91'3 1 6.7)3 0x3 81’3
L 0& 06 0&3 1 Lo 0&% 08 |
ou ainda,
Ved = F(§) - 1, (5.6)

em que I € o tensor identidade e F o tensor gradiente de deformacao, definido por

81‘1 (9.751 8371

06 0% 083
Ox 8513‘2 8232 8:52

F6) = — —
) 23 06 0&% 08
8333 8.233 6;1:3
| 0§ 0% 083

Observagao 5.2.1. O tensor gradiente de deformac¢ao pode ser resumido a uma medida
das deformacaoes sofridas por um material devido ao movimento e & mudanca de forma

das particulas. Além disso, em termos do deslocamento d, temos

F(d od I 5.7

(d) = et l (5.7)

Defini¢ao 5.2.2. Considere um volume infinitesimal dVy = det (d&1,dés,dE3) na configu-
ragao de referéncia g. A transformacao do elemento infinitesimal de volume € dada de
forma que dV = det(xy,x9,x3). Mas, como F descreve como os vetores d&; em €y sGo

transformados nos vetores dx; em €y, para i = 1,2,3, temos que

det (x1,19,13) = det (Fd&;,Fdy, FdEs)
= det (F') det (d&;,d&s,dE3)

ou seja,

dV = det (F) dV. (5.8)
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Logo, a transformacao do elemento infinitesimal de volume € feita pelo jacobiano da

deformagao

v

0

(5.9)

Essa expressao fornece informagoes sobre como as deformacgoes estao ocorrendo em

diferentes direcoes.

Definigao 5.2.3. O sequndo tensor de Piola-Kirchhoff S ¢ simétrico (S = ST ) e dado por
S(d) = JF(d) 'oF(d)~". (5.10)

Esse tensor descreve tensoes em um material submetido a deformagoes, considerando a

mudanca de volume associada a essa deformacao.

Para uma malha estacionaria, isto é, quando w = 0, a partir dessas defini¢oes e
considerando um modelo linear elastico para descrever a dinamica da estrutura, a equagao

da estrutura é

0%d
P~ V- (F@)S(@) =0 em . (5.11)

Observacao 5.2.2. Resumidamente, o modelo linear eldstico presume que o comporta-
mento do material é puramente eldstico de modo que as deformacées sao proporcionais as
tensoes aplicadas, ou ainda, que sao reversiveis. Entao, descrever a dindmica da estrutura
a partir desse modelo, que obedece a Lei de Hooke, simplifica a andlise do problema, além

de ser computacionalmente eficiente.

5.2.1 Condig¢des de contorno

Seja €2y o dominio material da estrutura com fronteira 9€)y = I' tal que
FIFDUFNGFDHFN:@,

sendo I'p a partigao da fronteira associada a condicao de Dirichlet e 'y associada a

condicao de Neumann.

5.2.1.1 Condicio de contorno de Dirichlet

Quando a fronteira for fixa, a condi¢ao de Dirichlet é prescrita para o deslocamento d

tal que
d(z,) =0 em I'p, (5.12)

o que indica que nao ha movimento em I'p.
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5.2.1.2 Condigao de contorno de Neumann

Na condic¢ao de contorno de Neumann, a tensao (forgas de superficie) é prescrita em

I'y como
F(d)S(dng=0 em Ty, (5.13)

sendo ng o vetor unitario normal ao elemento de area da fronteira 'y, o que significa que
nao ha fluxo de forca na direcao normal de I'y.

Esse nosso problema de interagao fluido-estrutura, formado pelas equagoes (5.1) — (5.5)
e (5.11) — (5.13), é fechado por condigoes de interface apropriadas entre 0y e €2; para

garantir a continuidade das velocidades e componentes normais das tensoes.

5.3 Formulacio fraca

Considere os seguintes espacos:

P=[H" ()],
Py=[Hf ()] ' ={wePiw=0 em TIp},

em que s € {2,3}, P é o espago das velocidades e Py é o espago das velocidades que se
anulam na fronteira I'p.

A fim de obter uma formulagao fraca da equagao de movimento da estrutura, vamos
multiplica-la por uma fungao teste w € F, e integrar sobre o dominio €25. Dessa forma,

temos que

_ /Q P = [V (F)S(@)

_ / SO s + / (F(d)S(d)) : (Vew) d% — / (F(d)S(d)) nowd Ao,
Qo 8t2 Qo 0Qo

Mas, pelas condi¢oes de contorno impostas, note que

/ago (F(d)S(d)) : nowdAg = /

T'p

(F(d)S(d)) .nowd Ay + / (F(d)S(d)) nowd Ay = 0.

'y

Logo, nosso problema se resume em encontrar d(t) € P tal que

0%d
[ oot [ (F@s@): (Ve =0, vwer, (51
QO Qo
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5.4 Discretizacdo da equacdo do movimento da estrutura

O método dos elementos finitos nos permite discretizar um problema continuo, isto é,
particionar o continuo, a fim de obter uma solucao de uma equacgao diferencial com finitos
graus de liberdade.

O problema estudado neste trabalho depende do espaco e do tempo. Logo, precisaremos

fazer uma discretizacao espacial e temporal do continuo.

5.4.1 Discretizacdo espacial

Considere o espaco discreto de dimensao finita P, C P com fungoes polinomiais por
partes.

Sejam ¢; € P, fungoes base dependendes de £, para i = 1,...,Ng, de modo que qualquer
elemento de P, é escrito de modo tinico como uma combinacao linear dessas fungoes, ou

seja, uma base para o espaco das velocidades P, é

B = {¢1 (6) 7(252 (5) 7---,¢N5 <£>} .

A aproximacao por elementos finitos consiste no seguinte problema: precisamos encon-

trar dj, (t) € Py, com dp, =0 em I'p, de modo que

0%d
/ p atzh'wthO Jr/ (F(dn)S(dn)) : (Vewy)dQy =0, VYwy, € B. (5.15)
Q0 Qo

Para cada d;, € P, podemos escrevé-lo como uma tnica combinagao linear da fungao

base ¢;, ou seja,

0 (1) = 3 e 1) 01 6),

em que Ng é a quantidade de graus de liberdade e d; sao coeficientes reais dependentes do
tempo.
Substituindo essa combinagao linear na formulagao fraca e considerando que a funcao

teste € tal que wy, = ¢; (§) € Py, vejamos cada termo da equagao (5.15). Observe que

0%d

62dh h
/QO Pw-wtho = /QO PW-%’ () d

- / D> O (1) 61(6) 6, (€) A0

/Q (F(d)S(dh))  (Vewn)d = / (F(d)S(dh)) : Ved; (€) .

Qo
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Dessa forma, o vetor solucdo dg (t) = [dy(£),...,dns(t)]" € solucdo da equacio de

movimento discretizada dada por
Mgds + Kg (dg) = 0, (5.16)

onde a matriz de massa e o termo de rigidez nao linear sao, respectivamente,

(MS)Z‘]‘:/Q p¢z¢j

(K5 (ds)), = / (F(d)S(dn)) : Ved; (€)

para 2,5 = 1,...,Ng.

Observacao 5.4.1. A matriz de massa M descreve como a massa estd distribuida ao
longo do dominio da estrutura. Por outro lado, o termo de rigidez nao linear K, formulado
a partir da Lei de Hooke, leva em consideracao as mudancas nas propriedades mecdnicas

do material a medida que as deformagoes aumentam ao longo do tempo.

5.4.2 Discretizacdo temporal

A discretizacao temporal, aplicada em problemas que envolvem evolucao ao longo do
tempo, consiste em dividir o tempo em intervalos finitos onde as equagoes diferenciais sao
resolvidas em cada intervalo.

Os métodos de integracao direta nos ajudam a resolver a equacao diferencial sem
manipulagoes adicionais. Em particular, esse método sera ttil para resolver diretamente a
equagao de movimento do problema discreto. Neste estudo, faremos o uso do Método de
Newmark — j3.

Considere o intervalo de tempo At = t" —t"~1 de modo que t* = nAt, paran = 1,...,Np
e com Np = %. Para encontrarmos as equagoes generalizadas de Newmark, usaremos dois

métodos: da aceleracao média e da aceleragao linear.

5.4.2.1 Aceleracio média

Seja dg a aceleragao no intervalo At dada pela média entre a acelera¢ao no inicio e no

fim do intervalo, isto é,

. 1/.n - d .
dg (?) = 5 (ds +dg 1) = d—%ds, (5.17)

em que { é uma variavel de tempo auxiliar dentro do intervalo At.
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Integrando duas vezes a equagao (5.17) em relagao a t, obtemos

:/ () dt
/% ds" +ds" )dtN

— dg" (ds +dy" )~

t
8- [0 0
0
‘tv.n ~ o~
_/0 ds 5(ds +dy" )tdt
1/ wn  wn
_dnl—l—dg 1 Z(ds +dg 1>?

Por fim, arrumando a notacdo de modo que ¢ = At, temos que

- n s n— Atn 1 . n—
ds" = dg 1+7d5 +<1—§>Atds g

- n— At 2 - n 1 1 .o
&= dt g dg" A b 4) ds +(§_Z) (At ds"

5.4.2.2 Aceleracio variando linearmente em At

Agora, considere a aceleracao variando linearmente no intervalo At dada por
. -1 v emeIN L d .
ds (f) = d (ds" = ds"™) = = 5.18
s (N) s +las s At s ( )

Integrando a equacdo (5.18) duas vezes em relacio a t, obtemos

/ () dt

n—1 ? ~

/ ds" — dy )Edt
tnN— n— p
—dg" +ds (ds —dg 1)2_At
Ftv.n ~
B0 = [ ds" @
¢ - n—1 s n—1~ n - n—1 /{2 ~

= d +d t+(ds —d dt
/05 g (5 s >2At

s n—1~ ?2 e n—1 n—1 ES
— e d T T S (d _d ) o
s Tds T4 50s o s 6AL
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Novamente, tomando ¢ = At e reorganizando os resultados, temos que
- e 1 - 1. -n
ds" =ds" '+ (1—5) Atds"™" + SAtds",
1 11

ron— 1 tn— -n
n o Atds” T+ (5 —~ 6) (At ds" + G (At dg .

Esses dois métodos podem ser generalizados pelas seguintes equagoes:

s n - n—1

ds" = ds" "+ (1 — ) Atds" ™+ yAtds"
: (5.19)
n= A Atds” 4 (L= B) (AP ds" T + B (AL dy”

em que 7y e 3 sao os parametros de Newmark. Se v = % ef> %, o método é incondicio-
nalmente estavel.

Em resumo, o método de Newmark — [ corresponde a uma discretizacao pelo método
dos elementos finitos na variavel ¢, utilizando elementos finitos de segunda ordem.

O modelo local de elementos finitos no instante ¢, dado por
Msds" + Kg (d%) = 0, (5.20)

. Do oa0) 4 (0) ~
em conjunto com as condigoes iniciais dg”’ e dg *, define a solugao temporal que procuramos.

Finalmente, de (5.19), vamos isolar ds" e, em seguida, substituir em (5.20). Para isso,

note que
ds" = ﬁdg . [@ (dg—l + AtdSH) + (1 ;;/8> d's’”}, (5.21)
cn
ou seja,
Q"= 1 _an - e (5.22)

B (At

Logo, substituindo em (5.20), obtemos a discretiza¢ao temporal da equagao (5.16) é

dada por

mMgdg — MoC" + K (d) = 0. (5.23)
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6 Simulacdo numérica

A implementagao computacional do nosso estudo sera realizada com o software COM-
SOL Multiphysics. No entanto, antes de avancar para a simulagao do escoamento sanguineo
em uma geometria mais complexa (uma valvula adrtica bicuspide), iniciaremos este ca-
pitulo com simulagoes de um escoamento em estados estacionario e transiente em uma
geometria mais simples (retangular) para introduzir o estudo da sensibilidade da malha,

parametro do tempo, etc.

6.1 Estado estacionario

Um escoamento em estado estacionario é aquele cuja velocidade em cada ponto do

oV
dominio do fluido © € R? permanece constante ao longo do tempo, isto &, = 0,Vt e RY.
Nesse caso, as equagoes de governo do fluido sao
p(V -V +Vp—uV-(VV +VVT) =0 (6.1
V-V =0 (6.2)

A seguir, vejamos com detalhe a construcao dessa simulagao no estado estacionario.

6.1.1 Parametros

No modulo Parameters, iniciamos a implementagao computacional inserindo os valores
fixos que utilizaremos para as simulag¢oes, como, por exemplo, a densidade e a viscosidade

dindmica do sangue. Os valores da tabela abaixo foram inseridos.

PARAMETROS
Nome Expressao Descricao
L 20 [mm] Largura
H 1.5 [mm] Altura
uo 0.2 [m/s] Termo de resisténcia viscosa
p 1010 [kg/m?] | Densidade do sangue
I 0.0035 [Pa * s] | Viscosidade dinamica do sangue

Tabela 3 — Parametros para a simulagao numérica de um escoamento no estado estacioné-
rio.

6.1.2 Geometria

As simulagoes do escoamento sanguineo nos estados estacionério e transiente serao

feitas em uma geometria retangular de dimensoes L x 2H e com a base posicionada no
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canto em (0, — H), como mostra a figura abaixo.

g
o 2H

Figura 13 — Geometria retangular que representa o canal rigido do escoamento.

6.1.3 Formulac3o fraca

Seja 2 um aberto de R? com fronteira 9§2. Definimos os espacos de velocidade e de

pressao, respectivamente, por
X =Hy(Q) ={we H(Q);w =0 em 09}, (6.3)
Q=L2={q¢c Lz(Q);/ qdr = 0}. (6.4)
Q

A fim de obter a formulacao fraca das equagoes de Navier-Stokes, vamos multiplicar as
equagoes (6.1) e (6.2) por fungoes testes em X e @), respectivamente, e integrar sobre (.

Para a equaga@o (6.1), considere a fungao teste w = (wy,w;) € X. Temos que

0= / (p(V - V)V +Vp = pV - (VV + VVT)) wdz

_ /Q (p(V - V)V) wdz + /Q (Vp) wdz — /Q W (V- (VY 4+ VVT)) wde.

Aplicando integracao por partes e o teorema da divergéncia:
[ oV -9V wdz = p (V- V)V
Q

/Q(Vp) wdz = — / p(Vw)dz = — (pI,Vw);

Q

- / w (V- (VV 4+ VYV wdz = / p(VV +VVh) (Vw)de = p (VV + VVT V).

Dai, segue que

p((V-V)Vw) — (pI,Vw) + p (VV + VVT Vw) = 0.

Analogamente, considerando a fungao teste ¢(x,y) € @ para a equagao (6.2),

Oz/ﬂ(V-V)qu
=(V-V.q)

ou ov
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Dessa forma, o problema se resume em encontrar (V,p) € X x @ tal que

p((V-V)Vw) — (pI,Vw) + p (VV + VVT Vw) =0,
(V-V.q)=0.

Agora, vamos desenvolver o produto interno das equagoes anteriores:

ou ou
U+ VUV
w
p((V-V)Vw) =p Ovdy | .| ™
ov ov Wy
U,%‘f—va—y
[ ou ou ov ov
=p|W u£+va—y + ws U%Jrva—y ;
8101 8w1
— (pI, Vw) = — p 0 .| 9z Oy
0 p Owy  Ows
Or Oy
8w1 6’LU2
AT
23u Ju Ov ow; 0w
- _+_ N N
oz 0 ox or 0
VV +VVT V) = Yy : Yy
,u( w) a ou Ov 2(% Owy  Ows
3y oz ay Pz oy
28u8w1 ou Ov\ Owy ou 0Ov\ Owy 281}8102
“ M\ "oz ar T\ay T ar) oy T\ay T o) o "oy ey )

Portanto, a formulagao fraca das equagoes de Navier-Stokes é

ou ou ov ov Owy Ows
p | wy u%—i-va—y + woq u%—i-va—y —-p

Or Oy
28u8w1 Oou Jv\ Ow; ou Ov\ Owy 281}81112
oz 0r \oy oz) oy \ayTaz) o "oy

+u ] =0 (6.5

ou  Ov 0 6.6
%Q+a—yQ— : (6.6)

No COMSOL, abrimos dois moédulos weak form PDE: um para a formulagao fraca
da equagao da conservagao da quantidade de movimento linear (equagao (6.5)), tipo de
funcao de forma Lagrange e ordem dos elementos quadratica; e outro para a formulacao
fraca da equagao que garante a condi¢ao de incompressibilidade (equagao (6.6)), também

do tipo de funcao de forma Lagrange e ordem dos elementos linear.
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6.1.4 Valores iniciais e fluxo zero

Os valores iniciais para a velocidade e pressao sao, respectivamente, Vo = (0,0) (isto ¢é,
u(zy) =v(zy) =0)ep=0.
Além disso, para a pressao, o fluxo zero esta definido em toda a fronteira 0€), enquanto

que, para a velocidade, esta definido somente em I',,,,; C 0f2.

(a)

~~~~~~

~~~~~

Figura 14 — (a) Fluxo zero para a pressao em todo df2. (b) Fluxo zero para a velocidade
em Fout C 0f).

6.1.5 Condicdes de contorno

No moédulo weak form do campo de velocidade, definimos duas condigoes de contorno
de Dirichlet.
Como vimos, o perfil de velocidade é descrito pela parabola de Poiseuille. Assim, em
2
Y

I';, € 092, a velocidade de entrada é dada por V;, = [ ug | 1 — el ,0 |. Outra condigao

de contorno de Dirichlet é imposta nas particoes I',,q; C OS2 para V = 0.

6.1.6 Sensibilidade da malha

A partir da definicao do dominio computacional da geometria de interesse, fazemos
a sua discretizacao, isto é, dividimos esse dominio em subdominios onde buscamos as
solugoes aproximadas das equacgoes de governo do problema.

Para a nossa geometria, o dominio computacional foi recoberto por uma malha com
elementos triangulares. Além disso, sabendo que a precisao dessas solugoes depende do
nimero de elementos (triangulos) e da distribuigdo na malha, visando buscar solugoes

independentes do refinamento da malha e do menor custo computacional, é necessario
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o7

Figura 15 — (a) Velocidade de entrada em I';,, C 0. (b) Velocidade do fluido é nula em
Twan C 0f).

fazer o estudo de sensibilidade da malha. Espera-se que quanto maior a quantidade de

elementos, seja maior também a precisao das solugoes.

Nesse andlise, consideramos cinco malhas: malha 1 (extremamente fina), malha 2

(extrafina), malha 3 (mais fina), malha 4 (fina) e malha 5 (normal). Abaixo, seguem os

dados a respeito de cada uma.

Malha

Nuamero total de
graus de liberdade
resolvidos

Numero de elementos

Qualidade média do

elemento

U W N =

1777
4865
1400
806
534

3822
1016
276
154
98

0.9352
0.9142
0.8797
0.8886
0.7964

Tabela 4 — Informagoes das malhas computacionais para o escoamento no estado estacio-
nario.

Observagao 6.1.1. A qualidade média dos elementos finitos refere-se a uniformidade e

precisao da discretizacao espacial, e geralmente € calculada com base em métricas como a

relagao entre a drea (para uma simula¢ao em 2D ) e a forma do elemento. Assim, quanto

mais uniforme e proxima de 1 for a qualidade média dos elementos finitos, melhor serd a

discretizacao espacial e mais precisas serao as solugoes.

Como ja vimos, o MEF é um procedimento numérico usado para buscar solugoes

aproximadas de problemas que envolvem equagoes diferenciais parciais (EDP). Sendo
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malha 1

malha 2
malha 3
VAN
malha 4
malha 5
/\ VAN

Figura 16 — Refinamento das malhas.

assim, a solucao encontrada por esse método vai gerar um erro em relacao a solucao
verdadeira da EDP.

Ao computar a solugao do estado estacionario para cada uma das cinco malhas,
obtivemos dados sobre a convergéncia das solugoes, como, por exemplo, o nimero de
iteragoes e erro residual. O nuimero de iteragoes é a quantidade de vezes que o solver
iterou sobre o sistema de equagOes para encontrar uma solugao convergente. Agora, o erro
restdual é uma medida da diferenca entre os valores computados e os valores esperados.
Isso significa que, quanto menor é esse erro, mais proxima a solugao numérica esta da

solugao exata.

0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

— Malha 1 |
— Malha 2
— Malha 3
— Malha 4
— Malha s |

Erro

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
numero de iteracao

Figura 17 — Convergéncia das solucoes com relagao ao refinamento da malha.

Uma convergéncia adequada é aquela em que o erro residual diminui ao longo das
iteracoes e o namero de iteragoes fique em um valor constante. Dessa forma, analisando
esses dados em cada uma das malhas, nota-se que o erro residual produzido na simulagao
com a malha 1 diminui ao longo das iteragoes, o que pode indicar a consisténcia e

estabilidade da solucao.
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Além disso, tomando um corte transversal em x = > os valores do campo de velocidade
nao sofreram muita alteragao a partir do refinamento da malha. Neste caso, optamos por
utilizar a malha 1 para seguir com a simulacao do estado transiente, ja que apresenta ser

uma solucao consistente e estavel.

(a)
: //“\\
/ \
/ \

o
/
of /

0001 0.0015 a.002 00025

Figura 18 — (a) Distribuigao da velocidade em um corte transversal considerando o re-

finamento da malha. (b) Corte transversal centrado em z = 3 do dominio

discretizado pela malha 1.

6.2 Estado transiente

Em cada ponto do dominio do fluido 2 € R?, quando a velocidade e a pressao variam

ao longo do tempo, dizemos que o escoamento estd em estado transiente. Desta forma,

temos que En # 0, Vt € R%, e as equagoes de governo sao dadas por

ov

par + (V- VIV 4 Vp = u¥ - (VV +VVT) =0 (6.7)

V-V =0. (6.8)

6.2.1 Parametros, geometria e sensibilidade da malha

A geometria utilizada permanece a mesma para a simulagao do escoamento em estado

transiente. No entanto, o termo de resisténcia viscosa agora é descrito por

win(t) = 0,1(1 + cos(6t)), t € [0,1]. (6.9)

6.2.2 Formulacdo fraca

No caso transiente, temos o acréscimo de um termo comparado a formulacao fraca do

caso estacionario. Neste caso, dadas as fungoes teste w = (wq,wq) € X e q(z,y) € @, o



60 Capitulo 6. Simulag¢io numérica

problema se resume em encontrar (V,p) € X x @ tal que

ov
P (E,w> +p((V-V)Vw) — (pL,Vw) + p (VV + VVT Vw) =0,
(V-V,q) =0.

Desenvolvendo o produto interno, expressao da formulagao fraca das equagoes de

8w1 8w2
-P

Navier-Stokes é dada por

ou ou ou ov ov ov
p {wr a—%u%—l—va—y + wo E—%u%—l—va—y %—Fa—y

26’u8w1 ou Ov\ Ow; ou Ov\ Owy 28U8w2 0 610
T ecar T\ oy T ax) oy T\ay T ax) o Tayay | T (6.10)
€
ou ov 0 611
%C]ﬂLa—yQ— : (6.11)

Agora, abrimos dois modulos weak form PDE: um para a formulagao fraca da equacao
da conservacao da quantidade de movimento linear (equagao (6.10)) e outro para a

formulagao fraca da condigao de incompressibilidade (equagao (6.11)).

6.2.3 Condicdes de contorno e iniciais
As condigoes de fluxo zero e de nao deslizamento em I',,,; permanecem as mesmas do es-

2
Yy
tudo anterior. No entanto, agora a velocidade de entrada sera V;,, = (um(t) (1 — m) ,O)

em I';,. Além disso, o estudo do caso estacionério sera a condigao inicial para a simulacao

do caso transiente.

6.2.4 Parametro temporal

O parametro temporal representa a discretizacao do tempo que determina intervalos
de tempo onde as equagoes que descrevem o comportamento do fluido sao resolvidas.

Tal como fizemos para analisar a sensibilidade da malha na secao 6.1.6, aqui vamos fazer
o estudo da sensibilidade desse parametro porque a escolha apropriada afeta a precisao
e a eficiéncia da simulagao. Como o escoamento pode mudar significativamente entre os
intervalos de tempo discretos, ao escolher um parametro temporal grande, a precisao da
solucao pode ser reduzida. Por outro lado, a escolha de um pardmetro muito pequeno
pode aumentar o custo computacional.

Para o nosso estudo, escolhemos trés parametros para fazer essa analise: 0.001, 0.01 e

0.1.
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0.18F —— Paramétro 0.001 | |
—— Paramétro 0.01
— Paramétro 0.1

Magnitude da velocidade (m/s)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tempo (s}

Figura 19 — Magnitude da velocidade considerando trés parametros temporais no ponto
(L/2,0) do dominio computacional.

Ao computar solugdo para cada um desses parametros numa faixa de tempo de 0 a 1
segundo, notamos que o campo de velocidade é sensivel a esse parametro de simulagao,

como, por exemplo, nos instantes 0.45 e 0.53 s.

Tempo (s) P1 (0.001) P2 (0.01) P3(0.1)
0.45 2-1071 1.9-1071 3.5-10715
0.53 3.1-10714 2.7-10714 3.4-10F-14

Tabela 5 — Erro residual para parametros temporais diferentes.

Para determinar a escolha do melhor parametro temporal, analisamos o erro residual
(LinRes) obtido na simulagdo numérica com cada um dos trés parametros (Tabela 5) e os

comparamos dois a dois por meio do erro relativo (Tabela 6).

O objetivo de analisar esse erro relativo é verificar a precisao das solugoes. Quanto

menor for esse percentual, mais proxima a solucao aproximada esté da solucao esperada.
Neste caso, observamos que os melhores resultados foram obtidos pelos parametros

temporais P1 e P2, com erros relativos entre 5% e 12,9%. Assim, optamos por utilizar o

parametro temporal P1 (0.001).

Tempo (s) P1— P2 P1—P3
0.45 5% 5%
0.53 12,9% 9,6%

Tabela 6 — Erro relativo entre os parametros temporais: P1 — P2 (parametros 1 e 2) e
P1 — P3 (parametros 1 e 3).

Por fim, apés toda essa anélise, obtivemos a superficie do campo de velocidade e de
pressao na forma de um mapa de cores, que permite compreender a distribuicao desses

valores dentro do dominio de simulagao.



62 Capitulo 6. Simulag¢io numérica

@",.[ ' ' | 7 e (b) "

0.005 | 4 0.005 |
0.004| 4 0.004|
0.003} 1 0.1 0.003 - 16
0.002f 4 0.09 0.002 14
0.001| - 0.08 0.001| 35
ol J 0.07 ol
-0.001 . 0.06 -0.001 |- 10
-0.002 4 005 -0.002 |

0.04
0.003 E -0.003

0.03
0.004| 1 0.02 -0.004 -
0.005 | 0.01 -0.005 |
0006 0 0.006
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o 0.005 0.01 0.015 m o 0.005 0.01 0.015
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Figura 20 — Magnitude da velocidade (a) e pressao (b).

6.3 Simulacdo numérica da valvula aértica bicaspide

Para esta simulagao, tomamos o trabalho de Torrado et al. (2015) como referéncia.

6.3.1 Parametros

No modulo Parameters, inserimos os dados do canal rigido do escoamento (largura e
altura) e também as caracteristicas fisicas do sangue (densidade e viscosidade dinamica),

como segue na tabela abaixo.

PARAMETROS
Nome Expressao Descrigao
L 6.11 [cm)] Largura
H 1.2 [em] Altura
p 1010 [kg/m?] | Densidade do sangue
I 0.0035 [Pa * s] | Viscosidade dinamica do sangue

Tabela 7 — Parametros para a simulagao nimerica do escoamento sanguineo ( Torrado et
al., 2015, p. 32).

6.3.2 Construgdo da geometria

Com base nas dimensoes indicadas em Torrado et al., 2015, p. 35, no médulo Geometry,
usamos um retangulo de dimensoes L x 2H com base posicionada no canto em (0, — H)
para representar o canal rigido do escoamento.

Para os seios aorticos de Valsalva, desenhamos a partir de uma curva paramétrica posi-

s

cionada em (1,5;1,2) e dada por (s; (1,385) - sen (E))’ com s € [0,3]. Posteriormente,

essa curva foi levemente ajustada para se encaixar com a geometria final.

Para a espessura da parede aortica, usamos segmentos e, na regiao dos seios adrticos, a

TS
curva paramétrica <s; (1,385) - sen (;) + 0,1), com s € [0,3]. A espessura da parede

ficou aproximadamente 0.1 cm.
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As cuspides aodrticas foram criadas a partir de Curvas de Bézier, com espessura de 0,1
cm na sua base e aproximadamente 0,02 cm na extremidade. Além disso, a distancia entre
as extremidades das ctuspides ficou aproximadamente 0,34 cm.

A fim de construir uma geometria idealizada, usamos de outros recursos do COMSOL,
como transformagoes geométricas (girar, espelhar, etc.) e operagoes virtuais (ignorar
vértices e segmentos).

Dessa forma, o dominio computacional corresponde a uma valvula aértica bictuspide
simétrica, tal como a figura abaixo. Em particular, vale notar que temos cinco dominios,

sendo um do fluido, dois das paredes adrticas e os outros dois das cuspides.

0,1 ¢cm
31em f

o 2Hem 10,34 ¢m L.

15em

&m

T T T T T
o 1 2 3 4 5 L]

Figura 21 — Geometria idealizada da valvula adrtica bictspide.

6.3.3 Fisica

No moédulo Physics, selecionamos fluxos laminares, sélidos mecéanicos e adicionamos o

acoplamento multifisico.

6.3.3.1 Fluxo laminar

Em propriedades do fluido, inserimos os valores da densidade e viscosidade dinamica do
sangue, assim como na Tabela 7. Definimos os valores iniciais para o campo de velocidade

e pressao, respectivamente, como V' = (0,0) e p = 0.

(@ [~

L L L L
.57 3 051 L
1 r 1 r
157 r 157 r
2 El
257 r 2.5 r
T T T T T
0 1 2 3 (] s 0

o | (b) [ o

Figura 22 — (a) Dominio computacional do sangue. (b) Condicao de nao deslizamento nas
paredes aorticas.
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Nas paredes aodrticas, temos a condi¢oes de néo deslizamento (Figura 22 (b)). Agora,
as condigoes de entrada e saida foram definidas em razao da pressao. Para a entrada, uma
pressao estatica constante pg = 0 Pa e, na saida, a pressao estatica sera definida pelo perfil

fisiol6gico de pressao correspondente a dois ciclos cardiacos de 0.8 s cada. No COMSOL,

em definitions, abrimos uma funcao de interpolacao e incluimos esses dados.

10 \ I

= | \ f \

ol | \R | \

=y / \ / :

70} \ — 1
— 7 N A

o

80 -

Figura 23 — Perfil fisiologico de pressao transvalvar correspondente a dois ciclos cardiacos
de 0.8 s cada (Torrado et al., 2015, p. 37).

Observacgao 6.3.1. Para obter os dados que caracterizam esse perfil, utilizamos o Web

Plot Dugitizer.

(@ [~ T B al b [ T B a)

T T
(] 5 6

T T
(] 5 6

\ | \
. AN &

Figura 24 — (a) Condigao de entrada descrita por p = 0 Pa. (b) Condigao de saida descrita
pelo perfil fisiologico de pressao poys-

6.3.3.2 Sélido mecanico

As paredes e ciispides adrticas foram modeladas como materiais lineares elasticos
isotropicos, isto €, consideramos que respondem de maneira proporcional as forgas aplicadas
e que suas propriedades sao consistentes em todas as diregoes. Sendo assim, selecionamos
cada dominio computacional do sélido e especificamos suas propriedades como na Tabela
8.

Resumidamente, o médulo de Young é uma medida da rigidez de um material quando
submetido a uma forca. Quanto maior for esse moédulo, o material serd mais rigido e

resistente a deformagoes. Ja o coeficiente de Poisson é uma medida que descreve como um

material se comporta quando comprimido ou distendido.
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Propriedade Paredes adrticas | Cuspides adrticas
Densidade (kg/m?) 2000 1200
Coeficiente de Poisson 0.3 0.49
Moédulo de Young (M Pa) 2 0.37

Tabela 8 — Propriedades das paredes e ctspides aorticas ( Torrado et al., 2015, p. 36).

Figura 25 — (a) Dominio computacional das paredes aorticas. (b) Dominio computacional
das cuispides aorticas.

Além disso, adicionamos uma restri¢cao fixa ao contorno externo das paredes adrticas,

ou seja, essas partes serao fixas em relagao aos deslocamentos.

2.57

157

0.57

0.57

157

257

cm
T
6

T T T T T
0 1 2 3 4

Figura 26 — Restricao fixa aplicada ao contorno externo das paredes adrticas.

6.3.3.3 Acoplamento multifisico

Neste modulo, a funcionalidade Interacao Fluido-Estrutura no contorno do dominio
computacional do fluido permite simular o acoplamento entre o comportamento do sangue

e também das paredes e cispides adrticas que interagem com esse fluido.

6.3.4 Suavizacdo da malha

A interface Moving Mesh permite a adaptacao dinamica da malha computacional
para acompanhar o movimento ou a deformacao de algum objeto. Assim, selecionamos o
dominio do fluido para modelar o movimento e a deformacao das valvulas & medida que o

sangue flui através delas.
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Figura 27 — Acoplamento multifisico no contorno do dominio computacional do fluido.

cm

Neste caso, a suavizagao da malha é do tipo Yeoh, com fator de rigidez nao linear

Cy = 100.

6.3.5 Sensibilidade dos pardmetros

Para o estudo da sensibilidade da malha, consideramos trés: malha 1 (extremamente

fina), malha 2 (extrafina) e malha 3 (mais fina).

-

malha 2 malha 3

malha 1

Figura 28 — Refinamento da malha computacional no dominio da valvula aértica bictispide.

A fim de se obter uma soluc¢ao mais precisa, computamos as solu¢oes numéricas com
a medida de tolerdncia relativa de 0.005. Essa configuracao determina o critério de
convergéncia para o solver, ou seja, quao proximo a solugao numérica deve estar da solugao

exata em cada passo de tempo.

Malha | Namero total de | Namero deelementos | Qualidade média do
graus de liberdade elemento
resolvidos

1 66468 24277 0.8947

2 66313 24215 0.895

3 22081 7674 0.8511

Tabela 9 — Informagoes das malhas computacionais.

Aproximadamente entre 0.4 e 0.6 s ap6s o inicio do ciclo cardiaco ocorre transicao da
fase de contragdo ventricular (sistole) para a fase de relaxamento ventricular (diastole).
Durante esse periodo, a pressao na aorta supera a pressao no ventriculo esquerdo, levando

ao fechamento das valvulas adrticas, o que explica a diminuicao da velocidade.
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considerando o refinamento da malha.

A partir do gréafico da magnitude da velocidade (Figura 29), nos instantes 0.55, 0.6,

1

1
1.2

1.2 e 1.3 s, analisamos o erro residual considerando as trés malhas.

1
1.4

1
1.6

0) do dominio computacional

Tempo (s) Malha 1 Malha 2 Malha 3
0.55 3.6-1071° 3.8-1071 2.4-1071
0.6 2.6-1071° 2.4-10715 3.1-10715
1.2 1.6-10715 1.6-1071 3.10715
1.3 1.7-10715 1.8-10715 1.4-10715

Tabela 10 — Erro residual considerando o refinamento da malha computacional.

Certamente, os melhores resultados para essa simulacao foram obtidos a partir de
malhas que possuem mais graus de liberdade (M1 e M2), com erros relativos entre

aproximadamente 5,5% e 7,6%. Portanto, a malha computacional adequada para esse

estudo é a M1.

Tempo (s) M1 — M2 M1— M3
0.55 5,5% 33,3%
0.6 7.6% 19,2%
1.2 0% 87,5%
1.3 5,9% 17,6%

Tabela 11 — Erro relativo entre as malhas M1 — M2 e M1 — M3.

Analogamente, para determinar o parametro temporal mais adequado, fizemos a andlise

do erro residual e relativo nesses mesmos instantes para trés parametros: 0.001, 0.01 e 0.1.

Tempo (s) P1 (0.001) P2 (0.01) P3(0.1)

0.55 1.7-1071° 1.5-1071 1.7-1071
0.6 3.1-1071° 3.10715 3.4-1071
1.2 1.9-10714 2.10714 2.1-1071
1.3 2.6-1071° 2.5-1071° 3.2-1071

Tabela 12 — Erro residual obtido na simulacao com parametros temporais diferentes.

Note que os parametros que apresentam um melhor resultado sao aqueles que discreti-

zam o tempo do problema em intervalos menores, ou seja, neste caso, P1 e P2, com erros
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relativos entre 3,2% e 11,7% (Tabela 13). Assim, o parametro temporal escolhido para a

nossa simulagao numérica foi 0.01.

Tempo (s) | P1— P2 P1— P3
0.55 11,7% 0%

0.6 3,2% 6,4%

1.2 5,2% 10,5%
1.3 3,8% 23,1%

Tabela 13 — Erro relativo entre os parametros temporais P1 — P2 e P1 — P3.
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7 Resultados e discussoes

Neste capitulo, apresentamos os resultados da simula¢ao numérica da hemodinamica
em uma valvula adrtica bicuspide em instantes especificos do ciclo cardiaco. A simulagao
foi realizada utilizando o software COMSOL Multiphysics, permitindo uma anélise do
comportamento da valvula adrtica, bem como da pressao transvalvar e da velocidade do
sangue em diferentes momentos do ciclo cardiaco.

Optamos por examinar quatro momentos cruciais do ciclo cardiaco: o inicio e o pico
da sistole ventricular, bem como o final da sistole e o inicio da didstole ventricular. Esses
instantes foram selecionados devido & sua importancia fisiologica e a influéncia direta sobre
o funcionamento da valvula aodrtica e o fluxo sanguineo associado.

No inicio da sistole ventricular, por volta de 0.1 s apés o inicio do ciclo cardiaco, a
pressao transvalvar na valvula adrtica comega a aumentar & medida que a pressao no
ventriculo esquerdo supera a pressao na aorta. Isso resulta na abertura da valvula aértica
para permitir o fluxo de sangue para a aorta. Simultaneamente, a velocidade sanguinea
aumenta rapidamente & medida que o sangue é ejetado do ventriculo esquerdo para a
aorta. A tensao de von Mises nos tecidos valvares aumenta & medida que a valvula se abre

para acomodar o fluxo sanguineo crescente (ver Figura 30).

Magnitude da velocidade sanguinea (m/s) Contorno da pressao transvalvar (Pa)
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Figura 30 — Hemodinamica numa VAB no instante 0.1 s do ciclo cardiaco.

No pico da sistole ventricular, entre 0.2 e 0.3 s, a pressao transvalvar atinge seu valor
maximo, garantindo um fluxo sanguineo eficiente e rapido. A velocidade sanguinea atinge

seu ponto mais alto a medida que o sangue ¢ ejetado rapidamente do ventriculo esquerdo
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para a aorta. A tensao de von Mises nos tecidos valvares pode aumentar ainda mais devido

a maior pressao e velocidade do fluxo sanguineo (ver Figura 31).

Magnitude da velocidade sanguinea (m/s) Contorno da pressdo transvalvar (Pa)
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Figura 31 — Hemodindmica numa VAB no instante 0.25 s do ciclo cardiaco.

No final da sistole ventricular, em aproximadamente 0.4 s, a pressao transvalvar comecga
a diminuir & medida que a pressao no ventriculo esquerdo diminui, mas permanece acima
da pressao na aorta para manter a valvula aértica aberta. A velocidade sanguinea diminui
a medida que o fluxo de sangue do ventriculo esquerdo diminui. A tensao de von Mises nos
tecidos valvares pode diminuir & medida que a pressao e a velocidade do fluxo sanguineo

diminuem (ver Figura 32).

Magnitude da velocidade sanguinea (m/s) Contorno da pressao transvalvar (Pa)
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Figura 32 — Hemodindmica numa VAB no instante 0.4 s do ciclo cardiaco.
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Por fim, no inicio da diastole ventricular, em aproximadamente 0.6 s, a pressao na
aorta excede a do ventriculo esquerdo, resultando no fechamento da valvula aértica para

evitar o refluxo sanguineo (ver Figura 33).
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Figura 33 — Hemodinadmica numa VAB no instante 0.6 s do ciclo cardiaco.

A pressao transvalvar se torna negativa, indicando a pressao maior na aorta. A
velocidade sanguinea diminui ainda mais a medida que o fluxo de sangue da aorta para o
sistema circulatorio sistémico diminui. A tensao de von Mises nos tecidos valvares pode

diminuir ainda mais a medida que a valvula se fecha e o fluxo sanguineo cessa.

Magnitude da velocidade sanguinea (m/s) Contorno da pressao transvalvar (Pa)
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Figura 34 — Hemodindmica numa VAB no instante 0.8 s do ciclo cardiaco.
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8 Conclusdes

O presente estudo buscou investigar o comportamento da valvula adrtica bictuspide
por meio de simulagao numeérica em uma geometria idealizada, com foco na compreensao
da interagao fluido-estrutura e do comportamento ao longo do ciclo cardiaco. A analise
detalhada dos resultados revelou informagoes sobre a dindmica do fluxo sanguineo através da
valvula adrtica e as tensoes experimentadas pelos tecidos valvares em diferentes momentos
do ciclo cardiaco.

A avaliacao da pressao transvalvar, velocidade sanguinea e tensao de von Mises nos
instantes especificos, como o inicio, pico e final da sistole ventricular, proporcionou uma
visao aprofundada do funcionamento dessa estrutura vital do coragao. Essas descobertas
sa0 essenciais para a compreensao dos mecanismos envolvidos na fun¢ao normal da valvula
adrtica e para identificar possiveis alteragoes patologicas que possam ocorrer.

E importante ressaltar que este estudo é parte de um esforco continuo na pesquisa
cardiovascular e se baseia em trabalhos anteriores que estabeleceram as bases para este
estudo. Futuras pesquisas devem se concentrar em ampliar a analise para incluir casos
de pacientes ficticios, considerando variacoes na geometria e nas propriedades dos tecidos
valvares. Isso permitird uma compreensao mais abrangente das diferentes manifestagoes

da valvula aortica bictspide e seu impacto na satude cardiovascular.
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