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RESUMO

Neste trabalho, investigamos extensoes de Galois através da linguagem de
coanéis. Especificamente, demonstramos como extensoes de Hopf-Galois
podem ser caracterizadas usando a teoria de coanéis, estabelecendo impor-
tantes resultados de equivaléncia. Com esse intuito, apresentamos funda-
mentos de bidlgebras e dlgebras de Hopf, além de uma visao geral da teoria
dos coanéis, destacando os coanéis de Galois. Também exploramos o cldssico
Teorema de faithfully flat descent para um morfismo de anéis, cuja prova é

desenvolvida em termos do coanel de Sweedler associado.

Palavras-chave: Extensao de Hopf-Galois; Extensao de Galois; Teoria de

coanéis; Teoria dos antecessores; Contexto de Morita.



ABSTRACT

In this work, we investigate Galois extensions through the framework of
corings. Specifically, we show how Hopf-Galois extensions can be characte-
rized using coring theory, establishing significant equivalence results. With
this aim, we introduce the fundamental concepts of bialgebras and Hopf al-
gebras, along with an overview of coring theory, highlighting Galois corings.
We also explore the classical Theorem of faithfully flat descent for a ring
morphism, whose proof is developed in terms of the associated Sweedler
coring.

Keywords: Hopf-Galois extension; Galois extension; Coring theory; Des-

cent theory; Morita context.



SUMARIO

INTRODUCAO 9
1 PRELIMINARES 12
1.1 Algebras, codlgebras, biglgebras e dlgebras de Hopf . . . . . .. ... ... 12
1.2 Mobdulos e comédulos . . . . . ..o 17
1.3 Acoes e coagoes por algebras de Hopf . . . . . . . ... ... ... ... .. 25
1.4  Extensoes de Hopf-Galois. . . . . . ... .. ... ... . 33
1.5 Contexto de Morita . . . . . . . . . . .. 38
2 COANEIS 42
2.1 Definicoes iniciais . . . . . . . . .. 42
2.2 Dualidade . . . . . . . 54
2.3 Coanéis com grouplike . . . . . .. ..o 61
2.4 Teoria dos antecessores . . . . . . . .. ... 67
3 COANEIS DE GALOIS 79
3.1 Coanéisde Galois . . . . . . . . . . .. 79
3.2 Teoria de Morita para coanéis . . . . . . . . . . ... ... ... 86
4 EXTENSOES DE HOPF-GALOIS VIA COANEIS 99
4.1 Coanel associado a uma estrutura entrelacada . . . . . . . . .. .. .. .. 99
4.2  Extensoes de Galois de codlgebras . . . . . . .. ..o 103
4.3 Extensoes de Hopf-Galois . . . . . . . . . .. ... 110
4.4 Teoria de Galois para anéis . . . . . . . . . . . . ... 117
APENDICES 124
A Resultados em teoria de categorias 124
B Isomorfismo, equivaléncia e adjuncao de categorias 129

REFERENCIAS 136



INTRODUCAO

A teoria de coanéis emerge como um campo relativamente novo e dinamico na
matematica contemporanea, cujas raizes se encontram no estudo pioneiro de Moss Swe-
edler de 1975, conforme descrito no artigo [24]. Nele o autor considera uma extensao de
anéis ¢ : B — A, nao necessariamente comutativos, e introduz o que hoje é conhecido
como o coanel (de Sweedler) da extensao. Quando B e A s@o anéis de divisao, Sweedler
obtém uma correspondéncia entre quocientes do coanel da extensao e anéis de divisao
intermedidrios da extensao, e com isso deduz o Teorema de Jacobson-Bourbaki [14], o
qual permite estender a teoria de Galois para extensoes de corpos nao necessariamente
separaveis. Em outro sentido, os coanéis surgem naturalmente como uma generalizacao
do conceito de codlgebras sobre um anel comutativo, nesse caso o anel base é arbitrario e
as construgoes ocorrem na categoria dos bimédulos. Concretamente, um coanel sobre um
anel A consiste num A-bimédulo C junto de morfismos de A-bimoédulos A¢ : C — C®4C

e ec: C — A, satisfazendo condigbes de coassociatividade e de counitalidade:
(Ac ®4 Ie) o Ac = (Ic ®4 Ac) © A,

(]C ®a 56) OAC =1I= (6(3 XA ]C) OAC.

Nos anos que seguiram a sua criacao, os coanéis nao tiveram grande notoriedade,
em parte pela falta de exemplos concretos que genuinamente generalizavam codlgebras,
como apontam Brzeziniski e Wisbauer [7, p. vii]. No entanto, ao final do século XX houve
um ressurgimento no interesse por coanéis, impulsionado pela descoberta de Mitsuhiro
Takeuchi de como uma estrutura de compatibilidade entre dlgebras e codlgebras, chamada
de estrutura entrela¢ada (entwining structure), pode ser realizada usando coanéis. Esse
avanco colocou a teoria de coanéis em destaque, revelando-se uma ferramenta unificadora
para varias construcoes na teoria de bidlgebras e dlgebras de Hopf, como mddulos de
Hopf relativos, médulos de Yetter-Drinfeld e modulos de Hopf-Doi-Koppinen, pois cada
uma destas corresponde a um maddulo entrela¢ado, que por sua vez é um comddulo sobre
um coanel apropriado. Além disso, os coanéis encontraram amplas aplicagbes em areas
diversas da matematica, incluindo anéis nao comutativos, teoria de categorias, algebras

de Hopf e geometria nao comutativa.



Nesta dissertacao, estudamos como a teoria de coanéis se aplica em duas areas dis-
tintas: nas teorias de extensoes de Galois e na teoria dos antecessores (descent theory) em
anéis arbitrarios. No primeiro cenario investigamos algumas conexoes entre cinco teorias
de extensoes de Galois, contempladas em ordem crescente de generalizacao no contexto
de corpos, anéis, dlgebras de Hopf, codlgebras e finalmente em coanéis. Apresentamos um
panorama histérico para a abordagem dada a esse tema, elucidada por [20].

Sejam F/F uma extensao finita de corpos e G = Gal(E/F) = Autp(FE) o grupo

de F-automorfismos de FE, isto é,
G={pe€Aut(F) | p(x) =2, Ve F}.

Classicamente, dizemos que E/F é uma extensdo de Galois se F coincide com EY, os
invariantes para a acao do grupo G em FE. Existem diversas condi¢oes equivalentes para
a definigdo dada anteriormente, em particular, toda extensao de corpos E/F em que o
grupo G = Gal(FE/F) age em FE, d4 origem a uma nova estrutura algébrica, a dlgebra
de grupo skew E x G, definida como o E-espago vetorial de base {v, | ¢ € G} e com

multiplicagao dada por

(@vg)(yvn) = 2g(y)vgn,

para todos z,y € E e g, h € G. Também temos um morfismo de algebras entre F x G e a
algebra de F-endomorfismos de E, a dizer ¢ : ExG — Endg(E) definido por ¢(zv,)(y) =
zg(y), para todos x,y € E, g € G e nessas condigoes mostra-se que uma extensao finita
de corpos E/F é de Galois se, e somente se, ¢ é bijetor. Em 1960, Auslander e Goldman
[3] introduziram a nocao de extensao de Galois para anéis comutativos A O B, em que B
¢ um subanel e G um subgrupo finito de Autp(A). Nesse contexto, A é dito uma extensao
de Galois de B se A é projetivo finitamente gerado como B-médulo e o morfismo de
algebras ¢ : Ax G — Endg(A) descrito anteriormente é bijetor. Com o passar dos
anos, essa teoria progrediu significativamente e foi generalizada em varias diregoes, como
apontado por Paques [20], abrangendo tanto casos particulares de anéis quanto o campo
de anéis ndo comutativos. Ao final da década de 60, Chase e Sweedler [11] substituiram
o papel do grupo finito de automorfismos por coagoes de algebras de Hopf em &algebras
comutativas, dando origem a primeira nogao de extensao de Hopf-Galois. Desde entao,
as generalizacoes da teoria de Hopf-Galois de Chase e Sweedler frequentemente fazem uso
de uma aplicacao canonica, que conecta, no caso citado anteriormente por exemplo, a
algebra base da extensao com a estrutura de coagao dada por uma édlgebra de Hopf. No
inicio da década de 80, Kreimer e Takeuchi [17] estudaram coagdes de Hopf em algebras
arbitrarias, tornando mais abrangente o conceito de extensao de Hopf-Galois. Como sera
detalhado no Capitulo 1, essa teoria abrange tanto extensoes de corpos quanto, como
indicado por Paques [20], extensoes de anéis. No final dos anos 90, Brzezinski e Hajac [6],

motivados pelo conceito emergente de estrutura entrelacada, estudaram o ponto de vista
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de extensoes de Galois de algebras por codlgebras, como uma generalizacao imediata das
extensoes de Hopf-Galois e por outro lado estabelecendo conexoes com a teoria de calibre
para espacos homogéneos quanticos, na area de geometria nao comutativa. Finalmente,
em 2002 Brzezinski [5] estabeleceu diversos resultados de estrutura para coanéis e seus
comodulos, em particular deu origem a nocao de coanel de Galois, que por sua vez abrange
o caso de estruturas entrelacadas e extensoes de coalgebras estabelecidas anteriormente.

A outra temaética desse trabalho diz respeito ao estudo da teoria dos antecessores
(descent theory) formulada sob a dtica da teoria de coanéis. Dado um morfismo de anéis
i: B — A, todo B-moédulo a direita NV da origem a um A-mdédulo a direita M pelo produto
tensorial M = N ®p A. O problema dos antecessores é caracterizar os A-mddulos que
sao obtidos desta forma e recuperar o B-mdédulo original. Como veremos no Capitulo 2,
o problema dos antecessores para um morfismo de anéis i : B — A pode ser resolvido
elegantemente em termos da categoria de comédulos sobre o coanel de Sweedler A ®p A
associado ao morfismo 1.

O desenvolvimento central do texto segue a abordagem apresentada por Caenepeel
em [8]. Essencialmente, dividimos o trabalho em quatro momentos: iniciamos estabe-
lecendo preliminares, em seguida introduzimos coanéis, por meio de diversos exemplos,
logo depois exploramos a estrutura de Galois nesses objetos e finalmente aplicamos os
resultados da teoria desenvolvida anteriormente para o caso do coanel associado a uma
extensao de Hopf-Galois.

O Capitulo 1 constitui um compéndio de resultados e definigoes essenciais em
algebras de Hopf, incluindo o estudo de certas propriedades e de exemplos de dlgebras,
coalgebras, médulos e comodulos. Em particular, exploramos a teoria de extensoes de
Hopf-Galois, com exemplos motivadores, como também apresentamos fundamentos da
teoria de Morita para anéis.

No Capitulo 2 abordamos a teoria geral de coanéis, bem como exploramos a notavel
estrutura de coanéis providos de elementos grouplike. Enfatizamos o tratamento dado ao
conceito de dualidade para essa estrutura, resultando num funtor entre as categorias de
coanéis e anéis sobre uma dada algebra. Por fim, enunciamos o Teorema de faithfully flat
descent para um morfismo de anéis i : B — A e o demonstramos, por meio da teoria de
coanéis.

O Capitulo 3 investiga a estrutura de Galois em coanéis. Nesse sentido é descrito
um contexto de Morita canonico para coanéis com grouplike e por fim enunciamos um
teorema de equivaléncias para a estrutura de Galois em um coanel.

O 1ultimo capitulo unifica diversas teorias de Galois, estabelecidas na linguagem
comum de coanéis. Aplicamos o teorema de equivaléncias para a estrutura de Galois em
coanéis desenvolvida no capitulo anterior, decrescendo em generalidade. Mais claramente,
dissertamos sobre coanéis de Galois no contexto de extensoes de codlgebras, extensoes de

Hopf-Galois e extensoes de anéis.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Nesse capitulo apresentamos defini¢oes, exemplos e alguns resultados da teoria de
algebras de Hopf, culminando nas extensoes de Hopf-Galois. Também discorremos sobre
alguns tépicos auxiliares para o decorrer do texto, como a teoria de Morita.

Ao longo do texto, salvo indicacao contraria, £ denota um anel comutativo com
unidade 15, I o morfismo identidade, usualmente indexado pelo dominio e todo produto
tensorial ® nao adornado é considerado sobre k. Observamos que o tratamento dado a
esse capitulo é meramente introdutério, para mais detalhes os livros [2], [12] e [13] podem

ser consultados.

1.1 Algebras, coalgebras, bialgebras e algebras de
Hopf

Introduzimos os conceitos necessdrios para o estudo das algebras de Hopf. As

principais referéncias para essa segao sao [12] e [13].

Definicao 1.1.1. Uma k-dlgebra é uma tripla A = (A,m,u), com A um k-mddulo e

m: ARA — A, u: k — A morfismos de k-mddulos satisfazendo os diagramas comutativos

A Ao A 214, 4g 4 Ao A
Iy®m m Ia@u m u@ I
T y A <
AR A - A ARE o A TA ko A
isto €, sao vdlidas as equagoes
mo(m®Is) =mo(ly®@m), (1.1)
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mo(lpy®@u)=14 e mo(u® Ily)=ra, (1.2)
em que Ly e ry denotam os isomorfismos canonicos de k-modulos.

Definigao 1.1.2. Sejam A = (A,ma,us) e B = (B,mp,up) duas k-dlgebras. Uma

aplicacao k-linear f : A — B € um morfismo de k-dlgebras se satisfaz os diagramas

AowA 1%  pep k

U
ma mp UA‘ B
A

isto €, sao vdlidas as equagoes
mBo(f®f) :meA,

fous=ug.

Exemplo 1.1.3. Seja G um grupo arbitrario. A dlgebra de grupo kG é o k-modulo

livre de base G, isto €, kG = @geqhvy, com multiplicacao e unidade
m: kG ® kG — kG, u:k— kG

descritas por

m(z agVg & Z byvg) = Z CqUg;

geG geqG geqG
em que ¢g = ;. anby e

u(A) = Mg,

[

com ‘“e” o elemento neutro do grupo G, para todos deG agvg, deG byug € kG e )\ € k.

Definicao 1.1.4. Uma k-codlgebra é uma tripla C = (C,A,e) com C um k-mddulo
eA:C —- C®CC,e:C — k morfismos de k-mddulos, satisfazendo os diagramas

comutativos
c— 5  LoecC C
1=t o'
A A®Ie ¢ A ‘o

13



1sto €, sao vdlidas as equacoes
(A®Ic)o A= (lc @ A)o A (1.3)

(Ic®e)oA=1I" e (e®@Ic)oA=ry". (1.4)

em que lal e ral denotam os isomorfismos canonicos de k-modulos. O primeiro diagrama

¢ chamado de coassociatividade de C' e o sequndo de counitalidade.
Observagao 1.1.5. Adotamos a sequinte notagio de Sweedler-Heyneman para descrever
a tmagem de um elemento ¢ € C pela aplicagcao A:

Ac(e) = ey @ ¢2),
com c(1y, ¢y € C e o lado direito da igualdade acima representando um somatdrio dado
em termos de c.

Defini¢ao 1.1.6. Sejam C = (C,Ac,ec) e D = (D,Ap,ep) duas k-codlgebras. Uma

aplicacao k-linear f : C' — D é um morfismo de k-codlgebras se satisfaz os diagramas

f

C ——— D C ——— D

f
AC Ap EC‘ cp
k

CeC D® D
®W®

1sto €, sao vdlidas as equacoes

ADOf:(f(X)f)OAc,

epo f=c¢ec.

Exemplo 1.1.7. Seja G um grupo arbitrdrio. Entao a dlgebra de grupo kG = (kG,m,u)

do Exemplo 1.1.3 € uma k-codlgebra, pondo
AkG—EGREG, ¢: kG =k

por
A(vg) =v3@ v, € €(vy) =1,
para todo v, € kG.

Estruturas de algebra e codlgebra em um mesmo k-modulo possuem condicoes de

compatibilidade, no seguinte sentido:
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Proposicao 1.1.8. Sejam H um k-mddulo tal que (H,m,u) € uma k-dlgebra e (H, A, ¢)

uma k-codlgebra. Sao equivalentes:
(i) As aplicagoes m e u sao morfismos de k-codlgebras.
(11) As aplicagoes A e € sao morfismos de k-dlgebras.
Demonstrac¢ao. Veja [12, Proposition 4.1.1] ]
Agora estamos de condicgoes de definir a estrutura de biadlgebra.

Definigao 1.1.9. Uma k-bidlgebra é uma quintupla B = (B, m,u, A, ¢), tal que (B, m,u)
¢ uma k-dlgebra e (B, A, e) uma k-codlgebra, satisfazendo as condigoes equivalentes da

Proposicao 1.1.8.

Exemplo 1.1.10. Seja G um grupo arbitrdrio. Entdo a dlgebra de grupo kG = (kG,m,u)
do Exemplo 1.1.3 junto da estrutura de codlgebra (kG,A, ) do Exemplo 1.1.7 define uma
k-bidlgebra (kG,m,u, A, ¢).

Sejam A = (A, m,u) uma k-édlgebra e C' = (C, A, ¢) uma k-coalgebra. Definimos

um produto (de convolugdo) no k-médulo Hom(C, A) por,

frg=mo(f®g)oA,

para todos f,g € Hom(C, A), ou ainda, em um elemento ¢ € C' por

(f*x9)(c) = fleqy)glcw))-

Mostra-se que Hom(C, A) munido do produto de convolug¢do descrito acima é uma k-

algebra, cuja unidade é o morfismo (uoe¢): C' — A (veja [12, Section 4.2]).

Definicao 1.1.11. Seja H = (H,m,u, A, &) uma k-bidlgebra. Dizemos que H € uma
k-dlgebra de Hopf se a aplicacao identidade Iy é invertivel em Hom(H, H) com o
produto de convolucao *. O inverso de Iy € chamado de antipoda para H e, usualmente,

denotado por S.

Em termos da notacao de Sweedler, o morfismo antipoda S : H — H satisfaz as

seguintes igualdades

S(hay)he = e(h)ly = ha)S(he),
para todo h € H.

Exemplo 1.1.12. Seja G um grupo e H = kG a k-bidlgebra do Exemplo 1.1.10. Entao
H = kG € uma k-dlgebra de Hopf com antipoda S : kG — kG dada por

S(vg) = vg-1,

15



para todo vy € H.

O morfismo antipoda presente na estrutura de uma algebra de Hopf dispoe de
varias propriedades, em especial é um antimorfismo de algebras e um antimorfismo de

coalgebras, como indicado na proposigao a seguir.
Proposicao 1.1.13. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao:
(i) S(hg) = S(g)S(h).
(1)) S(1y) = 1.
(i) A(S() = S(hez) ® S(h).
(iv) €(S(h)) = e(h).
Demonstragao. Veja [12, Proposition 4.2.6]. O

Seja ity M* @ M* — (M ® M)* o morfismo injetor de k-mdédulos dado por
i (f®@g)imem') = f(m)g(m') e ®: k — k* o isomorfismo canénico de k-mddulos. O
funtor Hom(—, k) = (—)* transforma uma estrutura de k-codlgebra em uma k-algebra,
bem como toda k-dlgebra projetiva e finitamente gerada (dimensao finita se k é corpo)

em uma k-codlgebra. Mais claramente,

Proposicao 1.1.14. Se C = (C,A,e) € uma k-codlgebra, entio (C*,m,u) é uma k-

algebra, com m = A*o 1o eu =0 ®.
Demonstragao. Veja [13, Proposicao 2.2.1]. [

Proposicao 1.1.15. Se uma k-dlgebra A = (A, m,u) é um k-mddulo projetivo e finita-
mente gerado (para k corpo, uma k-dlgebra de dimensao finita), entao (A*, A e) é uma

k-codlgebra, com A =1, om* e e = d"Lou*.
Demonstracao. Veja [13, Proposicao 2.2.1]. [

Exemplo 1.1.16. Sejam G um grupo finito, H = kG a dlgebra de Hopf descrita acima
e{py, | g € G} C H* o conjunto das proje¢oes canénicas nas componentes de kG, isto
€, pg(vn) = 64 para todo v, € kG. Como H € projetiva e finitamente gerada sobre
k, seque das Proposicoes 1.1.14 e 1.1.15 que H* é uma k-bidlgebra. Mais ainda, H* =
((kG)*,m*,u*, A* e*, S*) € k-dlgebra de Hopf, com aplica¢oes descritas por

m* . (kG)* ® (kG)* — (kG)*
pg ®ph = 5g,hpga

' ko —  (kG)*
A= (v = A,

16



A (kG — (kKG)* ® (kG)*
Py Y DoneaPh @ Proig,
e (EG)" — k
Py — 59,67
S*: (kG — (kG)*
Py = Pg-1,

para todos p, € (kG)* e X € k.

E possivel tomar o dual da 4lgebra de Hopf (kG)*, ou seja o bidual (kG)**, que
é naturalmente isomorfo a kG como algebra de Hopf. Apresentamos essa estrutura no

exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.17. Seja G um grupo finito e H a dlgebra de Hopf H = kG. Consideremos
o conjunto {f, | g € G} C H** dos elementos duais das projecoes py, isto €, fo(pn) = Ogn,
para todo py, € (kG)*. Entao H* = ((kG)*™,m** u™ A™ & S**) ¢ dlgebra de Hopf,

com aplicacoes descritas por

m* . (kG)* @ (kG)™ — (kG)**
Jo @ fn = fon,

u™: k= (kG)™

A= Afe,
A™: (kG)™ = (kG)™ @ (kG)*
fo fg ® fos
e (kG =k
fg — 1k7

S* . (kG)™ —  (KG)™
fg = fg_17

1.2 Modbdulos e comoddulos

Nessa secao reunimos alguns resultados, defini¢oes e exemplos da teoria de modulos
sobre algebras e da teoria de comodulos sobre codlgebras, relevantes para os demais
capitulos. As principais referéncias sao [2], [12], [16] e [18].

Primeiramente, recordamos a definicao de modulo sobre uma k-algebra.

Definicao 1.2.1. Seja A = (A, m,u) uma k-dlgebra. Um A-mddulo a direita é um

par (M, uy ), em que M € um k-modulo e pp - M @ A — M uma aplicagao k-linear
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satisfazendo os diagramas comutativos

s @ Ia

MRARA ——— M® A M A
Iy ®@m 137} K o @ u
M®A ——— M M+— M®Ek
Hm Iar
isto €, sao vdlidas as equagoes
par © (I @u) = Ly (1.6)

A imagem de um elemento m ® a pela aplicacao de estrutura de jy; sera denotada
por m - a, ou simplesmente ma. De forma andloga define-se modulos a esquerda.
Um k-modulo M que possui estrutura de médulo a esquerda e a direita sobre k-

algebras A e B, respectivamente, satisfazendo a compatibilidade
(@a-m)-b=a-(m-b)

para todos a € A, b € Bem € M, é dito um (A, B)-bimddulo.

Definigao 1.2.2. Sejam (M, pnr) e (N, un) dois A-mddulos a direita. Uma aplicagdo
k-linear f : M — N € um morfismo de A-mddulos a direita se satisfaz

f®

MoA L2 ey

1237 KN

M ﬁ N
Dadas duas k-dlgebras A e B, denotamos as categorias de A-moddulos a esquerda,
B-médulos a direita e de (A, B)-bimddulos, respectivamente por 4 M, Mp e 4 Mp.
Quando necessario, adornamos modulos M € 4 M, N € Mp com os subindices 4 M e Np.
O mesmo ocorre para conjunto de morfismos entre dois médulos, isto é, se M, M’ € 4 M
e N,N'" € Mg, denotamos 4 Hom(M, M') e Homg(N, N').
No decorrer do texto faremos uso do conceito de sequéncia exata, o qual definimos

abaixo.
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Definicao 1.2.3. Uma sequéncia de A-maodulos e aplicacoes A-lineares

fiv1 fi
— Mi+1 > Mz > Mz'—l

~

¢ dita exata em M; se Im(f;11) = Ker(f;). A sequéncia € dita exata se satisfaz essa

1qualdade para todo indice 1.
A seguir definimos o conceito de morfismo puro entre dois médulos.

Definicao 1.2.4. Um morfismo de A-mdédulos a direita f : M — N € dito puro se o

morfismo de grupos abelianos
f@al,: M@y L —N®yL

¢ injetor, para todo A-mddulo a esquerda L.

Definicao 1.2.5. Um morfismo de A-mdédulos a esquerda f: M — N € dito puro se o

morfismo de grupos abelianos
]L®AfZL®AM—>L®AN

¢ injetor, para todo A-mddulo a direita L.

Definicao 1.2.6. Um A-mddulo a direita M € dito fiel se o anulador de M
Amm(M)={a€ A | ma=0, Vme M}

€ o ideal nulo.

Definicao 1.2.7. Um A-mddulo a direita L é dito plano se para toda sequéncia exata

de A-maodulos a esquerda

a sequéncia induzida

0— s Lo M=%l 1o N

também € exata. Fquivalentemente, L € plano se o funtor L ® 4 — € exato.

Definigao 1.2.8. Sejam L um A-mddulo a direita e f : M — N um morfismo de A-
mddulos a esquerda. Entao L € dito fielmente plano caso a sequéncia de A-mddulos a

esquerda

0 s M / s N
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€ exata se, e somente se, a sequéncia induzida

00— s Lo M 287 re N

também € exata, para todos A-mddulos a esquerda M, N .

Observagao 1.2.9. Seja i : B — A um morfismo de anéis. Toda estrutura de A-mdédulo
a direita (a esquerda) carrega uma estrutura natural de B-mddulo a direita (a esquerda),
induzida por i. Com efeito, se M € My e N € 4 M entao M € Mg e N € gM com
acoes

m-b=m-i(b) e b-n=1i(b)-n,

para todosm € M, ne N ebe B.

A proposicao a seguir detalha como induzir estruturas de modulos em um conjunto

de morfismos.
Proposicao 1.2.10. Sejam A e B duas k-dlgebras. Entao,

(1) Para sMp e N, Homg(M,N) é um A-mddulo a direita com acao (f - a)(m) =
f(am), para todos a € A, f € Homp(M,N) em € M.

(ii) Para aAMp e 4N, sHom(M,N) é um B-mddulo a esquerda com agdo (b- f)(m) =
f(mb), para todos b € B, f € sHom(M,N) em € M.

(1ii) Para aAM e aNp, aHom(M,N) é um B-mddulo a direita com agdo (f - b)(m) =
f(m)b, para todos b € B, f € 4Hom(M,N) em € M.

(iv) Para Mg e sNg, Homg(M,N) é um A-mddulo a esquerda com agao (a - f)(m) =
af(m), para todos a € A, f € Homg(M,N) e m € M.

Em particular,

(v) Para aM, *M = 4Hom(M, A) é um A-mddulo a direita com ag¢do (f - a)(m) =
f(m)a, para todos a € A, f € 4Hom(M,A) em € M.

(vi) Para Ng, N* = Homp(N, B) é um B-mddulo a esquerda com a¢ao (b- f)(n) =
bf(n), para todos b € B, f € Hompg(N,B) en € N.

Demonstracao. Veja [2, Lemme 5.2]. O

Definicao 1.2.11. Um A-mddulo a direita M € finitamente gerado se admite um

conjunto gerador finito, isto €, um conjunto {m; | i € I} finito tal que para todo m € M

m = E m;a;.

icl

existem a; € A satisfazendo
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Definicao 1.2.12. Um A-mddulo a direita P € dito projetivo se dados um epimorfismo
f: M — N eum morfismo g : P — N arbitrdrios, existe um morfismo h : P — M

satisfazendo o diagrama comutativo

P
L{/
M > N
f

Os teoremas abaixo fornecem outras caracterizagoes para médulos projetivos.

> 0

Teorema 1.2.13. Um A-mddulo P € projetivo se, e somente se, é somando direito de

um A-modulo livre.
Demonstracao. Veja [2, Théoreme 2.4]. O

Teorema 1.2.14. Um A-mdédulo a direita P € projetivo se, e somente se, existem familias
{pi € P |1 € I} de elementos de P e {& € P* | i € I} de elementos do mddulo dual
P* = Homa(P, A) tais que, para todo p € P € vdlido &(p) = 0, exceto para um nimero
finito de indices, bem como
b= sz‘fi (p)-
il

Demonstragao. Veja [16, Proposition 3.11]. O

Observagao 1.2.15. O par de familias {p; € P | i € I}, {§, € P* | i € I} descritos no
teorema acima € chamado uma base dual para o A-mddulo P. Para fins de notacao,

usualmente denotaremos uma base dual como uma familia de pares:

{(pi,&) | pi € P& € P}

Além disso, se P é um A-mddulo projetivo e finitamente gerado, a base dual pode ser
tomada finita. Vale o resultado andlogo do Teorema 1.2.14 para A-mddulos a esquerda,
substituindo P* por *P.

Dado um A-médulo a esquerda M, pela Proposicao 1.2.10 é possivel considerar o A-
modulo a direita *M e também o A-mddulo a esquerda (*M)* = Homa (4 Hom(M, A), A),

*

o “bidual” de M. Notoriamente, temos uma aplicacao de avaliagdo ev : M — (*M)*,
definida nos elementos m € M e f € *M por
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Observemos que, por construgao, o bidual dé origem a um endofuntor na categoria
AM, nesse sentido ev pode ser realizada como uma transformacao natural entre o funtor
identidade e o funtor bidual. Em outros termos, para cada morfismo de A-mddulos a

esquerda f : M — N, temos um diagrama comutativo de A-mdédulos a esquerda

ev s <*M)*

M
f‘ 1)
N

("N)”

|

evy

Com efeito, dados m € M e h: *N — A, temos

((CF)" o evar)(m))(h) = (Cf

O préximo lema nos confere uma condicao suficiente para que a aplicacao de ava-

liacao discutida acima seja bijetora.

Lema 1.2.16. Seja M um A-mddulo a esquerda. Se M € projetivo e finitamente gerado

entao a aplicacdo de avaliagdo ev: M — (*M)* € bijetora.
Demonstragao. Veja [18, Corollary 2.10]. ]

Lema 1.2.17. Sejam M e N dois k-modulos. Se M ¢€ projetivo e finitamente gerado,

entdo temos um isomorfismo de k-maodulos
Hom(M,N) = M*® N,
com M* = Hom(M, k).
Demonstracao. Se M é projetivo e finitamente gerado, admite uma base dual finita
{(mi, &) |i=1,...,t}.
Assim considere as aplicagoes,
¢ :Hom(M,N) - M* ® N,
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dada por t
o(f) = &® flm),
i=1
para todo f € Hom(M, N) e
0: M"® N — Hom(M,N),

dada por
0(g @ n)(m) = g(m)n,

para todo g®@n € M* ® N.

Verifica-se facilmente que ¢ e 6 sao bem definidas e k-lineares. Vejamos que sao

mutuamente inversas:

(00 9)(f))(m) = (8(p(f)))(m)

por outro lado,
(pof)(g®@n) =¢p(0(g@n))

= Z& ® (g ® n)(m;)
= Z@ ® g(m;)n

= Z &g(m;) @n
i=1

=gQ@n.
[l

Observacao 1.2.18. O lema anterior possui uma versao para dlgebras nao necessaria-
mente comutativas, isto €, dada A uma k-dlgebra e M, N dois A-mddulos a direita, existe

um isomorfismo de k-maédulos
Homu (M, N) = N ®4 Homyu (M, A).

Definicao 1.2.19. Um A-mddulo a direita M € dito gerador se existe um conjunto A e

um morfismo sobrejetor de A-mddulos f: M®™ — A,
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Definigao 1.2.20. Um A-mddulo M é dito um A-progerador se é projetivo, finitamente

gerado e gerador.

Lema 1.2.21. Sejam A uma k-dlgebra e M um k-modulo. Se M é k-progerador, entao
A® M é um A-progerador a esquerda.

Demonstra¢ao. Como M ¢é um k-modulo finitamente gerado, existe n € N e um epimor-
fismo de k-médulos k™ — M que cinde, pois M é projetivo. Logo existe um k-submddulo
N de k™ tal que k™ = M @ N. Agora note que

~(AQM)® (A® N),

deste modo A ® M é somando direto de A™ e pelo Teorema 1.2.13 é projetivo sobre A,
em particular temos um epimorfismo de A-médulos & esquerda A™ — A ® M, portanto
A® M também é um A-médulo finitamente gerado.

Por fim resta verificar que A ® M é A-gerador, para isso basta mostrar que existe
um morfismo sobrejetor (A ® M)A — A para algum conjunto A. De fato, como M é
k-gerador e finitamente gerado, existe n € N e um morfismo sobrejetor ¢ : M™ — k.

assim temos o morfismo
LRe: (AM)™W2Ax MM » AQk = A,

que é sobrejetor, pois o funtor A ® — é exato a direita. m
Dualmente definimos comdédulos sobre coalgebras.

Definigao 1.2.22. Seja C' = (C, A, e) uma k-codlgebra. Um C-comddulo a direita
¢ um par (V,py), com V. um k-médulo e py : V. — V & C uma aplicagio k-linear

satisfazendo os diagramas comutativos

v—» s veC 1%
I
14% pv ® Ic [4%

1sto €, sao vdlidas as equacoes

(pv ® Ic) o pv = (Iy ® A) o py, (1.7)
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(v @) o py = I, (1.8)

De forma simétrica define-se C-comddulos a esquerda. Também utilizamos uma
notacao de Sweedler-Heyneman para a aplicacao de estrutura de comddulos, mais clara-

mente, dado um C-comédulo (V, py) e v € V| denotamos

pv(v) = vjg ® vpy,

em que vjo) € V, vy € C e o lado direito representa um somatoério em termos de v.

Definigao 1.2.23. Sejam C' uma codalgebra e (V, pv), (W, pw) dois C-comddulos a direita.
Uma aplicagao k-linear f : V. — W é um morfismo de C'-comddulos se o diagrama abaizo

é comutativo.

f

V—m—m—m W

Denotamos as categorias de C'-comodulos a esquerda e de C-comddulos a direita,

respectivamente por “*M e M.

1.3 Acoes e coacgoes por algebras de Hopf

Nesta secao estudamos agoes e coagoes de algebras de Hopf em uma algebra qual-

quer e descrevemos a construgao do produto smash. As principais referéncias sao [12] e
[13].

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma k-dlgebra de Hopf H age a esquerda numa k-dlgebra
A, ou que A é uma H-mddulo dlgebra a esquerda, se as condicoes abairo sao satis-

feitas:
(i) A é H-mddulo a esquerda, com a¢io H® A — A dada por h® a +— h - a.
(ii) h-(ab) = (hqy - a)(he) - b), para todos h € H e a,b € A.
(i1i) h-14 =¢e(h)la, para todo h € H.
De forma simétrica define-se H-modulo algebras a direita:

Definigao 1.3.2. Dizemos que uma k-dlgebra de Hopf H age a direita numa k-dlgebra A,

ou que A € uma H-modulo dlgebra a direita, se as condicoes abaizo sao satisfeitas:

(i) A é H-mddulo a direita, com agcio A® H — A dada por a @ h — a - h.
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(ii) (ab) - h = (a-h@y)(b- he)), para todos h € H e a,b € A.
(i7i) 14 -h =¢e(h)la, para todo h € H.

Definigao 1.3.3. Seja A uma H-maodulo dlgebra a esquerda. Os invariantes de H em

A consistem na subdlgebra
AP ={ac A|h-a=¢e(h)a, Vhe H}.

Perceba que A ¢ de fato uma subdlgebra de A, pois dados A € k e a,b € AY,

temos

h-(Aa) = A(h-a) = Xe(h)a =e(h)(Aa)
para todo h € H, logo A\a € A e portanto A ¢é k-submédulo de A. Também,

h-(ab) = (hqy - @)(h) - b)
£

h 1))a5(h(2))b
)

(A
e(he(hz)))ab
(h)ab,

3

para todo h € H, assim ab € A,

Exemplo 1.3.4. Toda dlgebra de Hopf H age em si mesma pela agao adjunta, definida
por
h-l=(adh)l = h)lS(hz)

para todos h,l € H (veja [12, Example 6.1.13 (4)]). Nesse caso a dlgebra de invariantes

consiste no centro de H, isto é
A" = Z(Hy={h€ H| hg=gh, V g H}.

Exemplo 1.3.5. Seja G um grupo finito agindo por k-automorfismos em uma k-dlgebra
A. Denotando H = kG a dlgebra de Hopf do Fxemplo 1.1.12, entao A é uma H-mddulo
dlgebra a esquerda com pg : H ® A — A dada por pia(v, @ a) = g(a). Com efeito, pia
claramente define uma estrutura de H-mddulo a esquerda em A. Agora, dados vy € H e
a,b e A temos
vy - (ab) = g(ab)

= g(a)g(b)

= (vg - a)(vy - b)

= ((vg) 1) - @)((vg)2) - b)
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Vg - 1a = g(1a)
— 1,
— 1,14
= e(vy)la.

Finalmente, a dlgebra de invariantes de H em A €

AT ={a€e A|v,-a=¢e(v,)a, Vv, € H}
—{a€A|gla)=a, ¥geG)
= AC

ou seja, A" consiste nos elementos invariantes para a acdao do grupo G em A.

A proposicao a seguir descreve condigoes para que um H-moédulo a esquerda seja
uma H-modulo algebra.
Proposicao 1.3.6. Seja A = (A, ma,us) uma k-dlgebra que também é um H-mddulo

a esquerda. Entdo A € uma H-mddulo dlgebra se, e somente se, my : AQ A — A ¢
morfismo de H-mddulos, com a agio de H em A® A dada por h-(a®0b) = h(1y-a® h)-b.

Demonstragao. Veja [12, Proposition 6.1.4]. [

Como veremos a seguir, acoes de algebras de Hopf em &algebras permitem definir

um novo objeto: o produto smash.

Definicao 1.3.7. Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda. O produto smash a
esquerda de A e H ¢ o k-mddulo A#H = A® H, munido da operacao de multiplicacdo

entre dois elementos dada por

(a#th)(b#g) = a(hq) - b)#h)g,

para todos a,b € A e h,g € H, em que a#h e b#g denotam os elementos a @ h eb® g,

respectivamente.

Classicamente o produto smash é construido para agoes de dlgebras de Hopf a

esquerda, entretanto héd uma estrutura analoga para agoes a direita.

Definicao 1.3.8. Seja A uma H-maodulo dlgebra a direita. O produto smash a direita
de A e H ¢ 0o k-modulo H#A = H® A, munido da operacdao de multiplicacao entre dois

elementos dada por

(h#a)(g#b) = hga)#(a - ge2))b

para todos a,b € A e h,g € H, em que h#a e g#b denotam os elementos h ® a e g X b,

respectivamente.
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Proposicao 1.3.9. Sejam H = (my,uy,Ay,eg,Sy) uma dlgebra de Hopf sobre k e

A= (A, ma,us) uma k-dlgebra.

(i) Se A é uma H-mddulo dlgebra a esquerda munida de py : H @ A — A, entao o

produto smash A# H ¢ uma k-dlgebra com multiplicacdo

definida por
(a#h)(b#g) = a(hq) - D) #h@)g,

para todos a,b € A e h,g € H.

(ii) Se A é uma H-mddulo dlgebra a direita munida de 0 : AQ H — A, entao o produto

smash H# A € uma k-dlgebra com multiplicacdo
mpga: (H#A) @ (H#A) — H#A

definida por
(h#ta)(g#b) = hgay#(a - g2)b

para todos a,b € A eh,g € H.

Demonstragao. (i) Primeiramente, a multiplicagdo em A# H é bem definida, visto que

pode ser descrita como a composicao de aplicagoes k-lineares

Ii@ Ay &I
A9 Ho A I AE82HE el Ao e He A I

I
I
|
! Taga @ T A ® In
:
I
I
I
I
I

AQHR®A®H®H

MA#H

Iy ®pa@mpg

A® H < ARARQH

ma ® Iy

emque Ty H®A— A® H é a aplicagao twist definida por 7y a(h® A) = a ® h.
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Agora, a associatividade segue de

((a#h)(b#9))(c#l) = (alhqy - b)#hz)g)(c#)

= a(h) - b)((h@9) - &) #h)ge)!
(hay - (b(gq) - ) #h2)90)!
a#th)(b(gq) - ¢) # 9!
a#h)((b#9)(c#1)).

E a unidade é o elemento 1,4 # 1y, pois
(a#th)(1a#1y) = alha) - 1a)#ho)le
= as(h(l))lA#h(g)
= a#e(h(l))h(g)
= a#h,
bem como (1a#1g)(a#h) = (a#h).

(ii) Basta verificar que mpy 44 é bem definida, uma vez que a associatividade e unidade
sao completamente andlogas ao item anterior. Perceba que a multiplicacao em H # A

é a composicao das aplicacoes k-lineares

Tyos @ Ag ® Iy

H®A(§I§>H®A >y HRARH® H® A
E Ig @ Tan ®@Ipga
mH#AE H®H®;1®H®A
E mye @ pa @1
H5A< H®E®A

Iy @ma

logo esta bem definida.

Temos “inclusoes” das dlgebras A e H no produto smash A# H.

Proposicao 1.3.10. Sejam A uma H-comddulo dlgebra a esquerda e A#H o produto

smash com multiplicacao definida acima. Entao as aplicacoes k-lineares

A A—>AH#H, 1y H— A#H
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definidas por
tala) =a#ly e tg(h) =14#h

para todos a € A e h € H, sao morfismos injetores de k-dlgebras.
Demonstragao. Veja [12, Proposition 6.1.7]. O
Dualmente, temos o conceito de coacao de algebras de Hopf em algebras.

Definicao 1.3.11. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra. Entao A é uma

H-comodulo dlgebra a direita se satisfaz as sequintes condigoes
(i) A € um H-comodulo a direita com pa: A — A® H, dada por pa(a) = agp) ® ap.
(ii) pa(ab) = ajby) ® apbpy para todos a,b € A.

(i) pa(la) =14 ® 1p.

O proximo resultado exprime caracterizacoes equivalentes para uma k-algebra de

Hopf coagir em uma k-algebra.

Proposigao 1.3.12. Sejam H uma k-dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra com uma estru-

tura de H-comaodulo a direita py - A — A® H. As afirmacgoes a sequir sao equivalentes:
(i) A é uma H-comddulo dlgebra.
(ii) pa € um morfismo de k-dlgebras.

(111) A multiplicagio my : A® A — A e a unidade uy : k — A da dlgebra A sao
morfismos de H-comaodulos a direita, em que a estrutura de H-comoddulo em A® A

¢ dada por a @ b — ajg ® by @ apby-
Demonstragao. Veja [12, Proposition 6.2.2]. [
Uma coagao de H em A da origem a uma subalgebra de A:

Definicao 1.3.13. Seja A uma H-comaodulo dlgebra a direita com pa: A — A® H. Os

coinvariantes de H em A consistem na subdlgebra
AT —fac A| pala) =a® 1y}
E facil ver que 14 € A®H . Agora, dados a,b € A®H temos

pa(ab) = apbj @ apby)
= (lb ® ]-H7

logo ab € A®H ¢ segue que A©H é de fato uma subélgebra de A.
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Exemplo 1.3.14. Toda dlgebra de Hopf H € uma comddulo dlgebra sobre si mesma, com
A:H — H®H. Com efeito, pela Proposicao 1.3.12 basta notar que A é morfismo de

k-dlgebras. Agora a subdlgebra de coinvariantes é o conjunto
H" ={he H|A(h)=h®1y}.
Aplicando o morfismo € ® I em ambos os lados da equacdo acima, temos

h=(e®I)(A(h))
= (@D (h®1y)
= €(h)1H,

logo HH" C kly e como a inclusdo contrdria é trivialmente satisfeita, temos
HeM = klp.

Exemplo 1.3.15. Seja A uma H-moddulo dlgebra a esquerda. Entdo o produto smash

A# H possui uma estrutura de H-comaodulo dlgebra a direita, com
p:A#H - A#H® H

dada por
pla#h) = a#tha) ® he).

Com efeito, pela Proposi¢cao 1.5.12 basta verificar que p define um morfismo de k-dlgebras.
Dados a# h,b#qg € A# H, temos

p((a#h)(b#9g)) = plalhq) - b)#h)g)
alha) - b)#h@)90) ® hi)90)
= (a#ha) ® b)) (b#90) ® 912))

= p(a#h)p(b#g)

p(la#ly) = 1a#1lg @ 1y.

Nesse caso a dlgebra de coinvariantes de H em A#H ¢é

(A#H)™" = {a#th € A#H | plagth) = afth ® Ly).

Por um raciocinio andlogo ao do exemplo anterior, mostra-se que

(A#H)! = A4tkly = A
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Exemplo 1.3.16. Sejam G um grupo arbitrdrio e A uma k-dlgebra graduada por G,
isto €, A = ©gecAy soma direta de k-mddulos com AgA, C Agp, para todos g,h € G.
Vejamos que A possui uma estrutura natural de kG-comddulo dlgebra a direita. Todo
elemento a € A se escreve de forma tunica como uma soma finita a = Y

ag € G, logo definimos p: A — A® kG por

gea ag Ccom

pla) = Zag @ g,

geG

para todo a € A. Reciprocamente, se A ¢ uma kG-comaodulo dlgebra a direita munida com
p:A— AR kG, entao A € uma k-dlgebra G-graduada. Com efeito, basta considerar os
k-modulos

Ag={aec Al pla) =a®uvy},

entdo mostra-se que A = GgecAy e AgAn C Agy, para todos g, h € G (para mais detalhes
consulte [13, Exemplo 5.5.7]).

No caso em que H é uma algebra de Hopf projetiva e finitamente gerada como
k-moédulo (ou de dimensao finita se k é corpo) temos uma correspondéncia entre agoes e
coacoes de H. Antes de enunciar esse resultado, exploremos um lema auxiliar, adaptado
de [7, Theorem 42.10].

Lema 1.3.17. Sejam M, N dois k-modulos em que M € projetivo finitamente gerado.
Entao dados n; € N e m; € M, temos

=1 i=1

Demonstrag¢ao. Dado f € M*, denotamos por Iy ® f: N ® M — N a aplicacao k-linear
definida por (Iy ®@ ) i_yni®@m;) = > nif(m;). Se {(z;,&) | j=1,...,t} ¢ uma
base dual de M entao temos que

an‘ K m; = an ® Zﬁj(mi)%’
i=1 i=1 j=1
= Z Z ni&i(m;) ® x;

j=1 i=1

=Y (In @& mem) @,
j=1 i=1

e a tese segue da ultima igualdade. O]

Proposicao 1.3.18. Seja H uma dlgebra de Hopf, projetiva e finitamente gerada como

k-mddulo e A uma k-dlgebra. Entao A € uma H-comddulo dlgebra a direita se, e somente
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se, A é uma H*-mddulo dlgebra a esquerda. Mais ainda, nesse caso temos A" = A,

Demonstracao. Indicamos apenas a correspondéncia entre as estruturas, para mais de-
talhes veja [12, Proposition 6.2.4]. Se A é uma H-comdédulo &lgebra a direita com
pa s A = A® H, dada por pa(a) = ajg ® apj, entao definimos uma acdo a esquerda
de H* em A por

fra= f(ap)ap,
para todos f € H* e a € A. Reciprocamente, se A é uma H*-mddulo dlgebra a esquerda
com pia: H*®A — Adadapor pa(f®a) = f-a,e{(h,&) | hi € H§& € H i=1,...,n}

uma base dual finita para H, entao definimos uma coagao p: A — A ® H por
pla) = Z& ca® hy,
i=1

para todo a € A. Por fim, vejamos que A" = A Dado a € A" temos

fra=en-(fla= f(lu)a,

logo
(Ia ® f)(ag © apy) = flap))ag
= f(ln)a
=([a® f)(a®1y)
e entao

(Ia® f)lag ®ap —a® 1) =0,
para todo f € H*. Pelo Lema 1.3.17 segue que
ap) ® apy = ¢ ® L,
isto é, a € A" Por outro lado, dado a € A« temos p(a) = a®1y assim f-a = f(1y)a,

para todo f € H*, ou seja, a € A7, O

1.4 Extensoes de Hopf-(Galois

Nessa secao apresentamos as extensoes de Hopf-Galois e exploramos como essa
estrutura generaliza a teoria classica de extensoes de Galois para corpos. A principal
referéncia é [12].

Sejam H uma dlgebra de Hopf, A uma H-comddulo algebra a direita com estrutura

dada por p: A — A® H e A®H a subélgebra de coinvariantes de H em A. Definimos a
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aplicacao canonica para a extensao de algebras A O A como
can: A®@yeon A > AR H
dada por
can(a’ @ georr @) = (a' ® 1g)p(a) = d'ag ® apy,
para todos @’ ® geom @ € A @ geonr A.

Observacao 1.4.1. A aplicacao canonica definida acima € morfismo de A-mddulos a
esquerda e de H-comddulos a direita, em que as estruturas de H-comodulo em A ® geon A

e A® H sao dadas, respectivamente, por [4 @ geon p € I4 @ A. Com efeito,

Can(a// . (1A ®ACOH CL)) == Can(a// ®ACOH a)
=d'p(a)

=a' - can(lg @ geon a)

(Ia ® A)(can(a’ ® geom @) = (14 @ A)(d'ag @ ap))
= d'ag) ® apj) @ ap))
= d'ap,0] ® ap1] @ apy
= (can ®@Iy)(a’ ® gcorr afy] ® apyy)
= (can @Iy )((1a @ geom p)(a' @ georr a)).

Nessas condigoes definimos o conceito de extensao de Hopf-Galois.

Definicao 1.4.2. Sejam H uma k-dlgebra de Hopf e A uma H-comddulo dlgebra a direita.
Dizemos que A é uma H-extensdo de Galois a direita, ou que a extensio A D A®H

¢ de Galois, se a aplicagdo candnica can € bijetora.

Vejamos que a teoria cldssica de Galois para corpos é um caso particular de extensao

de Hopf-Galois. No que segue adotamos as seguintes convencgoes:
e uma extensao de corpos F D k é denotada por E/k;
e o indice de F em k é [E : k] = dimy(F);

e o grupo de Galois de uma extensao F/k é o conjunto
Gal(E/k) ={p € Autip(E) | p(z) =z, V2 € k}

munido da operacao de composicao de fungoes.

Exemplo 1.4.3. Seja G um grupo finito agindo por k-automorfismos no corpo E O k.

Pelo Exemplo 1.3.5 temos que E possui uma estrutura de kG-modulo dlgebra a esquerda,
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ou ainda, pela Proposi¢ao 1.3.18, E é (kG)*-comddulo dlgebra a direita. Por simplicidade,
denotamos G = {q1,...,gn} a base do k-mddulo livre kG e {p1,...,pn} C (kG)* sua base
dual. Assim, a coagdo p: E — E® (kG)* € dada por

= Zgi TP = Zgz(x) @ pi.
i=1 i=1

A dlgebra de coinvariantes para a coagao de (kG)* em E coincide, pela Proposi¢ao
1.3.18, com a dlgebra de invariantes de kG em E, que por sua vez corresponde aos inva-

riantes para a acao do grupo G em E, isto é
Eco(kG)* _ EkG — EG.

Sendo E o subcorpo de G-invariantes, temos que E é (kG)*-extensao de Galois

a direita se a aplicacao canonica
can: E®pe £ — E® (kG)*

dada por

et p01) = Y0 9

para todo v ®pc y € E Qpe E, € bijetora.

Por outro lado, E/k é dita uma extensao de Galois no sentido cldssico se, e so-
mente se, k = E¢, com G = Gal(E/k) o grupo de Galois associado a extensado.

Vejamos que a comddulo dlgebra E descrita anteriormente sempre €é uma
(kG)*-extensao de Galois, em particular, conclui-se que as extensoes de Hopf-Galois ge-
neralizam as extensées de Galois cldssicas, isto €, quando k = E®. Para isso faremos
uso do Lema de Dedekind (veja [15, p. 291]), o qual garante que qualquer conjunto de
elementos distintos de Aut(E) sao linearmente independentes sobre E como funcoes de
E em E.

Se |G| = n, considere {uy,...,u,} uma base de E como E%-espaco vetorial. Um

elemento arbitrdrio w € E ®@gpe E se escreve como w =Y -

j=1%j ®pc uj, comxj € E. Se

w pertence ao nicleo de can, entao

n n

0 = can(w E zj(g; - uj) @ piy
1 j=1

1=

no entanto as projecoes p; formam um conjunto linearmente independente sobre k, assim

temos que

D> wilgiug) =0, (1.9)
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para todo i = 1,...,n. Suponha por contradi¢io que x; # 0 para algum j. A equacao
(1.9), para todo i = 1,...,n, pode ser vista como um sistema linear homogéneo nas
indeterminadas x; e cuja matriz de coeficientes € (g;-u;);; € Mat,(E). Como algum x; €
nao nulo, as linhas, ou equivalentemente as colunas da matriz (g; - u;); ;, sao linearmente
dependentes sobre E, assim existem y; € E tais que Y yi(gi - u;) = 0 para cada j =

1,...,n, ou ainda
Zyigi =0
i=1

como uma funcdo de I em E, visto que os elementos u; formam uma EC-base de E, o
que contradiz o Lema de Dedekind, uma vez que os elementos de G C Aut(FE) sdo todos
distintos. Assim w = 0 e can € injetora. Por outro lado, da igualdade [E : EY] = |G|

seque que
dimy(E ®@pge F) = [E : E°P[EY : K]

= [E : K|[E : EY]
= [E: K||G|
= dimg(F ® (kG)").
Agora, can € uma aplicacao k-linear injetora entre dois k-espacos vetoriais de mesma

dimensao, logo também € sobrejetora, o que conclui a bijetividade.

O exemplo a seguir assegura que toda algebra de Hopf pode ser vista como uma

extensao de Hopf-Galois.

Exemplo 1.4.4. Seja H uma dlgebra de Hopf sobre k. Do exemplo 1.5.14 sabemos que
H ¢ uma comddulo dlgebra sobre si mesma com A : H — H ® H e cuja dlgebra de
coinvariantes é HH = k1y = k. Vejamos que a extensio H/k é de Galois, isto €, que
aplicacao canonica

can: H® H > H® H

definida em h ® g por
can(h ® g) = hga) @ g2

¢ bijetora. Com efeito, can possui uma inversa can™ : H @ H — H @ H definida por
can™ (h ® g) = hS(g(1)) ® g2)-

Por um lado,
can(can™ (h ® g)) = can(hS(g(1)) @ g2))

= hS(91))9(2) ® 9(3)
= he(gw)ln ® ge2)
=h®e(90))90)
=h®g,
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por outro lado,
can! (can(h & g)) = can™ (hg(r) & gz

= hg1)S(92) ® 93)
= he(9(1))1n ® g2)
=h®e(91))9e)
=h®g.

Por fim, apresentamos outra familia de exemplos de extensoes de Hopf-Galois: o

produto smash.

Exemplo 1.4.5. Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda e A# H o produto smash com
a estrutura de H-comddulo dlgebra a direita p: A#H — A# H ® H descrita por

pla#h) = a#ha) ® h

no Exemplo 1.3.15. Vejamos que A# H € uma H-extensao de Galois de seus coinvariantes
(A#H)«H = A, Observamos que A#H é um A-mdédulo & direta induzido pelo morfismo
de k-dlgebras 1o : A — A# H, 1a(a) = a# 1y, logo a aplicagao candnica € descrita por

can: A#H @4 A#H — A#H@ H
a#th®@abdtg +— alhq) -b)#h90) @ go)-

Verifiquemos que can admite uma inversa can™' dada por

canl: A#H®H — A#H @4 A#H
a#h®@g +— a#hS(ga) ®alaF#ge)

Por um lado, temos

can(can™ (a#h ® g)) = can(a#hS(ga)) ®a La#ge)
= a((hS(9(1))) ) - La)# (hS(91))) 2 92) © 93)
= as(h@)S(g ))1A#h(2)5( 1)93) ® 9y

(
= ag(h))e(S(92))) # 25 (901))93) @ gy
= ag(hq))e (9(2))#h(2>5 ( ))9(3) © g
= ag(h)) #h)S((92))91))963) © g
= ae(h) #h2S(90))92) @ 93)
= a#te(ha))hee(90)ln @ ge)
= a#h ®e(91))9@)
=a#h®g
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Por outro lado,

can” (can(a#h ®.4 b#g)) = can (a(hqy - ) #h@) 90) © g(z)
= a(hq) - b)#h290)S(92)) @4 LaF#ge)
= a(h(l) ’ b)#h(2)5(9(1)) XA 1A#g(2)
= a(hq) - b)#he) @4 Latte(90))9)
= (a#h) - 1a(b) @a 1a#tg
=a#h®ab#g.

1.5 Contexto de Morita

Nessa secao definimos a nocao de contexto de Morita para um par de anéis e
apresentamos um exemplo chave para ilustrar esse conceito. Também enunciamos, sem
demonstracao, os dois principais resultados da teoria de Morita. As principais referéncias

para essa segao sao [16] e [18].

Definicao 1.5.1. Dois anéis A e B sao ditos Morita equivalentes se existe uma equi-

valéncia de categorias F': My — Mp.

Perceba que a equivaléncia descrita na definicao acima leva em conta as categorias
de moédulos a direita sobre A e B, entretanto mostra-se (veja [18, Proposition 18.32]) que
se F': M4 — Mp é equivaléncia, entao existe F' : 4 M — g M também equivaléncia.

Uma abordagem mais geral para estudar se dois anéis sao Morita equivalentes, diz
respeito a uma colecao de dados chamado conjunto de pré-equivaléncia, ou ainda, um

contexto de Morita.

Definicao 1.5.2. Um contexto de Morita é uma séxtupla (A, B, M, N, T, 1), com A
e B anéis, M = sMpg um (A, B)-bimddulo, N = gN, um (B, A)-bimddulo e morfismos
T:M®gN — A, u: Ny M — B de A-bimodulos e B-bimddulos, respectivamente,

tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

IN®T
_—

N®@s MegN N®sq A
p@In =
B®p N s N

Il
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MopNosM 22" Vo, B

1%

T®IM

A@AM s M

o~

No exemplo a seguir, descrevemos um contexto canonico associado a um B-mdédulo
a esquerda, mais precisamente, entre a algebra de endomorfismos oposta do médulo e seu

anel base.

Exemplo 1.5.3. Sejam k um anel comutativo, B uma k-dlgebra, M wm B-mddulo a
esquerda e denote S = g End(M)°. Primeiramente, note que € possivel munir M com
uma estrutura de (B, S)-bimddulo e g Hom(M, B) com uma estrutura de (S, B)-bimddulo,
por meto das agoes

b>m<s=>b>s(m)

(% f4b)(m) = f(s(m))b,

para todos b € B, m € M, s € S e f € gHom(M, B). Também é possivel verificar que
as aplicacoes
P M®SBHOIH(M,B) — B

v : pHom(M,B) @ M — S

descritas por
p(m ®s f) = f(m) e Y(f@pm)(n)=f(n)em

para todos m,n € M e f € g Hom(M, B), sao bem definidas, bem como ¢ € morfismo de

B-bimodulos e ¢ € morfismo de S-bimddulos. Vejamos que a séxtupla
(B, S, M, g Hom(M, B), ¢, 1)

define de fato um contexto de Morita, isto €, sdo comutativos os diagramas

I, Hom(M,B) @B ¥
pmer S

g Hom(M, B) ®p M ®s g Hom(M, B) pHom(M, B) ®p B

Y ®s I ; Hom(M,B) «

S ®s p Hom(M, B) > g Hom(M, B)
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Ing ®@s
St Bt RN

M@SBHOIH(M,B)(X)BM M@SS

Y ®p Iy <

B®p M s M

>

Suponha m,n € M e f,g € g Hom(M, B). Para o primeiro diagrama, temos

logo f 4«p(m®gg) = Y(f@pm)w» g e vale a comutatividade. Analogamente para o sequndo

diagrama,

mayP(f ®@pn) =P(f ®@pn)(m)
= f(m)en
= p(m®s f)=n.

Defini¢ao 1.5.4. Um contexto de Morita (A, B, M, N, T, 1) € estrito se as aplica¢oes T

e | sao sobrejetoras.

Os proximos dois resultados conectam os conceitos de equivaléncia de Morita entre

dois anéis e a existéncia de um contexto de Morita estrito.

Teorema 1.5.5 (Morita I). Seja (A, B, M, N, 7, 1) um contexto de Morita estrito. Entdo
(i) aM, Mg, gN e N4 sao progeradores.
(i1) T e p sao isomorfismos.

(i1i) Ezistem isomorfismos de anéis B = 4 End(M)?, A = Endg(M), A = g End(N)P
e B~ Ends(N).

(iv) O par de funtores — @4 M e —®p N define uma equivaléncia entre as categorias de
modulos M e Mp. Analogamente, N ® 4 — e M ®p — definem uma equivaléncia

entre as categorias 4 M e g M.
Demonstracao. Veja [16, Morita I, Section 3.12]. ]

Teorema 1.5.6 (Morita II). Sejam A e B dois anéis Morita equivalentes. Entao,
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(i) Existem bimddulos sMp, pNa e um contexto de Morita (A, B, M, N, T, ) estrito.
Em particular, B = Enda(N) e A = Endg(M), com N € My, M € Mg progera-

dores.

(ii) Se (F,G) é um par de funtores definindo uma equivaléncia entre as categorias M,
e Mp, entao F € naturalmente isomorfo a — @4 M e G € naturalmente isomorfo a

—®p N, em que sAM, gN sao progeradores.
Demonstracao. Veja [16, Morita II, Section 3.15]. [

Exemplo 1.5.7. Sejam A uma k-dlgebra e n € N um natural qualquer. Entao os anéis
A e Mat,,(A) sdo Morita equivalentes (veja [2, Corollaire 3.3]).
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Capitulo 2

COANEIS

Nesse capitulo apresentamos uma introdugao a teoria de coanéis, estrutura que
generaliza os conceitos de algebra e codlgebra. Ao longo das se¢oes desenvolvemos resul-
tados de dualidade, exploramos a rica estrutura dos coanéis com grouplike e, em especial,
evidenciamos como essa teoria resolve problema dos antecessores (ou descent problem)

para extensoes de anéis. As principais referéncias para esse capitulo sao [7], [8] e [22].

2.1 Definicoes iniciais

Definig¢ao 2.1.1. Seja A uma k-dlgebra. Um A-coanel € uma tripla C = (C, Ac,ec), com
C um A-bimodulo e A¢ : C — C®4C, e¢ : C — A morfismos de A-bimodulos satisfazendo

os diagramas comutativos

Ac

C > C®4C
Ac Ac®a Ic

C®AC m C®AC®AC

isto €, sao vdlidas as equagoes
(AC XA IC)OAC = (IC XA AC)OAC, (21)

([C ®A€C)OAc:lc_1 e (Ec ®A [C>OAC :7“51. (2.2)

Convencionamos que a estrutura de A-bimddulo em um A-coanel C qualquer, serd
)
denotada por “concatenacao”, isto é, as acoes a esquerda e a direita de a € A em c € C
s ) ) s
sdo escritas, respectivamente, como “ac” e “ca”. Também observamos que em (2.2) é

usual substituir os isomorfismos canonicos pelo morfismo identidade Ie.
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Observacgao 2.1.2. Note que um A-coanel nada mais € do que uma codlgebra na categoria

dos A-bimddulos.

Ao decorrer do texto adotamos a notagao de Sweedler-Heyneman para a aplicagao
Ac, isto é, ao invés de descrever explicitamente a imagem de um elemento ¢ € C por A¢

CcOo1mo

Ac(e) =) ci®aé,
i=1

em que ¢;, ¢; € C, denotamos
Ac(c) = ¢y ®a ¢,
com c(1), 2y € C e o lado direito da igualdade acima representando um somatério dado

em termos de c.

Vejamos alguns exemplos de coanéis.

Exemplo 2.1.3. Todo anel A € um coanel sobre si mesmo, bastando definir o coproduto
como o isomorfismo candnico de A-mddulos a esquerda Ay =1, : A — A®s A ea
counidade como a aplica¢ao identidade €4 = 14 : A — A. O coanel A = (A, Ap,e4) €

chamado de coanel trivial.

Exemplo 2.1.4. Se k € um anel comutativo, entao toda k-codlgebra C = (C, A, e) € um

k-coanel.

Observe que os Exemplos 2.1.3 e 2.1.4 evidenciam que a estrutura de coanel gene-

raliza as estruturas de anel e de coalgebra.

Exemplo 2.1.5. Seja i : B — A um morfismo de anéis. A partir da estrutura natural
de B-bimddulo induzida por i em A, considere o A-bimddulo D = A ®@p A. Vejamos que
D € um A-coanel, chamado de coanel canénico, ou coanel de Sweedler, associado

ao morfismo i : B — A. Definimos o coproduto e a counidade como os morfismos de

A-bimodulos
Ap: ARpA— (ARpA) @4 (AR A) e ep: ARpA— A
descritos por
Ap(d ®@pa)=d ®pla®@ala®pa, ep(d @pa)=da

para todos a’ @p a € D. Verifiguemos as equagoes (2.1) e (2.2) para a tripla (D, Ap,ep).
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Dado o’ ®p a € D, temos

((Ap ®4 Ip) o Ap)(d' ®p a) = (Ap ®4 Ip)(Ap(d @5 a))
=(Ap®aIp)(d @ply®@414Rpa)
=ad QplaRa1aRp14R414Rpa
=(Ip®4Ap)(d @ply®414Rpa)
= (Ip ®4 Ap)(Ap(d' ®p a))
= ((Ip®a Ap) o Ap)(d' @p a)

((Ip ®aep) o Ap)(d' @p a) = (Ip ®aep)(Ap(d ®p a))
= (Ip®acp)(d ®p1a®als®pa)
=d ®pla®alaa
=d @pa®aly
=1p'(d ®p a),
como também

((ep ®p Ip) o Ap)(d ®@p a) =rp'(d @5 a).

Observamos que, pelo isomorfismo de A-bimaodulos
(A®pA) @4 (A®pA) =2 AR A®p A,

¢ comum descrever a aplicagao Ap por Ap(a' @pa) = a' @p 14 Rpa, para todo ' @pa €
A®p A.

Exemplo 2.1.6. Sejam k um anel comutativo, G um grupo finito e A uma G-mdédulo
dlgebra, isto €, G age em A por automorfismos de k-dlgebras. Tome C = @gecAvy 0
A-méddulo a esquerda livre de base G e py : C — A a projecao candnica na componente
Avg, definida por py(D e anvn) = ag para todo Y, . apvy, € C. Definimos uma agdo a
direita de A em C por

vy <a = g(a)v,,

para todos a € A e v, € C. Mais ainda, as acoes a esquerda e a direita de A em C

comutam, logo C é um A-bimddulo. Com efeito, dados a’,a € A temos

(' >vy)<a = (d'vy) <a

= a’g(a)vg

=d > (vy<a).
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Por fim, definimos morfismos de A-bimddulos
Ac:C—=C®4C e ec:C— A

por

Ac(vg) =) " 0n ®ap-1g, € = De
heG

para todo vy, € C e estendidos por A-linearidade a esquerda, em que p. € a projecao na

“, ”
€

componente do elemento neutro do grupo G. Vejamos que os morfismos Ac e ec

satisfazem as equagoes (2.1) e (2.2):

(Ac @aIe) 0 Ac)(vg) = (De @a Ie) (D vn ®a vp1y)

heG
= E Ac(?)h) ®A Uh—lg
he@
= E E Ve QA V-1 QA Up-1g
heG te@G
= E Ut QA Vp—1p QA Vp-1g
h,teG
- g Ur @4 Vs @4 Vs (23)
r,s,ueG
rsu=g

por outro lado

(e ®a Ac) 0 Ac)(vg) = (Ie @4 Ac)(D_ vn @4 v-1,)

he@
= Z Up, ®A Ac(vhqg)
heG
= th Xa (Z UV @4 Ut—lh—lg>
heG teG
= Z Un ®4 Ut @4 U(nt)-1g)
hteG
= Z Ur @4 Vs QA Uy, (24)
r,s,ueG
rsu=g

em que as igualdades (2.3) e (2.4) sequem da igualdade entre os conjuntos de indices dos

somatorios, isto é

{(t,t " h,h7g) | byt e G} 2 {(rs,u) | rsu=g, r.s,u € G}
(2.4)

=" {(h,t,(ht)""'g) | h,t € G}.
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Para a counitalidade de ¢ temos

((gc ®a Ie) 0 Ae)(vg) = (¢ ®a Ie) (D vn @a vy-1)

heG
= Z ec(vp) ®a vp-14)
heG
=1a®av,
= TC_’I(Ug),

e de forma andloga mostra-se ((Ic ®4 ec) o Ac)(vy) = Iz (v,), assim (C,Ac,ec) € um

A-coanel.

Exemplo 2.1.7. Sejam G um grupo arbitrdrio e A uma k-dlgebra graduada por G, isto €,
A = ByecAy soma direta de k-mddulos com AygAy, C Agp, para todos g, h € G. Considere

C = @gecAvy 0 A-mddulo a esquerda livre de base G. Definimos uma agao a direita de

Vg <a = E ApVgh,

heG

A em C por

para todos a € A, v, € C e em que a = deG ag, com a, € G quase todos nulos.

Claramente as acoes comutam, logo C € munido de uma estrutura de A-bimddulo. Por

fim considere as aplicagoes
Ac:C—=C®4C € ec:C— A,

definidas por
Ac(vg) = vy @4 vy, cc(vy) =14

para todo vy € C e estendidas por linearidade a esquerda. Evidentemente, A¢ e ec sa-

tisfazem as equacoes (2.1) e (2.2), resta verificar a A-linearidade a direita: dado a € A
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temos

Ac (Ug < a) = AC(Z CLh’Ugh)
heG

= Z ahAc(Ugh)

heG

= Z an(Vgh @4 Vgn)

heG

= Z(ahﬂgh) XA Vgn

hed

= Z(’Ug < ah) ®A Ugh

heG

= E Vg @4 ApVgp
heq@

=0, @4 (Z anvgn)

heG
= vy ®4 (vg<a)
= (vy ®avg) <a

= Ac(vy) <a

Ec(Ug < CL) = 6@(2 CLhUgh)

heG

= anee(vgn)

heG

logo (C,Ac,ec) € um A-coanel.

Exemplo 2.1.8. Sejam H = (H,m,u,A,e) uma k-bidlgebra e A uma H-comddulo
dlgebra a direita com estrutura pa : A — A® H, dada por pa(a) = aj ® apj, para
todo a € A. Definimos uma estrutura de A-coanel em C = A ® H. Naturalmente, o
morfismo de k-dlgebras py : A — A® H induz uma estrutura de A-mddulo a direita em

A®H por (b®@h)<a= (b® h)pal(a), logo temos C um A-bimddulo com
a'>(b®h)<a=dbag @ hap,

para todos a,a’ € A eb® h € A® H. Por fim, definimos o coproduto de C como a
composi¢ao de [, @A com o isomorfismo de A-mddulos a esquerda (AQH)®4(A® H) =

A® H® H e a counidade de C como a composi¢cao de [4 @ e com o isomorfismo de k-
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modulos AR k= A, isto é
Ac:ARH - (AQH)R4(A®H) e ec: ARH — A
sao descritas por
Ac(b®@h) =a® ha)y®ala® ), ec(b®h)="0be(h).

A menos de isomorfismos, temos A¢ =[x @ A ecec = [4® e, logo a coassociatividade de
Ac e a counitalidade de ec (equagoes (2.1) e (2.2)) sequem do fato que A e € satisfazem
essas propriedades para a bidlgebra H e que A ® — € funtor, logo preserva composicoes.
Resta verificar que o coproduto e a counidade de C sao morfismos de A-bimodulos: dados
a,a € Aeb®he A® H, temos

Ac(a'> (b® h) <a) = Ac(a'baj) @ hap))
= a'bajg) @ (hap)) 1) ®a 14 @ (hap)) )
= a'bagg) ® hyapn) ®a La © heyape) (2.5)
= a'bag ® hyap ©a 1a @ heap (2.6)
=a'> (b® b)) <ap ®ala @ heap
=a'>(b® hq)) @a agla @ heap
=d'>(b®hu) ®a(1a® he)<a
=d>Ac(b®h)<a

em que (2.5) seque de A ser morfismo de dlgebras e (2.6) da propriedade (1.7) de A como

H-comddulo. Agora, para a counidade

Ec(a/ > (b X h) < a) = 6@((1,()@[0] X ham)
= a'ba[o}e(ha[l])

= d'bape(h)e(ap)) 20
= a'be(h)agpe(apy)
= a'be(h)a 28)

=drec(b®h)<a,

onde em (2.7) foi usado que £ € morfismo de dlgebras e em (2.8) a propriedade (1.8) de

A como H-comddulo.

Exemplo 2.1.9. Toda estrutura entrelacada entre uma k-dlgebra e uma k-codlgebra da
origem a um coanel (veja [8, Example 1.6]). Mais ainda, vdrios dos exemplos apresentados

anteriormente sao casos particulares dessa construcao. Discutiremos esse exemplo com
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detalhes no Capitulo 4, Proposicao 4.1.2.

Defini¢ao 2.1.10. Sejam C = (C,Ac¢,ec) e D = (D, Ap,ep) dois A-coanéis arbitrdrios
e ¢ : C — D um morfismo de A-bimaodulos. Entao ¢ é dito morfismo de A-coanéis se

satisfaz os diagramas comutativos

C 0 > D C % .
Ac Ap ec‘ .
C®aC W D®sD A
1sto €, sao vdlidas as equacoes
Apo¢=(¢®a¢)oAc, (2.9)
Ep o ¢ = éec. (2.10)

Exemplo 2.1.11. Sejam C = (C,Ac,ec) um A-coanel arbitrario e A = (A, A4,€4) 0
A-coanel trivial do Exemplo 2.1.53. Vejamos que ¢ : C — A €, na realidade, um morfismo

entre os A-coanéis C e A. Com efeito,

(Aqoee)(c) = Aulee(c))
=14 ®a4¢c(c)
=14 ®a4 eclec(c))e)
=14 ®acec(cay)ec(ce)
= ec(c)) @a ecle)
= ((ec ®aec) 0 Ac)(c),

para todo ¢ € C e evidentemente,
EAOEC :IAO€C = &¢-

De forma dual, podemos considerar a estrutura de A-anel, isto é

Definigao 2.1.12. Um A-anel é uma tripla R = (R, mg,ur), com R um A-bimddulo e

mr: R®4 R — R, ug : A — R morfismos de A-bimddulos satisfazendo os diagramas
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comutativos

RosRou R 2EAR poy R R®aR
I ®amp - Ir ®a ugr mp ur ®a Ir
R®4 R o s R R®, A o s R < 7 AR4 R
isto €, sao vdlidas as equacoes
mpgo (mg®aIr) =mpro (Igr ®4 mg), (2.11)
mpro (Ip®aug) =1lg € mrpo (ugp®a Ig) = Tr. (2.12)

Definicao 2.1.13. Sejam (R, mpg,ur) e (S,mg,us) dois A-anéis e ¢ : R — S um mor-

fismo de A-bimddulos. Entao ¢ ¢ dito morfismo de A-anéis se satisfaz os diagramas

RouR 124, 55,5 A
5 R S
R - S R

isto €, sao vdlidas as equagoes
mso (f®a f)=fomng,

four =ug.

Observacao 2.1.14. Pontuamos que os A-anéis sao simplesmente dlgebras na categoria

dos A-bimddulos. Para mais detalhes sobre A-anéis, consulte [1].

De forma andaloga a codlgebras, podemos definir uma estrutura de comoédulo sobre

um coanel.

Definicao 2.1.15. Seja C = (C, Ac,ec) um A-coanel. Um C-comédulo a direita é um

par (V,py), com 'V um A-mddulo a direita e py :' V — V @4 C uma aplicagio A-linear a
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direita satisfazendo os diagramas comutativos

1% Ve 1%
"
19% Py X4 I j4%
V®ACIV®—AAC>V®AC®AC V®ACWV®AA
isto €, sao vdlidas as equacgoes
(pv ®a Ic) o py = (Iy ®4 Ac) 0 py, (2.13)
(Iy ®aec) 0 py = Iy (2.14)

Analogamente define-se C-comddulos a esquerda e C-bicomédulos (ver [7, p. 181]).
A menos de mengao contraria, todo C-comédulo sera considerado a direita.
Fixado um A-coanel C, o conjunto de C-comédulos a direita e os morfismos entre

eles formam uma categoria, denotada por MC.

Exemplo 2.1.16. Todo A-coanel C é um C-comddulo, com estrutura dada por Ac : C —
C®aC.

A seguir apresentamos descrigoes para a categoria dos comddulos a direita sobre

alguns dos coanéis apresentados anteriormente.

Exemplo 2.1.17. Como esperado, um comdédulo sobre o A-coanel trivial A, nada mais €

que um A-modulo a direita.

Exemplo 2.1.18. A categoria dos comdédulos a direita sobre o A-coanel de Sweedler
D = A®p A associado a um morfismo de anéis i : B — A € isomorfa a categoria de

descent data de A para B, como veremos detalhadamente na Secao 2.4.

Exemplo 2.1.19. Sejam C = ©yeqAvy 0 A-coanel associado a um grupo finito G agindo

por automorfismos de k-dlgebras em A e (M, par) um C-comédulo a direita. Dado m € M,

pu(m) = Z m; ®a Z gUg
i=1

geG

= ZZmz XA gy

geG i=1

= Z(Z m;)ag ®4 vy

geG i=1

= ng XA Vg.

geG

ESCTEVEMOS
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Como C € o A-mddulo livre sobre {v, | g € G}, a aplicagao G : M — M dada por g(m) =
my € bem definida (basta notar que g = Iy o (Ing @4 pg) 0 prr, com py : C — A a projecao
da componente Av,). Além disso, de (Iy @4 ec) 0 py = Iy seque que m. = €(m) = m.

Agora, pela equagao (2.18), temos

Z PM(mg) XA Vg = (P ® [C)(Z mg ®a Ug)

geCG geG

= (pm @ Ic)(p(m))
= (I ® Ac)(p(m))
= Z Mg @4 Vp QA Up-1g4

g,heG

= E Mpg QA Vp @ Vg,
g,heG

donde obtemos

g) - Z Mhpg ) Uh,

heG
logo h(g(m)) = my, = hg(m) e seque que G age por k-automorfismos em M. Mais ainda,
como py € A-linear a direita, temos
> G(ma) @4 vy = par(ma)
geG
= pu(m)a

= Zg(m) ®A Vga

geG

=Y 5(m)®agla

geG

_Zg Avga

geG

assim g(ma) = g(m)g(a), ou seja, g é A-semilinear a direita. Reciprocamente, se G
age como um grupo de k-automorfismos A-semilineares a direita em M, entdo a aplicacdo

pyv i M — M ®4 C descrita por

= Zﬁ(m) ®a Uy

geG
para cada m € M, define uma estrutura de C-comodulo a direita em M.

Exemplo 2.1.20. Sejam G um grupo arbitrario, A uma k-dlgebra G-graduada e C =
DgecAvy 0 A-coanel do Exemplo 2.1.7. A categoria dos C-comddulos a direita coincide

com a categoria dos A-modulos a direita G-graduados, isto é, A-mddulos a direita M que
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admitem uma decomposicao M = e M, de A-modulos a direita, tais que
MyA, C Mgy,

Veja [8, Example 1.4] para mais detalhes.

Exemplo 2.1.21. Seja C = A® H o A-coanel associado a uma bidlgebra H e uma
H-comodulo dlgebra A. Mostra-se que a categoria dos C-comddulos a direita € isomorfa
a categoria dos (A, H)-mddulos de Hopf relativos a direita MM, isto é, k-mddulos M

munidos de uma A-acdo a direita e uma H-coacdao a direita pyr : M — M ® H tais que
pu(ma) = mygjag) @ mpjap)

para todos m € M e a € A. Veja [8, Example 1.5] para mais detalhes.

Observacao 2.1.22. Também adotamos uma notacao de Sweedler-Heyneman para a
aplicagdo de estrutura de um C-comddulo. Mais especificamente, dado (V,py) € MC

ev €V, escrevemos

pv(v) = vjg ®4 vp],

com v € V e vy € C. Note que a notagao de Sweedler-Heyneman para o coproduto
utiliza indices adornados de parénteses, enquanto para os comodulos usa-se colchetes.
Ao decorrer do texto o coanel de Sweedler associado a um morfismo de anéis
i B — A, bem como os comddulos sobre ele, terao um papel de destaque. Assim,
para evitar qualquer diuvida sobre a motacao para a aplicacdo de um comodulo adotada
acima, atentamos ao sequinte: sejam D = A Qg A o A-coanel de Sweedler associado ao
morfismoi: B — A eV = (V,py) um D-comddulo a direita. A agao a direita de A em

V' permite reescrever elementos arbitrdarios de V&4 D como

n n
E v; D405 Qp by, = g v;a; Q4 14 @p by,
1,5,k=1 1,5,k=1

comv; € V eaj, b, € A, Mais ainda, temos um isomorfismo de A-mddulos a direita

ViD=V ®gA, dessa forma adotamos a sequinte conven¢ao
pv(v) = vjo) @B vp,

com v €V ey € A.

Definigao 2.1.23. Sejam C um A-coanel, V= (V, py) e W = (W, pw) dois C-comédulos a

direita. Uma aplicacao A-linear a direita f : V — W € um morfismo de C-comddulos
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se satisfaz o diagrama comutativo

Vv > W

V@ACWW@AC

Definigao 2.1.24. Seja C = (C, Ac,ec) um A-coanel. Um elemento x € C € dito grou-
plike se satisfaz Ac(x) = x®@ax € ec(x) = 14. Denotamos por G(C) o conjunto de todos

os elementos grouplike de C.

Considere ¢ : C — D um morfismo de A-coanéis e x € C um elemento grouplike.
Averiguemos que a imagem de x por ¢ é um elemento grouplike de D, isto é, morfismos

de coanéis preservam grouplikes. Com efeito,

Um A-coanel C possui elementos grouplike, se e somente se, A possui uma estrutura

de comédulo a esquerda ou a direita sobre C (veja a Proposicao 2.3.1).

2.2 Dualidade

Nessa secao apresentamos o conceito de dualidade para a estrutura de coanel e

exploramos algumas de suas propriedades.

Definigao 2.2.1. Seja C = (C, Ac,ec) um A-coanel. Definimos o dual a esquerda e o

dual a direita de C, respectivamente como os conjuntos

C = A HOIH(C, A)

C* = Homyu(C, A).
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Nesse texto toda estrutura dual associada a coanéis sera tomada a esquerda.

Observagao 2.2.2. Tratando o coanel C apenas como um A-mdédulo a esquerda, temos
que o dual a esquerda *C possui uma estrutura de A-modulo a direita, como descrito na
Proposi¢ao 1.2.10 (v). Por outro lado, realizando C como A-mddulo a direita, o item (ii)
da mesma proposicao garante uma estrutura de A-mddulo a esquerda em *C. Mais ainda,
as duas estruturas sao compativeis, isto €, *C € A-bimddulo. Com efeito, dados a,a’ € A,

fe*Cecel, temos

- f)(e)d
ca)d
a)(ca)
a-(f

Vejamos que as demais estruturas presentes em um coanel permitem munir seu

dual a esquerda com a estrutura de anel.

Proposicao 2.2.3. Seja C um A-coanel. Entao o dual a esquerda *C é um anel, com

unidade ¢ e multiplicacao definida por
feg=ygols'o(lc®a [f)oAc,

para todos f,g € *C e cuja expressao em um elemento c € C €

(f e 9)(c) = glcay f(e@))-

Demonstracao. Vejamos que a operacao descrita acima é bem definida, associativa e tem
como unidade o morfismo e¢. Como as aplicacoes envolvidas no produto sao A-lineares a
esquerda e a composicao preserva linearidade, a operacao é bem definida. Agora, dados

f,g,h € *CecelC, temos

(fe(geh))(c)=(geh)(cuflce))

h((c) f(e@))mg((ca)fle@))e))
(cyg(ce fle)))
(cay(f o 9)(c))
((feg)eh)c),

=h
=h
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por outro lado
(ec o f)(c) = flcayee(c)) = flc).
O

Os exemplos a seguir apresentam descrigoes uteis do dual a esquerda de alguns

coanéis.

Exemplo 2.2.4. Seja A = (A, Aq,e4) 0 A-coanel trivial do Exemplo 2.1.5. Vejamos que
o dual a esquerda do coanel A coincide com o anel A. Primeiramente observe que, devido

a A-linearidade, a expressao para o produto de dois morfismos f,g € *A se reduz a

(feg)(a)=(goly" o(Ia®a f) o As)(a)
=g(1af(a))
= f(a)g(1a)
=af(1a)g(1a).

Assim considere os morfismos de anéis
¢:aHom(A,A) - A e ¢: A— 4Hom(A, A),
definidos por

o(f) =f(1a) e P(a)(d) =da,

para todos a,a’ € A e f € 4Hom(A, A). Uma verificagao corriqueira nos garante que ¢ e

Y sao mutuamente inversos, logo *A = 4 Hom(A, A) = A.

Exemplo 2.2.5. Seja D = AR A 0 A-coanel de Sweedler. Entdo temos um isomorfismo
de anéis

*D = g End(A)°P.
Por defini¢io *D = 4 Hom(A ®p A, A), logo considere as aplicagies:

a: "D — gEnd(A)®

dada por
a(f)(a) = f(1a @5 a),
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para todos f € *D,a € A e
f: pEnd(A)® — *D

definida por
B(s)(a' @p a) = d's(a),

para todos s € End(A)® e d ®pa € A®p A. Certifiquemos que « e  sao morfismos de
anéis. Dados a,a’ € A, f,g € *D er,s € g End(A)°P, temos

a(feg)(a) = (feg)(la®pa)
9(1a®p 14)f(1a ®5 a))
9(1a®p f(1a @5 a))
9(La ®p a(f)(a))
a(

g)a(f)(a

= (a(g) o a(f)
= (a(f) oop

B(r oop s)(a' @p a) = a'(r oy 5)(a)
= d's(r(a))
= B(s)(d' ®@p r(a))
B(s)((a" @5 14)B(r)(1a ®p a))
= (B(r) o B(s))(d' @5 a).

Por fim, basta verificar que o e B sdo mutuamente inversas:

(o B)(s))(a) = a(B(s))(a)
B(s)(1a ®p a)
1as(a)

(a)

I
®

((Boa)(f)(d @pa)=pB(a(f))(d @pa)
= d'a(f)(a)
=d f(ly®pa)
= f(d ®p a),

como quem’amos.

Vejamos que é possivel considerar o dual de aplicagoes entre coanéis, e que essas

sao morfismos de anéis.
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Proposigao 2.2.6. Seja ¢ : C — D um morfismo entre dois A-coanéis quaisquer. Entao

a aplicagao dual a esquerda de ¢, a dizer *¢ : *D — *C, definida por

o(f)(e) = (fod)(e)
para todos f € *D e c € C, é morfismo de anéis e de A-bimddulos.

Demonstra¢ao. Primeiramente, *¢ é bem definida, uma vez que dados f € *D, c € C e

a € A, temos

= a’¢(f)(c),
logo *¢(f) é A-linear a esquerda. Observamos que *¢ também é morfismo de A-bimédulos,

visto que para todos a,a’ € A e f € *D, temos

Convencionamos a seguinte notagao para o produto entre dois morfismos f, g em
*D:
fog=goly' o(Ip®a f)oAp.

Vejamos que *¢ é de fato morfismo de anéis. Dados f,g € *D e ¢ € C, temos

= (feog)(¢(c))

= 9(o(c)a) f(0(c)2)))

2 g(d(c) F(d(c)))

= g(o(cay f((c))))

= (90 9)(cy(f o d)(c))
= "¢(9)(cy o(f)(cw)
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* (2)
¢(ec) =eco ¢ = ep,
em que (1) e (2) sdo consequéncias de ¢ ser morfismo de A-coanéis. O

A luz da Observagao 2.2.2 e das Proposigoes 2.2.3 e 2.2.6, descrevemos um funtor

contravariante entre a categoria dos A-coanéis e a categoria dos A-anéis, a dizer
4 Hom(—, A) : A-Corings — A-Rings (2.15)

definido para todo A-coanel C por 4 Hom(C, A) = *C e para morfismos de A-coanéis
¢ :C — Dpor 4, Hom(p, A) = *¢ : *D — *C. De fato, o funtor 4 Hom(—, A) é bem definido
entre a categoria de A-coanéis e a categoria de conjuntos, entretanto a Observacao 2.2.2 e
a Proposigao 2.2.6 garantem que a imagem de 4 Hom(—, A) esta contida na categoria dos
A-bimédulos, deste modo resta verificar que *C é um A-anel, para todo A-coanel C. O
produto “e” é claramente bilinear e A-balanceado, uma vez que dados a € Ae f,g € *C,
temos
((f-a)eg)(c) = glew(f - a)(cw))
= g(cayf(c)a)
a-g)(ca)flew))
*(a-g))(c).

Logo, existe uma aplicacao de grupos abelianos bem definida m-«¢ : *C®4*C — *C descrita

= (
=/

por
mac(f ®a g) :golglo(]c@)Af)oAc.

Mais ainda, m-¢ se estende naturalmente a um morfismo de A-bimddulos, isto é, dados

a,a’ € A, f,g €*C ecelC, temos

mec(a-f®ag-a)(c)=(g-a)(caya-f)ca))
= g(c) flea))a’
= g((ca)) f((ca)))d
= (mec(f ®a g)(ca))d’
= (a-mec(f ®ag)-d)(c).

Por outro lado, a unidade de *C é o morfismo de anéis u«c = *s¢ : A — *C, em que empre-
gamos o isomorfismo de anéis *A = A descrito no Exemplo 2.2.4. Agora, as condigoes de
associatividade (2.11) e unidade (2.12) do A-anel *C = (*C, m«c, us¢) seguem diretamente
da Proposicao 2.2.3. Por fim, a Proposicao 2.2.6, adaptada para a linguagem de A-anéis
descrita acima, garante que a aplicacao dual a esquerda de um morfismo de A-coanéis é

morfismo de A-anéis, logo o funtor 4 Hom(—, A) é bem definido.

59



Observagao 2.2.7. Ao longo dos proximos capitulos a unidade u«c : A — *C do A-anel
*C terd grande serventia, assim, para fins de notacdo denotamos X = u«c, 0 morfismo
definido por

x(a)(c) = uc(a)(c) = ec(c)a (2.16)

para todos a € A ec € C. Como x € a unidade de *C como A-anel, temos expressoes
conhecidas para a multiplica¢ao entre um elemento arbitrario de *C e x(a), em que a € A.
De fato, dado f € *C temos

(fex(a))(c) = (f-a)(c) = flc)a,
como também
(x(a) e f)(c) = (a- f)(c) = [f(ca).

Em especial, para o A-coanel de Sweedler D = A®p A, temos

(fex(a)(d ®@pa")=df(la®pa")a

(x(a)e f)(d ®pad")=d f(1la®pad"a),
para todos a,a’,a” € A e f € *D.

Observacao 2.2.8. O processo de se tomar o anel dual de um coanel C, nos permite
transformar qualquer C-comddulo a direita em um *C-mddulo a direita. Esse processo é
conhecido e também ocorre para codlgebras (veja [12, Proposition 2.2.1]), entretanto no
ultimo caso € preciso considerar modulos a esquerda sobre a codalgebra dual. Em contra
partida, ao se considerar um anel base A, possivelmente nao comutativo, nao € obrigatorio
que todo C-comdodulo a direita seja também um A-modulo a esquerda. Nesse caso, dado

um C-comddulo a direita (V) py), define-se uma agao a direita de *C em V' por
v f=vpf(v),

para todos v € V e f € *C. Mais ainda, esse processo € funtorial, isto €, temos um funtor
T: M® = M.

definido nos objetos pela regra acima e nos morfismos de forma trivial. Pode-se mostrar
que se C € projetivo e finitamente gerado como A-modulo a esquerda, entdo T € um
isomorfismo de categorias (veja [8, p. 5]). Nesse caso, o funtor inverso T=': M.c — MC
leva um *C-mddulo a direita M no C-comddulo a direita (M, pyr), com pyy: M — M ®4C
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dado por

n

pu(m) = Z(m fi) ®ac

i=1
em que {(c;, f;) | ¢ € C, fi € *C,i = 1,...,n} € uma base dual finita para C como A-

modulo a esquerda.

2.3 Coanéis com grouplike

Nessa se¢ao exploramos coanéis providos de uma caracteristica notavel: a existéncia
de elementos grouplike. Como veremos, tais estruturas induzem um par adjunto de fun-
tores entre a categoria de modulos sobre certo anel de coinvariantes e a categoria de
comédulos sobre o coanel.

Vejamos que ha uma bijecao entre estruturas de C-comodulo a direita em A e

elementos grouplike em C.

Proposicao 2.3.1. Um A-coanel C possui elemento grouplike se, e somente se, A é um

C-comddulo a direita (ou a esquerda).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha A um C-comdédulo a direita via
pA:A—>A®ACgAC.

Como a aplicacao py é A-linear a direita, temos que é completamente determinada pela
imagem de 14, logo denotamos p4(14) =z € C. Vejamos que x é um elemento grouplike

de C. Pela coassociatividade da estrutura de C-comddulo em A temos

1y ®a2®ax=(pa®alc)pa(la)
= (T4 ®aAc)pa(la)
= ([a®aAc)(1a®a )
=14 ®4 Ac(2)

e o isomorfismo A®,C®4C = C®4C garante que A¢(z) = x®42. Agora pela counidade,
segue que
ec(x) = (Ta®acec)(la®ax) =14,

portanto x € G(C). Reciprocamente, se x € C é um elemento grouplike, entao a aplicac¢ao
A-linear a direita py : A — C determinada por ps(14) = x, define uma estrutura de
C-comodulo a direita em A por meio de composi¢ao com o isomorfismo de A-médulos a
direita 7’51 :C— A®4C,isto é, pa: A — AR, C é descrita por pa(a) =14 ®p xa. O

Até o final da secao fixamos um A-coanel C com um elemento grouplike x e o
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denotamos por (C,x). Vejamos que essa estrutura permite definir coinvariantes para

comodulos sobre C.

Defini¢ao 2.3.2. Seja (C,z) um A-coanel com grouplike fixzado e V- = (V,py) um C-

comodulo a direita. Definimos o conjunto dos C-coinvariantes de V' como
Vel =lve V| py(v) =v®4 1}

Do mesmo modo que morfismos entre coanéis preservam grouplikes, morfismos

entre C-comddulos preservam coinvariantes.

Proposicao 2.3.3. Sejam (C,z) um A-coanel com grouplike, (V,pv) e (W, pw) dois C-
comodulos a direita e f : V. — W um morfismo de C-comodulos. FEntao [ preserva

cotnvariantes.

Demonstracao. Suponha v € V°C entdo temos

pw (f(v)) = (pw o f)(v)

(f ®alc)opy)(v)
f®ale)(pv(v))
= (f ®alc)(v®ax)
= f(v) ®az,

= (
= (

logo f(v) € W<C, como querfamos. ]

Temos uma descrigao particular para os C-coinvariantes do A-comédulo (A, pa),

com pyu a estrutura induzida por x:

A ={ac A| pa(a) =a®4x}
={a e A pala) = ax}
={a€ Al za=ar},

pois pa(a) = pa(la)a = za. Vejamos que A®C é um subanel de A. Evidentemente
14 € A®C. Agora dados a,b € A%, temos
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logo ab € A€, como queriamos. Por outro lado, para um C-comédulo V' arbitrario,
o conjunto dos C-coinvariantes V°°C é apenas um subgrupo abeliano, isto ¢, nao possui
necessariamente a estrutura de A-submédulo & direita. Com efeito, se v € V°°C eq € A

entao

pv(va) = py(v)a =v®4 za

e nao podemos concluir py (va) = va®4 . Entretanto, sempre é possivel munir V<°¢ com

a estrutura de A°C-médulo a direita. De fato, se v € V°C e a € A°C entdo

pv(va) = py(v)a
=V R4 xa
=V Ry ax

=0va @ T,

logo va € V€,
O argumento acima é um caso particular do seguinte fato: seja i : B — A um

morfismo de anéis. Entao i se fatora pelo anel dos coinvariantes A°°C se, e somente se,
br = xb

para todo b € B, onde as agoes de B em C sao induzidas pelo morfismo 4, isto é, bx denota

i(b)z. Nessas condigoes, definimos o seguinte subconjunto de grouplikes de C:
GC)P ={r€G(C) | bx=xb, Vbe B}

Assim, se z € G(C)? entdo o conjunto V¢ possui uma estrutura natural de B-médulo
direita, induzida pelo morfismo 1.

Nas condicoes discutidas anteriormente, isto é, dados ¢ : B — A um morfismo de
anéis e z € G(C)®, existe uma profunda relagao entre estruturas de B-médulo a direita e

C-comédulo a direita. Mais precisamente, temos um par adjunto de funtores
F=—-@pA:Mp—->M" e G=()°: M= Mg,
com F' definido nos objetos M € Mp por
F(M) = (M ®p A, In ®p pa)
e nos morfismos f : M — N por

F(f)=f®pls: Mo A— NogA,
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tal como G definido nos objetos (V, py) € M por
G(V) = Ve
e nos morfismos g : V.— W por
Glg) =G : V€ 5 Wyeec

dado por

para todo v € V<,

Observacao 2.3.4. Note que a estrutura de C-comddulo em F(M) = M ®@p A € induzida
por pa, logo € fdcil ver que F estd bem definido. Também seque da Proposicao 2.3.3 que

G € bem definido nos morfismos.

Os funtores F' e GG sao denominados funtor de comparac¢ao e funtor de restricao

aos coinvariantes, respectivamente. Vejamos que formam um par adjunto.

Proposicao 2.3.5. Os funtores F = — @ A: Mp — M¢ e G =( )*°¢: M® = Mp

formam um par adjunto (F,G), cuja unidade e counidade sao, respectivamente
Opr: M — (M @p A)©C,
com M € Mg e dada por
Upr(m) =m @p 1a,

para todo m € M, e
G VClRp A=V,

com V€ M e dada por
Cv(v®p a) = va,
para todo v ®pa € Vo @5 A.

Demonstracao. Primeiramente verifiquemos que 9 e ( sao aplicagoes naturais. No pri-
meiro caso é necessario que, para todo morfismo de B modulos a direita f : M — N, seja

valida a comutatividade do seguinte diagrama

MM (M oy A)ec
f‘ fopla
N (

— s (N®p A)COC
N
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De fato,
((f ®@p La) 0o pr)(m) = (f @p La)(m @5 14)

= f(m) ®p 14
= In(f(m))
= (In o f)(m),
para todo m € M. Agora para a naturalidade de {, dado um morfismo de C-comdédulos a

direita g : V' — W temos o seguinte diagrama

Vel @ A — VY

Q|
<

Wel g A ——— W
Cw

que é comutativo, pois

(90 )(v®pa) = g(va)
= g(v)a
= (w(g(v) ®5 a)
= ((w o 7)(v®pa),

para todo v ®p a € V°C @5 A.
Por fim vejamos que v e ( satisfazem os diagramas da unidade e counidade (veja

o Teorema B.6):
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De fato, para todos v € G(V) =V e m@pa € F(M) = M ®p A, temos

(G(&v) 0 Vapn)(v) = G(Cv) (v ®5 1a)
=(v(v®p l,)
= UlA

=0

(Crany o F(Or))(m ®p a) = Cron (I ®@p La)(m @p a))
= C(ron((m®p 14) ®p a)
=mQ&pga.

[]

Atentamos ao fato que o par adjunto descrito acima é do tipo “Hom-Tensor”, isto
é, o funtor de restrigao as coinvariantes de um A-coanel C com grouplike z, é naturalmente
isomorfo ao funtor Hom®(A, —) : M€ — Mp. Com efeito, mostra-se (veja [7, Proposition
28.4]) que para cada C-comédulo a direita (V, py) temos um isomorfismo de B-mdédulos a
direita
Oy : Hom®(A, V) — V€,

dado por
Ov(h) = h(1a).

Mais ainda, essa aplicacio é natural: para cada (V, py), (W, pw) € ME temos o diagrama

de B-mddulos a direita

Hom®(A, V) v e

~l

e

Hom (A, W) ————— WeC

cuja comutatividade segue de

Observacgao 2.3.6. Convencionamos que para o coanel de Sweedler D = A®pgA associado
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a um morfismo de anéis i : B — A, o grouplike fixado é x = 14, ®p 14. Nesse caso o anel

dos cotnvariantes é

AP —faecAla - (14®514) = (1a®p1a)-a}
={a€A|la®pls=14®pa}

e € fdacil ver que i se fatora por A®P. Assim, os funtores de comparacdo e de restricdo

aos coinvariantes estao bem definidos e serao denotados, respectivamente, por
K=-®A: Mg—-MP ¢ R=( )P : MP = Mp,
bem como a unidade e counidade da adjuncao por
v : M — (M ®p A)©°P, (2.17)

ev VP p A=V, (2.18)

descritas por

nu(m) =m®plsy e ey(v®pa)=nva,

para todos m € M, v®pa € V°P @p A.

2.4 Teoria dos antecessores

Seja i : B — A um morfismo de anéis, nao necessariamente comutativos. E
conhecido que todo B-médulo a direita N da origem a um A-mddulo a direita M a partir
do produto tensorial M = N®pA. O problema central da teoria dos antecessores (descent
theory) é uma pergunta no sentido contrério:

Dado um A-mdodulo a direita M, quando existe um B-mddulo a direita N tal que
M = N ®g A como A-modulos a direita? No caso afirmativo, como encontrar esse
modulo?

Nessa secao apresentamos uma formulacao para esse problema, o Teorema de faith-
fully flat descent (Teorema 2.4.4) enunciado em [22, Theorem 4.5.2], bem como demons-

tramos, por meio da teoria de coanéis, uma versao equivalente: o Teorema 2.4.10.

Definigao 2.4.1. Seja i : B — A um morfismo de anéis. Um descent datum (a
direita) de A para B é um par (M,0y), em que M = (M, uy) € um A-mddulo a

direita e Oy - M — M ®pg A € um morfismo de A-mddulos a direita, satisfazendo os
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diagramas comutativos

M 2l s Mo A M
O On @B Ia On
M A— M
M@BAWM@BA@BA ®B W

com fip; 0 morfismo induzido pela estrutura de A-mddulo em M, isto €, fipy(m®@pa) = ma.

De outro modo, sao validas as igualdades
(0M®B[A)09M:(IM®Bi®BIA)00Ma (219)

Tiar 0 Oy = Iy (2.20)

Definicao 2.4.2. Sejam i : B — A um morfismo de anéis e (M,0y), (N,0y) dois
descent data de A para B. Um morfismo de descent data f : (M,0y) — (N,0y) é
um morfismo de A-maodulos a direita f: M — N satisfazendo o diagrama comutativo

f

M s N

HM 9N

M®3Am N®BA
1sto €,
QNof:(f®BIA)09M-

Fixado um morfismo de anéis i : B — A, a familia de todos os “descent data” de
A para B e os morfismos entre eles formam uma categoria (de descent data), denotada
por D(A | B).

Observemos que, todo B-mdédulo a direita N possui um descent datum de A para
B canonicamente associado. De fato, considere o A-moddulo a direita N ®g A junto do
morfismo de A-médulos § : N9pA — N®pA®pA, definido por §(n®pa) = n®@pla®@pa,
para todo n ®p a € N ®p A. Vejamos que 0 satisfaz as equagoes (2.19) e (2.20). Dado
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n®pa € N g A, temos

(0®@pIa)o00)(n®pa)=(0®RpI4)(n®plsRpa)
=n®pla®pla®pa
= (INgpa®pi®pIa)(n®pla®pa)
= ((UIngpa @B i ®p 1a) 0 0)(n ®p a)

(Inogacl)(n®pa) =lingza(n ®p 14 ®p a)
=n®pa
— IN®BA<n ®B a/).

A construgao acima nos permite definir um funtor entre Mg e D(A | B).

Proposicao 2.4.3. Existe um funtor canonico J : Mp — D(A | B), definido em N €
Mg por J(N) = (N ®@p A,0), em que § : N ®g A - N @ A®@p A € o morfismo de
A-mddulos a direita descrito por (n®pa) = n®pla®pa e nos morfismos de B-modulos

a direita f: N — N por J(f) = f®@pls: N®pA— N @p A.

Antes de enunciar o Teorema de faithfully flat descent, vejamos que o funtor .JJ nos
fornece um meio para responder as perguntas citadas no inicio da se¢ao. Por um lado, a
imagem de um B-mdédulo a direita N pelo funtor J é o A-médulo a direita N ®p A, junto
de uma aplicacao 6 satisfazendo as condicoes de um descent datum a direita de A para
B, ou seja, todo A-mdédulo a direita M contido na imagem de J admite um B-mddulo
a direita N, satisfazendo M = N ®p A. Por outro lado, se J é uma equivaléncia de
categorias, temos uma descricao completa dos A-moédulos a direita com a propriedade
desejada: os descent data de A para B. Mais ainda, é possivel recuperar o B-modulo N

satisfazendo as condigoes anteriores por meio da equivaléncia inversa.

Teorema 2.4.4 (Faithfully flat descent). Sejai: B — A um morfismo de anéis. Entao A
¢ fielmente plano como B-mddulo a esquerda se, e somente se, o funtor
J: Mp —D(A | B) é uma equivaléncia de categorias. Nesse caso a equivaléncia in-

versa leva um descent datum (M, 0y) no B-mddulo a direita
M ={m € M | 0y (m) =m®p 14}

Como veremos a seguir, a categoria de descent data associada a um morfismo de
anéis i : B — A nada mais é que a categoria de comddulos sobre um coanel adequado,

em outras palavras o coanel de Sweedler D = A ®p A associado a 1.

Teorema 2.4.5. Existe um isomorfismo de categorias
D(A | B) =2 MP.
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Demonstragao. Considere os funtores
T:D(A| B) - MP

definido nos objetos (M,0y) € D(A | B) por T(M,0y) = (M, pr), em que py é a
composicao de 0y, com o isomorfismo de A-mddulos a direita M @4 D = M ®p A, isto é,

se Opr(m) = myy) ®p mqy, entao

par(m) = m) ©a la @ may,

U: MP =-D(A] B),

definido nos objetos (M, pyr) € MP como U(M, pyr) = (M, 0y), em que 0y, é, de modo
similar, a composi¢ao de py; com o isomorfismo de A-mddulos a direita M®@pA = M ®4D.

Basta verificar a boa definicao de 1" e U, uma vez que as aplicacoes sao claramente
inversas. Supondo que (M, 6,,) é um descent datum a direita de A para B, vejamos que
T(M,0r) = (M, pr) define uma estrutura de D-comddulo a direita. Para isso considere

o diagrama

M Ons s Mg A

M s M @4 D

Om @ 2y @ pm @a Ip @ Or @ Ia

M®ADW M®AD®AD

/ . \

Mg A Iy ®Bi®p Ia » MopA®p A

Por hipdtese o quadrado externo é comutativo, logo para que (5) também comute

basta verificar a comutatividade dos demais diagramas. Os quadrados (1) e (4) sao satis-
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feitos por defini¢ao e (2) é evidente. Agora em (3), dado m ®p a € M ®@p A temos

(I @A Ap)(M®@ala®pa) =m®414Rp14®414R5a
“mRplsR®pa

= Iy ®pi®p Ia)(m @5 a).
De forma andloga prova-se a comutatividade dos diagramas

M

Y

@ J

12

M éB A — > M
logo os funtores 1" e U sao bem definidos e satisfazem
ToU=1Iyr e UoT = Ipayn),
ou ainda, as categorias D(A | B) e MP sdo isomorfas, como querfamos. O

As proposigoes seguintes apresentam descricoes equivalentes para que os funtores
de comparagao e restricio aos coinvariantes (K = — ®p A e R = ( )°P) sejam fidis e

plenos. Antes disso é necessario um lema:

Lema 2.4.6. O morfismo de B-mddulos a esquerda i : B — A € puro se, e somente se,
v M — (M ®@p A)°P € injetor para todo B-mddulo a direita M.
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Demonstracao. Primeiramente, note que Iy ®p ¢ se fatora por ny,

Iy ®pi

M ®p B M &g A

1%
.

coD

em que j denota a inclusao canonica. Com efeito, dados m € M e b € B temos

3 (e (me- b)) = nar(m - b)
=(m-b)®p 1y
=m®pb-1y
=m®pgi(b)
= Iy ®pi)(m®pbh).

Assim, 7 é puro se, e somente se, I); ®@p i é injetor para todo M € Mg, o que ocorre se,

e somente se, j o nys € injetor para todo M € Mp, ou ainda, que 1y seja injetor, visto

que j o é.

]

Proposicao 2.4.7. O funtor de comparacao K ¢ fiel e pleno se, e somente se, i : B — A

¢ puro como morfismo de B-mddulos a esquerda.

Demonstracao. Pela Proposicao B.9 o funtor K é fiel e pleno se, e somente se, 1, é bijetor

para todo M € Mp. Agora pelo Lema 2.4.6, basta concluir que a condigao de 7 ser puro

como morfismo de B-moédulos a esquerda implique em 7),; sobrejetor para todo M € Mpg.

Seja M ®p A o D-comoédulo a direita com p = Iy ®p pa e tome um coinvariante
de M ®p A arbitrario z = >, m; ®p a; € (M ®@p A)*P, logo por defini¢do temos que

p(x) =x ®p 14. Por outro lado,

p(x) = (In @5 PA)(Z m; Qp a;)

i=1

= Z m; ®p pala;)

i=1

= Zmz ®p la ®p a;.

i=1
Assim,

T®pls= Zmi ®p la @B a;.
i—1
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Vejamos que o contcleo da aplicacao 1y, é zero, para isso considere o B-médulo a
direita N = (M ®@p A)®°P /ny (M) e a projegao canonica 7 : (M ®pA)*°P — N. Aplicando

o morfismo de B-médulos 7 @p [4 em (2.21), temos

n

m(z) @p la = Zﬁ(mi ®p la) ®p a;

= Z m(nym(mi)) ®p a;

=0€ N ®pA.

Resta concluir que 7(x) = 0, assim teremos x € ny (M) e N = 0, isto é, (M ®p A)°P =
ny(M). Por hipdtese ¢ é morfismo puro de B-mddulos a esquerda, portanto Iy ®p i é

injetor. Agora pelo isomorfismo de B-mdédulos a direita N =2 N ®p B temos

(In ®@p i)(m(z) ®p 15) = m(x) ®@p i(1p)
=7(z) ®p 14
—0,

o que implica 7(z) = 0. O

O resultado a seguir emprega o conceito de equalizador, cuja definicao encontra-se
no Apéndice A.9.

Proposicao 2.4.8. O funtor R de restricao aos coinvariantes € fiel e pleno se, e somente
se, K preserva o equalizador de py e Iy ®p i, para todo (V,py) € MP. Em particular,

se A € plano como B-mddulo a esquerda, entdo R € fiel e pleno.

Demonstracao. Primeiramente, note que VP ¢ o equalizador de py e Iy ®p i

j 4%
vel sy ———— vy A
Iy ®p1

De fato,
v e Eq(py, Iy ®pi) < py(v) = (Iy ®p1i)(v®@p 1p)
< py(v) =v®pi(lp)
S pv(v) =v®p 14
sve Vel
Suponha que o funtor R é fiel e pleno, ou ainda, que a counidade €y da adjuncao
é bijetora para todo V € MP (veja a Proposicao B.9). Vejamos que VP @p A é o
equalizador dos morfismos py @4 e Iy ®pi®p L4, ou equivalentemente, que V<P @z A

coincide com o nicleo de f = py ®p [4 — Iy ®p i ®p [4. Para isso mostramos que a
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sequéncia de grupos abelianos

0 —— VCOD(XJBAM V®BA4> VegAxg A

é exata. Seja Y ;. v; @pa; € VP @p A tal que
(j ®p IA)(Z%‘ ®pa;) = Zvi ®pa;=0€V ®p A.
i—1 i=1
Pondo v = ey (31, vi ®p a;) = > via; € V temos

pv(v) = pv(z vict;)

=1

= Z pv (vi)ai
=1

= Z v; Op a;
i=1

:0€V®BA,

assim

V= U[O]U[l] =0
e como ey : VP @5 A — V é bijetora, concluimos que

n

Zvi Xpa; = 8\/_1(1}) =0e€ VCOD Xp A.

i=1

Para a exatidao em V ®p A, consideremos os morfismos de grupos abelianos

U:(pv—fv®3i>iv—>V®BA

o = (pv — IV KB Z) V= Im(a)

Vimos anteriormente que V°P ¢ o equalizador de py e Iy ®p i, ou ainda, o nicleo

de ¢’, logo temos uma sequéncia exata curta

0 ———— VP I sy 2 > Im(0) ——— 0
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e aplicando o funtor K obtemos o seguinte diagrama comutativo:

J®B I o' ®@pIa
——=7 —r4,

VCOD ®BA V®BA IIIl(O') ®BA — 0

j®pla

j I
VCOD@)BAM V®BALBIA> VegA®p A

em que j' : Im(o) — V®p A denota a inclusao. Observe que a primeira linha do diagrama
é exata, visto que K é exato a direita. Vejamos agora que a segunda linha é exata em
V®p A Dado Y " v; ®pa; € V ®p A, temos

(0 ®5 IA)(i v; ®p a;) =0

=1

< ((j'®@pla)o(d @5 [A))(Z v; @pa;) =0

& (o' ®p IA)(ZUi ®pa;) =0

i=1

& Zvi ®pa; € Im(j ®@p 14),
i=1
como queriamos.
Reciprocamente, suponha que K preserva o equalizador de py e Iy ® g4, para todo
(V,pv) € MP. Entao (VP @p A, j @5 14) é o equalizador:

coD j®pla pv @B Ia
Veor@pA ——VepA— X VR A®p A
Iy ®@pi®pIa

Pela coassociatividade de py, temos

((pv ®@p 1a) o pv)(v) = ((Iv @p Ap) o py)(v)
= (Iy ®p Ap)(pv(v))

= (Iy ®p AD)(Z v; @p a;)

=1

= Zvi ®pla®pa;
i—1

=(ly ®pi®p [A)(Z v; @p a;)

i=1

= ((Iv ®p i ®p 1) o pv)(v),
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isto é, o par (V,py) satisfaz a propriedade universal A.9.(ii) do equalizador dos mor-
fismos py ®p [4 e Iy ®p i ®p 14, logo existe um tnico morfismo de grupos abelianos
wy V= VeP g A tal que

pv = (j ®p 14) owy.

Vejamos que €y é bijetora, com inversa wy,, para todo (V, py) € MP. Por um lado,

dado v € V temos
(evowy)(v) = (ev o (j ®p1a)owy)(v)

= (ev o pv)(v)
= ev(vjg ®5 vp)
= Vo) Up]

:’U’

assim ey o wy = Iy. Por outro lado, dado v ®pz a € V°P @5 A temos

(wy oey)(v®@p a) = wy(va)
= pv(va)
= pv(v)a
= (v®pla)a

:U®Ba7

ou seja, wy 0 ey = Iycopg 4.
Por fim observamos que, se A é plano como B-mddulo a esquerda, entao o funtor

K é exato e, em particular, preserva equalizadores. O

Observagao 2.4.9. No caso em que A e B sdo anéis comutativos e supondo i : B — A
puro como morfismo de B-mddulos, mostra-se que o funtor R € fiel e pleno (veja [8, p.
8]). O caso nao comutativo desse resultado, enunciado em [8, Proposition 2.3/, é falso
sem a hipdtese extra de i(B) C Z(A), como explicitado em [9, p. 196].

O Teorema a seguir é enunciado e demonstrado em [8, Proposition 2.5], com a
hipétese adicional: “A plano como B-mddulo a esquerda”. Como veremos em breve, essa
hipdtese nao é necessaria, uma vez que em uma equivaléncia de categorias abelianas os
funtores sao exatos (veja a Observacao B.7). Em particular, K = — ®p A exato implica
A € g M plano.

Teorema 2.4.10. Seja i : B — A um morfismo de anéis. Entao (K,R) é uma equi-

valéncia de categorias se, e somente se, A € fielmente plano como B-mddulo a esquerda.

Demonstrag¢ao. Suponha que (K, R) é uma equivaléncia de categorias e seja

0 N ANV S A

~
=)

(2.22)
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uma sequencia de B-mddulos a direita tal que a sequéncia

K(f) K(g)

0 —— K(L) K(M) K(N) ——— 0 (2.23)

é exata.
Vejamos que (2.22) é exata para todo B-mddulo a direita M, ou seja, que A é
fielmente plano como B-médulo a esquerda. Aplicando o funtor R em (2.23) e usando

o isomorfismo natural n (2.17), temos o seguinte diagrama comutativo de B-mddulos a

direita.
0 . L NN Y 9, N . 0
nL Ui ‘nN
00— rr() I pron RO provy o

Como a ultima linha é exata, visto que (K, R) é uma equivaléncia entao R é exato,
e as colunas sao isomorfismos, segue que a primeira linha também é exata.

Reciprocamente, suponha que A é fielmente plano como B-moddulo a esquerda.
Pela Proposicao 2.4.8 temos que R é fiel e pleno, logo resta concluir que K também é
fiel e pleno, ou equivalentemente, pela Proposicao 2.4.7 basta mostrar que ¢ é puro como
morfismo de B-moédulos a esquerda.

Dado um B-mdédulo a direita M, vejamos que o morfismo de grupos abelianos
Iy ®pi®ply  MRpB®pA—+M@pA®pA

é injetor. Como a multiplicacao m, : Ax A — A do anel A é uma aplicacao B-balanceada,
temos um morfismo de grupos abelianos bem definido m4 : A ®g A — A dado por
ma(a ®p a’) = ad’. Agora note que para todo Y "', m; ®p lp ®pa; € M @ B®p A
temos

(Iny @pma) o (Iy ®pi®p IA))(Z m; Rp lp ®p a;) =

i=1

= Iy ®p m_A>(Z m; @p la ®p a;)

i=1
n

= E m; QB Q;,
i=1

ou seja, Iy ®pi®p 4 possui uma inversa a esquerda, logo é injetor e como A é fielmente

plano segue que I, ®p i € injetor para todo M € Mp. O

Em conclusao, vejamos como a teoria de coanéis resolve o problema dos anteces-
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sores. Notemos que o funtor J : Mp — D(A | B) se fatora pelo funtor de comparacao
K. De fato, em virtude do isomorfismo de categorias 7' : D(A | B) — MP descrito no

Teorema 2.4.5, escrevemos

MB K >MD
J T
D(A | B)

K =TolJ,

assim K é uma equivaléncia de categorias se, e somente se, J também é. Nesse sentido o
Teorema 2.4.10 demonstrado acima é claramente equivalente ao Teorema 2.4.4 e permite

a seguinte interpretacao do problema dos antecessores via a linguagem de coanéis:

Corolario 2.4.11. Dado um A-mddulo a direita M, entao existe um B-maddulo a direita
N tal que M = N ®g A como A-mdodulos a direita se, e somente se, M possui uma
estrutura de D-comddulo. Nesse caso o B-mddulo N € recuperado pelo funtor de restri¢ao
aos coinvariantes, isto é, N = M<P.
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Capitulo 3

COANEIS DE GALOIS

Neste capitulo exploramos a estrutura de Galois em coanéis. Em particular, inves-
tigamos a relacao entre um coanel arbitrario C com grouplike fixado e o coanel de Sweedler
associado a extensdo de anéis A D A®C. Por fim, descrevemos um contexto de Morita
canonico para coanéis de Galois e apresentamos um teorema de equivaléncias para essa

estrutura. As principais referéncias para esse capitulo sao [8] e [10].

3.1 Coanéis de Galois

Vimos no Capitulo 1 que a estrutura de Galois para extensoes de corpos pode ser
caracterizada por meio de uma aplicacao “canonica”’. Exploramos o mesmo caminho para

0s coandéis.

Definigao 3.1.1. Sejam (C,z) um A-coanel com grouplike, A®C o subanel de coinvari-

antes e i : A — A a inclusio. O morfismo de A-coanéis
can :’D:A®ACOCA%C,

definido por

can(a’ ® geoc a) = d'za

para todo a' @ geoc a € AR ygeoc A, € chamado de aplicagdo candénica associada ao coanel

C.

Vejamos que a aplicagao canonica é de fato um morfismo de A-coanéis. E facil ver

que can é morfismo de A-bimddulos. Por outro lado, dado @’ ® 4eoc @ € A @ geoc A, temos
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(Ac o can)(a’ ® geoc a) = Ac(can(a’ @ geoc a))
= Ac(d'za)
=da'Ac(x)a
= a'(x @ geoc T)a
= (a'z14) @ geoc (1 470)
= can(a’ ® geoc 14) ®4 can(ly ® a)
= ((can®4 can) o Ap)(a’ ® geoc a)

(ec o can)(a’ ® geoc a) = e¢(can(a’ & yeoc @))
= ec(a'za)
=d'ec(x)a
=a'l,a
=da
= ep(a’ ® geoc a),

como queriamos.
Dado um morfismo de anéis i : B — A que se fatora pelos coinvariantes A,
a Proposicao 2.3.5 revelou a existéncia de um par adjunto de funtores (F,G) entre as

categorias Mp e MC. Exploremos algumas de suas propriedades.

Proposigao 3.1.2. Sejam (C,x) um A-coanel com grouplike, i : B — A um morfismo

de anéis e (F,G) o par adjunto apresentado na Proposicao 2.3.5.
(i) Se F € fiel e pleno, entdo i: B — A®C é um isomorfismo de anéis.
(i) Se G € fiel e pleno, entdo can: D = A®p A — C € um isomorfismo de A-coanéis.

Demonstragao. (i) Se F' é fiel e pleno, entao a unidade 9 da adjungao é um isomorfismo

natural, logo para o B-médulo B temos
VIp: B % (B®pg A)©°C = A€

dado por

isto é, 1 = ¥ é um isomorfismo.

(ii) Seja (C,A¢) o C-comédulo do Exemplo 2.1.16. Se G é fiel e pleno, entao ¢ é isomor-

fismo natural e para o C-comédulo C temos
(c:C° @5 A5,
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dado por (¢(c ®p a) = ca. Considere a aplicagao
fiA—=Cof

definida por

Vejamos que f é um isomorfismo de (A, B)-bimédulos. Primeiramente é bem defi-
nido:
Ac(f(a)) = Ac(ax)

= alc(x)

=ar Xa T

= (ar) @ x

= fla) ®a z,
assim f(a) € C®C, para todo a € A. Agora como f é A-linear & esquerda, basta

verificar a B-linearidade a direita:

fla-b) = f(ai(b))
= (ai(b))x
= a(i(b)x)
= a(xi(b))

= axb

= f(a)b,

para todos a € A e b € B. Construimos uma inversa para f, a partir do morfismo

de (A, B)-bimédulos e¢, mais especificamente, considere
— . pcoC
e C — A

a restricao de e¢ em C°¢. Por um lado, temos

(Ec o f)(a) =2c(f(a))
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Por outro lado, se ¢ € C°¢ entdao Ac(c) = c @4 x, logo

(f o &c)(c) = f(Ee(c))

Para concluir a tese, observamos que f®ply : AQpA — C°°®pA é um isomorfismo
de A-bimddulos, visto que f e I4 sao isomorfismos. Além disso, can se fatora pelos

isomorfismos de A-bimoédulos (¢ e f ®p [4. De fato,

(Ceo (f®pIa))(d @pa)=Ce(f(d) @pa)
= f(d)a

= can(d’ ®p a),

portanto can é isomorfismo, como queriamos.

]

Definigao 3.1.3. Sejam (C,z) um A-coanel com grouplike e A°°C o subanel de coinvari-
antes. Dizemos que (C,z) ¢ um coanel de Galois se o morfismo candnico de coanéis

can: D = A®geoc A — C, dado por can(a’ ® geoc a) = d'za, € um isomorfismo.

Sejam ¢ : B — A um morfismo de anéis e (C,x) um A-coanel com grouplike tal
que x € G(C)®B, portanto i se fatora por A°C. Tome D = A ®p A o coanel de Sweedler
associado ao morfismo i e também D’ = A® 4eoc A 0 coanel associado & inclusdao A®C¢ — A.
Note que, temos uma aplica¢ao bem definida 7' : D — D', dada por T'(d'®pa) = a'® geoca,
mais ainda, 7" é um morfismo de A-coanéis. Assim é possivel “estender” a aplicacao

canonica de C, isto é, consideramos a composicao dos morfismos de A-coanéis can e T
can =cano T :D — C,

definida por can(a’ ® g a) = a’'za para todo a’ ®pa € A®p A. Nessas condigoes é possivel
definir um funtor entre as categorias MP e MC. Com efeito, seja I' : MP — MC o funtor
definido nos objetos (V, py) € MP por

F(V7 pV) = (V> ﬁ;)a

com py = (Iy ®4 can) o py e nos morfismos de forma trivial. Vejamos que I' é bem

definido, em outros termos, que py define uma estrutura de C-comdédulo a direita em V.
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Para a coassociatividade, considere o diagrama de A-moddulos a direita

1% PV s V@D

@ Iy ®4 can

1% v s V@,C

PV @ v @ pv @4 Ic @ pv ®a Ip

V®AC m V®AC®AC

Iy ®4 can Iy ®4 can ®4 an

2 ~

V@AD )V@AD(X)AD

Iv ®4 Ap

Por hipétese (V, py) € MP, logo o quadrado externo comuta. Para concluir a
coassociatividade de (V,py) € MC, isto é, a comutatividade de (5), é necessério que os
demais diagramas também comutem. A comutatividade de (1) e (4) segue diretamente da

definigao de py. Em (2), temos

(Iy ®acan) o py) @4 Ic) o (Iy ®4 can)

(pv ®a Ic) o (Iy ®4 can) = (
= (Iy ®acan®4 I¢) o (py @4 Ic) o (Iy @4 can)
= (
= (

Iy ®Ac/a\n XA Ic) o (pv XA c/a\n)

Iy ®AC/3\H XA c/a\n) o (pv XA [D)

e (3) é consequéncia de can ser morfismo de coanéis.

Agora para a propriedade da counidade de py considere o diagrama

83



AN

pv v

Vsl —— Vs A
IV Ec

Ka
/Wzm @

V®aD > Vo4 A

Iy ®aep

Por hipétese o triangulo externo é comutativo, logo para (6) também ser, basta
verificar a comutatividade de (7) e (8). Novamente, (8) é apenas a definicao de py. Agora

em (7) temos,
(Iv ®aec)o(Iy ®acan) = Iy ®4 (e¢ 0 can) = Iy ®4 ep,

em que a ultima igualdade segue de can ser morfismo de A-coanéis.

Observacao 3.1.4. Perceba que o funtor de comparacio F = — @ A : Mp — MC se

fatora por I'. Com efeito, vejamos que
F=ToK.

Primeiramente, observemos que nessa situacao existem dois A-coanéis distintos envolvi-
dos: (C,z) e (D,14 ®p 14). Denote as estruturas de C e D comodulo em A, induzidas
pelos grouplikes x e 14 ®p 14, respectivamente por (A, ps) € MC e (A,04) € MP. Dado
(M, pr) € Mp, temos

F(M) = (M ®p A, Iy @p pa) € ME,

por outro lado
T(K(M))=(M®g A, Iy Qpos) € MC,

em que IM/®B\JA = (Ipygpa @4 Can) o (Iy @p 04). Agora, as duas estruturas de C-
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comddulo em M ®p A coincidem, pois dado m @pa € M Qp A, temos

—

(Inf @p 0a)(m @pa) = (Ingya @acan)((Iy @p 0a)(m @p a))
= (Imgpa ®a can)(m @p oa(a))
= (Imgpa ®acan)(m @p 14 ®p a)
=m®pcan(la ®p a)
=mp ra

= (In ®p pa)(m ®p a).

Proposigao 3.1.5. Sejam (C,x) um A-coanel com grouplike ¢ B = A®C. Se (C,z) ¢
coanel de Galois, entdo T : MP — MC é um isomorfismo de categorias. Em especial, o

funtor R (respectivamente K ) € fiel e pleno se, e somente se, o funtor G (respectivamente

F) o for.

Demonstragao. Por hipdtese (C,x) é A-coanel de Galois, logo can : D — C é isomorfismo.
Agora como o anel B coincide com A%, temos que o funtor I' : MP — MC ¢ definido

nos objetos (V, oy) € MP simplesmente por
['(V,oy) = (V,(ly ®4 can) ooy).
De forma analoga podemos definir um funtor inverso © : M¢ — MP por
OV, pv) = (V. (Iy ®a can™) o py),
para todo (V, py) € MC. E facil ver que © é bem definido e satisfaz
['oc®@ =1y e Ool' =1y,

portanto I' é um isomorfismo de categorias. Também, nessas condigoes temos que K é
fiel e pleno se, e somente se, F o ¢, pois I'o K = F' como vimos na Observacao 3.1.4. Por
) ) )
fim, note que se I' é um isomorfismo de categorias, entao preserva coinvariantes. De fato
b b )
dado (V,oy) € MP e v € VP temos que
)

(]V XA can)(av(v)) = (IV XA can)(v XA lA Xp 1,4) =vR®» xZ,

entdo v € V°C e como as categorias M¢ e MP sdo isomorfas, segue que VP = /€,
Por fim, basta observar que a counidade das adjungoes (F,G) e (K, R) coincidem, isto é,
para todo (V,oy) € MP temos

SV:CVZVCOD®BA—>V,
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deste modo ey ¢ bijetor se, e somente se, (y o for, ou ainda, pela Proposicao B.9 temos

que R é fiel e pleno se, e somente se, G também é. m

3.2 Teoria de Morita para coanéis

Ao longo dos préximos resultados desenvolvemos as ferramentas necessarias para
construir um contexto de Morita entre o anel dos coinvariantes B = A“C de um A-coanel
(C,x) e o seu dual a esquerda *C. A partir desses resultados e dos tépicos abordados
anteriormente, apresentamos um teorema de equivaléncias para a estrutura de Galois em
um A-coanel C.

De inicio, observamos que a estrutura de Galois em um coanel (C,z) pode ser

descrita em termos da aplicagao dual de can, isto é, *can : *C — *D.

Proposicao 3.2.1. Se (C,x) € um A-coanel de Galois, entao *can é um isomorfismo
de anéis. A reciproca € vdlida se C e A sao mddulos a esquerda projetivos e finitamente

gerados sobre A e B, respectivamente.

Demonstragao. Se (C,x) é coanel de Galois, entdo can é um isomorfismo de A-coanéis.
Assim, como funtores preservam isomorfismo, temos que *can = 4 Hom(can, A) também é
isomorfismo (ver (2.15)) .

Reciprocamente, suponha C um A-moédulo a esquerda projetivo e finitamente ge-
rado, A um B-mddulo a esquerda projetivo e finitamente gerado e *can um isomorfismo.
Em particular temos que D = A ®p A é projetivo e finitamente gerado a esquerda sobre
A. De fato, seja {(a;,&) | a; € A& A — B,1 < i < n} uma base dual para A como
B-moédulo a esquerda. Afirmamos que o conjunto formado pelos elementos 14 ®p a; e
pelos morfismos

Vi A®p A — A,

dados por (¢’ ®p a) = a’§;(a), é uma base dual finita para D = A®p A como A-mddulo
a esquerda. E evidente que os morfismos 7; s@o bem definidos e A-lineares a esquerda,

uma vez que
Yi=mao(Ia®pi)o(ly®p&).
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Também temos

d @pa=d Qg Z&(G)Gi
i1
= Z a'éi(a) ®p a;
i—1
= d&(a)(1a@p a;)
i—1

= Z%‘(al ®pa)(la ®p a;),
i=1
como queriamos. Agora pelo Lema 1.2.16, temos isomorfismos de A-médulos a esquerda

eve : C — (*C)”

evp: D — ("D)".

Assim, temos um diagrama comutativo de A-mdédulos a esquerda

D
(

can
5

tal que, se *can é isomorfismo entao (*can)* também o é, o que garante can isomorfismo. [

Os lemas subsequentes descrevem a construcao de um contexto de Morita entre os

anéis B = A%C ¢ *C. Primeiramente definimos os bimédulos desse contexto.

Lema 3.2.2. O anel A é um (B, *C)-bimddulo com a¢ioes
bra=ba e a<f= f(xa),

para todos a € A, be B e f € *C.

Demonstracao. A estrutura de B-mddulo a esquerda em A é meramente a multiplicacao

do anel, bem como as acoes claramente comutam. Por completude vejamos que a agao a
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direita é associativa e unital. Dados a € A e f, g € *C temos

a<ec = ec(za)

]

Lema 3.2.3. O subgrupo abeliano Q = {q € *C | cqayq(c2)) = q(c)x, ¥V c € C} de *C é um

(C*, B)-bimddulo com as agoes

(frq)(c)=(feq)(c)

(g«b)(c) = q(c)b,

para todos f € *C,be B eceC.

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que as a agoes sao bem definidas. Sejam f € *C,
ge,beBecel(:

cay(fra)ee) = ca)(f o q)(ce)
= cyale flew))
D (e flee)wallecm flew)e)
= q(cqyflce))z
= (foq)(c)z
= (f>)(0)a,

logo f»q € Q. Em (1) usamos o fato que A(cq)f(c@)) = ca) ®@a ) f(cs)). Agora para
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a acao a direita temos,

e (a(c@)b)
(cyalee))b

q(c)zb
2 (c)ba
(g <b)(e)z,

logo ¢ «b € @, como queriamos. A igualdade (2) é justificada por b pertencer ao anel dos

cy(q«b)(c)

coinvariantes B = A°C. Por fim, a acdo & esquerda provém da multiplicacdo do anel *C,
assim € associativa e unital. Ja para a agao a direita, é facil ver que satisfaz as mesmas

propriedades, além de comutarem entre si. O

Observacao 3.2.4. Por definicao os elementos do bimodulo ) sao morfismos A-lineares
a esquerda q : C — A, satisfazendo cqyq(c)) = q(c)x, para todo c € C. Essa propriedade
nos permite concluir que a imagem Im(q) de um morfismo q € Q possui interse¢ao com

o anel dos coinvariantes A°°C. Mais especificamente,
q(za) € A©C
para todo a € A. De fato, por um lado temos
Ac(ra) = x @4 za.

Portanto

rq(za) = (za)qyq((za)e)) = q(za)x.

A proposigao a seguir (veja [10, Proposition 4.6.10]) nos permite descrever o
bimédulo  do Lema 3.2.3 apenas em termos de elementos de *C, esse resultado nos

serd util futuramente.

Proposicao 3.2.5. Considere os conjuntos

Q={q€C|cmylee) =qlc)r, Vecel}

Q ={qeClqef=qex(f(zx)),V fe"C}

em que x : A — *C € o morfismo de anéis x(a)(c) = ec(c)a definido em (2.16). Temos

Q C Q' e seC é projetivo e finitamente gerado como A-mddulo a esquerda, entdo QQ = Q'.
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Demonstragdo. Seja q € Q, logo c1yq(c2)) = g(c)x, para todo ¢ € C. Assim temos,

(g f)(c)=f
f
q

(cya(ee))
(g(c)z)
() f(z)
= (g x(f(2)))(c),

em que a tltima igualdade segue da Observacao 2.2.7, logo ¢ € ()'. Agora suponha que C é
projetivo e finitamente gerado como A-médulo & esquerda, e tome {(¢;,&) |i=1,...,n}

uma base dual. Se ¢ € )/, entao temos

cayq(ce) Zfz cayq(e

n

=Y (ge&)(0)c

i=1
n

= (aex(&@))O)x

=>4 (e

i=1
n
= Z &ila(c)z)e;
i=1
= q(c)z,
o que implica g € ) e portanto Q = '. O
Resta definir as aplicagoes que constituem o contexto de Morita:

Lema 3.2.6. A aplicacio 7 : A @« Q — B, dada por

7(a ®+c q) = q(za)
¢ um morfismo bem definido de B-bimaodulos.

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que 7 é um morfismo de grupos abelianos bem
definido. Considere a aplicagao 7" : A x QQ — B, dada por 7/(a,q) = q(za), para todos

(a,q) € Ax Q. E facil ver que essa aplicacao ¢ linear em cada entrada, resta ver que é

90



*C-balanceada. Dados (a,q) € A x Q e f € *C, temos

Assim, pela propriedade universal do produto tensorial A ®-¢ @), a aplicacao 7 dada por
7(a @« q) = q(ra) é um morfismo bem definido de grupos abelianos. Resta verificar a

B-linearidade a esquerda, uma vez que 7 é claramente B-linear a direita.

7(b>a @+ q) = q(z(b>a))
= q(z(ba))
= q((zb)a)
= q((bx)a)
= bq(za)
= b7(a ®+c q)

Lema 3.2.7. A aplicagao pn: Q @ A — *C, dada por

(g @p a) = qex(a)
é um morfismo bem definido de *C-bimddulos.

Demonstragao. De forma andloga ao lema anterior mostra-se, via a propriedade universal
do produto tensorial Q ®p A e do fato (q e x(ba))(c) = ((¢«b) @ x(a))(c) = q(c)ba, a
boa definicao do morfismo p. Agora para a *C-linearidade de p, observemos que a agao a

esquerda de *C em @ (») coincide com a multiplicagdo em *C, logo estd resolvido. Por
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outro lado, para a acao a direita, temos

ulg®pa<f)(c) = plg®s f(za))(c)
= (g x(f(xa)))(c)
= Xx(f(za))(cayq(c)))
2 X(f(wa))(g(e)z)
= ec(q(c)z) f(za)

como queriamos. As igualdades indicadas com (x) sinalizam o uso da definicao de ¢

pertencer ao bimoédulo Q. ]
Finalmente, os lemas anteriores convergem no seguinte teorema.

Teorema 3.2.8. Sejam (C,z) um A-coanel com grouplike, B = A®C o anel dos coinvari-
antes, *C o dual a esquerda de C, A o (B,*C)-bimédulo do Lema 3.2.2,
Q = {q € *C | cayalce) = qlc)x, ¥ c € C} o (*C, B)-bimdédulo do Lema 3.2.3 e as
aplicacoes T : AR« Q — B epu: Qg A — *C, dos Lemas 3.2.6 e 3.2.7. Entao a
sézxtupla (B,*C, A,Q, T, 1), define um contexto de Morita.

Demonstracao. Pelos lemas anteriores, resta verificar a comutatividade dos diagramas

abaixo
Io®pT
QepA®cQ ——"— Q®p B
JUREY IQ <
C @ Q S > Q
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Iy ®-

TR 1A 4

B@BA s A

>

Sejam a,a’ € A, q,¢ € Q e ¢ € C. Para o primeiro diagrama temos

(Io(q) «47(a ®-c ¢))(c) = (g ¢ (za))(c)
q(c)q (wa)
(

"(q(c)za)

/

q'(

q'(cyq(ce))a)
q (cyee(a(c)r)a)
q'(cayx(a)(c@)q

q (¢ )

/

/

(e
= q¢'(cay(q o x(a))(ce ))
= (qex(a)eq)(c)
= (u(g ®pa)eq)(c)
= (u(g®@p a)» Io(q))(c)

e para o segundo,
Ia(a) ap(g®pa’) =a<(qgex

\
=
~
\_/
A
/\

8

<
~ —
~—

€c(xq(xa))a
= q(za)a’
= q(za) > d’
= 7(a @« q) > 1a(d).
[

Esse contexto serd designado como o contexto candnico associado ao coanel (C, z).
Um primeiro e importante exemplo do contexto apresentado acima é referente ao A-coanel

de Sweedler associado ao morfismo de anéis 7 : B — A:

Proposicao 3.2.9. Seja i : B — A um morfismo de anéis, e assuma que i € puro como
morfismo de B-mddulos a esquerda. FEntao o contexto de Morita associado ao coanel

(D,14 ®p 14) € o contexto canénico associado a A como B-mddulo a esquerda (veja o
Exemplo 1.5.3).
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Demonstracao. Prosseguiremos mostrando uma equivaléncia entre o contexto de Morita
canonico associado ao A-coanel (D,14 ®p 14), isto é (B,*D, A, Q, T, 1), e o contexto
associado a A como B-médulo a esquerda: (B, g End(A)°?, A, g Hom(A, B), ¢,v). Em
outros termos, veremos que os anéis, bimédulos e aplicacoes dos contextos coincidem, a
menos de isomorfismo.

Por hipotese ¢ : B — A é puro como morfismo de B-médulos a esquerda, e clara-
mente se fatora pelo anel de coinvariantes AP = {a € A | 1x®pa = a®p 14}, visto que
A é B-bimdédulo com agoes induzidas por i. Nessas condig¢oes a Proposicao 2.4.7 garante
que o funtor K é fiel e pleno, logo pela Proposi¢ao 3.1.2 (i) temos um isomorfismo de
anéis B = A«P,

Relembramos que as aplicacoes « e 3, definidas no Lema 2.2.5
a:*D — gEnd(A)®, [:pEnd(A)® — *D

e descritas por

a(f)(a) = f(la®pa), B(s)(a' ®pa)=ad's(a),

para todos f € *D,a € A, s € End(A)°? e d’ ®pa € A®p A, descrevem um isomorfismo
de anéis

D= 4Hom(A®p A, A) = g End(A).
Vejamos que « e [ induzem um isomorfismo @) = g Hom(A, B). Por definicao,
Q@ ={q€ D | dnq(dz) = q(d)(1a ®5 14), ¥V d € D},
ou ainda,

Q={qeD| (d®p1a)q(la®pa)=q(d ®za)(las®@pla), Va @paecD}
={q€"D|d®pq(la®pa)=q(d ®pa)®pla, Vd ®pacD}.

Assim, tomando 14 ®p a € D, temos
1a®pq(ly®@pa)=q(la®@pa)Rp 1,4

ou melhor,

La®@p a(g)(a) = a(g)(a) @p 1a,

logo a(q)(a) € B, para todo a € A e portanto a(q) € pHom(A, B). Por outro lado,
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supondo f € pHom(A, B) e d/,a € A, temos

a'> (14 @p f(a)) = a'>(f(a) ®p 14)
& d ®p fla)=d f(a) ®p 14
& d @p(f)(1a®@pa) =B(f)(d ®pa)@p1a
& (d@pla)aB(f)1la®pa) = B(f)(d @pa)>(1a @5 14),

portanto 5(f) € @, o que conclui o isomorfismo.

Por fim, vejamos que as aplicagoes 7: AR:«pQ — Bepu:Q®pA— *D dadas por
rla®pq) =a(la@pa) e plg@pa)d @pa’) 2 dg(ly@paa,

para todos a € A e ¢ € Q ((x) veja a Observagao 2.2.7), correspondem, respectivamente,

as seguintes aplicagoes do Exemplo 1.5.3:
¢: A®gs pHom(A,B) - B e 9: gHom(A,B)®@p A — S
com S = p End(A)°P, descritas por
pla®s f) = fla) e Y(f@pa)(d)=f(d)>a

para todos a,a’ € Ae f € gHom(A, B). Mais precisamente, iremos verificar as seguintes
igualdades entre operadores:

T=po(lyR®sa)

p=poo(a®gl).

Dados a,d’,a” € Ae g € (), temos

(po(la®sa))(a®pq)=pla®salg))
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(Boto(a®pla))lq®pa)d ®pa”)=pFo(a®pla)(q@pa))(d @pa”)
= a')((a®p 14)(q @5 a))(a”)
= a'P(alq) ®p a)(d”)
= d'a(q)(a")a
=d'q(1y®pd")a
= p(g®pa)(d ®pad"),
como queriamos. O

Observagao 3.2.10. Pela Proposicio 3.2.1, se (C,z) é um A-coanel de Galois entao

*can : *C — *D ¢ isomorfismo de anéis. Em particular, também temos um isomorfismo
de anéis A°C =2 A°P ¢ portanto o contexto de Morita candnico associado a C € isomorfo

ao contexto canonico associado a D, o qual descrevemos na proposicao acima.

Segundo Paques [20], a teoria cldssica desenvolvida por Evariste Galois pode ser

sintetizada em dois teoremas:

e um teorema de caracterizacao, que lista uma série de condicoes equivalentes que

caracterizam a nocao de extensao de Galois; e

e um teorema de correspondéncia, que expoe uma bijecao entre os subcorpos de uma

extensao de corpos E/F e o conjunto de todos os subgrupos do grupo Gal(E/F).

O proximo teorema, resultado principal desse capitulo, é uma generalizagao do te-
orema de caracterizagao para extensoes de Galois, agora no ambito da teoria de coanéis.
Como veremos, nele sao descritas caracterizacoes equivalentes para a estrutura de Ga-
lois em um coanel. Neste trabalho estudaremos com detalhes algumas das interpretagoes
mais importantes deste resultado em contextos especificos, incluindo o de extensoes de
Hopf-Galois fielmente k-planas; essas interpretacoes unificam resultados aparentemente
distintos em diferentes teorias de Galois e sao o tema do proximo capitulo. Uma demons-

tracao deste teorema encontra-se em [8, Theorem 4.7].

Teorema 3.2.11. Seja (C,x) um A-coanel com grouplike fizado e assuma que C é um

A-progerador. Sejam também B’ um subanel de B = A€ e
an’: D' =A@y A—=C

o morfismo de coanéis dado por
can’(d’ ®pr a) = d'za.

Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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1) (a) can’ : D' = A®p A — C € um isomorfismo de A-coanéis;

(b) A € fielmente plano como B'-mddulo a esquerda.

2) (a) *can’ : *C — *D" é um isomorfismo de anéis;

(b) A é um B'-progerador a esquerda.

3) (a) B=DB;
(b) o contexto de Morita (B,*C, A,Q, T, 1) € estrito.

4) (a) B=DB';
(b) o par de funtores (F = —®@p A, G = (—=)°C) é uma equivaléncia entre a categoria

de B-modulos a direita e a categoria de C-comddulos a direita.
Fazemos alguns apontamentos acerca da interpretacao desse resultado.

Observacgao 3.2.12. Os itens 1) e 2) possuem, em geral, verificagdo mais pratica e con-
ferem caracterizagoes relevantes para o coanel C e seu dual a esquerda *C. Jd os itens
3) e 4) fornecem informacoes mais profundas acerca dos objetos envolvidos no estudo
do coanel C, mais claramente, o contexto de Morita estrito presente em 3) implica na
equivaléncia entre as categorias de modulos sobre B e *C, dada (para mddulos a direita)
pelo funtor U = — ®p A, induzido pelo *C-progerador A. Jd o item 4) garante uma
equivaléncia entre as categorias Mg e MC, dada pelo par adjunto (F,G). Recordamos o
funtor T : M€ — M.¢ descrito na Observagdio 2.2.8 e o fato que se o coanel C € pro-
jetivo e finitamente gerado como A-mddulo a esquerda, entao T € um tsomorfismo de
categorias. Nas condicoes do Teorema 3.2.11, supomos C um A-progerador a esquerda,
em particular projetivo e finitamente gerado sobre A, portanto temos um diagrama comu-

tativo de funtores:

Q-
<
aQ

U:—®BA T-1

M

Com efeito, U € definido em M € Mpg por U(M) = M ®p A, com a *C-a¢ao a direita
induzida por A (veja o Lema 3.2.2), isto é,

(m®pa)-f=m®p f(zra),

para todos m @pa € M ®pg A e f € *C. Por outro lado, (T o F)(M) = M ®p A, com
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*C-ac¢ao a direita dada por

(m®pa)- f=(m®pa)gf((mepa)y)
= (m ®p 14)f(za)
=m®pg f(xa)

e as agoes coincidem.
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Capitulo 4

EXTENSOES DE HOPF-GALOIS
VIA COANEIS

Nesse ultimo capitulo desenvolvemos a teoria de Galois apresentada no Capitulo 3,
para o caso do coanel associado a uma extensao de Hopf-Galois, ou ainda, exploramos um
caso mais abrangente: as extensoes de Galois de coalgebras. Por fim, fazemos um paralelo
entre a teoria de Galois para coanéis desenvolvida até aqui com duas outras teorias de
extensao: em anéis nao comutativos e no caso de Hopf-Galois. As principais referéncias
para esse capitulo sao [5], [6], [7], [8], [10] e [20].

4.1 Coanel associado a uma estrutura entrelacada

Nesta secao exploramos um caso particular de coanel, proveniente de uma estrutura

entrelacada entre uma algebra e uma coalgebra, cuja definigao encontra-se abaixo.

Defini¢ao 4.1.1. Sejam k um anel comutativo, A = (A, m,u) uma k-dlgebra e C' =
(C, A, e) uma k-codlgebra. Uma estrutura entrelagada consiste numa tripla (A, C, 1),

com Y : C®A— A® C um morfismo de k-mddulos satisfazendo o sequinte diagrama
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comutativo

CRARA CRC®A
Ic®@m A® Iy
1 I
V@I CoA c®Y
IC@V' QIA
ARC® A (0 A CRARC
U®N A@a
Iy @ A0 YR Io
%@)IC m
ARARC ARC®C
1sto €, sao vdlidas as igualdades de operadores
Yo(le®@m)=(m®Ic)o(Ia®v)o (@ 1), (4.1)
wo (Ic®u) = U®]C, (42)
(Y@lIc)o(Ie®@Y)o(A®I4) = (Ia®A)oy, (4.3)
e@Ip=(Ia®e¢) o). (4.4)

Adotamos a seguinte notagao (alpha notation) para elementos no contradominio
de ¢: dado c ® a € C' ® A escrevemos

P(c®a) = ap @ A

com o somatorio subentendido e a(y), cl® elementos em A e C, respectivamente. Observe
que os indices sao letras gregas, adornadas de parénteses e empregadas alfabeticamente.
Com essa notacao as equagoes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), avaliadas em elementos

a,b € Aece (), se reescrevem como

(ab)(q) ® A = a)b @ C(aﬁ), (4.5)

(1) @Y =11®¢, (4.6)

a(0) @ V1) @ !V (5) = agag) @ cy'? @ eV, (4.7)
e(c)ag = £(c)a. (4.8)

Seja (A, C, 1) uma estrutura entrelagada e considere o k-médulo C = A ® C.
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Podemos munir C com uma estrutura de A-bimdédulo, dada por
Ve (a®c)ab=babg @,

para todos a® c € C e b,/ € A. Com efeito, a estrutura de A-mddulo a esquerda em C é

trivial, agora para a estrutura de A-médulo a direita, dados b, ' € A, temos

((a®c)<b)ab) = (abgy @ ) <l

= ab, )b/( 8 @ cled)
(0 oy @
= (a®c)<(bb)

(a®c)ala = a(la)@m @ @

(4—)a1A ®c

=a®c.

Também observamos que as agoes claramente comutam. Agora pelo isomorfismo de k-
médulos AR C®s AR C=A®C®C, consideramos as aplicagoes k-lineares

Ae=1,0A:ARC > AxRC®C,

=14, R ARC > ARLk=A

definidas por
Acla®c)=a®cay®@cpe e ec(a®c)=ce(c)a.

Proposicao 4.1.2. A tripla C = (A ® C,Ac,ec) descrita acima define um A-coanel,

denominado como o coanel associado a estrutura entrelagada (A, C, ).

Demonstracao. Como vimos anteriormente, C = A ® C' é um A-bimédulo com as acoes
Ve (a®c)<ab=babg @,
para todos a® c € C e b, b’ € A. Vejamos que A¢ e e¢ sao morfismos de A-bimédulos.

Ac(V > (a®c)ab) = Ac(Vabgy @ )
= b’ab(a) X A(C(a )
= b'ab(a) ® C(a)(l) ® C(a)(z).
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Por outro lado,

Vi Acla®c)<ab=0br(a®cay®@ala®cpe)<b

(a

=btre(a®c ®A(1A®C()) b)
= b (a®cq b()®0<>( )
=1/ (0 ® > @ ® @)
= V' > (abas W) ® c2))
=V (a>( ca )( )®C(2)(a)))
= barv (bug ® )®c()(a))
Dvar (b >®C( ‘@)

= b/ab ®C )(1) @ @ )( 2),
como queriamos. De forma anéloga, para ¢ temos

ec(t > (a®c)ab) = ec(Vabpy @ )
= Vabg,) ® (V)
>~ b as ()b
(g)b’ae(c)b
=Vrec(a®c)<b.

Por fim, observamos que A¢ é coassociativo, visto que A o é, bem como e¢ é

counital, em virtude de € também ser. O

A construcao de um coanel associado a uma estrutura entrelacada, como descrita
acima, engloba diversos exemplos, em especial os Exemplos 2.1.6, 2.1.7 e 2.1.8 podem ser
vistos como casos particulares. Indicamos brevemente a conexao entre essas construgoes
(veja [8, Example 1.6]):

Exemplo 4.1.3. (i) (Ezemplo 2.1.6) Seja C = (®gecAvy, Ac,ec) 0 A-coanel associado
a um grupo finito G. Considere a codlgebra C = (kG)* = @yeckvy e {p, | g € G} o
conjunto de projecoes canonicas nas componentes de G. E'fcicil ver que A C =C

como k-maodulos, entao basta definir a aplicacao k-linear ¢ : C ® A — A® C por

Y(py ® a) = g(a) ® vg.

Mostra-se que a tripla (A, C,v) define uma estrutura entrelagada, além disso, que

o A-coanel associado € isomorfo a C.

(it) (Exemplo 2.1.7) Temos C = (ByecAvy, Ac,ec) 0 A-coanel associado a um grupo
arbitrdario G. Tome a codlgebra C' = kG = ®g4eckv, € a aplicagaop : CRA — ARC
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como

P(vy ®a) = Z ap @ Vgh,

heG

em que a = ;.

(i1i) (Exemplo 2.1.8) Para o A-coanel C = (A® H, Ac,ec) associado a uma bidlgebra H e
uma H-comddulo dlgebra a direita (A, pa), basta tomar C = H et : CQA — ARC
como

P(h ® a) = ag @ hap.

4.2 Extensoes de Galois de coalgebras

Nesta secao, apresentamos as extensoes de Galois de coalgebras, que generalizam
as extensoes de Hopf-Galois, como também exploramos a conexao desse conceito com a

teoria de coanéis de Galois.

Definicao 4.2.1. Sejam ¢ : B — A um morfismo de k-dlgebras e C' uma k-codlgebra.

Entao A € dita uma C'-extensao de Galois de B se:
(i) A € C-comddulo a direita com py: A — A® C, dado por pa(a) = ajp) ® ap;.
ii) O morfismo can : A®p A - A® C dado por can(d’ ®p a) = d'ajg ® apy € bijetor.
[0] (1]

(iii) B ={a € Al pala) = apa(la)}.

Observacao 4.2.2. O conceito de extensao de Galois de codlgebras foi introduzido por T.
Brzezinski e P. Hajac em [6], por um lado como uma generalizagcdo natural de extensoes
de Hopf-Galois e por outro como uma ferramenta no contexto da teoria de calibre para

espagos homogéneos quanticos, como as esferas de Podles quanticas.

Um exemplo concreto para o conceito de extensao de Galois de codlgebras, diz
respeito a uma construcao associada a subdlgebra coideal de uma algebra de Hopf, como
descrito em [7, Segao 34.2].

As extensoes de Galois de algebras estao em “bijecao” com coanéis de Galois,

advindos de estruturas entrelacadas, isto é

Proposicao 4.2.3. Sejam i : B — A um morfismo de k-dlgebras e C' uma k-codlgebra.

Entao A ¢ C-extensao de Galois de B se, e somente se, existe uma estrutura entrelagada
(A, C ) ex € G(A® C) tais que A°4®C = B ¢ (A® C,x) € coanel de Galois.

Demonstra¢ao. Suponha que (A, C,v) é uma estrutura entrelacada e que existe = €
G(A®C) tal que A°4®¢ = B e (A® C, 1) é coanel de Galois. Entao fixando o grouplike

x, A possui uma estrutura de comodulo sobre o coanel A ® C', a dizer

pAA—)A®AA®CgA®C,
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dada por pa(a) = xa. Portanto o par (A, ps) é um comédulo a direita sobre a codlgebra
C, visto que equagoes (1.7) e (1.8) da estrutura de comédulo sobre C' equivalem, por meio
do isomorfismo em questao, as equagoes (2.13) e (2.14), respectivamente.

Para concluir que a aplicacao can : A @ A - A ® C dada por can(d ®p a) =
a’'ag @ apy € bijetora, basta notar que ela coincide com a aplicacao canonica do coanel de
Galois (A ® C, z), isto é

can(a’ ®@p a) = d'ajg @ ap
= d'pala)

=d'za.

Por fim, é imediato que

B = ACOA@C’
={a€ A| ra=azx}
={a € A pala) =apa(la)}.

Reciprocamente, suponha que A é uma C-extensao de Galois de B. Como a
aplicacao canonica can : A ®g A — A® C' é bijetora, o A-coanel D = A ®p A induz uma
estrutura de A-coanel em C = A ® C. Primeiramente, A ® C' é A-bimédulo com acoes
dadas por

Ve(a®c)=ba®c e (a®c)<ab=can(can(a ® c)b),

para todos a @ c € A® C e b,/ € A. Com efeito, a agao a esquerda é trivial. Vejamos

que acao a direita é associativa e unital. Dados a ® c € A® C e b, b € A, temos

((a®c)<b)<b = (can(can™(a @ c)b)) < b/
= can(can™(can(can™(a ® c)b))t)
= can(can™'(a ® c)bb)
= (a®c)<(b)

(a®c)<ly = can(can(a ® c)ly)
=a®ec.

O coproduto e counidade do A-coanel D induzem em C os seguintes morfismos de
A-bimdédulos
A¢ = (can®4can) o Apocan’ : ARC - ARC @, A C

cc=epocant: A®C — A.
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Vejamos que C = (C,A¢,ec¢) é de fato um A-coanel, associado a uma estrutura
) q y ey EC )
entrelacada. Para isso serd util outra descricao para as aplicacoes A¢ e e¢: como can é

bijetora, dado a ® ¢ € A ® C, existem a;,b; € A comi=1,...,n, tais que
can(z a; ®p b)) = a®c,
i=1

assim
Ac(a®c) = ((can®4can) o Apocan)(a® c)

= ((can® can) o Ap)(can™(a ® ¢))

n

= (can®4 can)(AD(Z a; @p b))

i=1
n

= (can®4 Can)(Z(ai ®pla) ®a (14 ®p b))

i=1

= ann(ai ®pla)®@acan(ly @pb;)
=1

= Zai(lA)[O] ® (La)py ®a La(bi)i @ (b:)py
i_1

n

= (ai(1a)0) @ (La)p)) < (bi)jo) @a 1a @ (bi)py

i=1

= can(can™ (a;(1a) g ® (1a)n) (b)) ©a 1a @ (bi)py

i=1

= ann(ai can'l((lA)[o] & (1A)[1})(bi)[0}) Ralg® (bi)[l]

= can(a;(1a @p 1) (b)) ®a 14 @ (bi)y

i=1

= can(a; @p (b)) @4 1a @ (b))
=1

n

=Y ai(bi)) © (bi)py ®a1a® (bi)py
=1

= Z a;i(bi)j) ® (b)) ®a 1a @ (b))

=1
=a®ca) ®ala®cp),

logo, por meio do isomorfismo A ® C ®4 A ® C 2 A® C ® C, podemos identificar
Ac =14 ® A. De forma analoga,
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ec(a®c) = (epocan™)(a®c)

n

= é?D(Z a; ®p b;)

i=1

= E aib;
i=1
n

- Zai(bi)[O}f((bi)m)

i=1
= ae(c),
logo e¢ = I4 ® € e concluimos trivialmente a coassociatividade de A¢ e a propriedade da

counidade de e¢.

Por fim, tomando ¢ : C ® A -+ A ® C dada por
Y(c®a) = (1, ®c)<a = can(can (14 ® c)a),

a tripla (A, C,1) define uma estrutura entrelagada, associada ao A-coanel C = (A ®
C, Ac,ec). Por completude, vejamos que as equagoes (4.7) e (4.8) da estrutura entrelacada

entre A e C sao satisfeitas (para mais detalhes veja [7, Secao 32.6]). Em (4.7) temos,

(ad) (@) @ ™ = 1(c @ ad)
= (14 ®c) <(aa)
=((la®c)<a)<d)
= (age ® ) <d
= (> (14 ® ) ad
= Qo) > (a’(ﬂ) ® C(aﬁ))

= a(a)afg) @
e para (4.8),
(14)(a) ® 9 =Y(c®14)
=(la®c)aly
=1la®c¢,
como queriamos. O

Observagao 4.2.4. Perceba que, dado um elemento grouplike g da codlgebra C', temos

que x =14 ® g € € um elemento grouplike para o coanel C = A® C. Com efeito,

Ac(z) =140 A(g) =14RgRg=140gRA14Rg

106



5(3(:1:) =1y ®8(g) =14® 1, =14
Até o final da secdao fitamos C = (A® C,1® g) um A-coanel com grouplike.

O proximo lema serd til ao descrever o contexto de Morita associado ao coanel

descrito por uma estrutura entrelagada.

Lema 4.2.5. FExiste um isomorfismo de k-modulos
4 Hom(A ® C; A) = Hom(C, A).
Demonstracao. Basta tomar as aplicagoes
¢: 4sHom(A® C,A) — Hom(C, A)

dada por
o(f)(e) = fla®c),

para todos f € 4 Hom(A® C,A)ece C, e
6 : Hom(C,A) - 4 Hom(A® C, A)

dada por
0(h)(a ® c) = ah(c),

para todos h € Hom(C,A) e a ® ¢ € A® C. Verifica-se que ¢ e 0 sdo bem definidas,

k-lineares e mutuamente inversas. O]

Observe que o dual a esquerda de C, isto é, o anel *C = 4, Hom(A ® C, A), induz
pelo isomorfismo do lema acima uma estrutura natural de anel no k-médulo Hom(C, A),

isto é, definimos um produto
o : Hom(C, A) x Hom(C, A) — Hom(C, A)

por

fog=wo(0(f)eb(g)),
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cuja expressao em ¢ € C é dada por

=0(9)(1a® Ic ®4 0(f))(1a ® cay ®a 14 ® c(z)))
=0(9)(1a ® cy) < fle))

= 0(9)(f(c2) ) @ cy®)

= f(e@)@9lcy™),

para todos f,g € Hom(C, A) e c € C.

Lema 4.2.6. O k-mddulo Hom(C, A) munido do produto ¢ descrito acima é uma k-

dlgebra, cuja unidade é p(ec) = ec(la @ —).

Demonstragao. A associatividade e unidade seguem diretamente da estrutura de anel em
*C: dados f,g,h € Hom(C, A) e ¢ € C, temos

@) (@e(ec) (e ™)

)

= f(ce)@ec(la ® cy®)
)()
)

c@))@elcwy™)

II"k

c@)e(cy)
c@e(cq))

c),

logo ¢(ec) ¢ f = f. Analogamente prova-se que f o ¢(ec) = f. H

= = = ?’QAA

Observagao 4.2.7. Denotamos por #(C, A) a k-dlgebra Hom(C, A) munida do produto

¢ descrito acima.

Perceba que o Lema 4.2.5 garante um isomorfismo k-linear entre os k-moddulos
aHom(A ® C,;A) e #(C, A). Por outro lado, a estrutura de anel presente no segundo

modulo provém do primeiro, assim sendo podemos concluir que
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Lema 4.2.8. Ezxiste um isomorfismo de k-dlgebras
¢: aHom(A® C,A) - Hom(C, A)

descrito por

p(f)(c) = fla®@o),
para todos f € ,Hom(A® C,A) ece C.

A luz do isomorfismo acima podemos reescrever o morfismo de k-algebras
x:A—"C,

discutido na Secao 2.2, como
sendo definido por

para todos a € Aece C.

Reunindo os resultados discutidos nesta secao, estamos em condigoes de descrever
o contexto de Morita apresentado no Teorema 3.2.8, para o caso do A-coanel associado a
estrutura entrelagada (A, C,1), isto é,C = (A® C,z) em que z = 1 ® g, com g € C' um

elemento grouplike da coalgebra C"
(i) O anel dos coinvariantes é

B:AcoA(X)C
={be A | bx=uxb}
={beA|b®g=Dbn ®g"™}.

(ii) O dual & esquerda *C = 4 Hom(A ® C, A) é caracterizado via o isomorfismo do Lema
4.2.8 por *C = #(C, A).

(iii) O anel A é (B, #(C, A))-bimédulo com agoes
bra=ba e a<f= f(rva) = awf(g""),

para todos a € A, b€ Be f € #(C,A).

(iv) O (#(C, A), B)-bimédulo Q é descrito por

Q= {a e #(C, A) | q(c@)) @ ® 0(1)(0‘) =q(lc)®g, VceC},
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com agoes dadas por

(fra)(c) = fle)alcy™) e (gab)(c) = q(c)b,
para todos f € #(C,A),qe Q,be BeceC.

(v) A aplicagao 7 : A ®4(c.4) Q — B ¢ definida por
7(a®y (e ) = a@wa(g®)

para todo a ® 4 (c,4) ¢ € A @ 40,4y Q-

(vi) A aplicagao i : Q @p A — #(C, A) é definida por

filg ®p a)(c) = q(c)a,
visto que, para todos ¢ ®pa € Q R A e ¢ € C' temos

(gox(a))(c) = ¢

(
= q(c)@elcy@a
= (e () wa
= e(caalee)a
= q(elc)e)a
= q(c)a.

Finalmente, enunciamos

Coroldrio 4.2.9. A séxtupla (B, #(C, A), A, Q,7, i) define um contexto de Morita. Mais

ainda, € o contexto candnico associado ao A-coanel (A ®@ C,x).

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 3.2.8. O]

4.3 Extensoes de Hopf-Galois

Nesta secao descrevemos o contexto de Morita associado ao A-coanel
(A® H,14 ® 1) do Exemplo 2.1.8, bem como elucidamos como a teoria de coanéis
generaliza resultados de equivaléncia para o caso das extensoes de Hopf-Galois.

Ao longo da se¢ao considere H uma algebra de Hopf, A uma H-comoddulo algebra

a direita com py : A — A ® H e suponha que H é um k-progerador.

110



Como vimos na Proposicao 1.3.18, A é H*-mdédulo algebra a esquerda, ou ainda,

uma (H*)°P-médulo algebra a direita, com agao dada por
a<h® = <h*, a[1]>a[o],

para todos a € A e h* € (H*)P, em que (,) : H* x H — k denota a fung¢ao de avaliagao,
isto é, (h*, h) = h*(h) para h* € H* e h € H.
Nessas condigdes construimos o produto smash (H*)°P# A, em que a multiplica¢ao

entre dois elementos h*#a, g*#0b é dada por

(" #a)(g"#b) = h" *op 91y #(9(2y, ap)aob = 901y * W #(9()s appapb.  (4.9)

O lema a seguir fornece uma descricao til para o dual a esquerda do A-coanel
A®H.

Lema 4.3.1. Seja v : (H*)*#A — sHom(A® H, A) a composicao dos isomorfismos

k-lineares descritos nos Lemas 1.2.17 e 4.2.5, ou seja,

y(h*#a)(d @1) = (h* [)da
Entao v € um isomorfismo de k-dlgebras.
Demonstragcao. Basta mostrar que v é multiplicativa e preserva unidade.
V(W #a)(g"#b))(a' @ 1) = v(g{y * M #(9(ay, ap)agb) (a' @1)
= (g(1y * 1", 1)(9{2), apy)a’apd

= (900> L) (0" L)) (92> apy)a’ago)b
= (

= (

g?l ><9(2 a[1><h leo >aa[0]b
9J1)a1]>(h li2))d agb.

Por outro lado,

(v(h*#a) e y(g"#Db))(d' ®1)

Vg #b)((d' @ 1)) ay(h*#a)(1a @ z)))
7(g* #b)((a’®l ) < (h"lg))a)

V(g #b)((P", L)) a'ag) @ lnyap)

h* L) (9", l(l am>@ ajo)b

= {
= (9", lyap) (R, l2))d ab.

Por fim, vejamos que o morfismo v leva a unidade de (H*)°*# A na unidade de
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2 Hom(A® H, A).
Yeg#1a)(d @1) = (eg,l)a'14
= €H(l)a'
= €A®H<a, X l),

como queriamos. O
Denotando B = A®A4®H 4 aplicacdo canonica do coanel A @ H
can: ARp A — AQH
¢ descrita por
can(a’ ®p a) = d'ajg @ apy,
para todo @’ ®p a € A®p A, logo construimos sua dual a esquerda
*can: s Hom(A ® H, A) — 4 Hom(A®p A, A) = g End(A)°P
dada por

“can(f)(a) = f(za) = f(ap) @ ap),
para todos f € 4 Hom(A® H, A) e a € A. O isomorfismo de k-dlgebras v : (H*)P# A —

4 Hom(A ® H, A) do Lema 4.3.1 nos permite caracterizar a dual a esquerda de can como

a aplicagao

*can ="cano~y : (H")*#A — g End(A)?
dada por
“can(h* #a)(a') = (“canoy)(h* #a)(a’)
= ’Y(h*#@)(a/[o] ® a/[1])
= (h*, apy)aja,
para todos h*#a € (H*)?# A e a’ € A. Nessas condigdes, os elementos do contexto de
Morita canonico associado a (A ® H,1,4 ® 1p) sao:

(i) O anel dos coinvariantes é

B:ACOA®H
={be A[b(1a®1y) = (14 ® 1y)b}
—{beA|b® 1y =bg ® by}
={be Al pab) =b® 1y}

— AcoH‘
(ii) O dual a esquerda *C = 4 Hom(A ® H, A) é caracterizado via o isomorfismo do Lema
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4.3.1 por *C = (H*)°*# A, cuja multiplicagao é descrita em (4.9).

(iii) O anel A é (B, (H*)°®# A)-bimédulo com agoes

bra=ba e a<(h*#d') = (b, an)agd,

para todos a € A, b€ B e h*#d € (H*)P#A.

(iv) Vejamos a descricdo do bimédulo Q = v~1(Q), como um subconjunto de (H*)°P# A.

Pela Proposigao 3.2.5, temos que

Q=Q ={qeClqef=qex(f(z)), Vfe"C}.
Assim, dado y = 1" | hi#a; € (H*)®# A segue que
yeQ ey e Q
1Y) e f =) ex(f(x), ¥ fe'C
-1

<:>7*1(7(y) N =7"(y) e x(f(x), V fe*C
S yr () =y (x(f(x), ¥V ferC

Sem perda de generalidade, assuma que v~ !(f) = h*#d’, logo
f(x) =~y(h"#d)(1a @ 1) = (h", 1y)d’

e temos que
yeQ ey #1a) = (W, 1u)y, ¥ h* € (H), (4.10)

pois
y(h*#ta’) = y(e# (", 1m)d)
& QA a) " #d) = Q_hifa) e, n)d)

@Zh* * hi 9 (hiz), aip) aig)a —Ze 1) * hy # (e, aipg) i (R°, 1 )d

n

& Zh* s by (hloy, as)aiga’ = Y e x hi # (0", 1) (€, aipy) aio)d

i=1 i=1

@Zh* s I (R, aiy) i) _Zh* #(h*, 1) aa

&y #d) = (0", Ln)y(e#d), V I #a’ € (H)P#A
Sy #1a)(e#a)) = (17 1p)y(e#a’), ¥ b #d’ € (H)P#A
S y(h #14) = (", 1g)y, YV h* € (H")P,
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donde a ultima equivaléncia segue, por um lado tomando a’ = 14, e por outro
multiplicando ambos os membros da tltima equagao a direita por e#a’ € (H*)°P# A.

Portanto,
Q={y € (H)P#A | y(h"#1a) = (B, 1)y, ¥V h" € (H*)**}

com estrutura de ((H*)®# A, B)-bimédulo dada em y = Y1 | h;#a; € Q por
(h*#a)»y = (h*#a)O_ hifta;) e yab=> hifab,
i=1 i=1

para todos h*#a € (H*)*#Aeb € B.
(v) A aplicacdo 7 =70 (I4 ®7) : A ®(r+yor 4 Q) — B é definida por
T(a @uryrgay) = 7(y)(za)
=*can(y)(a),
para todo a @ g-yer a4 Y € A D(geyorpa Q.
(vi) A aplicacio i=~"'opuo(y®14):Q®p A — (H*)P#A é definida por
ily @5 a) =7 (u(y(y) ®5 a))

=7"'(7(y) ® x(a))
=y(e#a),

para todos y ®p a € Q@p A.

Sumarizando a discussao acima, o Corolario 4.2.9 toma a seguinte forma:

Corolario 4.3.2. A séxtupla (B, (H*)OP#A,A,Q,%,[L) define um contexto de Morita.

Mais ainda, é o contexto candnico associado ao A-coanel (A® H, 14 ® 1g).

Observemos que, pelo Lema 1.2.21, se H é um k-progerador e A uma H-comddulo
algebra a direita, entao o A-coanel C = A ® H é um A-progerador a esquerda. Nas

condigoes acima reescrevemos o Teorema 3.2.11 como o seguinte corolario:

Corolario 4.3.3. Seja H uma k-algebra de Hopf e suponha que H é um progerador como
k-mddulo. Sejam A uma H-comddulo dlgebra a direita, B = A" ¢ B' C B um subanel.

Entao as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1) (a) can": D' = A®p A — A® H, dada por can(a’ ®@p: a) = d'agg @ apy € bijetora;

(b) A € fielmente plano como B'-mddulo a esquerda.
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2) (a) “can’ (H*)P# A — pEnd(A)°®, dada por *aﬁ’(h*#a)(a’) = (h", apyp)aga € um

isomorfismo de k-dlgebras;

(b) A € um B'-progerador a esquerda.

3) (a) B=HB;
(b) o contexto de Morita (B, (H*)OP#A,A,Q,%,,&) ¢ estrito.

4) (a) B=D';
(b) o par adjunto de funtores (F = — @ A,G = (=)*°H) é uma equivaléncia entre

as categorias Mp e MH.

Vejamos como esse resultado se relaciona com outros dois teoremas de equivaléncias
para a estrutura de Hopf-Galois: o cldssico teorema de Schneider [23, Theorem I| que ca-
racteriza extensoes de Hopf-Galois fielmente planas; e o resultado de Paques [20, Theorem
4.6] que contempla uma revisao bibliografica de varios resultados da drea, obtidos durante
as décadas de 80 e 90. Antes de enuncia-los, relembramos o conceito de integral em uma
algebra de Hopf H. Um elemento ¢t € H é dito uma integral a direita (resp. a esquerda)
se th = e(h)t (resp. ht = e(h)t) para todo h € H. O conjunto de todas as integrais a
direita (resp. & esquerda) de H é um submédulo de H, denotado por [, (resp. [ Il{)

Teorema 4.3.4 (23, Theorem 1]). Sejam k um corpo, H uma k-dlgebra de Hopf com
antipoda bijetora, A uma H-comddulo dlgebra a direita e B = A®H . Entdo as afirmacoes

sao equivalentes:

1) (a) A € injetivo como H-comddulo a direita.

(b) can: Avp A — A® H € sobrejetor.
2) Mp — M M~ M &g A é uma equivaléncia.
3) Mp — AMH2, M — Axp M é uma equivaléncia.

4) (a) A € fielmente plano como B-mdédulo a esquerda.

(b) can € um isomorfismo.

5) (a) A € fielmente plano como B-mddulo a direita.

(b) can é um isomorfismo.

Teorema 4.3.5 ([20, Theorem 4.6]). Sejam H uma k-dlgebra de Hopf, A uma H-mddulo
algebra a esquerda e suponha que H € projetivo e finitamente gerado como k-modulo.

Entao as afirmacoes sao equivalentes:

(a) A é uma H*-extensdo de Galois de AH.
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(b) Existem elementos x1,...,Tm, Y1, Ym € A eT € f;* tais que

> wi(hey) =T(h)1a,

1<i<m
para todo h € H.

(c) A ¢é projetivo e finitamente gerado como AY-mdédulo o direita e a aplicagio
v A#H — Endyu(A), dada por o(a#h)(x) = a(h - x), para todos a,x € A e

h € H, é um isomorfismo de k-dlgebras.

(d) Para todo A# H-mddulo a esquerda M, a aplicagdo pn: A @u M™ — M, dada por
pla®@m) =a-m, para todos a € A em € M, é um isomorfismo de A# H-mddulos

a esquerda.

(e) Se 0 #t € fll{, entdo a aplicagcio [,] : A@anr A — A#H, dada por [a,b] = atb, é

sobrejetora.
(f) A € um gerador na categoria de todos os A# H-mddulos a esquerda.

Inicialmente observamos que as hipoteses do Corolério 4.3.3 e dos Teoremas 4.3.4

e 4.3.5 diferem alguns pontos:
e em 4.3.3 e 4.3.5, k denota um anel comutativo arbitrario, ja em 4.3.4 k é um corpo;

e em 4.3.3 e 4.3.4 a algebra de Hopf H realiza uma coacao em uma algebra A, e
estuda-se quando A é uma H-extensao de Galois de B = A®f. J4 em 4.3.5 H

realiza uma acdo em A, e se estabelece condigoes equivalentes para A ser uma H*-

extensao de Galois de A" = AH.

e em 4.3.3 a k-algebra de Hopf H é um k-progerador, em 4.3.5 apenas um k-modulo
projetivo finitamente gerado. Ja em 4.3.4 pede-se somente que a antipoda de H seja

bijetora.

Agora comparamos itens dos trés teoremas de equivaléncias, os quais possuem

interpretacoes similares em seus respectivos contextos.

e Os itens (1a)[4.3.3], (4b),(5b)[4.3.4] e (a)[4.3.5] exprimem a defini¢do de extensao
de Hopf-Galois.

e Os resultados de Caenepeel e Schneider apresentam extensoes de Hopf-Galois fiel-
mente planas, como indicado nos itens (1b)[4.3.3] e (4a),(5a)[4.3.4]

e (2)[4.3.3] e (c¢)[4.3.5] sao condigdes equivalentes.
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e Ositens (4)[4.3.3] e (2),(3)[4.3.4] discorrem sobre uma equivaléncia entre a categoria
dos B-médulos a direita e a categoria dos (A, H)-médulos de Hopf relativos. Uma
condicao mais fraca se encontra em (d)[4.3.5] e se traduz no fato da counidade da

adjuncao (F,G) ser bijetora.

Em conclusao, observamos que o Corolario 4.3.3, desenvolvido por meio da teoria
de coanéis, estende parcialmente o Teorema 4.3.4 de Schneider, visto que se k é corpo,
entao a algebra de Hopf H é de dimensao finita e portanto possui antipoda bijetora. Por
outro lado, diversas das condigoes equivalentes descritas no Teorema 4.3.5 também sao

contempladas pelo Corolario 4.3.3.

4.4 Teoria de Galois para anéis

Nessa secao detalhamos a aplicacao do Corolario 4.3.3 para o caso da teoria de
extensoes de Galois em anéis (ndo necessariamente comutativos). Mais especificamente,
estudamos condicoes para que uma extensao de anéis A O B, na qual um grupo finito G
age por automorfismos de anéis em A tal que B = A%, seja considerada de Galois. Isso
engloba o tratamento dado a teoria classica de Galois via a passagem para uma extensao
de Hopf-Galois tomando uma coacdo da élgebra de Hopf H = (kG)* (veja o Exemplo
1.4.3).

Sejam GG um grupo finito e A uma G-mdédulo algebra, ou equivalentemente, A uma
kG-modulo algebra a esquerda com estrutura p14 : kKG®A — A dada por pa(v,®a) = g(a)
(veja [13, Exemplo 5.1.3]). Definimos uma coagao a direita de (kG)* em A

para cada a € A por

= Zg(a> ® pg-

geG

Com efeito, considerando a estrutura de algebra de Hopf em kG e (kG)* apresentadas nos
Exemplos 1.1.12 e 1.1.16, temos

((pa @ Tny) © pa)(@) = (pa ® L)) (D _ 9(a) @ py)

geG
=2__hlgla) @p)@p,
geG heG
= > (hg)(a) ® pr @ py.
g,heG

117



Por outro lado,

((Ia@ A% o pa)(a) = (Ia @A) 0 pa)(D_ gla) ©py)

geG
=2_9(a) ® A(py)
geG
= 9a) @ (> pn @ pa1y)
9eG heG
= Z g(a) @ pr @ pr-1g
g,heG
= > (hg)(a) ® pr @ py,
g,heG

em que a dltima igualdade segue por uma mudanca de indices, logo (A, p4) satisfaz (1.7).

Para a equacao (1.8), temos

((La@e) o pa)(a) = (La@e)()_ gla) ©py)

geG

= g(a)®"(p,)

geG

=> gla)®$6

geG
= Qa ® 1k
=13 (a).

Na realidade, ps define uma estrutura de (kG)*-comédulo algebra em A, visto

que
= glab) @ p,
geG
= 3 glag®) @,
geG
— Z Z g(a)h(b) @ 6p,gpg
g€G heG
= (Z g( ® pg Z h ® ph
geG heG
= pala)pa(b)
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pa(la) = Zg(lA) ® Py

geG

:ZlA®pg

geG

= 1A®Zpg

geG
- 1A ® 1(kG)*'

Como indicado no Exemplo 4.1.3, existe um isomorfismo de A-coanéis

¢: P Av, » A (kG)

geG

definido em v, por
P(vg) =14 @ py.

Com efeito, mostra-se que ¢ é isomorfismo de k-moédulos, também é claramente A-linear
a esquerda e a direita. Vejamos que ¢ é morfismo de A-coanéis. Fixando notagoes,
denotamos C = (ByeqAvy, Ac, ec) 0 A-coanel do Exemplo 2.1.6 e C = (A® (kG)*, Ac, ec)
o A-coanel do Exemplo 2.1.8, com H = (kG)*. As equagoes (2.9) e (2.10) tomam a forma

(Ac 0 ¢)(vg) = Ac(1a @ py)

=Y (La®@ps) @a (1a ® py-1y)
hec

= (¢ ®a ¢)(Z Vh @A Vp-1g)

heG

= (¢ @4 ¢) © Ac)(vy)

(ec 0 @) (vg) = ec(1a ® py)
= 140cy4
= Pe(vg)
= ec(vy).

Uma vez estabelecido o isomorfismo entre os A-coanéis C e C, exploramos a des-
crigao da aplicagao canonica e do contexto de Morita descritos na Secao 4.3. A unidade
de (kG)* é o elemento 1g)» = ) e Pys l0go fixamos o grouplike 14 ® >, py do A-
coanel C = A® (kG)* e B = A°C o anel dos coinvariantes. Nessas condigoes, a aplicagio

canonica

can: A®p A — A® (EG)*
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¢ dada por
can(a’ ®p a) = d'ap) ® ap)

=d'> gla) @p,

geG

— Z a'gla) ® p,.

geG

A aplicacao dual de can,
“can : ((kG)*)P# A — g End(A)°

é descrita por

“can(fy#a)(a’) =Y folpn)h(

heG

= Z dgnh(a’)a

heG
= g(a')a,
em que f, € ((kG)™)°P é o elemento definido por f,(py) = 0,4 para todo pj, € (kG)* (veja

o Exemplo 1.1.17). Agora apresentamos os elementos do contexto de Morita:

(i) O anel dos coinvariantes é

B = AcoA®(kG)*

={beA|0(1a®) p)=(1a®)Y pyb}

geG geqG
={be A Zb@pg:Zg(b)@Jpg}
geG geG
={beA|lgb)=0b, VgeG}

= AC.

(ii) O dual a esquerda *C = 4 Hom(A ® (kG)*, A) é caracterizado via o isomorfismo do
Lema 4.3.1 por *C = ((kG)*™)°P# A, e cujo produto é dado por

(fo#ta)(fntta’) = (faday * foit (fn)eo (au )am
= fh*fg#th pe)t

teG

= fug# Y Onat(a)a

teG

= fng#h(a)d
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(iii) O anel A é (B, ((kG)*™)°?# A)-bimédulo com agoes

bra=ba e a<(f,#d) ng pr)h = g(a)d,

heG
para todos a € A, b € B e f,#d € (kG)™)P#A.
(iv) Vejamos a descrigao do bimédulo
Q= {y € (kG)")PHA | y(fu#1a) = (far L))y, ¥ h € G}

Seja y = > i fy# ag um elemento arbitrdrio de ((kG)™)P#A. Entao temos,

O~ fottag) (fa#t1a) = filliay) O fottay), Y hEG

geG geG

& > (fottag) (f#1a) = (Y fottay), VheG
geG geqG

& > frg#thlag) = fo#a, VheG
geG geG

& > fo#hlan-g) = fo#tag, VhEG,
h=lgeG geqG

& fo#h(ap—y) = fo#ay, Y h,g € G,
& h(ap-14) = a4, YV h,g € G,

em particular, para h = g temos g(a.) = a4, logo

y=>_fo#glac)

geG

e portanto Q é definido simplesmente por

Q= {3 fu#g(a) € (kG)")P#A | a € A}.

geG

Observamos que () admite outra caracterizacao, mais familiar. Com efeito, temos

um isomorfismo k-linear

~

0:A—Q

dado em a € A por

a) =Y fu#h(a)

heG

Na realidade, a estrutura de (((kG)*)°P# A, B)-bimédulo em @ pode ser transpor-

tada para A, tornando # um isomorfismo de bimoédulos. A acao a direita de B em
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A é apenas a multiplicacdo a 4«b = ab, para todos a € A e b € B. Agora para a agao

a esquerda temos

(fo#a) > Y fa#th(a) = (fo#d) (D fu#th(a))

heG heG

=3 fug#h(@)h(a)

heG

= fug#h(da)

heG

= fa#th(g(da)),

heG
logo
(fy#ad)»a=g"(da).

(v) A aplicacao 7 : A ®@(kg)=)yr 44 A — B é definida por

#(a@urymyad) ="can(y_ fu#h(d))(a)

heG

= h(a)h(a’)

heG

= Zh(aa’),

para todo a ®((ra)y=+)yor 4 A a,e A Q((kG)**)op # A A.

(vi) A aplicacao i1 : A®p A — (H*)°P# A é definida por

a@pd) =Y fu#th(a))(e #d)

heaG

= <ty * fudtt D el (p)l(h(a))d
heG le@

=S et Sl (h(a)d
hed leG

= Z fn# Z Oe l(h(a))d
hea leG

— th#h(a)a’
heG

para todo a ®p a € A®pg A.

Finalmente, o Corolario 4.3.3 toma a seguinte forma

Corolério 4.4.1. Sejam G um grupo finito e A uma G-mddulo dlgebra. Denote B = A%

e B C B um subanel. Entdo as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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1) (a) can’: A®p A — A® (kG)*, dada por can(a'®@pa) =3 ., a'gla) ®p, € bijetora;
(b) A € fielmente plano como B'-mddulo a esquerda.
2) (a)*can : ((kG)*)P#A — pEnd(A)®, dada por *can(f,#a)(a’) = g(d')a ¢é um
1somorfismo de k-dlgebras;
(b) A é um B'-progerador a esquerda.
3) (a) B=HB;
(b) o contexto de Morita (B, ((kG)™)P#A, A, Q,7, i) € estrito.
4) (a) B=B';
(b) o par adjunto de funtores (F = — @p A,G = (—)%) € uma equivaléncia entre a

categoria de B-modulos a direita e a categoria de A-modulos a direita em que G

age como grupo de automorfismos A-semilineares a direita.

Em conclusao, enunciamos o Teorema 4.2 de [20], o qual descreve condigoes equi-
valentes, no caso de uma extensao de anéis A O B, para A ser uma extensao de Galois

de B com respeito a um grupo G.

Teorema 4.4.2. Seja A O B uma extensao de anéis e G um grupo finito agindo por
automorfismos de anéis em A tal que A = B. Entdo as sequintes afirmacoes sGo equi-

valentes

(a) A aplicagao : A®pA — [[,cq A, dada por (z®y) = (xg(y))gec, € um isomorfismo

de A-maodulos a esquerda.

(b) Existem elementos x;,y; € A, com 1 <1i < n, tais que Zlgign 2;9(y;i) = 01414, para
todo g € G.

(c) A € projetivo finitamente gerado como B-mddulo a direita e a aplica¢iao ¢ : Ax G —
Endg(A), dada por p(xuy)(y) = xg(y), € um isomorfismo de A-mddulos a esquerda

e B-mddulos a direita.

(d) Para cada A x G-mddulo & esquerda M a aplicagcdo p : A ®p MS — M, dada por

pw(x @ m) = xm € um isomorfismo de A-mddulos a esquerda.

(e) A aplicagiod : A®pA — AxG, dada por 0(z®y) = 3 ;1g(y)uy, € um epimorfismo
de A x G-bimodulos.

(f) AtA=AxG, em quet =73 _;u,.

(9) A € um gerador para a categoria de todos os A x G-modulos a esquerda.
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Apeéendice A
Resultados em teoria de categorias

Nesta secao reunimos um apanhado de defini¢oes e exemplos da teoria de catego-

rias. Estes resultados se encontram em [19] e [21].
Definigao A.1. Uma categoria C é uma tripla C = (Ob €, Home, o) definida por:
(1) Uma classe Ob €, chamada classe de objetos de C.

(77) Para cada par (X,Y) de objetos de C, um conjunto Home(X,Y'), cujos elementos
sao morfismos de X para Y. Ademais, para cada objeto X de C um morfismo

lx € Home(X, X), chamado identidade em X.
(1ii) Para cada tripla de objetos (X,Y,Z) de C, uma aplicagcdo
o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z),

cuja imagem em um par (g, f) de morfismos € denotada por go f, ou simplesmente

gf, chamada composi¢cao de morfismos e satisfazendo as duas condi¢oes a se-

quar:

(C1) Se f € Home(X,Y), g € Home(Y, Z) e h € Home(Z, W), entao
Wgf) = (hg)f.
(Cy) Para cada f € Home(X,Y) as composicoes flx e ly f sdao iguais a f, isto €
flx=[f e Iyf=Ff

Observacao A.2. Dada uma categoria C qualquer e objetos X, Y em C, adotamos a

sequinte notagao para o conjunto de morfismos de X para 'Y :
C(X,Y) := Home(X,Y).
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Alguns exemplos de categorias.

Exemplo A.3. A categoria Sets tem por objetos conjuntos, por morfismos funcgoes e a

composicao usual.

Exemplo A.4. Seja k um anel comutativo. A categoria Algk das k-dlgebras tem como

morfismos 0s morfismos de k-dlgebras e a composi¢cao usual.

Exemplo A.5. Seja A um anel. A categoria aAM (Mya) de A-mddulos a esquerda (a
direita) tem como morfismos as aplicagoes A-lineares a esquerda (a direita) e a composi¢ao

usual.

Exemplo A.6. Sejam A um anel e C um coanel sobre A. A categoria MC (°M) dos
C-comddulos a direita (a esquerda) tem como morfismos os morfismos de C-comédulos a

direita (a esquerda) e a composi¢io usual.

Exemplo A.7. Seja A um anel. A familia de todos os A-coanéis e os morfismos entre

eles formam uma categoria, denotada por A-Corings.

Exemplo A.8. Seja A um anel. A familia de todos os A-anéis e os morfismos entre eles

formam uma categoria, denotada por A-Rings.

Definicao A.9. Sejam C uma categoria e f,g: X — Y morfismos em €. Um equaliza-
dor de f e g é um par (E,h), em que E é um objeto de € e h : E — X um morfismo

satisfazendo:
(i) fh=gh.
/
E—" X ? Y

(ii)) Se h' : E' — X é um morfismo tal que fh' = gh’, entao existe um unico morfismo
k:E — E tal que h' = hk.

f
E%X?Y

|
i
ki ’

B
O equalizador de um par de morfismos f, g também é denotado por Eq(f, g). No

caso em que C é uma categoria abeliana, o equalizador Eq(f, g) coincide com o ntcleo da

diferenca entre f e g, isto é, Eq(f, g) = Ker(f — g).

Definigao A.10. Sejam C,D duas categorias.
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(1) Um funtor covariante F : C — D é uma aplica¢ao que associa a cada objeto X
de C um objeto F(X) ou FX de D e para cada morfismo f : X — Y de C um
morfismo F(f) ou Ff: FX — FY de D tal que
(Fy) se gf € definido em C, entao F(g)F(f) € definido em D e F(gf) = F(g9)F(f);
(F3) para todo objeto X de C, F(1x) = lpx.

(ii) Um funtor contravariante I : C — D é uma aplicagdo que associa a cada objeto
X de C um objeto F(X) ou FX de D e para cada morfismo f : X — Y de C um
morfismo F(f) ou Ff: FY — FX de D tal que
(F1) se gf € definido em C, entao F(f)F(g) € definido em D e F(gf) = F(f)F(g);
(F3) para todo objeto X de C, F(1x) = lpx.

Exemplo A.11. Se C = My existe um funtor U : C — Sets, chamado funtor esque-
ctmento, que associa a cada A-mddulo a direita seu conjunto correspondente e a cada

morfismo a fun¢do correspondente.

Exemplo A.12. Sejam C,D, E trés categorias e F': C — D e G : D — & dois funtores.
O funtor composto G o F' ou GF de C em & € definido por (GF)(X) = G(F(X)) para
todo objeto X de C e (GF)(f) = G(F(f)) para todo morfismo f de C.

Exemplo A.13. Sejam C uma categoria e X um objeto de C. O funtor covariante
Home(X, —) : € — Sets associa a cada objeto Y de C o conjunto Home(X,Y) € a cada
morfismo f Y — Z a aplicagao

f« = Home(X, f) : Home(X,Y) — Home(X, Z)

dada por £.(g) = fg.

Exemplo A.14. Sejam C uma categoria e X um objeto de C. O funtor contravariante
Home(—, X) : € — Sets associa a cada objeto Y de C o conjunto Home(Y, X) e a cada
morfismo f:Y — Z a aplicagao

f*=Home(f, X) : Home(Z, X) — Home(Y, X)

dada por f*(9) = gf.

Exemplo A.15. Sejam k um anel comutativo, A e B duas k-dlgebras e gM 4 um (B, A)-
bimodulo. FEntao definimos o funtor tensor F' = — g M : Mpg — My para cada
B-mdédulo L por

F(L)=L®g M,
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e para cada e morfismo de B-mddulos f : L — L' por
F(fy=f®ply: Lo M — L' @5 M.

Abaixo enunciamos algumas caracterizacoes uteis para funtores.

Definicao A.16. Seja F' : C — D um funtor. Para quaisquer objetos X,Y € € considere
a aplica¢ao

Fyy : C(X,Y) = D(FX,FY),

definida por
Fxy(f)=FF,
para todo f € C(X,Y). Entao o funtor F € dito
(i) fiel se Fxy € injetor para todos X,Y € C;
(77) pleno se Fxy € sobrejetor para todos X,Y € C;
(i1i) fiel e pleno se Fxy € bijetor para todos X,Y € C;

(iv) essencialmente sobrejetivo se para todo A € D existe X € C tal que F(X) = A.

Definicao A.17. Sejam C,D categorias e F,G : C — D funtores covariantes. Um
morfismo funtorial, ou transformacao natural, p : ' — G consiste numa familia
de morfismos px : FX — GX de D, com X € C, tais que, se f: X =Y é um morfismo

de C, entao py o F'f =G fopx, ou seja, o sequinte quadrado é comutativo:

FX — 2% . GXx
Ff Gf

FY —— GY
Py

Exemplo A.18. Dado f : X — Y um morfismo em C, definimos a transformagao natural
fex = Home(—, f) : Home(—, X)) — Home(—,Y)

para cada morfismo h : Z — X por f..(h) = fh.

Exemplo A.19. Dado f : X — Y um morfismo em C, definimos a transformacao natural
[ = Home(f, —) : Home(Y, —) — Home(X, —)
para cada morfismo h:Y — Z por f**(h) = hf.

127



Dados funtores F, G : € — D, denota-se por Nat(F, G) a familia das transformagoes

naturais de F' para G.

Teorema A.20 (Lema de Yoneda). Sejam F : € — Sets um funtor e X € C um objeto.
Entao existe wma bijecao
Y:Nat(C(X,—),F) — FX,

dada em cada transformacao natural o : C(X,—) — F por ax(Ix).

Demonstragao. Veja [19, p. 61]. ]
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Apéendice B

Isomorfismo, equivaléncia e adjuncao

de categorias

Nesta secao apresentamos os conceitos de isomorfismo, equivaléncia e adjuncao
entre categorias. Em especial desenvolvemos formulacoes equivalentes do conceito de

adjuncao entre dois funtores. Estes resultados se encontram em [19] e [21].

Definicao B.1. Um funtor F : € — D ¢é dito um isomorfismo de categorias, se

existe um funtor G : D — € tal que sao vdlidas as igualdades
FGZID € GF:I@

Definicao B.2. Um funtor F : € — D ¢é dito uma equivaléncia de categorias, se

existem um funtor G : D — € e isomorfismos naturais
FG=1Ip e GF = [e.

Perceba que um isomorfismo de categorias é mais restritivo que uma equivaléncia,
visto que no primeiro caso sao validas igualdades entre funtores, j4 no segundo apenas
1somorfismos naturais. Vejamos agora outra descricao para o conceito de equivaléncia

entre categorias.

Teorema B.3. Um funtor definindo uma equivaléncia de categorias € fiel, pleno e essenci-
almente sobrejetivo. Assumindo o axioma da escolha, todo funtor com essas propriedades

define uma equivaléncia de categorias.
Demonstragao. Veja [21, Theorem 1.5.9]. O

Definicao B.4. Sejam C e D categorias. Uma adjunc¢ao de C para D é uma tripla
(F,G,¢), com F:C— D, G:D — C funtores e p uma aplicagdo que associa a cada par
X €C e AeD uma bijecao

o=9¢xa:DFX,A) —CX,GA) (B.1)
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natural em X e A, isto €, satisfaz os diagramas comutativos

PY,A

D(FX, A) —2X4, e(X,GA) D(FY, A) —2X4 ey, GA)
s (Gf)+ (Fh)* h*

para todos f € D(A,B) e h € C(X,Y), ou ainda, sdo vdlidas as igualdades
(Gf)eooxa=¢xpo fi (B.2)

px,a0 (Fh)" =h"opya. (B.3)

Observacao B.5. Ao descrever uma adjuncao (F,G, ) € comum fazer referéncia apenas
aos funtores envolvidos. Neste caso dizemos que F' é um adjunto a esquerda de G, ou

ainda, que (F,G) formam um par adjunto.

O préximo resultado (veja [19, Theorem IV.1.1; Theorem IV.1.2]) nos permite des-

crever adjuncgoes através de um par de transformagoes naturais: a unidade e a counidade.

Teorema B.6. Sejam C e D categorias e F: € — D, G: D — € funtores. Se (F,G,p)

¢ uma adjuncao de C para D, entdo existem transformacgoes naturais

n:le — GF (unidade)

e: FG — Ip (counidade)

satisfazendo os diagramas comutativos

G—>GFG F—>FGF

\ \ -

Reciprocamente, dadas transformacgoes naturais n : Ie — GF ec : FG — Ip

satisfazendo os diagramas (B.4), temos que (F,G) formam um par adjunto.

Demonstrag¢ao. Suponha que (F, G, ) é uma adjuncao de € para D. Fixando A = F X €
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D em (B.1), temos uma transformagao natural bijetora

oxrx : D(FX,FX) — C(X,GFX),

deste modo construimos uma transformagao natural 7 : Ie — GF pondo

nx = ¢xrx(lrx) : X - GFX,

para cada X € C. Vejamos que 1 é de fato natural: dado h € C(X,Y’) temos o diagrama

X "™ ., GFX
h GFh

Y —— GFX
Yy

cuja comutatividade segue de

(GFh)onx = (GFh)opxrx(lrx)
((GFh)* o SOX,FX)(lFX)

" (exry 0 (FR).)(1px)
pxry(Fh)
SOX,FY(lFY o Fh)

= (px.py o (Fh)")(1Fy)

B3) . .
D (h o ov.ry)(1ry)

[

= h*(eyvry(lpy))
= 7ny o h.

(B.5)

Observamos que ¢ pode ser descrita em termos da transformacao natural n: dado

feDFX,A), temos
e(f) = exalf)
= SOX,A(fO lpx)
= (px,a0 f)(lrx)
) ((Gf)v 0 oxrx)(Lrx)
= Gfonx.
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Analogamente, pondo X = GA € € em (B.1), temos uma bije¢ao natural
aaat: C(GA,GA) — D(FGA, A).
Logo, produzimos uma transformacao natural € : FG — Ip, pondo
ea=pgar ‘(lga): FGA — A

para cada A € D. Também evidenciamos que ¢! pode ser caracterizada por meio de &,
isto é, dado g € C(X,GA) temos

¢ '(g9) =ca0 Fy. (B.7)

Vejamos que os diagramas (B.4) sdo satisfeitos, isto é, para cada X € Ce A € D
verificamos a comutatividade de

GA — , GFGA FX X pGRX
Ge g € EFX
GA FX
Para o primeiro,
(B.6)

Geaonga = ¢(€a)
= SDGA,A(QDGA,A_I(ch))
= lga

e para o segundo,

B7)
erx o F'nx (2)90 1(77X>

= oxrx (exrx(lrx))
= lpx.
Reciprocamente, suponha que n : Ie — GF e € : FG — Ip sao transformacoes
naturais satisfazendo os diagramas (B.4). Definimos aplica¢oes

I'=Tx4:DFX,A) = €(X,GA)

O = Oyx.4: C(X,GA) — D(FX, A)
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para cada f € D(FX,A) e g € C(X,GA) por

I(f)=Gfonx e ©(9) =eao0 Fy.

Verifica-se que I' e © sao transformacoes naturais para cada X € Ce A € D.
Vejamos que sao mutuamente inversas, logo definem uma bijecao e consequentemente
uma adjungao entre F' e G. Dados f € D(FX,A) e g € C(X,GA), temos

(I'e®)(g) = T'(©(9))
=I'(ea0 Fg)
= G(eao Fg)onx
= Geao (GFgonx)

1

v Geao(ngaog)
= (Geaonga)og
2

2 lgaoyg

=9,

donde (1) segue da naturalidade de n e (2) do diagrama (B.4). Por outro lado,

(©oD)(f) =6((f))
= O(Gfonx)
=ceca0F(Gfonx)
= (a0 F'Gf)o F'nx

& (foerx)o Fnx

= fo(erx o Fnx)
4

(:)folFX

=/,

com (3) decorrendo da naturalidade de ¢ e (4) do diagrama (B.4), como querfamos. [

Observagao B.7. Sejam C e D categorias abelianas. Se (F,G) é um par adjunto, entao
F € exato a direita e G € exato a esquerda (veja [21, Corollary 4.5.11]). Em particular, se
F e G sao equivaléncias de categorias, temos que a unidade e counidade sao isomorfismos,

assim (G, F') também formam um par adjunto e portanto F' e G sdo exatos.

A proposigao a seguir nos permite compreender a condi¢ao de funtores adjuntos
serem fiéis e plenos por meio das transformacoes naturais unidade e counidade (veja [21,

Lemma 4.5.13]). Antes de enuncia-la, é necessario um lema:
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Lema B.8. Seja f.. @ C(—, X) — C(—,Y) a transformacdio natural induzida por um
morfismo f: X —Y de C (veja o Exemplo A.18). Entao,

(1) fex € monomorfismo se, e somente se, f é monomorfismo;

(17) f.e € epimorfismo se, e somente se, f € epimorfismo que cinde (f possui inversa a
direita);

(171) fex € isomorfismo se, e somente se, [ € isomorfismo.

Demonstra¢ao. (i) f.. é monomorfismo se para todos g,h € C(X,Z) é vélido que
fex(g) = fux(h) implica g = h, equivalentemente, fg = fh implica ¢ = h, ou

ainda, que f é monomorfismo.

(ii) Se fix ¢ epimorfismo, entao existe h € C(Y, X) tal que fi.(h) = fh = Iy, ou
seja, f é epimorfismo que cinde. Por outro lado, se f é epimorfismo que cinde
com inversa a direita g, dado h € C(Z,Y) um morfismo arbitrario, é facil ver que

fex(gh) = fgh = h, logo f.. é epimorfismo.

(iii) Supondo f. isomorfismo, entao f.. é, em particular, monomorfismo e epimorfismo.
Pelos itens (i) e (ii) temos que f é monomorfismo e epimorfismo que cinde, logo f é
isomorfismo, pois se g é tal que fg = 1y entao fgf = flx e como f é monomorfismo
segue gf = 1x. Reciprocamente, se f é isomorfismo entao f,, também é, com inversa

a transformacao natural f=1,,.

]

Proposicao B.9. Sejam F' : € — D, G : D — C funtores formando um par adjunto
(F,G) en:le— GF, e: FG — Ip a unidade e counidade da adjunc¢ao, respectivamente.

Nessas condicoes, temos que
(1) F € fiel e pleno se, e somente se, n € isomorfismo natural;
(1) G € fiel e pleno se, e somente se, € é isomorfismo natural.

Demonstrag¢ao. Provaremos apenas o item (7), visto que (ii) é andlogo (para mais detalhes
veja [19, Theorem IV.3.1]). Por hipétese (F,G) formam um par adjunto, logo temos
bijecoes

oxry : DFX,FY) = €(X,GFY)

para todos X,Y € €. Assim considere a aplicacao composta, natural em X e Y,

oxry o Fxy :C(X,Y) = C(X,GFY)
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dada para cada f € C(X,Y) por

(90X,FY0FX,Y)(f) = QOX,FY(FX,Y(f))
= @X,FY(Ff)

I GEfony

B.5
(Z)UYOf,

ou ainda, ¢x ry © Fxy = (1y)«. Agora temos as seguintes equivaléncias légicas, que

concluem a prova:

F € fiel e pleno < Fxy € bijetor para todos X,Y € C
& pxry o Fxy € bijetor para todos X,Y € €

< (Ny )sx € bijetor para todo Y € C

(%'8) Ny € bijetor para todo Y € C

& 1 € isomorfismo natural.
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