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RESUMO

Esta dissertacdo investiga métodos eficazes para a apresentacdo de contetidos de Geometria
Analitica, com foco inicial na modelagem geométrica com a construgdo de curvas, seguida
pela modelagem algébrica por meio de equagdes. O objetivo principal ¢ desenvolver uma
abordagem didatica que facilite a compreensdo dos conceitos fundamentais da Geometria
Analitica. Baseando-se na teoria de Vygotsky, que enfatiza a influéncia do meio no
desenvolvimento cognitivo, esta pesquisa explora como a visualizagdo grafica (externo) pode
auxiliar na compreensdo dos conceitos algébricos (interno). A metodologia integra
simultaneamente a constru¢do de curvas geométricas com a apresentagdo das equacdes
matematicas que as descrevem. As técnicas de modelagem geométrica foram exploradas para
criar e analisar diversas curvas utilizando ferramentas visuais. Imediatamente apds a
constru¢do dessas curvas, foi realizada a transi¢do para a modelagem algébrica, onde as
curvas foram descritas por meio de equagdes matematicas. Esse processo continuo permitiu a
aplicagio de conceitos de Geometria, Algebra e Anélise, traduzindo as representagdes
geométricas em expressoes algébricas precisas, mostrando a interconexao entre os conceitos
geométricos e algébricos de maneira que faga sentido no ensino-aprendizagem dos estudantes.
Os resultados indicam que a abordagem integrada proposta melhora significativamente a
compreensio dos alunos sobre a relagio entre a Geometria ¢ a Algebra na Geometria
Analitica. A combinagdo de modelagem geométrica e algébrica demonstrou ser eficaz para
ilustrar conceitos complexos e promover uma aprendizagem mais profunda e significativa. As
conclusdes destacam a importancia de integrar ferramentas visuais e interativas no ensino da
Geometria Analitica, sugerindo que essa metodologia pode ser aplicada em diversos niveis
educacionais para melhorar a eficacia do ensino. Recomenda-se a realizacdo de estudos
futuros para explorar a implementagao desta abordagem em diferentes ambientes de ensino e

com diversas populagdes de alunos.

Palavras-chave: Geometria Analitica, modelagem geométrica, constru¢do de curvas,

modelagem algébrica, teoria de Vygotsky, ensino de matematica.



ABSTRACT

This dissertation investigates effective methods for presenting Analytic Geometry content,
initially focusing on geometric modeling with curve construction, followed by algebraic
modeling through equations. The main objective is to develop a didactic approach that
facilitates the understanding of fundamental concepts in Analytic Geometry. Drawing on
Vygotsky's theory, which emphasizes the influence of the environment on cognitive
development, this research explores how graphical visualization (external) can aid in
understanding algebraic concepts (internal). The methodology simultaneously integrates the
construction of geometric curves with the presentation of the mathematical equations that
describe them. Geometric modeling techniques were explored to create and analyze various
curves using visual tools. Immediately after the construction of these curves, a transition to
algebraic modeling was conducted, where the curves were described through mathematical
equations. This continuous process allowed for the application of concepts from Geometry,
Algebra, and Analysis, translating geometric representations into precise algebraic
expressions, showing the interconnection between geometric and algebraic concepts in a way
that makes sense in student learning. The results indicate that the proposed integrated
approach significantly improves students' understanding of the relationship between
Geometry and Algebra in Analytic Geometry. The combination of geometric and algebraic
modeling proved effective in illustrating complex concepts and promoting deeper and more
meaningful learning. The conclusions highlight the importance of integrating visual and
interactive tools in teaching Analytic Geometry, suggesting that this methodology can be
applied at various educational levels to improve teaching effectiveness. Further studies are
recommended to explore the implementation of this approach in different educational

environments and with diverse student populations.

Keywords: Analytic Geometry, geometric modeling, curve construction, algebraic modeling,

Vygotsky's theory, mathematics education.
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1 INTRODUCAO

A pesquisa busca uma investigagdo de uma proposta para apresentacdo dos
conteudos de Geometria Analitica, destacando uma abordagem inicial na modelagem
geométrica através da construgdo de curvas, seguida pela exploragdo da modelagem algébrica
por meio de equagdes. O objetivo principal é desenvolver uma estratégia didatica que nao
apenas apresente os conceitos fundamentais da Geometria Analitica, mas também facilite sua
compreensao e aplicagcdo por parte dos estudantes. Reconhecendo os desafios enfrentados por
muitos ao assimilar os principios dessa disciplina, esta pesquisa visa fornecer um arcabougo
tedrico e pratico que possa ser adotado no ensino, promovendo uma aprendizagem mais eficaz
e significativa.

O capitulo 1 desta dissertacdo, intitulado "As Contribuigdes Vygotskeriana para a
Matematica e Geometria Analitica", investiga a aplica¢do das teorias de Vygotsky no ensino
da Matematica, com énfase na Geometria Analitica. Discute-se a utilizacdo da teoria
socioconstrutivista de Vygotsky para criar um ambiente de aprendizagem colaborativo e
dinamico, que facilita a compreensao profunda e a aplicacao dos conceitos matematicos. Sao
abordadas a importancia da Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) e da media¢do no
processo de aprendizagem, sugerindo-se o uso de ferramentas visuais para mediar o
aprendizado e tornar os conceitos abstratos mais acessiveis. A linguagem e a colaboragao sao
destacadas como elementos importantes para a internalizacdo do conhecimento, permitindo
que os estudantes discutam, expliquem e justifiquem suas solu¢des matematicas de maneira
mais eficaz.

No capitulo 2, "Conceitos Basicos para dar sentido a Geometria Analitica", sao
apresentados os fundamentos essenciais que formam a base da Geometria Analitica. Aborda
conceitos geométricos fundamentais, como a reta, o sistema de coordenadas, a distancia entre
dois pontos e os angulos. Estes conceitos sdo desenvolvidos de forma a proporcionar aos
estudantes uma compreensao solida e estruturada, facilitando a transicdo para topicos mais
avangados. E destaca a importancia de entender a classificagdo das retas, a equacao da reta, €
as relagdes entre retas através das equagdes, estabelecendo um alicerce robusto para o estudo
subsequente das curvas geométricas.

O capitulo 3, "A Circunferéncia", examina a segunda curva geométrica mais familiar
aos estudantes apods a reta. A abordagem comeca com a defini¢do da circunferéncia como o

lugar geométrico de um ponto que mantém uma distancia constante de um ponto fixo. O
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capitulo explora a equagdo padrdo, a equagdo candnica, ¢ a forma geral da equagdo da
circunferéncia, além de discutir as circunferéncias determinadas por trés condi¢des e as
familias de circunferéncias. A mediacao através de representagdes geométricas e algébricas
visa solidificar a compreensao dos alunos sobre este importante conceito.

No capitulo 4, "Transforma¢do de Coordenadas", sdo exploradas as operagdes que
simplificam a manipulacdo das equagdes das curvas, facilitando a compreensdo geométrica e
algébrica. O foco esta nas transformacoes por translagdo e rotacdo dos eixos coordenados,
demonstrando como estas operagdes podem transformar a representacdo de uma
circunferéncia para um novo sistema de coordenadas. Este capitulo enfatiza a importancia
dessas transformagdes para uma compreensdo mais profunda e conectada das curvas na
geometria analitica.

O capitulo 5, "As Conicas", aborda as se¢des conicas — elipse, parabola e hipérbole —
como lugares geométricos de um ponto cuja distdncia a um ponto fixo € proporcional a sua
distancia a uma reta fixa. Discute as defini¢des e propriedades das conicas, explorando suas
equagdes e caracteristicas no plano coordenado. Através de uma analise das coOnicas, o
capitulo proporciona uma compreensao abrangente dessas curvas, conectando a teoria classica
com a Geometria Analitica.

E no capitulo 6, "Pardbola", ¢ feita uma analise aprofundada da parabola, comeg¢ando
com a definicdo geométrica e avangando para suas propriedades e equacdes. Explora a
tangente em um ponto dado, a tangente com uma inclinagdo especifica, e a tangente a partir
de um ponto externo. A fun¢ao quadratica também ¢ discutida, proporcionando aos estudantes
uma visao completa e integrada sobre a parabola, incluindo suas aplicacdes e representagdes

algébricas
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2 AS CONTRIBUICOES VYGOTSKERIANA PARA A MATEMATICA E
GEOMETRIA ANALITICA.

2.1 TEORIA DE VYGOTSKY PARA O ENSINO E APRENDIZAGEM EM
MATEMATICA

O ensino de Matematica no Brasil tem enfrentado muitos desafios nas tultimas
décadas, tanto no que diz respeito aos processos de ensino e de aprendizagem em si, quanto
na forma como a disciplina é vista pela sociedade, de modo geral. Nas pesquisas
bibliograficas, bem como na experiéncia profissional de ensino dessa disciplina, a qual essa
mestranda atua, ha uma concordancia por parte dos estudantes que a Matematica ¢ a disciplina
que os discentes menos gostam. Muito desse sentimento acerca da Matematica, se da pela
forma que ela enquanto método de ensino no processo de aprendizagem ¢é apresentada ou lida
como: complexa, dificil, com numeros, simbolos e linguagens, que precisam da mediagcdo do
docente, que atuara de forma ativa nesse processo. Para tal processo, acredita-se que a
contribuicao da Psicologia do Desenvolvimento, em especifico as teorias € contribuigdes do

psicologo russo Lev Semionovich Vygotsky.

Lev Semynovich Vygotsky nasceu em Orsha, Bielo-Russia, em novembro de 1896 e
morreu em junho de 1934, com apenas 38 anos, vitima de tuberculose, doenga que o
acompanhou desde os 20 anos de idade. Embora sua carreira tenha sido breve, suas
contribui¢des a Psicologia deram novos rumos as pesquisas nesta area na época e
tornaram-se elementares a compreensdo do processo de desenvolvimento do
individuo até os dias atuais. (SANTOS, CARDOSO, & OLIVEIRA, 2017).

Inimeras foram as contribui¢cdes de Vygotsky para a Psicologia, em especifico para
area da educacdo, aprendizagem e desenvolvimento, tais contribuigdes norteiam a praxis
educacionais até a atualidade.

Para Vygotsky, a aprendizagem da crianca antecede a entrada na escola, ou seja,
desde o nascimento, e que o aprendizado escolar produz algo novo no desenvolvimento
infantil, evidenciando as relacdes interpessoais, essa perspectiva apresenta uma nova
compreensdo da crianga, da Educacao Infantil, e do papel do professor. E em se tratando do
ensino e aprendizagem em Matematica, esse papel serd fundamental para a compreensao dos
simbolos e signos presentes na disciplina.

Segundo Vygotsky (1996; 2000; 2001), ¢ o aprendizado coletivo que ird promover o

desenvolvimento humano, uma vez que o homem ¢ um ser social, fruto de um agregado de
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interacdes sociais e historicas. A relagdo do homem com o mundo ndo é direta, mas sim
mediada por instrumentos e signos. O autor ressalta a importancia do pensamento e da
linguagem.

Embora o autor ndo seja citado ou tenha o seu trabalho, bem como teorias aplicadas
ao ensino de Matematica, e em especifico a Geometria Analitica que € o objeto central dessa
dissertacdo, percebe-se que as contribuicdes das suas teorias para o ensino e compreensdo dos
simbolos e suas linguagens, aos quais os professores recorrem para explicar e/ou ensinar a
Matematica ¢ Geometria Analitica, na tentativa de mudar a percepcao descontextualizada e
negativa da Matematica manifestada por grande parte dos estudantes.

Para Fernandes, Wielewski et al (2022, p. 154):

“ E importante destacar, que a configuragio do professor por si s6, nio deve ser
vista como um Unico dos mediadores possiveis. A partir dos pensamentos
Vygostkyano, os mediadores sdo todos os elementos e objetos que estdo presentes
na cultura, tanto ferramentas, objetos culturais, obras de arte, mapas, brinquedos,
livros, etc., sdo considerados mediadores.

Todos os recursos supracitados devem estar descritos no plano de ensino do
professor, bem como as praticas pedagogicas adotadas a serem aplicadas pelo professor,
também como um mecanismo de media¢do. Em relacdo a mediacdo, Vygotsky (2000; 2010)
destaca dois elementos mediadores que sdo os instrumentos € os signos, elos a mais nessa
relagdo de desenvolvimento e troca que se dao entre o individuo e o meio no qual estdo
inseridos.

Em seu cerne a teoria vygotskeriana e pautada na relacdo do individuo em seu
contexto social, sendo a aprendizagem o processo de apropriagdo dos conhecimentos
histéricos que fazem parte do nosso patrimonio cultural e social, construido pelos nossos
antecessores. Cada individuo desenvolve sua consciéncia a partir dos resultados das suas
aprendizagens e das relagdes estabelecidas socialmente com o seu grupo, conceitos, crengas e

habitos.

2.2 TEORIA SOCIOCONSTRUTIVISTA DE VYGOTSKY

Em seu curto periodo de vida, Vygotsky produziu um arsenal cientifico significativo,
que conta com uma série de artigos, livros, ensaios € pesquisas que segue contribuindo e
influenciando pesquisadores atualmente. Uma das questdes que permeiam os trabalhos desse

epistemodlogo ¢ entender como ocorre o desenvolvimento das fungdes psicologicas superiores.
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Essa andlise e observacdo possibilitaram que pesquisadores aprofundassem em temas
relacionados ao pensamento, a linguagem, a memoria e atengdo, controle consciente do
comportamento, pensamento abstrato, raciocinio dedutivo, entre outros, na busca do
entendimento das funcdes psiquicas se desenvolvem no ser humano como um todo. Nessa

perspectiva:

As fungdes psicoldgicas especificamente humanas se originam nas relagdes do seu
contexto cultural e social. Isto é, o desenvolvimento mental humano nao é dado a
priori, ndo ¢ imutdvel e universal, ndo ¢ passivo nem tampouco independente do
desenvolvimento historico e das formas sociais da vida humana. A cultura é,
portanto, parte constitutiva da natureza humana, ja que sua caracteristica psicoldgica
se da através da internalizacgdo dos modos historicamente determinados e
culturalmente organizados de operar com informagdes. (Rego, 2001, p. 41).

A Teoria Socioconstrutivista afirma que existe o conhecimento do lado de fora do ser
humano, um conhecimento que estd enraizado na cultura, nos objetos, nas formas e utensilios,
€ na maneira que vivemos, entretanto, quando o conhecimento ¢ internalizado, ¢
reinterpretado pelo sujeito embasado em sua historia de vida. Nesse viés, ndo se tornam meras
copias do que ja existe na cultura. Cada pessoa passa por experiéncia diferentes ao longo da
vida, e isso interfere na forma que esta interpreta o mundo. Com base nessa teoria, o professor
participa desse processo como mediador do conhecimento, porém ndo deve ser vista ou posta
como unico método mediador, mediadores sdo todos os elementos e objetos que estdo
presentes na cultura, tanto ferramentas, objetos culturais, obras de arte, mapas, brinquedos,
livros, etc. sdo considerados mediadores. Nesse contexto, pensando na pratica do professor de
Matematica que, autores como Silva, Braga e Giordano (2021), dizem:

O professor que ensina Matematica precisa considerar o pressuposto de que o
estudante ¢ fruto do contexto histérico-cultural em relagdo ao meio em que vive.
Assim, nao podemos compreender que todos os discentes aprendem do mesmo jeito
e no mesmo ritmo (BRASIL, 2018). A cultura e a socializa¢gdo desempenham um
papel crucial em seu desenvolvimento pois, para Vygotsky, s6 ha aprendizagem a
partir do outro. Na auséncia do outro, o homem ndo se constréi homem. Nessa

perspectiva, a formagdo se da na relagdo entre o sujeito ¢ a sociedade a seu redor.
Dessa forma, o individuo modifica o ambiente e este o modifica de volta.

Ou seja, em relagdo a Matematica, essa area do conhecimento, como qualquer outra
area, mantém uma relacdo ontoldgica com o trabalho, ou seja, surgiu para atender a
determinada necessidade humana. Em sintese, a Matematica sé existe porque o homem
precisou dela para criar objetivacdes para resolver os problemas originados na pratica, para

solucionar problemas das esferas cotidianas. Acerca dessas praxis, havera sessdes abaixo que
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explanara o contetido, aqui so um breve topico e relacdio com a teoria de Vygotsky. No
tocante a Geometria Analitica, essa mesma teoria podera ser aplicada?

Geometria Analitica, ¢ uma area da Matematica que utiliza os sistemas de
coordenadas para estudar e representar geometricamente figuras e problemas algébricos.
Integrar os principios da teoria vygotskyeriana para tal pratica, pode melhorar
significativamente a compreensdo dos alunos. Aqui o proposito ¢ fazer uma breve
conceituagdo acerca do que ¢ a G.A., a titulo de contextualizar e correlacionar com a teoria

supracitada. Nesse sentido Fernandes e Wielewski et al (2022, p. 160):

Isto ¢, ensinar Geometria ¢ possibilitar ao aluno a desenvolver o pensar geométrico e
aprimorar um raciocinio visual. Bem como, facilitar a compreensao e resolucao de
problemas de varias areas de conhecimento. Mediante ao exposto, a Teoria
Vygotskyana fornece base epistemologica para tal proposta de ensino. Ensinar a
Geometria através de Praticas Pedagdgicas mais contextualizadas, ancoradas em
contetidos matematicos bem sistematizados, porém, levando em consideracdo o
didlogo, as vivéncias, as trocas de experiéncias de todos os sujeitos, sejam
professores, alunos, ou pessoas que vivenciem o espaco escolar.

Correlacionando a teoria vygotskyeriana com o ensino de Matematica, assim como
para qualquer area do conhecimento se faz necessario o papel de um mediador, para executar
uma atividade, uma criang¢a pode necessitar do auxilio de um adulto ou de uma crianga mais
experiente (habilidade situada em uma zona de desenvolvimento proximal), mas no futuro a
crianca sera capaz de realizar a tarefa sozinha (habilidade situada em uma zona de
desenvolvimento real). Com a proxima sessdo pretende-se explicar bem como apresentar tais

conceitos.

2.3 ZONA DE DESENVOLVIMENTO PROXIMAL (ZDP)

Para compreender a relagcdo entre desenvolvimento e aprendizagem, é necessaria a
compreensdo e a importancia do conceito de Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP), em
sintese, essa teoria ¢ conhecida também como zona de desenvolvimento atual ou real, isto é,
aquilo que a crianga consegue realizar sozinha, que caracteriza o desenvolvimento mental

retrospectivamente, as fungdes ja amadurecidas. Para Fernandes e Wielewski (2022):

A obra Vygostkyana sustenta que para se pensar no desenvolvimento da crianga,
precisa-se analisar os conhecimentos que a crianga ja possui, ¢ onde essa crianga
pode chegar em termos de aprendizagem. Ele divide o desenvolvimento em trés
niveis importantes, que s3o, o nivel de desenvolvimento real, o nivel de
desenvolvimento proximal e o nivel de desenvolvimento potencial.
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Ou seja, na medida em que as fungdes psicologicas e de desenvolvimento dos alunos
sdo desenvolvidas, pode-se ou deve-se pensar na utilizagdo dessa teoria para construir um
planejamento pedagogico, em especifico para o ensino de Matematica, pois essa fase descreve
que a crianga organiza seu pensamento e as informacgdes e seu potencial de operacionalizagao
e realizagdes de forma independente, isto €, sem necessidade da mediagdo do adulto.

Segundo Santos e Cardoso (2017),

“a Matematica tem, em si, uma logica especifica que deve ser relevada no momento
da elaboragdo de um plano de desenvolvimento, se o objetivo do mesmo for "[...] a
formula¢do de conceitos matematicos que obviamente sera diferenciado de um
planejamento voltado para a biologia, por exemplo". Somos remetidos as
especificidades do ensino da Matematica e a importancia de o professor conhecé-la e
dominar uma didatica de ensino que conduza o aluno a aprendizagem dos contetudos
matematicos.”

Ao aplicar as teorias e contribui¢des de Vygotsky ao ensino da Geometria Analitica,
os docentes podem criar um ambiente de aprendizagem dinamico e colaborativo que facilita a
compreensdo profunda e a aplicagdo dos conceitos matematicos, transformando a sala de aula
em um ambiente mais interativo e centrado no estudante, onde o desenvolvimento cognitivo ¢
enriquecido através das interagdes sociais € apoio adequado.

Aqui se faz uma critica ao ensino da Matematica atuais, que estava presente nas
referéncias bibliograficas, acerca das dificuldades em aprender Matematica em especifico ao
ensino da Geometria Analitica (G.A.), drea da Matematica que requer um conhecimento
prévio por parte do estudante acerca do contexto da G.A., onde espera-se que esse estudante
ja tenha minimamente desenvolvido um raciocinio légico e organizado.

Mesmo sem ser percebida, a Geometria estd presente no nosso cotidiano, € em
diversas areas do conhecimento como na natureza, nas tecnologias, nas construgdes, na
arquitetura, nos jogos virtuais ou até mesmo manuais, nas artes, na Matematica pura ou
aplicada. E sua compreensdao analitica se faz importante para a aplicabilidade e
funcionalidade.

Uma vez compreendida as teorias vygotskyeriana, segue descri¢do dos conceitos e de
que forma eles podem ser utilizados na praxis do professor, bem como adocao dessas teorias

nos planos pedagogicos escolares.

1. Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP), ao introduzir novos conceitos,

como a equacao de uma reta ou a parabola, o professor pode primeiro resolver
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problemas junto com os alunos, orientando-os através dos passos necessarios.
Exemplificando e explicando cada simbolo ali presente nos conceitos da G.A.,
dessa forma criar uma vinculagao dos conceitos tedricos, dando aos estudantes o
tempo necessario para que os alunos pratiquem de forma independente, usando a
ZDP, para fortalecer suas habilidades.

2. Aprendizagem Mediada: Para além dos professores outros recursos podem ser
utilizados como ferramentas uteis para a explanagdo da G.A., utilizando recurssos
visuais e tecnologicas, como softwares de geometria dinamica (GeoGebra, por
exemplo), para mediar a aprendizagem. A visualizacdo grafica de uma curva e
posterior a de equagdes e transformacdes geométricas pode auxiliar os estudantes
a compreender conceitos abstratos.

3. Importancia da Linguagem: Nessa etapa deve-se encorajar os estudantes a
discutir e explicar conceitos geométricos em suas proprias palavras, bem como a
descrever processos matematicos e justificar suas soluc¢des, pode facilitar a
compreensdo profunda. A exemplo, ao aprender sobre a distdncia entre dois
pontos, os estudantes podem verbalizar cada etapa do analitico.

4. Ferramentas Culturais: Introduzir a historia da Geometria Analitica e as suas
aplicacdes praticas na resolucdo de problemas reais, em areas de interse¢cdo como
na Fisica e na Engenharia pode tornar o aprendizado mais relevante e engajador,
ou seja, utilizar contextos do cotidiano onde os contetidos dessa area sao
aplicados pode proporcionar um entendimento mais profundo e conectado.

5. Aprendizagem Colaborativa: Essa etapa sugere a criagdo de projetos de grupo,
onde os estudantes trabalham juntos para resolver problemas mais complexos,
como encontrar a intersecdo de duas curvas ou analisar o comportamento de
fungdes quadraticas, podem promover a troca de ideias e estratégias,

enriquecendo o aprendizado coletivo.

Isto ¢, ensinar Geometria Analitica, pautado nas teorias de Vygotsky permite ao
estudante desenvolver o pensar geométrico € aprimorar o raciocinio algébrico. Possibilitando
de forma educativa e assertiva a compreensao e resolugdo de problemas de varias areas de
conhecimento.

Diante dos conceitos expostos, pode-se compreender que a Teoria Vygotskyana

fornece base epistemoldgica para uma proposta de apresentagdo de contetido de Geometria
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Analitica. Ensinar a Geometria Analitica, através das ferramentas supracitadas, aplicadas e
correlacionadas aos contetidos matematicos de forma sistémica, levando em consideragdao o
dialogo, as vivéncias, as trocas de experiéncias de todos os sujeitos, sejam professores,

estudantes, ou pessoas que vivenciem o espago escolar.
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3 CONCEITOS BASICOS PARA DAR SENTIDO A GEOMETRIA ANALITICA

O estudo de Geometria Analitica requer conhecimento da Geometria, ou seja, para
analise das situacdes-problemas dessa area deve-se ter conhecimento dos conceitos basicos de
Geometria para trazer sentido ao seu aprendizado.

Propende que o estudo de Geometria Analitica inicie pela retomada dos conceitos de
Geometria. E sendo o objetivo deste estudo uma possivel proposta de apresentacdo de
conteudo para o estudo dessa area, entdo sera perpassado os conhecimentos da Geometria
para seguir e dar sentido ao estudo da Geometria Analitica.

Nessa perspectiva, o professor assume o papel de mediador na apresentagdo do
conteudo, ajustando-o conforme o nivel de ensino dos estudantes. Portanto, a proposta inclui
desde os conceitos fundamentais para a educagdo basica até os teoremas avangados abordados
na educacdo superior. Dessa forma, a pesquisa visa apresentar uma proposta de apresentagao
de conteido que atenda diversos niveis educacionais, buscando maneiras em que o0s

estudantes adquiram uma compreensao soélida e progressiva da Geometria Analitica.

3.1 CONCEITOS GEOMETRICOS

“In the logical development of any branch of mathematics, each definitionof a
concept or relation involves other concepts and relations. Therefore the only way to
avoid a vicius circle is to allow certais primitive concepts and relations (usually as
few as possible) to remain undefined'.” (SYNG, p. 32-34, apud COXETER, 1980,

p-4).

Coxeter (1980, p. 4) faz a citagdo acima para se referir de maneira similar que para
comprovar proposigdes siao necessarias outras proposicdes e, certamente, proposicdes
primitivas. As proposi¢des primitivas sao referéncias aos axiomas, ou seja, sao aceitas sem
demonstragdes. Porém, antes de apresentar a ideia de axioma se faz necessaria a apresentagao
das ideias primitivas que dao origem aos estudos geométricos.

Iniciando com os conceitos primitivos, que sao os elementos matematicos que dao

base para a constru¢do do conhecimento geométrico, considera-se que “um conjunto £ de

! “No desenvolvimento légico de qualquer ramo da matematica, cada definigdo de um conceito ou
relagdo envolve outros conceitos e relagdes. Portanto, a tinica maneira de evitar um circulo vicioso ¢
permitir que certos conceitos e relacdes primitivos (geralmente o minimo possivel) permanecam
indefinidos.” (Tradugdo da pesquisadora).
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elementos denominados pontos, dotado de subconjuntos chamados retas e subconjuntos que
tém o nome de planos®*. (CASTRUCCI, 1968, p. 73)

Com isso, entende-se que o plano ¢ visto como o conjunto cujos seus elementos sao
0s pontos e seus subconjuntos sao as retas. Essas ideias ndo sdo demonstraveis, por isso estao
no campo da intui¢do, sdo ideias intuitivas

Para esse estudo, a designacdo do ponto sera dada por letras latinas maitsculas ( 4,
B, C,..), a da reta por letras latinas minusculas (a, b, c,...) € a do plano por letras gregas

minusculas (e, S, 7,...), tendo como representacdes o que € apresentado na FIGURA 1.

FIGURA 1 - Representagao de ponto, reta e plano
r
A
L]
a
O ponto A Aretar O plano a

FONTE: Pesquisadora.

No caso da representagdo do plano, o estudante deve ter em mente que as dimensdes
ndo sdo limitadas. Porém, para a sua representacdo usa-se comumente a imagem de um
poligono fechado para formar a ideia desse conceito. Essas ideias intuitivas sao fundamentais
para Geometria e sao fomalizadas nos estudos de Euclides.

Euclides, um matematico grego do século III a.C., ¢ amplamente reconhecido como
o "pai da geometria" devido a sua obra "Os Elementos," uma cole¢do de treze livros que
sistematiza o conhecimento geométrico da época. A parte inicial da obra ¢ dedicada aos cinco
axiomas ou postulados que servem como os fundamentos da geometria euclidiana.

Em relagdo aos axiomas, Neto (2013, p. 2) apresenta como “uma propriedade
imposta como verdadeira”, compreendendo que a comprovagdo ¢é dispensavel por ser
intuitiva, que ¢ evidente por si mesma.

Os escritos de Euclides foram um grande marco a introdugdo do método axiomatico

presente nos estudos matematicos, contribuindo de forma significante a Geometria e a

2 Grifo do proprio autor.
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Geometria Analitica. Esse método consiste em estabelecer um conjunto de proposicdes que
sdo admitidas como verdadeiras sem demonstragdes algébricas.

De acordo com Morgado, Wagner ¢ Jorge (2008, p. 5), “o conjunto de proposi¢des
que servem de fundamento a uma ciéncia é seu SISTEMA DE AXIOMAS?”. Logo, sua
utilizacdo “é uma das caracteristicas fundamentais da Matematica como ciéncia” (NETO,
2013, p. 2).

O Sistema Axiomatico foi muito estudado pelo matematico alemao David Hilbert
(1862-1942), o qual compds um sistema de axiomas, que hoje ¢ referenciado nos estudos da

Matematica. Hilbert (2003, p. 1), escreve:

“Podemos dividir os axiomas da geometria em cinco grupos; exprimindo cada um
destes grupos, por si sd, certos factos fundamentais da nossa intuicdo que estdo
naturalmente associados. Designamos do seguinte modo estes grupos de axiomas:

1 1-8 Axiomas da Incidéncia

11 1-4 Axiomas da Ordem

I 1-5 Axiomas da Congruéncia
v Axiomas das Paralelas

A% 1-2 Axiomas da Continuidade”.

Os axiomas s3o base para as deducdes e demonstragdes de outras verdades
matematicas, em especifico nesse estudo para a Geometria.

Para a continuidade dos estudos da Geometria Analitica, ¢ imperativo abordar outros
conceitos fundamentais da Geometria que sao essenciais para uma compreensao aprofundada
e eficaz. Entre esses conceitos, destaca-se o estudo detalhado da reta, que desempenha um

papel crucial na Geometria Analitica, dando base para os estudos posteriores.

3.2 ARETA

Nao ha como adentrar nos estudos ditos proprios da Geometria Analitica sem
perpassar pelo conceito de reta, pois € o que sustenta a definicdo de analitica como o estudo
da Geometria sobre um plano formado por retas em sentidos perpendiculares.

A reta ¢ um dos elementos mais basicos e importantes na Geometria, servindo como
fundamento para a compreensdo de diversas outras figuras e conceitos geométricos. Na
Geometria, o estudo da reta envolve a andlise de suas propriedades, como inclinagdo,

interseccdo e paralelismo, bem como a compreensdo de suas equagdes e representagdes

3 Destaque dos proprios autores.
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graficas. A reta também ¢é essencial para a compreensdo de relacdes espaciais e para a
derivacdo de outros conceitos, como planos e angulos.

Em Geometria Analitica, o estudo da reta ¢ expandido para incluir sua representacao
em coordenadas cartesianas, a formulacdo de suas equacdes (tanto na forma ponto-
declividade quanto na forma geral), e a analise de suas interse¢cdes com outras retas € curvas.
Além disso, a compreensao completa da reta facilita o estudo de figuras mais complexas,
como coOnicas € outras curvas, que sao essenciais em diversas aplicagdes praticas da
Geometria Analitica, incluindo otimizagdao, modelagem matematica e engenharia.

Para estabelecer o conceito de reta, se faz necessario o estudo dos axiomas de
incidéncia. Os axiomas deste primeiro grupo composto por Hilbert (2003, p. 1) estabelecem
entre os elementos do conjunto £ uma incidéncia, ou seja, referem-se a ocorréncia,

acontecimento e/ou existéncia nas relagdes entre o ponto, a reta € o plano.

“[A — 1] Para cada dois pontos A, B h4 sempre uma reta que estd associada com
cada um dos dois pontos 4, B.

[A — 2] Para dois pontos A, B ndo ha mais do que uma reta que estd associada com
cada um dos dois pontos 4, B.

[A — 3] Sobre uma reta ha sempre, pelo menos, dois pontos. Ha pelo menos trés
pontos que ndo estdo sobre uma mesma reta.” (HILBERT, 2003, p. 1)

Os axiomas mostram que a reta tem uma relacao direta com pontos. Em resumo dos
axiomas tem-se, por exemplo, que por dois pontos distintos, A e B, pertencentes ao plano ¢

tracado uma unica reta denominada reta r, conforme FIGURA 2.

FIGURA 2 — Representagdo da reta

- ® ® —
A B

FONTE: Pesquisadora.

A notagdo, sendo a reta r definida por tais pontos citados, ¢ dada por r = AB. E com
os dois axiomas de incidéncia pode-se entdo definir caracteristicas da relagdo entre ponto e
reta, como o fato de que trés pontos podem estar sobre uma mesma reta, sendo caracterizados

como pontos alinhados.
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FIGURA 3 — Trés pontos alinhados sobre uma reta

FONTE: Pesquisadora.

Ao observar a FIGURA 3, nota-se que os pontos D, A e E s3o pertencentes a uma
mesma reta por estarem alinhados, ou por estarem alinhados pertencem a uma mesma reta.

Isso traz uma compreensao a definicdo apresentada por Gerénimo e Franco (2003, p. 8),

DEFINICAO 3.1: Se trés (ou mais) pontos estdo sobre uma mesma reta, ¢

denominado que eles sdo colineares®*.

Tendo a ideia intuitiva de reta e os axiomas, hd a percep¢do do estudante que pode
haver relagoes existentes entre duas ou mais retas, observando determinadas caracteristicas de

posicionamento entre elas.

FIGURA 4 — Algumas posicdes entre duas retas

A
Y
3
A
©
Y
W

FONTE: Pesquisadora.

Analisando a FIGURA 4, com base nos axiomas de Hilbert (2003, p. 1), ha
percepgao de que se a intersec¢do de duas retas contiver pelo menos dois pontos distintos,

entdo essas retas ndo serdo distintas, o que ¢ uma contradicdo. Portanto, as retas se

4 Destaque dos proprios autores.
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interceptam no maximo em um ponto. Com isso, por Geronimo e Franco (2003, p. 9),

apresenta-se a seguinte proposi¢ao:

PROPOSICAO 3.2: Dadas duas retas distintas, elas possuem no maximo um ponto

de interseccao.

Entende-se que entre duas retas distintas havera somente duas possibilidades, a de
terem um ponto em comum ou a de nao terem nenhum ponto em comum. Assim, podem ser
retomados os conceitos da classificagdo das posi¢oes relativas entre duas retas. Toma-se como
uma retomada, pois sao conceitos estudados nos anos finais do ensino fundamental brasileiro.

Com isso, segue a definicao:

DEFINICAO 3.3: Duas retas sio paralelas se ndo se interseccionam e sio
coplanares, isto ¢, se nenhum ponto pertence a ambas as retas. E duas retas distintas que se

interseccionam siao denominadas retas concorrentes.

A partir dos conhecimentos apresentados e relacionando com o terceiro axioma de
incidéncia, devem ser retomados os conhecimentos sobre partes de uma reta. Sendo fato que
ha pontos pertencentes a uma reta e que uma reta ¢ formada por pelo menos dois pontos,

analisa-se que um ponto pode demarcar a divisdo de uma reta em duas partes.

FIGURA 5 — Representagdo de pontos que dividem a reta em partes

FONTE: Pesquisadora.

5 Retas coplanares sdo aquelas que se encontram no mesmo plano geométrico, ou seja, compartilham
uma mesma superficie bidimensional, de modo que, se desenhar ambas, elas podem ser completamente contidas
dentro de um unico plano.
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E perceptivel na FIGURA 5 que, ao tomar o ponto A como referéncia, existe uma
parte da reta que estd no sentido do ponto B e outra parte que esta no sentido do ponto C.

Conforme Muniz Neto (2013, p. 4), esse conhecimento gera a seguinte definigao:

DEFINICAO 3.4: Um ponto A, situado sobre uma reta r, a divide em duas partes,

quais sejam, as semirretas de origem A.

Sendo B e C pontos pertencentes a r, um em cada um das tais partes, denota-se as

semirretas de origem A por AB e AC. E tomando os pontos A e B como referéncia, outro fato

perceptivel € que eles delimitam outra parte da reta

FIGURA 6 — Representagdo de parte da reta limitada pelos pontos A ¢ B

FONTE: Pesquisadora.

Por Muniz Neto (2013, p. 4) sobre a analise de pontos colineares, gera-se a seguinte

definicao:

DEFINICAO 3.5: Dados dois pontos distinto A ¢ B sobre uma reta r, o segmento

retilineo AB, ou apenas segmento AB, ¢ a por¢ao da reta r situada de A a B.

A FIGURA 6 representa o segmento de reta limitado pelos pontos A a B, que ¢
usualmente denotado por AB.

Trazendo a imagem como um recurso para melhor dar sentido e compreensdo ao
conhecimento matematico do estudante, a representacdo das partes de uma reta pode ser

esquematizada conforme FIGURA 7
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FIGURA 7 — Partes de uma reta

Semirreta AT' Semirreta AT"

/ Segmento de reta AB

‘,.',‘.'0 o]

Semirreta BT' Semirreta BT"

FONTE: A pesquisadora.

Com os conceitos de Geometria retomados, utilizando as imagens como base para um
melhor sentido no conhecimento, segue para uma revisitagdo e ampliagdo nos estudos

especificos da Geometria Analitica, iniciando pelo sistema de coordenadas.

3.3 SISTEMA DE COORDENADAS

O sistema de coordenadas ¢ o que caracteriza a Geometria Analitica, e foi desvelado
pela primeira vez em 1637, pelo matematico francés René Descartes (1596 — 1650), sendo
este o motivo de a Geometria Analitica ser frequentemente denominada Geometria
Cartesiana.

Para o estudo matematico dessa area, “o estudante deve ter em mente que agora ele
esta seguindo um curso de Geometria Analitica e que a solugdo de um problema geométrico
ndo tera sido efetuada por métodos analiticos® a menos que tenha sido empregado um sistema
de coordenadas” (LEHMANN, 1982, p. 9). Desta maneira, segue-se o estudo tendo uma nova

analise de conceitos geométricos ja estudados.

¢ Destaque do préprio autor.
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A partir de um segmento de reta definido com pontos extremos A e B, pode ser
pensado na sua orientagdo, ou seja, se esse segmento esta no sentido de A para B ou se esta no

sentido de B para A.

FIGURA 8 — Representagdo de segmentos orientados
B B

Segmento AB Segmento BA

FONTE: Pesquisadora.

A FIGURA 8 mostra exemplo de representacao de segmentos orientados, o segmento
AB e o segmento BA. No primeiro caso, o extremo A ¢ denominado origem e o ponto B
extremidade, sendo denotado por AB. E no segundo caso, o segmento esta orientado de B
para A, sendo entdo o ponto B ¢é a origem e o ponto A o extremo, designado por BA. Assim,
compreende-se que o sentido de um segmento retilineo orientado ¢ sempre indicado
escrevendo-se primeiro a origem.

Com base nos escritos de Lehmann (1982, p. 1), tem-se:

DEFINICAO 3.6: O segmento retilineo AB esta orientado’ de A para B quando se

inclui um sentido ou orientagdo a esse segmento.

Observa-se que nos estudo de Geometria, o comprimento de AB e BA sio iguais,
dizem-se entdo congruentes, AB = BA. Entretanto, para a Geometria Analitica se faz uma

distingdo entre os sinais destes comprimentos, especificando arbitrariamente que um

" Destaque do préprio autor.
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segmento com certa orientagdo tem sentido positivo, a0 mesmo tempo em que outro segmento
opostamente orientado tera sentido negativo. Neste caso, AB = —BA.

Ao considerar trés pontos distintos, A, B e C, pertencentes a uma mesma reta de
orientagdo positiva, da esquerda para a direita, pode ser analisado por representacao as

possibilidade de posigdes entre esses pontos.

FIGURA 9 — Possibilidades de posi¢des de trés pontos colineares em um segmento

A C B C A B A B C

L  J =@ [ ° = [ o e
@) (b) (©)

B c A C B A B A C

L ® re ® ® — ® ® >0
(d) () (f)

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Conforme FIGURA 9, havera seis possibilidades de posi¢des para estes pontos. Com
isso, considerando apenas segmentos retilineos orientados com comprimento positivo, ha as

seguintes relagoes:

(a) AC + CB = 4B
(b) CA+AB =CB
(c) AB + BC = AC
(d) BC + CA=BA
(e) CB+BA=CA
() BA+ AC = BC

Porém, uma tunica relagdo ¢ fundamental:

AC + CB = AB. (1)

A relagao (1) indica a relagdo existente entre quaisquer trés pontos pertencentes a um
segmento retilineo orientado, que a medida do comprimento de um segmento equivale a soma
das medidas do segmento da origem até¢ um ponto do segmento com o segmento formado
desse ponto ao extremo.

Assim, com essas informagoes, pode ser estudado o Sistema Linear de Coordenadas.
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3.3.1 SISTEMA LINEAR DE COORDENADAS

—>
Para inicio, representa-se X'X de orientagdo positiva, ou seja, seguindo da esquerda

para a direita, e alguns pontos pertencentes a essa reta.

FIGURA 10 — Representag@o de pontos em uma reta orientada

P' P, @) A P, P
X @ @ @ @ @ @ = X
(x) (%5) © ™ X))

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Pela representacao grafica e por outra area de conhecimento da Matematica, como o
eixo tematico niimeros, compreende-se que cada niumero tenha uma relagdo bionivoca com
um ponto, ou seja, cada ponte corresponde a um, e apenas um, ponto; ¢ cada ponto
corresponde a um, e apenas um, numero real.

Segundo Moise e Downs (1971, p. 27), para o estudo da distancia entre pontos ¢
necessario adotar uma unidade de medida. Conforme FIGURA 10, tomando o ponto O como
um ponto fixo dessa reta, denominado origem, ¢ A um ponto distinto de O e a direita do

mesmo, entdo adota o comprimento de OA como a unidade de comprimento.

Sendo P um ponto qualquer da X'X e posicionado a direita de 0, tal que o segmento
retilineo orientado OP tem um comprimento positivo € contém Xx vezes O comprimento

adotado como unitério, ¢ dito entdo que P corresponde ao nimero positivo x. De modo

analogo, sendo P’ um ponto qualquer da XX e posicionado a esquerda de O, tal que o
segmento retilineo orientado OP' tem um comprimento negativo de x' unidades, diz-se entdo
que P’ corresponde ao nimero negativo x'.

Seguindo este pensamento, se tem que qualquer numero real pode ser representado
por um ponto sobre uma reta orientada e, reciprocamente, qualquer ponto sobre uma reta
orientada representa um numero real, cujo valor numérico ¢ igual ao comprimento do
segmento da origem ao ponto indicado.

Com este esquema construido no qual ¢ estabelecida uma correspondéncia bionivoca

entre os pontos geométricos € nimeros reais ¢ denominado como sistema de coordenadas.
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Ha o caso particular, quando todos os pontos pertencem a mesma reta ¢ denominado

sistema unidimensional de coordenadas ou linear. Tomando como exemplo de sistema linear

da FIGURA 10, denomina-se X'X de eixo e de origem o ponto O. E o nimero real x,
correspondente ao ponto P, sendo referido como coordenada de P e representado por (x).
Assim, a origem O tem coordenada (0) e o ponto A tem coordenada (1). Com isso, ¢ dito que
o ponto P, de coordenada (x), é a representagdo geométrica ou grdfica do nimero real x, e a
coordenada (x) € a representagdo analitica do ponto P; comumente escritos P(x).

Em Geometria Analitica um ponto ¢ dado quando sua coordenada ¢ conhecida. E
uma vez escolhida a unidade de comprimento, a cada par de pontos, P; e P,, correspondera
um nimero que dira o quao distante estd P; de P,, o que ¢ formalizado, em Moise ¢ Downs

(1971, p. 27), pelo seguinte postulado:

POSTULADO 3.7 (O Postulado da Distancia): a todo par de pontos distintos

corresponde um tnico numero positivo.

A partir disso, dados P;(x;) e P,(x,), conforme FIGURA 10, a analise do
comprimento do segmento retilineo determinado por dois pontos, conforme a relagdo, ¢ dado

por:

OP; + P,P, = OP,.

Como OP; = x; e OP, = x,, vem:

X1 = PP, = x,.

Logo, organizando a equagao:

PP, = x; — x5.

De forma geral, o comprimento do segmento retilineo orientado ¢ obtido subtraindo-
se a coordenada do ponto inicial da coordenada da extremidade. Assim, a distdncia entre dois
pontos colineares ¢ definida como o valor numérico ou absoluto do comprimento do
segmento retilineo determinado por estes dois pontos. Representando a distancia por d, entdo
se tem:

d =[PPy = |x; — ],
ou
d = |PP;| = |x1 — x5].

Segundo Lehmann (1982, p. 4), este resultado ¢ formalizado pelo seguinte teorema:
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TEOREMA 3.8: Num sistema linear de coordenadas o comprimento do segmento
retilineo orientado determinado por dois pontos dados ¢ obtido, tanto em grandeza como em

sinal, subtraindo-se a coordenada do ponto inicial da coordenada da extremidade.

Para melhor compreensdo do estudante, apresenta-se a seguir exemplos de aplicagao

do TEOREMA 3.8.

EXEMPLO 3.9: Determinar a distancia entre os pontos P;(7) ¢ P,(19).

Solugdo: Sendo P; e P, pontos dados, vem:

d=7-19|
d=|-12|
d=12

Portanto, a distancia entre os pontos ¢ de 12 u.c.

EXEMPLO 3.10: Determinar a distancia entre os pontos P;(—9) ¢ P,(—5).

Solugdo: Sendo dados os pontos, tem-se:

d=1-9—(-5)|
d=|-9+5|

d = |-4]

d=4

Portanto, a distancia entre P; ¢ P, é de 4 u.c.

Apo6s a andlise dos conceitos vistos nessa sessdo, compreende-se que os estudantes
terdo base para uma ampliacdo de conceitos. Pois, um sistema linear restringe as investigacoes
analiticas de propriedades geométricas, sendo entdo necessario apresentar um plano de

coordenadas.

3.3.2 SISTEMA PLANO DE COORDENADAS

A introducdo de um plano de coordenadas, também conhecido como plano
cartesiano, ¢ um passo essencial para ampliar o escopo das investigagdes geométricas. Este
sistema facilita a analise de relacdes geométricas e algébricas de maneira integrada,

permitindo a aplicagdo de técnicas analiticas a uma variedade de problemas geométricos.
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Além disso, o plano cartesiano serve como base para o desenvolvimento de conceitos mais
avancados, como a andlise de conicas, transformagdes geométricas, € o estudo de vetores e
suas aplicagoes.

Pensando em um sistema em que o ponto se move livremente em todas as diregoes,
tem-se a necessidade de utilizar em conjunto dois sistemas lineares de coordenadas. Adotando

a mesma unidade de medida para os dois eixos e com origem coincidentes com a intersec¢ao
X — = N .

das retas do par fixado, tém-se duas retas orientadas: X'X e Y'Y. Essas retas sdo denominadas

eixos coordenados, construidas mutuamente perpendiculares, das quais X'X tem denominagéo

—>
de eixo das abscissas ¢ Y'Y de eixo das ordenadas; ¢ O, ponto de intersecdo de ambos, € a

origem, conforme FIGURA 11.

FIGURA 11 — Sistema plano de coordenadas

Y
\
(-, +) I(+, +)
(ST .. P(x,y)
X' ® t - X
0 A
(-, -) IV (+,-)
v

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Esse sistema em que um ponto pode ser representado em movimento em varias

dire¢des ¢ denominado sistema bidimensional ou plano de coordenadas.
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Barsotti (1972, p. 35), escreve que o plano de coordenadas retangulares ¢ uma
correspondéncia biunivoca entres dois pontos pertencentes a retas orientadas distintas e nao

paralelas. Dessa forma,

DEFINICAO 3.11: O sistema plano de coordenadas ou sistema de coordenadas
cartesianas estabelece uma correspondéncia entre os pontos proprios de um plano e os pares
de numeros reais fixando-se no plano um par de retas orientadas, ndo paralelas, sobre cada

uma das quais se introduz um sistema linear de coordenadas ou sistema de abscissas.

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro regides organizadas
numericamente e no sentido anti-horario, como mostra a FIGURA 11. O eixo das abscissas
tem orientacdo positiva a direita e o eixo das ordenadas tem orientacdo positiva para cima.

Adaptando para o estudo, por Valladares (1990, p. 4) tem-se,

DEFINICAO 3.12: O eixo X'X é conhecido como eixo das abscissas € o eixo W,

como eixo das ordenadas. Estes eixos dividem o plano em quatro quadrantes.®

E inteligivel que cada ponto P do plano coordenado tem um e apenas um par de
coordenadas (x,y). E pelo pensamento inverso, qualquer par de coordenadas (x,y)
corresponde a um e apenas um ponto no plano coordenado, nessa caso, o ponto P.

No sistema de coordenadas cartesianas, um ponto ¢ marcado por um par ordenado
(x,y). Para localizar o ponto, comega-se na origem (0,0). Desloca-se horizontalmente ao
longo do eixo da abscissas: a direita se x for positivo e a esquerda se for negativo. Em
seguida, move-se verticalmente ao longo do eixo das ordenadas: para cima se y for positivo e
para baixo se for negativo. O ponto onde essas duas posi¢cdes se encontram representa as
coordenadas (x, y) no plano.

Isso fica mais bem compreendido com exemplos praticos de representagcdes de
pontos no plano de coordenadas, onde cada ponto especifico ilustra como as coordenadas x e

y determinam sua posi¢ao exata.

8 Destaque do proprio autor.
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FIGURA 12 — Representagdo de pontos no plano de coordenadas

Y
A
® A(3,3)
® F(0,2)
® B (3 1)
4 ® ® o - X
G (-5, 0) 0(0,0) E(20)
® C(-2,-3) ® D(4,-3)
¢ H(0,-4)
Yl

FONTE: Pesquisadora.

A localizacdo de um ponto através de sua coordenada ¢ denominada de grafico do
ponto. Conforme FIGURA 12, o ponto A tem localizacdo do seu grafico no quadrante I ou
primeiro quadrante, pois estd 3 unidades a direita e 3 unidade acima da origem, tendo
coordenada (3,3); e o ponto C por estar a 2 unidades a esquerda e 3 unidades abaixo da
origem tem seu grafico no quadrante I1I ou terceiro quadrante.

Além disso, ha pontos com seus graficos localizados sobre o eixo das abscissas por
terem sua ordenada 0, como E(2,0) e G(—5,0); e ha outros com graficos sobre o eixo das
ordenadas, por exemplo, F(0,2) e H(0,—4), devido a abscissa ser 0; e isso reduz o sistema
plano de coordenadas ao sistema linear de coordenada. Portanto, o sistema linear de
coordenadas ¢ um caso especial do sistema plano de coordenadas.

De modo geral, o ponto com coordenada (x,y) ¢ distinto do ponto com coordenada

(y,x), quando x # y, 0 que se torna importante escrever as coordenadas na ordem adequada,
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no qual se tem em primeiro lugar a abscissa e em segundo a ordenada. Este ¢ o motivo pelo

qual um par de coordenadas no plano ¢ denominado um par ordenado de nimeros reais. Com

isso, conforme Lehmann (1982, p. 6), “o sistema de coordenadas retangulares no plano

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre cada ponto do plano e um par ordenado de
r . Qs

numeros reais’”’.

Para um estudante inicial das ideias de Geometria Analitica, o grafico sera de facil

compreensdo ao utilizar a malha quadrangular, pois estd dividida em quadrados de

comprimentos iguais a unidade adotada. Observando alguns exemplos,

EXEMPLO 3.13: Um triangulo equilatero de lado com comprimento de 6 unidades,
tem dois de seus vértices localizados sobre o eixo das abscissas, sendo o grafico de um deles
exatamente na origem, e o terceiro localizado no primeiro quadrante. Determinar as
coordenadas dos vértices e sua area.

Solugio: Sendo ABC o triangulo referido na situacdo, assume posi¢do no sistema
plano de coordenadas conforme FIGURA 13.

Sendo A o ponto de grafico sobre a origem, entdo sua coordenada ¢ (0,0), logo
A(0,0). E sendo B o segundo ponto sobre o eixo das abscissas também tem ordenada 0, e

como AB = 6 entio a sua abscissa é 6, logo B(6,0).

FIGURA 13 — Representagao do tridngulo do exemplo 3.13

e e e e e DN O

FONTE: Pesquisadora.

° Destaque do proprio autor.



43

Tragando a altura BH em relacdo ao lado AB do triangulo, da Geometria tem-se que
. = . 6 — .
H ¢ o ponto médio de AB. Portanto a abscissa de H ¢ > =3. E sendo CH paralelo ao eixo das

ordenadas, entdo a abscissa de C também ¢€ 3. A ordenada de C pode ser encontrada utilizando
o Teorema de Pitdgoras, assim:
(CB)? = (CH)? + (HB)?
(6)*> = (CH)* + (3)*
(CH)? =27
CH =3V3
Assim, a coordenada de C é 3+/3. Logo, C(S, 3\/§)
Portanto, as coordenadas dos vértices sdo A(0,0), B(6,0) e C(S, 3\/§)

A progressao dos estudos de Geometria Analitica demonstra que equacgdes e
processos algébricos podem ser vantajosamente empregados nas resolugdes de situagdes-
problemas da Geometria. Inversamente, os métodos da Geometria Analitica podem ser usados
para obter uma representagao de equacdes e relacdes funcionais.

Uma grande variedade de situagdes-problemas pode ser resolvida muito facilmente
por meio do processo uniforme associado com o uso de um sistema de coordenadas. Com os
descritos até aqui, “o estudante deve ter em mente que agora ele estd seguindo um curso de
Geometria Analitica e que a solucdo de um problema geométrico ndo terd sido efetuada por
métodos analiticos a menos que tenha sido empregado um sistema de coordenadas”
(LEHMANN, 1982, p. 9).

Segue-se na ampliagdo de conhecimentos para a analise de distancia entre dois

pontos dados em um sistema plano de coordenadas.
3.4 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

A distancia entre dois pontos ¢ o nimero dado pelo o postulado da distancia,
POSTULADO 3.7 . Sejam P;(x;,v,) € P,(x,,v,) dois pontos quaisquer dados, como
representado na FIGURA 14, almeja-se determinar a distancia d entre P; e P,, calculando
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FIGURA 14 — Distancia entre dois pontos dados

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Analisando, conforme FIGURA 14, ¢ tragado de P; e P, retas perpendiculares a

ambos os eixos coordenados, sendo E a interse¢dao entre PyA ¢ P,D, formando o tridngulo
P,EP,. E sendo o triangulo retangulo, pode ser aplicado o Teorema de Pitagoras para o estudo

da distancia d. Assim:

d? = (PP,)?
d* = (P,E)* + (EPy)? (2)
Sendo A(x4,0), B(0,y,), C(x,,0) e D(0,y,), entdo pelo TEOREMA 3.8 vem:
PE = CA = x; — x,. (3)
E, da mesma forma:
EP, = DB = y; — y,. (4)

Substituindo as relagdes (3) e (4) na relacdo (2), obtém-se:
d* = (x1 — x)* + (1 — ¥2)?
d=(x1 — )% + (71 — y2)? )

Desse estudo da distancia entre pontos, tem-se que a relacao (5) fornece uma base

solida para andlises mais abrangentes, importante para o entendimento de propriedades
geométricas e algébricas no plano cartesiano.

Assim, conforme Lehmann, (1982, p. 10), segue o seguinte teorema:
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TEOREMA 3.14: A distancia d entre dois pontos conhecidos, P;(x;,y;) €
P,(x5,y5), é dada por:

d= \/(x1 —x)%+ (y1 — 3’2)2‘

A demonstracio do TEOREMA 3.14 ¢ para casos gerais, pois ndo se faz referéncia
aos quadrantes em que os pontos dados estao situados. A posi¢ao de um ponto num quadrante

particular ¢ sempre indicada pelos sinais de suas coordenadas.

EXEMPLO 3.15: Analise se os pontos A(—2,—1), B(1,0), C(—1,6) ¢ D(—4,5)
sdo vértices de um retangulo.
Solugdo: Tendo conhecimento que um retangulo tem seus pares opostos de lados

congruentes, entdo para essa situacdo analisa a distancia entre pontos. Assim:
dap =[1 - (=2)]*+ [0 - (-D]* = V10
dge =+/(=1=1)2 + (6 — 0)2 = 2V/10
dep =/ [-4— (D2 + (5 - 6)2 =V10
dps =[-2— (-9 + (-1 -5)> = 210

Como dyp =dcp € dgc = dpy, entdo conclui que os pontos sdo vértices de um

retangulo.

Para dar sentido ao aprendizado sobre retas, o estudante precisa compreender ndo
apenas a importancia da distancia entre pontos conhecidos que definem uma reta, mas
também reconhecer e analisar o comportamento relativo entre retas. Isso inclui entender o
angulo formado entre duas retas, o que € crucial para uma compreensao mais profunda das

interagdes e propriedades geométricas.

3.5 ANGULOS

Para a Geometria, angulo ¢ a figura formada por duas semirretas de mesma origem,
que determina dois setores angulares, um convexo e outro ndo convexo desde que as
semirretas que o formam nao sejam opostas. Em Geometria Analitica, o estudo de angulos se

faz necessario para a analise da declividade da reta.
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Inicia-se o estudo pela analise dos angulos formados entre duas retas orientadas,
tomando como base a representacdo a seguir, conhecida por muitos estudantes por ser

apresentada nos estudos dos anos finais do Ensino Fundamental.

FIGURA 15 — Angulo entre duas retas concorrentes

2

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Quando duas retas, r; e 1,, se interceptam sdo formados dois pares de angulos
opostos pelo vértice, o que torna ambigua a expressdo “o angulo entre duas retas”, pois tal
angulo pode ser a ou seu suplementar 8, conforme FIGURA 15.

Para a Geometria Analitica, este conceito deve ser analisado levando em

consideragdo a orientagdo das retas em estudo. Com isso, por Lehmann (1982, p. 13), tem-se:

DEFINICAO 3.16: O angulo entre duas retas orientadas ¢ o angulo cujos lados estio

orientados desde o vértice.

Pela FIGURA 15, as retas r; e 1, s@o orientadas e o angulo entre elas ¢ definido
como o angulo a. Se, entretanto, uma destas retas ¢ orientada no sentido inverso, o angulo a
ser considerado € o 5. Para o caso de 1y e 1, serem paralelas entdo ¢ dito que o angulo entre
elas € 0° quando t€ém a mesma orientagdo e 180° quando tém orientagao oposta.

Uma observagdo que se faz com as retas orientadas da FIGURA 15 ¢ a do angulo
y = 360° — a também satisfazer a defini¢dao, porém a analise nessa pesquisa ira considerar
amgulo menor ou igual a 180°. Um angulo tal como y > 180° ¢ denominado dngulo

reentrante’ 0.

190 angulo reentrante é um tipo de angulo que mede mais que 180°, mas menos que 360°.
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Para trazer a discussdo que uma reta tem angulo formado com o eixo das abscissas,

apresenta-se a FIGURA 16.

FIGURA 16 — Representag@o do angulo de inclinagdo de reta
Y
A

. NS

Y‘

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

A FIGURA 16 mostra que a inclinagao daretary; ¢ a; e daretar, € a,. Logo, € visto
que o intervalo de variagdo do angulo esta entre 0° e 180°, ou seja, 0° < a < 180°. Com

isso, por Lehmann (1982, p. 14), tem-se:

DEFINICAO 3.17: O dngulo de inclinagdo de uma reta é o angulo formado pelo

eixo das abscissas e esta reta considerada com a orientagdo para cima do referido eixo.

Com a elucida¢do do conhecimento de angulo de inclinacdo, o estudante tera base
para entender a declividade de uma reta. De modo habitual e frequente, muitos autores
denominam por m a declividade de uma reta. Donde se escreve:

m = tan(a).

Analisando, a declividade pode assumir fodos os valores reais. Se o angulo ¢ agudo a
declividade ¢ positiva e a declividade tera valor negativo se o angulo € obtuso, como no caso
de a; e a,, respectivamente, na FIGURA 16. Qualquer reta coincidente ou paralela ao eixo
das ordenadas sera perpendicular ao eixo das abscissas e, assim, seu angulo de inclinagdo sera
de 90°. Visto que ndo é definida tan(90°), entdo a declividade de tal reta ndo existe.
Portanto, estabelece que qualquer reta perpendicular ao eixo das abscissas ndo tem

declividade.
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O que deve ficar claro ao estudante ao ser analisado que tan(90°) = o ¢ que essa
sentenca se refere ao fato de que a medida que o angulo agudo « se aproxima do valor de
90°, a tan(a) torna-se e permanece maior do que qualquer niimero positivo prefixado.

Com isso, por Lehmann (1982, p. 14), segue a defini¢ao:

DEFINICAO 3.18: A declividade de uma reta é a tangente de seu angulo de

inclinagao.

A partir do conceito, o estudante parte para o pensamento do calculo da declividade
de uma reta apresentando a ideia de um angulo a ser angulo de inclinacdo da reta que ¢é

determinada por P; e P,, representado na FIGURA 17.

FIGURA 17 — Representag@o do angulo de inclinagdo de uma retadeterminada por dois pontos

Y

Yl

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Tragando de P; e P, as perpendiculares (I_JE e m, respectivamente, ao eixo das
abscissas, e a partir de P, uma reta paralela em relagdo ao eixo das abscissas, interceptando
<Pl—Al) em B, tem-se entdo que P,P,B = a.

Sendo o triangulo P;P,B retangulo em B, entdo utilizando os conhecimentos de

trigonometria tem-se:
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m=tan(a) it (6)
P,B
Como as coordenadas sdo A;(xy,0), A;(x,,0) e B(xq,y,) entdo, pclo TEOREMA
3.8, vem:
BP =y, — ¥, ¢ P,B = AA; = X1 — X, (7)

Substituindo a relagdo (7) na relagdo (6) se obtém o resultado que,

m:yl_yZ.

XX
Essas informagdes geram o teorema sobre a declividade da reta, segundo Lehmann

(1982, p. 15), apresentado como:

TEOREMA 3.19: Se P;(xy,y;) e P,(x,,y,) sdo dois pontos quaisquer distintos

dados sobre uma linha reta, sua declividade ¢ dada por:

N
X=X,

m . x1 * xZ. (8)

Observa-se que o valor de m dado pela relagdo (8) nao ¢ definido analiticamente
para x; = Xx,. A interpretacdo geométrica neste caso ¢ que uma reta determinada por dois
pontos distintos com iguais abscissas ¢ paralela ao eixo das ordenadas e, portanto, nao tem
declividade.

Esse conceito ¢ fundamental ndo apenas para a Geometria Analitica, mas também
para diversas aplicagdes em Engenharia Civil, Arquitetura, Geologia, Topografia e outras
areas relacionadas, nas quais a compreensao da inclinagao de uma reta ou superficie € crucial
para o planejamento, projeto e analise de estruturas, terrenos, caminhos e outras
caracteristicas fisicas do ambiente. Além disso, a no¢do de declividade ¢ essencial para a
realizacdo de estudos de viabilidade, elaboracdo de mapas topograficos, definicio de
trajetorias para construcdes de estradas e ferrovias, bem como para a modelagem e simulagao

de processos naturais, como a erosao do solo € o escoamento de agua.

Apresenta-se, com isso, um exemplo no qual o calculo da declividade ¢ essencial

para compreender a inclinagdo de uma reta em relagdo aos eixos coordenados.
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EXEMPLO 3.20: Calcular a declividade e o angulo de inclinacdo da reta
determinada pelos pontos A(0,9) e B(3, 3).
Solucgdo: Sendo a reta determinada pelos pontos indicados na situacdo representada

na FIGURA 18.

FIGURA 18 — Representagao da reta do exemplo 2.20

Y

\ A(0,9)

FONTE: Pesquisadora.

Pelo TEOREMA 3.19 tem que a declividade ¢ dada por:

3-9
m=—-
3-0
-6
m=—
3
m=-2

Com a declividade negativa, o angulo de inclinacdo sera obtuso. Assim, o angulo de
inclinagdo serd dado por:
tan(a) = -2
a = arctan(—2)
a = 116°34'
Portanto, @ = 116°34’.
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Com o estudo da declividade e do angulo formado entre retas desponta para a analise

do comportamento entre retas, ou seja, a classificacdo das retas.

3.6 CLASSIFICACAO DAS RETAS

O estudo da classificagdo das retas ¢ um tema supostamente conhecido pelo
estudante, pois sua ideia e conceito acerca apenas da posicao relativa entre retas sao estudados
no ensino basico brasileiro.

Para o estudo especifico da Geometria Analitica, a classificacdo das retas ocorre por
uma comparagao de suas posi¢des, ou seja, verifica-se a partir da relagdo de posi¢do existente
entre duas retas em um mesmo espago. E essa classificagdo, no estudo da Geometria
Analitica, estd diretamente ligada a declividade e, consequentemente, ao angulo de inclinagao
de cada uma das retas.

Considerando duas retas, ry € 1, que se interceptam no ponto C e interceptam o eixo
das abscissas em A e B, respectivamente, formando entre si os angulos 8, e 6,, mostra-se ao

estudante a representacdo da FIGURA 19 para elucidagao.

FIGURA 19 — Relagédo entre duas retas no plano coordenado

Y

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Os angulos 8; e 8, sdo suplementares e identificados por um arco no sentido anti-

horario ou positivo, conforme estudos da Trigonometria. Sendo denominada reta origem a
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reta da qual parte o angulo e reta extremidade a reta para qual o angulo esta orientado, entao
as declividades dessas retas sdo denominadas, respectivamente, declividade origem e
declividade extremidade.

Para a reta r; o angulo de inclinagao ¢ a; e tomado por m; a declividade; e para a
reta r, tem-se @, € m, para seu angulo de inclinagao e declividade, respectivamente. Logo, o
angulo 0; tem sua reta de origem r; e sua declividade origem m;, assim como, tem sua reta
extremidade 7, e sua declividade extremidade m,. De modo analogo, para o angulo 6, a reta e
a declividade iniciais, bem como a reta e a declividade extremidades sdo, respectivamente, 7,
my, 1y € My.

A continuidade do estudo analisa a determinacdo dos angulos 6; ¢ 8, em fun¢do das
declividades m; e m,. Para tal, seguindo o conhecimento da Geometria, tem-se que o angulo
externo de um triangulo ¢ igual & soma dos dois angulos internos ndo adjacentes. Assim,
como no tridngulo ABC da FIGURA 19, 0 ACB = 6, entdo:

a, = a; + 6.

Resscrevendo a equagdo, tem-se:

01 =a; —a;. )

E pela DEFINICAO 3.18, calculando a tangente em ambos os membros da relagio

(9) junto com uma analise trigonométrica, vem:

tan (6, ) = tan(a, - )
tan (a, ) —tan(q, )

tan( 6, ) =
an(6) 1+tan (e, )-tan ()
m, —m
tan(gl):m-zm—-nlq (10)
2 1

De modo anélogo, para 8, como angulo exterior do tridngulo ABC obtém-se:
0, = a; + (180° — a,). (11)
Assim, analisando a declividade para a relagdo (11) tem-se:
tan(6,) = tan| o, +(180°-a, ) |
tan (¢, )+ tan (180° -, )

tan(6, ) =
an( 2) l—tan(al)-tan(ISOO—az)
tan(6,) = tan (¢, ) —tan(a, )
*" l+tan(a,)-tan(a,)
tan (6, ) = ——2

I+m, -m, (12)
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Visto que os angulos 8; e 6, sdao suplementares, observa-se nas relagdes (10) e (12)
que se diferem no sinal. Com isso, observa-se de maneira geral que em ambos os resultados o
numerador ¢ dado pela subtracdo da declividade origem pela declividade extremidade.
Consequentemente, um teorema ¢ obtido.

Por Lehmann (1982, p. 19):

TEOREMA 3.21: O angulo 0, formado por duas retas, ¢ dado por

tan(0) = 1T'm_mn21 ,semy smy = —1, (13)
1 2

onde m; ¢ a declividade de origem e m, a declividade extremidade para o angulo 6.

Com o TEOREMA 3.21 deduzem-se dois casos importantes para a classificacao de
retas, ou seja, pode-se analisar o comportamento de retas paralelas e de retas concorrentes.

Visto que o angulo formado entre duas retas paralelas ¢ 0° ou 180° entdo pela

relacdo tem-se:

0= """

1+ mm,
0=m,—m,
m; =m,.

Assim, as declividades sdo iguais.

E analisando a situagdo inversamente, a relagdo se reduz a tan(8) =0, o que
mostra 8 ser 0° ou 180°, e as retas sdo paralelas. Portanto, para que duas retas sejam paralelas
devera ocorrer de terem suas declividades iguais.

Isto mostra, por Lehmann (1982, p. 15),

COROLARIO 3.22: Duas retas sdo paralelas se, e somente se, suas declividades sdo

iguais.

Se duas retas sdo mutuamente perpendiculares entdo o angulo formado entre elas ¢
90°, o qual nao pode ser usado para a relacdo. Assim, essa relacdo pode ser reescrita da
» 0 (q p p ¢ ) ¢ao p

seguinte maneira:

cot (0) =12 (14)

m, —m,




54

Analisando (14) com o angulo de 90°, a relacdo ¢ dada por:

cot(90°) = L
m, —m,

0= I+m, -m,

m, —m,

E analisando de modo inverso, quando m, -m, =—-1=m, = 1 a relacdo (14) se
m

reduz a:

1
——m,
ml
cot(0) = 10
——m,
m,
cot(0)=0,

a qual tem-se 8 = 90° indicando que as retas sdo perpendiculares.

Como consequéncia, suge um corolario. Por Lehmann (1982, p. 20):

COROLARIO 3.23: Duas retas sdo mutuamente perpendiculares se, e somente se, 0

produto de suas declividades ¢ igual a —1.

Apresenta-se um exemplo para elucidar o estudo.

EXEMPLO 3.24: Analise por meio da declividade se os pontos P;(9,2), P,(11,6),
P;(3,5) e P,(1,1) sdo os vértices de um paralelogramo.

Solugdo: Sabe-se que o paralelogramo possui dois pares de lados paralelos. Sendo
quatro pontos no qual uma reta é formada da combinagao de pelo menos dois deles, devem ser
analisadas as seis possibilidades. Porém, antes pode ser feita a observagdo da posi¢ao dos

pontos no plano coordenado, conforme FIGURA 20.




FIGURA 20 — Representagdo dos pontos do exemplo 2.24

FONTE: Pesquisadora.

Assim, analisando apenas as quatro possibilidades vém:

Para P;(9,2) e P,(11,6):

26
i 911
4
RP, _2
Mpp, =2
Para P,(9,2) e P,(1,1):
2—1
"o
1
Plazg
Para P,(11,6) e P;(3,5):
6-5
B3
1
ng_g
Para P;(3,5) e P,(1,1):
51
B3
4
1’3&:5
=2

55
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Assim, visto que Mp p, = Mp_p, € Mp p, = Mp,p, €ntdo, pelo COROLARIO 3.22,
tem-se P, P, é paralelo a P;P,, da mesma forma que P; P, e P,P; sio paralelos também.

Portanto, os pontos P,;(9,2), P,(11,6), P5(3,5) ¢ P,(1,1) sdo os vértices de um
paralelogramo, apresentado na FIGURA 21.

FIGURA 21 — Representagdo do paralelogramo do exemplo 2.24

FONTE: Pesquisadora.

Acredita-se que com os conhecimentos de Geometria Analitica at¢ o momento
apresentados, os estudantes tém base para avangar ao estudo algébrico, apresentando na

sequéncia a equacao geral da reta.

37 EQUACAO DA RETA

O conhecimento da equagdo de uma reta permite uma analise do comportamento
dessa curva e compreender outras caracteristicas através do método analitico.

Para a compreensao de uma equagao o estudante precisa ter o conhecimento sobre o
lugar geométrico da curva, que ¢ formada por infinitos pontos e, a partir disso, suas

caracteristicas serem descritas algebricamente.
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FIGURA 22 — Representagdo de uma reta no plano sistema coordenado com alguns de seus pontos

FONTE: Pesquisadora.

Segundo Lehmann (1982, p. 27), o estudante precisa ter em mente que ao supor que
dada uma equagao em duas variaveis x e y, que abreviadamente pode ser escrita como:
fx,y)=0. (15)
De maneira geral ha infinitos pares de valores x e y que satisfazem (15). Cada um
desses pares de valores reais serd tomado como coordenadas (x,y) de um ponto do plano
coordenado.
Entende-se que se as coordenadas de um ponto satisfazem uma equacdo entdo o
ponto se encontra sobre o lugar geométrico dessa equagao e, de forma reciproca, se um ponto
esta situado no lugar geométrico de uma equacdo entdo suas coordenadas satisfazem a

equacao.

“(...) Uma vez que as coordenadas dos pontos de um lugar geométrico sdo
condicionadas por sua equacdo, tais pontos, em geral, estdo localizados em posicdes
que, tomadas em conjunto, formam uma linha definida denominada uma curva
assim como um grafico ou lugar geométrico.” (LEHMANN, 1982, p. 28)

Com isso, por Lehmann (1982, p. 27), tem-se a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 3.25: A totalidade de pontos, e somente estes pontos, cujas

coordenadas satisfazem a equacao f(x,y) = 0, é denominada o lugar geométrico ou grdfico

da equagdo’’.

1 Destaque do proprio autor.
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Por Lehmann (1982, p. 27), ainda define-se:

DEFINICAO 3.26: Diz-se que qualquer ponto cujas coordenadas satisfazem uma

equacdo f(x, y)=0 pertence ao lugar geométrico da equagio®.
q

Com isso, a andlise das intersecdes do lugar geométrico com o plano de eixos

coordenados, apresentando a FIGURA 23, sdo estudados.

FIGURA 23 — Representagao de pontos de intersecao de um lugar geométrico e os eixos de um plano
coordenado

Y
A

P, (0,y,)

FONTE: Pesquisadora.

Na FIGURA 23, ha varios pontos coordenados que estdo no lugar geométrico de uma
reta. Porém, P;(x,,0) é o ponto de interse¢do entre a reta e o eixo das abscissas, sendo entido
x; a referéncia da intersecdo nas abscissas; e y, € a referéncia da interse¢do nas ordenadas,
pois P,(0, y,) é o ponto de interse¢do entre o eixo das ordenadas e a reta.

Assim, por Lehmann (1982, p. 29), vem a seguinte definicdo:

DEFINICAO 3.27: A intersecdo de um lugar geométrico com o eixo das abscissas
corresponde a abscissa do ponto de interse¢dao do lugar geométrico com o eixo. E a intersecdo
do lugar geométrico com o eixo das ordenadas ¢ a ordenada do ponto de intersecdo do eixo

com o lugar geométrico.

12 Destaque do proprio autor.
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Outra ideia a ser analisada ¢ a simetria de um lugar geométrico. Pensando em A ¢ B
como pontos pertencentes a uma mesma reta € a reta » como um eixo de simetria, tem-se a

representacao dessas ideias na FIGURA 24.

FIGURA 24 — Representag@o da simetria de dois pontos em relagdo a um eixo

r
A

> @
we

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Pela FIGURA 24, os pontos A e B sdo simétricos em relagdo ao eixo de simetria r
se, e somente se, AB esteja dividido em metades e perpendiculares por 7. Assim, a reta 7 ¢

denominada por eixo de simetria. Logo, por Lehmann (1982, p. 30), vem a definicdo:

DEFINICAO 3.28: Diz-se que dois pontos distintos sdo simétricos em relacio a
uma reta se, e somente se, o segmento de reta que une esses dois pontos ¢ dividido ao meio e

perpendicular pela referida reta.

Seguindo a ideia de simetria, a FIGURA 25 ¢ pensada em consonancia com as ideias
dos estudantes sobre existir dois pontos, A € B, que sao simétricos em relagdo a outro ponto M

pertencente a mesma reta.

FIGURA 25 — Representagao da simetria de dois pontos em relagdo a um ponto

A

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.
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De acordo com a FIGURA 25, o ponto M ¢ denominado centro de simetria, pois os
pontos A e B sdo simétricos em relagdo ao ponto M. E isso ocorre se, e somente se, M seja o
ponto médio de AB.

Com isso, Lehmann (1982, p. 30) apresenta:

DEFINICAO 3.29: Diz-se que dois pontos distintos sdo simétricos em relacdo a um
ponto M se, e somente se, M for o ponto médio do segmento retilineo que une estes dois

pontos.

Com as defini¢des de simetria apresentada anteriormente, pode ser analisada a
simetria de um lugar geométrico em relacdo a um dos eixos coordenados. Construindo a ideia

de uma reta ser simétrica em relacdo ao eixo das abscissas, apresenta-se a FIGURA 26.

FIGURA 26 — Ideia de uma reta simétrica em relagdo ao eixo das abscissas

: A
4 ] F’1 +
2 L 855 -
z s
Pdy
1 , alkume ammaE
Y dy
M ® i i i
di+-Ho 1 e SR 6
tdy :
F ?T +
fdy
Lo ! 5 d3
-3 ¢ Q, +
4 ®P, +
5 Y

FONTE: Pesquisadora.
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Pela FIGURA 26, observa-se que para a reta apresentada tem-se que os pontos P; e
P, sdo simétricos em relacdo a um ponto M pertencente ao eixo e em relagdo a reta base do
eixo das abscissas. E percebe-se que ocorre 0 mesmo com os pontos Q; € Q,, € com 0s pontos
T, e T,. Logo, pela DEFINICAO 3.2 ¢ DEFINICAO 3.29, dizemos que a reta do caso é
simétrica em relagdo ao eixo das abscissas.

Porém, deve-se ficar claro aos estudantes que essa caracteristica de simetria em
relacdo a um eixo de simetria ndo ¢ exclusiva do estudo de retas, mas sim do estudo de todas
as curvas estudadas pela Geometria Analitica.

Com isso, conforme Lehmann (1982, p. 30), apresenta-se a definigao:

DEFINICAO 3.30: Diz-se que uma curva ¢ simétrica em relacdo a um eixo de
simetria desde que para cada ponto da curva ha um ponto correspondente também sobre a

curva tais que estes dois pontos sejam simétricos em relagao ao eixo.

E, ainda por Lehmann (1982, p. 30), expande-se:

DEFINICAO 3.31: Diz-se que uma curva ¢ simétrica em relacdo a um centro de
simetria M desde que para cada ponto da curva haja um ponto correspondente também sobre

a curva tais que estes dois pontos sejam simétricos em relagao a M.

Outra caracteristica que deve ser considerada para estudos posteriores da reta é o
conceito de assintota que o lugar geométrico possa ter. Pensando que existe uma reta fixa que
a medida que uma curva se afasta da origem, entdo a distancia da curva a essa reta fica cada
vez menor, mas nunca uma distancia nula, inicia a ideia de assintota.

Por Lehmann (1982, p. 34), a ideia de assintota implica em duas andlises: a primeira
¢ a de que uma curva que possui uma assintota ndo ¢ finita ou fechada, mas se estende
indefinidamente; e a segunda ¢ a de que a curva ira se aproximar de sua assintota & medida em
que se estende ao plano coordenado.

E devido a assintota ser uma reta entdo ha trés posi¢des particulares que ela pode
assumir, recebendo denominagdes especiais. Se a assintota estiver em posicao paralela ou
coincidente ao eixo das abscissas tem denominagdo de assintota horizontal, se estiver em

posi¢do paralela ou coincidente ao eixo das ordenadas entdo sua denominagdo sera de




62

assintota vertical, e caso sua posicdo ndo seja paralela a nenhum dos eixos do plano
coordenado entdo se denomina de assintota obliqua.

A FIGURA 27 representa a assintota vertical e obliqua de uma curva.

FIGURA 27 — Exemplo de assintota vertical e aobliqua de uma curva

assintota vertical

-3

FONTE: Pesquisadora.

Com essas ideias, por Lehmann (1982, p. 34), apresenta-se a definicao de assintotas:

DEFINICAO 3.32: Se, para uma curva dada, ha uma reta tal que, 2 medida que um
ponto sobre a curva se afasta indefinidamente da origem, a distancia do referido ponto a reta

diminui continuamente e tende a zero, entdo a reta € denominada uma assintota da curva.

Uma observacdo que deve ser deixada clara ao estudante ¢ a de que ndo
necessariamente uma curva tera uma ou mais assintotas, pois hd curvas que nao as possui.
Porém, as assintotas serdo de grande valor analitico ao estudo do lugar geométrico quando a

curva a possuir.
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Assim, ap6s a apresentacdo de todos os conceitos até o0 momento, pode ser analisada
a identifica¢do do lugar geométrico de uma reta e sua equacao.

Pelo segundo axioma de Hilbert, entende-se que dois pontos distintos determinam
uma reta, isto ¢, existe apenas uma Unica reta que passa por esses dois pontos. E a
representacdo de uma reta » em um plano coordenado pode ser dada considerando dois

pontos distintos, P; (x4, y1) € P, (x5, y2), pertencentes a essa reta.

FIGURA 28 — Representagao de dois pontos distintos que definem apenas uma reta
Y

y2 ............................................................................ ! .

Yy o . L

FONTE: Pesquisadora.

Conforme FIGURA 28, considera-se € o angulo de inclinacao da reta r ¢ A como a

variacao entre as coordenadas dos pontos, ou seja,
Ay=2x1 — X, € Ay=y1 — 2.

A
Pelo TEOREMA 3.19, a declividade m da reta r ¢ dada por m = A—y . Logo, pode-se

X

entender a representagdo dessa reta pela equagao:

A
m=—

AX
m:yl_yZ

X=X,
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Pela Geometria, uma reta ¢ identificada sem equivocos por um de seus pontos e por
sua diregao.

Analiticamente, uma reta é determinada, sem erros, ao ser conhecido um de seus
pontos e seu angulo de inclinagdo. Assim, entende-se que um ponto sobre o plano cartesiano,
Py(xo, Vo), ¢ uma declividade, m, determinam uma reta.

Analisando a representagdo de uma reta r passando por Py(x,, y,), considera-se

P(x,y) um ponto genérico pertencente a essa reta, conforme FIGURA 29.

FIGURA 29 — Representagdo de uma reta definida por um ponto conhecido e sua declividade
Y

Y

FONTE: Pesquisadora.

Com essa andlise, segue-se o seguinte teorema:

TEOREMA 3.33: A reta que passa pelo por um ponto dado Py(x,, y,) € com

declividade dada m tem por equacao,

y—Yo=m(x—xp).

Com este teorema, duas observacdes devem ser feitas ao estudante: primeiro que a
equagdo y — y, = m(x — x,) independe da localizagdo do ponto P, e se a sua declividade ¢é

positiva ou negativa; e a segunda é que se a reta for paralela ou coincidente ao eixo das
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ordenadas entdo todos os pontos dela t€ém a mesma abscissa e sua equagdo serd expressa por
X = Xg.

Uma reta ¢ denominada forma ponto-declividade quando sua equagdo ¢ dada em
fun¢do de um ponto e da declividade.

Segue um exemplo para melhor entender os conceitos apresentados.

EXEMPLO 3.34: Determinar a equacao forma ponto-declividade da reta que tem
angulo de inclinagdo de 45° ¢ o ponto P(—6, —3) pertence a ¢la.
Solugdo: Tomando por r como a reta para esse estudo, pela DEFINICAO 3.18, a
sua declividade ¢ dada por:
m = tan(45°)
m=1
Logo, pelo TEOREMA 3.33, a equacao da reta sera:
y—(=3)=1"[x—-(-6)]
y+3=x+6
x—y+3=0
E sua representacao ¢ dada na FIGURA 30.

FIGURA 30 — Representagao da reta do exemplo 2,34
Y

FONTE: Pesquisador.

Portanto, a equacao da reta apresentada na situagdo é x —y + 3 = 0.
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Com o TEOREMA 3.33, duas observagdes devem ser feitas ao estudante sobre a
forma que a equagdo da reta pode se apresentar. A primeira é que a equagdo y — yy =
m(x — x,) representa de forma geral uma reta, independe da localizagdo do ponto P, ¢ se a
sua declividade € positiva ou negativa; e a segunda ¢ que se a reta for paralela ou coincidente
ao eixo das ordenadas entdo todos os pontos dela t€ém a mesma abscissa e sua equacao sera
expressa por X = xg.

Porém, outras trés formas de apresentar a equagdo de uma reta de acordo com as
caracteristicas apresentadas por seu lugar geométrico. Elucidado por Lehmann (1982, p. 49),

seguem os seguintes maneiras:

a. Forma declividade-intersecio ¢ a denominacgdo dada a reta r cuja declividade m
e cuja intersecao ao eixo das ordenadas € b.
Pensando em uma reta r, passando pelos pontos de coordenadas (0,b) ¢ (x,y),

mostra-se sua representacao na FIGURA 31.

FIGURA 31 — Representag@o de uma reta descrita pela forma declividade-intersegéo
Y
A

(0,b)

(x.y)

Y

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Visto que o ponto de interse¢do com o eixo das ordenadas tem coordenada (0, b)
entdo, pelo TEOREMA 2.33, a equagdo da reta ¢ dada por:
y—b=m(x—0)
y =mx+b.
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Deste item sobre a apresentacdo da equacdo da reta na forma declividade-interse¢do
gera, por Lehmann (1982, p. 50), o teorema a seguir, que ¢ estudado no Ensino Médio, porém

requer todos os estudos apresentados anteriormente para ter um sentido.

TEOREMA 3.35: A reta com declividade m e com intersecao b sobre o eixo das
ordenadas dadas tem como equagdo a forma declividade-interse¢ao

y =mx + b.

Para elucidar esse teorema, apresenta-se um exemplo de estudo.

EXEMPLO 3.36: Determinar a equagdo da reta cuja declividade ¢ —3 e interse¢do
sobre o eixo das ordenadas ¢ —2.
Solucdo: Sendo a declividade m = —3 e a interse¢ao sobre o eixo das ordenadas b =
—2 entdo, pelo TEOREMA 3.35, a equacao da reta ¢ dada por:
y=-3x+(-2)
y=—-3x—2.

Assim, a equagao da reta ¢ dada por y = —3x — 2.

b. Forma dois-pontos ¢ a denominagcdo dada a uma reta na qual sua equacgdo ¢
inequivocamente determinada por dois quaisquer de seus pontos, desde que
sejam distintos e suas coordenadas conhecidas.

Tomando uma reta que passa pelos pontos P;(x;,v,) e P,(x,,y,) tem sua

declividade dada por:

m:—yl yz,x1¢x2.
X=X,

Com a declividade ¢ o ponto P;(x4,y;) a situagdo-problema se reduz a forma ponto-

declividade, a qual ¢ dada, pelo TEOREMA 3.33, por:

W=y
V=Y, = 2(x1—x2),x1¢x2.
X=X,

Esse estudo gera, por Lehmann (1982, p. 50), o seguinte teorema, que encapsula os

principios fundamentais discutidos e estabelece uma base solida para futuras investigacoes.
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TEOREMA 3.37: A reta que passa por dois pontos distintos Py (xq,y;) € P, (x5, y5)

tem por equacao a forma dois-pontos

yl—yzzu(xl—xz),xl * X5. (16)
X=X,

Pelo TEOREMA 3.37, de acordo com Lehmann (1982, p. 50), duas observagdes sdo

feitas:

1. : Se x; e x, forem iguais entdo a forma dois-pontos nao ¢ conveniente. Porém,
obtém-se como resultado uma reta paralela ao eixo das ordenadas e a equacao
¢ dada por x = x;.

2." : Pode ser analisada pela relagdo (16) conforme operagdes algébricas e
organizagdes que seguem:

= :%('xl _xz)
VX, =YX, = VX, + VX, = VX = VX, — Vo X + VX,
0 =—px, + Y%, + X, = VX, + VX = X, = V,X + P, X,
XYy X XY =Xy —xy, =%y =0 (17)

Com isso, analisa-se que a relag@o (17) pode ser escrita na forma de um determinante

de ordem 3, o qual os elementos da terceira coluna ¢ 1.

x y 1
x1 yl 1 - 0
X, Y2 1

A partir disso, apresenta-se um exemplo para melhor compreensao dos conceitos.

EXEMPLO 3.38: Determinar a equagdo da reta que tem os pontos (4,2) e (=5,7)
pertencentes a ela.

Solugdo: Sendo (4,2) e (—5,7) pontos pertencentes a uma mesma reta, entdo a
equacao desta reta pode ser definida pela forma dois-pontos. Assim, pelo TEOREMA 3.37,

vem:
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2-7
= -4
4 4—(—5)(x )
y—2——§(x—4)
9y—-18=-5x+20

5x+9y-38=0
Portanto, a reta que tem os pontos (4,2) e (=5, 7) pertencentes a ela é representada

pela equacdo 5x + 9y — 38 = 0.

c¢. Forma segmentaria ¢ a denominagdo dada a equacdo da reta definida pelos
pontos de intersecdo com os eixos coordenados.
Tomando a como a intersecdo no eixo das abscissas € b como a interse¢do no eixo
das ordenadas, sendo a # 0 e b # 0, entdo os pontos de coordenadas (a,0) e (0,b) sdo
pontos pertencentes a reta, conforme FIGURA 32, o que define encontrar a equagdo da reta

pela forma dois-pontos.

FIGURA 32 — Representag@o de uma reta ¢ suas insterse¢des aos eixos coordenados

Y

(0, b)

(a, 0)

v

FONTE: Adaptado de Lehmann, 1982.

Assim, pelo TEOREMA 3.37 tem-se:

y—O:Z:g(x—a)
b
y==2(x=a)
ay =—bx +ab
_+1:1



70

A partir dessa analise, segue o teorema apresentado por Lehmann (1982, p. 52):

TEOREMA 3.39: A reta cujas intersecdes nos eixos coordenados das abscissas e

ordenadas sdo a # 0 e b # 0, respectivamente, tem a equagdo na forma segmentaria dada por

X )
—+==1. 18
T (13)

Pelo TEOREMA 3.39, se faz necessaria uma observagao que sendo a = 0 logo tera
b = 0 e a equagdo na forma segmentaria ndo terd conveniéncia no seu uso, pois nesse caso
apenas um ponto, a origem, ¢ conhecido e essa informagao nao ¢ suficiente para determinar
uma Unica reta.

A seguir, apresenta-se exemplos para elucidar os conceitos apresentados.

EXEMPLO 3.40: Determinar a equagdo da reta que passa pelo ponto (7,8) e é
paralela ao segmento retilineo cujos extremos sdo (—2,2) e (3,—4).

Solucio: Sabendo que, pelo COROLARIO 3.22, a reta ¢ paralela ao segmento
retilineo entdo tem a mesma declividade que este segmento. Calculando a declividade, pelo

TEOREMA 3.19, tem-se:

Assim, pelo TEOREMA 3.33, a equagao ¢ dada por:
6

—8=——(x-7

y=8=-2(x-7)
5y—40=—6x+42

6x+5y—-82=0

Portanto, a equacao da reta da situagdo ¢ 6x + 5y — 82 = 0.

EXEMPLO 3.41: Determinar a equacdo da mediatriz do segmento retilineo cujos
extremos sdo (—3,2) e (1, 6).
Solugdo: Sabendo que a mediatriz de um segmento ¢ uma reta perpendicular a este

segmento em seu ponto médio. Assim, tomando por Mg o ponto médio do segmento, vem:
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M, —3+1’2+6
2 2
2
M PN
S(z j

Mg(-1,4)
O ponto Ms(—1,4) é o ponto pertencente a mediatriz. E como, pelo COROLARIO

o | oo

3.23, o produto das declividades de duas retas perpendiculares é —1 entdo tomando por mg a

declividade do segmento tem-se que, pelo TEOREMA 3.19, a declividade do segmento ¢

dada por:
_2-6
)
—4
my )
mg =1

Logo, a declividade da reta em estudo ¢ m = —1. Com isso, pelo TEOREMA 3.33,
a equacao ¢ dada por:
y—4=—1[x - (-]
y—4=-1(x+1)
y—4=—-x-1
x+y—3=0

Portanto, a equacao da reta da situacdo ¢ x + y — 3 = 0.

Tendo como base essa sugestdo de seguimento de estudos, ¢ desejado que o
estudante tenha adquirido at¢ o momento a compreensao de que a equacao de uma reta vem
da analise de um lugar geométrico de uma curva, que nesse caso especifico ¢ a reta. Através
dessa abordagem, espera-se que o estudante tenha internalizado a relacdo entre os pontos de
uma reta e sua representagao algébrica.

Intenciona-se que, a partir desse ponto, o estudo inverso se torne de facil
entendimento para o estudante. Isso significa que, com o conceito de reta bem estabelecido a
partir de sua visualizacdo no plano de eixos coordenados, o estudante deve estar apto a
compreender melhor a reta a partir de sua equacdo. Esta metodologia refor¢a a conexao entre
a geometria ¢ a algebra, mas também facilita uma aprendizagem mais profunda, onde o

estudante pode transitar entre a visualizacdo geométrica ¢ a formulagdo algébrica com maior
fluidez.
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3.8 A FORMA GERAL DA EQUACAO DE UMA RETA

Nos estudos desse capitulo, analisou e formalizou que a equag¢ao de uma reta no
plano de eixos coordenados € escrita de uma maneira geral por
Ax+By+C =0, (19)
onde ou A # 0 ou B # 0 e C pode ser ou nao igual a zero. A relagdo (19) é denominada forma
geral da equagdo de uma reta.
Como observado, o estudante de Geometria Analitica pode seguir com o estudo
pensando a partir da equagdo de uma reta, isto ¢, analisar se dada uma equag¢ao como (19) se
seu lugar geométrico ¢ uma reta. Para isso, dois casos devem ser estudados sobre o coeficiente

de y,ocaso B=0eocasoB # 0.

1.° caso: B = 0.

Se B = 0 entdo A # 0 e a equagdo (19) pode ser analisada da seguinte forma:

Ax+0y+C=0
Ax+C=0
Ax=-C
C
xX=——.
A (20)

A equagdo (20) ¢ da forma x = x,, que das observacdes feitas a partir do

TEOREMA 3.33, mostra ser uma reta paralela ao eixo das ordenadas.

2.° caso: B # 0.

Se B # 0 entdo a equagdo (19) pode ser analisada da seguinte forma:

Ax+By+C=0
By=—Ax-C
A C
y=——x——.
B B 1)

A relagdo (21) estad na forma declividade-intersecdo e, de acordo com os estudos do
. . 4 . .
TEOREMA 3.35, corresponde a uma reta cuja declividade ¢ 3 e interse¢do no eixo das

C
ordenadas ocorre em —E.
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Com isso, observa-se que os dois casos levam a conclusdo de que a relacdo (19) leva
ao lugar geométrico de uma reta. Essa analise, segundo Lehmann (1982, p. 55), concluem-se

no seguinte teorema:

TEOREMA 3.42: Uma equagdo tem uma reta por lugar geométrico no plano de

eixos coordenados se, € somente se, ¢ linear nas variaveis x e y.

Visto que a equagdo de qualquer reta ¢ dada pela relagao (19), entdo se verifica que
héa a necessidade de determinar os coeficientes 4, B e C para um caso particular, o que mostra
que esses coeficientes sdo de importancia fundamental no estudo da equagdo de uma reta.
Lehmann (1982, p. 56) afirma que em uma equacdo de uma reta ha apenas duas constantes

independentes, pois se analisar a equagdo (19) supondo A # 0 tem-se:

Ax+By+C=0
22
x+£y+£:0. @2)
A" A

Assim, percebe-se que pela relacao (22) ha apenas duas constantes independentes na

equacdo de uma reta.

“Logo, analiticamente, a equacdo de uma linha reta é inequivocamente determinada
por duas condi¢oes independentes’’. Geometricamente, uma linha reta é também
inequivocamente determinada por duas condi¢des independentes; assim, uma linha
reta é determinada por dois quaisquer de seus pontos distintos, ou por um de seus
pontos e sua direcdo.” (LEHMANN, 1982, p. 56)

Assim, segue exemplo para melhor compreensao dos conceitos.

EXEMPLO 3.43: Determinar os valores adequados da equagao geral de uma reta
que tem os pontos (1, —1) e (4, 7) pertencentes a ela.
Solucdo: Sendo os pontos (1,—1) e (4,7) pertencentes a reta, entdo eles devem
satisfazer a equacdo Ax + By + C = 0. Analisando para cada um dos pontos, vem:
Para (1,-1):
A—-B+C=0. (23)
Para (4,7):
4A+7B+C =0. (24)

13 Destaque do proprio autor.
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De (23) e (24), se tem:

A-B+C=0
44+7B+C=0
Organizando a primeira equagao com a multiplicagdo por 7, tem-se:

TA-TB+7C=0
44+7B+C=0

Somando as equagdes membro a membro, obtém-se:

114+8C =0
a=-S¢
11 (25)
Logo, substituindo (25) em (23) se tem:
—EC—B+C:0
11
B :—§C+C.
11
B =iC
11 (26)

Substituindo os valores de (25) e (26) na equacdo geral, obtém-se:

—ﬁCx+iCy+C=0
11 11
3
——x+—y+1=0
11 lly
—8x+3y+11=0
Portanto, para essa situagao-problema os coeficientes sio A = =8, B =3¢ C = 11.

Deve ser observado ao estudante que para a resolucao desse exemplo para C = 0, as
relacdes (23) e (24) devem ser analisadas para A e C em fungdo de B se B # 0, oupara B e C
em funcdo de Ase A # 0.

Com isso, pode-se avancar ao estudo da relacdo entre retas, utilizando a analise de
suas equacdes como base. Esse proximo passo envolve explorar como diferentes equagdes de
retas interagem entre si no plano coordenado, permitindo a investigagao de conceitos como

paralelismo, perpendicularidade e intersecdo de retas.
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3.8.1 RELACOES ENTRE DUAS RETAS ATRAVES DA EQUACAO

Ao entender as equagdes das retas, os estudantes podem identificar rapidamente se
duas retas sdo paralelas (possuem a mesma inclinagdo), perpendiculares (inclinagdes cujo
produto € —1) ou se elas se interceptam em algum ponto especifico. Essa andlise aprofundada
das relagdes entre as retas, mediada por suas representagdes algébricas, ¢ fundamental para
resolver problemas complexos em Geometria Analitica e para aplicagdes praticas em diversas
areas.

Para analisar as relagdes existentes entre duas retas consideram-se as suas equacdes
na forma geral a seguir:

Ax+By+(C =0, 27)
Ax+B'y+C' =0. (28)

Analisando as possibilidades de relagdes entre retas, tem-se:

a. Relagdo de paralelismo:

A
A declividade de relagdo (27) sendo 3 se B # 0, ¢ a declividade de relagdo (28)

'

A .
sendo g se B # 0, entdo de acordo com 0 COROLARIO 3.22 para que as relagdes (27)

e (28) sejam paralelas deve ocorrer a condigao de:

A A’

B B
Organizando a equagdo para um sinal positivo, tem-se:

A A
3 = 7 (29)
isto ¢, que os coeficiente das variaveis x e y sejam proporcionais.

Mas se B = 0 entdo a reta da relagao (27) sera paralela ao eixo das ordenadas, tendo
também B’ = 0. Logo, a reta da rela¢do (28) deve ser paralela a reta da relagdo (27) e por
consequéncia paralela ao eixo das ordenadas. Porém, para este caso a propor¢ao da relagao
(29) fica sem sentido. A mesma observagao se da para o caso de ambas as retas serem
paralelas ao eixo das abscissas para o caso de A = 0 e A" = 0. Mas a relagao se torna valida

para todos os casos ao ser escrita como:

AB'—A'B = 0.
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b. Relagdio de perpendicularismo:
Pelo COROLARIO 3.23, uma condigo necesséria e suficiente para que as retas das

relagdes (28) e (29) sejam perpendiculares ¢:

Fazendo manipulagdes algébricas, obtém-se:

_A_B
B A
AA'+BB'=0 (30)

A relagao (30) ¢ valida mesmo que a reta da relagao (28) ou a reta da relagao (29)

seja paralela ao eixo das ordenadas ou ndo tenha declividade.

¢. Relacdo de coincidéncia:
As retas apresentadas nas relagdes (27) e (28) serdo coincidentes se, € somente se,
tiverem um ponto em comum e a mesma direcdo ou declividade. Fazendo a andlise da

intersecao da reta da relagdo (27) com o eixo das abscissas, vem:

Ax+B-0+C=0
Ax+C=0
C
X=——.
A

Do mesmo modo para a reta (28), vem:
A'x+B"0+C'=0
A'x+C'=0
Cl
Xx=——.
Al

Logo, para cumprir com as condigdes deve-se ter:

c_ <
A4 A
Reoganizando a equagdo, tem-se:
cC 4
= - 31
ST (31
Além disso, observando a condigao que as declividades devem ser iguais, entao:
A A’

B B
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E reoganizando a equacado, tem-se:

A B
—=— 32
VIR] (32)
Assim, pelas relagdes (31) e (32) tem-se:
A B C
—=—=—, (33)
A" B' ('

isto quer dizer, duas retas sdo coincidentes se, e somente se, seus coeficientes correspondentes
sdo proporcionais.

Analisando o fato de que a propor¢ao da relagao (33) ¢ gerada pela hipdtese de que
todos os coeficientes nas equagdes apresentadas nas relagdes (27) e (28) sao diferentes e zero,
pois se esses coeficientes forem iguais a zero a propor¢do se torna sem sentido. Porém, seré
valido em todos os casos ao escrever as relacdes como:

A= kA, B = kB’ e C =kC',

onde k é uma constante ndo nula.

d. Relagao de interceptacdo em apenas um ponto:

Pela Geometria Pura, duas retas irdo se interceptar em um, ¢ apenas um, ponto se, €
somente se, elas ndo forem paralelas. Disso, pela analise da Geometria Analitica, conforme
COROLARIO 3.22, as retas (27) e (28) terdo uma relagdo de interceptagdo em apenas um
ponto, seguindo o item (a), se:

A B

—r— ou AB' — A'B # 0.
A' B'

Com essas analises de relacdao entre retas pela equacao, o estudante compreende o

seguinte teorema que resume os resultados.

TEOREMA 3.44: Sendo Ax + By+C =0 ¢ A'x+ B’y + C' = 0 as equagdes de
duas retas, entdo as relagdes seguintes sao condi¢cdes necessarias e suficientes para:
A B
a. Paralelismo —=— ouAdB' — A'B = 0;
A" B'

. Perpendicularismo AA" + BB’ = 0;
c. Coincidéncia A = kA',B =kB'e C = kC', com k # 0;

A B
d. Intersecdo em um, e apenas um, ponto o * 7 ouAB' — A'B # 0.
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O exemplo a seguir ¢ apresentado para dar compreensao ao estudo.

EXEMPLO 3.45: Determinar a equagdo da reta que passa pelo ponto (—1,—3) ¢ é
perpendicular a reta 3x — 4y + 11 = 0.
Solugdo: Sabendo que a equacdo da reta Ax + By + C = 0 ¢é perpendicular a reta
3x — 4y + 11 = 0, entdo pelo TEOREMA 3.44 tem-se:
A-3+B-(—4)=0

3A—4B =0
3A =4B
A=2p.

3

Logo,
4
§Bx+By+C =0
4Bx + 3By +3C =0

4x + 3 +36—0
X+3y+4 =

3C
Tomando por k = R tem-se:

4x+3y+k=0
Como a reta requerida passa pelo ponto (—1, —3), entdo:

4-(-1)+3-(=3)+k=0

—4-94+k=0
—13+k=0
k=13

Portanto, a equacao da reta procurada ¢ 4x + 3y + 13 = 0.

Com os estudos sobre reta at¢ o momento, o estudante pode seguir para a

compreensao de familias de retas.

3.9 FAMILIAS DE RETAS

O estudo da familia de retas ¢ importante na Geometria Analitica, pois permite uma

compreensdo mais profunda de como as retas podem ser caracterizadas e manipuladas no
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plano cartesiano. Quando uma reta ¢ definida por duas condicdes, ela € unica. No entanto, se
apenas uma condicdo ¢ aplicada, resulta em uma infinidade de retas que compartilham uma
propriedade comum, formando uma familia de retas.

O estudo de retas mostra que uma reta e sua equagdao sao, cada uma,
incontestavelmente determinadas sempre por duas condigdes. Assim, se uma reta satisfaz
apenas uma condicao entdo ela ndo ¢ mais Unica, ou seja, hd uma infinidade de tais retas, com
cada uma delas tendo uma propriedade comum associada a condigdao tunica. Como

consequéncia desse fato, Lemahnn (1982, p. 77), apresenta a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 3.46: A totalidade de retas que satisfazem uma s6 condicio

geométrica é denominada uma familia ou sistema de retas'”.

Para clucidar a definicdo, analisa-se o caso a considerar todas as retas com a
condig¢do unica de declividade —3. A totalidade dessas retas ¢ uma familia de retas paralelas,
com todas apresentando a declividade —3, e sdo representadas analiticamente pela equagdo:

y=-3x+k, (34)
onde k ¢ uma constante arbitraria pertencente ao conjunto dos nimeros reais. A FIGURA 33

ilustra essa familia de retas representada pela equagdo da relagdo (34).

FIGURA 33 — Familia de retas com inclinagéo -3

-
S
w

Fonte: Pesquisadora.

14 Destaque do proprio autor.
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Outro exemplo a ser citado é o caso de todas as retas que passam pelo ponto (—1, 3),
no qual a familia de retas pode ser analiticamente representada pela equacao:
y—3=k(x+1), (35)
onde k ¢ a declividade e pode assumir qualquer valor real.

A familia de retas representada pela equacao (35) ¢ representada na FIGURA 34.

FIGURA 34 — Familia de retas que passam pelo ponto (-1, 3)

Fonte: Pesquisadora

Como k ndo ¢ definido para uma reta paralela ao eixo das ordenadas, entdo a
equacdo da relagdo (35) ndo inclui a reta x = —1, que também passa pelo ponto (—1,3). A
familia de retas representadas pela equagao da relagdo (35) ¢ denominada feixe de retas com
ponto (—1, 3) como seu vértice.

Observa que das relagdes (34) e (35), se obteve uma reta de uma familia atribuindo
um valor particular a constante arbitraria k. Devido a grande importancia dessa constante, k ¢
denominado um pardmetro da familia.

Por Valladares (1990, p. 56) tem-se a seguinte definicdo:

DEFINICAO 3.47: Dado um ponto em R?, Py(x,, Vo), chama-se de feixe de retas

de centro Py, ao conjunto F(P,), de todas as retas que se interceptam em P,,.
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Assim, entende-se que uma reta qualquer r € F(P,) se, € somente se, cumprir com o
item (d) do TEOREMA 3.44.

O conceito de familia de retas é favoravel para a determinagdo da equacdo de uma
reta particular. Lehmann (1982, p. 77), comenta que deve estar claro para o estudante que para
essa determinagdo de uma reta particular, o processo consiste em duas etapas: “Primeiro, a
equacdo da familia de retas € escrita de maneira a satisfazer uma dada condicdo; segundo, o
valor do parametro da familia ¢ entdo determinado por aplicacdo da outra condi¢ao dada.”

Segue uma situacao para exemplificar esses conceitos apresentados.

EXEMPLO 3.48: Determinar o parametro k de maneira que uma reta da familia
kx — y + 8 = 0 possa passar pelo ponto (—2,4). Entdo, determinar a equagdo da reta.

Solugdo: A familia de retas foi dada nessa situacao. Organizando, tem-se:

kx—y+8=0
kx—y=-8
ﬁ.}.l_l
-8 8

X |y
— 4+ <=1
I

k

Pelo TEOREMA 3.39, a familia de retas intercepta o eixo das coordenadas no ponto
(0, 8), sendo esse o seu vértice.

Como uma condi¢do, uma das retas da familia passa pelo ponto (—2,4).
Substituindo na equacdo que representa a familia, tem-se:

k(-2)—4+8=0

—2k=4-8
—2k = —4
k=2

E, para determinar da reta que passa pelo ponto (—2,4), substitui o valor encontrado
do parametro k na equagao da familia, o que resulta:
2x—y+8=0
y =2x+8.

Logo, a equacao procurada ¢ y = 2x + 8.
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Considerando todos os conceitos discutidos neste capitulo, estruturados de acordo
com a sequéncia inspirada pelas ideias de Vygotsky, pode-se inferir que o estudante de
Geometria Analitica desenvolve uma compreensao so6lida e encontra significado no estudo das
retas. A abordagem progressiva e orientada permite que o estudante internalize os
fundamentos das retas, facilitando a transicdo para a andlise de outras curvas. Esta
metodologia ndo apenas refor¢a a compreensao conceitual, mas também promove a aplicagao
pratica dos conhecimentos adquiridos, preparando o estudante para enfrentar problemas mais
complexos.

A medida que o estudante avanga no estudo das curvas, ele é introduzido a uma
variedade de formas geométricas, cada uma com suas propriedades e aplicagdes especificas.
Esse aprofundamento ¢ essencial para a compreensao completa da Geometria Analitica, pois
permite a exploragdo de elipses, parabolas, hipérboles e outras curvas. A transi¢cao gradual do
estudo das retas para outras curvas assegura que o estudante desenvolva uma visao abrangente
e integrada da Geometria, capacitando-o a aplicar esses conceitos em contextos variados,
tanto tedricos quanto praticos.

Assim, a progressao do conteudo, aliada a uma base tedrica solida, facilita o
desenvolvimento das habilidades analiticas e criticas necessarias para o dominio da Geometria
Analitica. Este método, fundamentado na pedagogia de Vygotsky, valoriza o processo de
aprendizagem continua e contextualizada, garantindo que o estudante esteja bem preparado

para desafios académicos e profissionais futuros.
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4 A CIRCUNFERENCIA

A circunferéncia ¢ também uma curva familiar ao estudante de Geometria. Como a
reta, a circunferéncia também ¢ definida baseada em um conjunto de pontos, mas com uma
organizac¢do de distancia constante entre esses pontos € um ponto fixo, tendo assim seu lugar

geométrico.

“A circunferéncia ¢ uma linha fechada em um plano, em que todos os pontos estio a
uma mesma distancia de um ponto fixo, denominado centro. Cada segmento de reta
com uma extremidade no centro e outra na circunferéncia ¢ chamado de raio.”
(SOUZA, 2010)

Segundo Lehmann (1982, p. 85), o lugar geométrico de uma circunferéncia é o
movimento de um ponto permanecendo sempre a uma distancia constante de um ponto fixo.

Para fazer sentido, sugerimos nessa pesquisa o estudo da circunferéncia partindo do
conceito do seu lugar geométrico para posteriormente analisar suas representagdes

geométricas e algébricas.

41 AEQUACAO PADRAO DA CIRCUNFERENCIA

Sendo a circunferéncia uma curva conhecida, analisam-se entdo dois conceitos que
acredita que conflitarem, mas que se complementam para a defini¢ao da curva.
Pensando em uma curva com dois pontos equidistantes, no qual um ¢ fixo e outro é

mobvel, tem-se a representacdo desse lugar geométrico pela FIGURA 35.

FIGURA 35 — Representagao da circunferéncia C

FONTE: Pesquisadora.
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Segundo Lehmann (1982, p. 85), por essa representacao segue a seguinte definigao:

DEFINICAO 4.1: Uma circunferéncia é o lugar geométrico de um ponto que se
move num plano de maneira que estd sempre a uma distancia constante de um ponto fixo no
referido plano'.

O ponto fixo recebe a denominacdo de centro da circunferéncia e a distancia

constante de raio da circunferéncia.

Agora, pensando em P(x,y) um ponto qualquer pertencente a circunferéncia cujo

centro estd em C (x, yc) pode ser representado conforme FIGURA 36.

FIGURA 36 — Circunferéncia de centro C e raio r

X - X
\

Y

FONTE: Pesquisadora.

E por Rezende & Queiroz (2008, p. 25), tem-se a seguinte definigao:

DEFINICAO 4.2: Seja C um ponto e r um numero real positivo. Define-se a
circunferéncia de centro C e raio r, a qual se denota por C(C,r), como sendo o conjunto de

todos os pontos do plano que estdo a mesma distancia r do ponto C.

15 Destaque do proprio autor.
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Entio, pela DEFINICAO 4.2, o ponto P deve satisfazer a condi¢do geométrica de
|CP| =, (36)
que, pelo TEOREMA 3.14, pode ser expressa analiticamente pela equagao:
VEx=x0)2+(y—y)2=r
(x —x0)* + (v —yo0)? =712 (37)

De modo inverso, sendo P, (x4, ;) um ponto qualquer cujas coordenadas satisfazem

a equacao da relacao (37), entdo:
(x—x)?+ @ —y)?=r?
VEx—x)2+ @ —-y)? =r,

que ¢ a expressao analitica da condigao (36) aplicada no ponto P;.

Com isso, adaptando a apresentacdo de Lehmann (1982, p. 85), tem-se o seguinte

teorema:

TEOREMA 4.3: A circunferéncia cujo centro ¢ o ponto dado C(x¢, y¢) € cujo raio é

a constante dada r, tem por equagao:

(x=xc)?+ (y—yo)? =12 (38)

A equacao (38) ¢ denominada de equag¢do padrdo ou a forma padrdo de uma
circunferéncia. A partir da equagao padrao de uma curva se obtém caracteristicas importantes
sem muitas manipulagdes algébricas, como no caso da equagdo padrdo da circunferéncia que
informa de maneira imediata as coordenadas do seu centro e do seu raio.

Para melhor compreender esses conceitos, seguem-se exemplos.

EXEMPLO 4.4: Determinar a equagdo padrdo de uma circunferéncia cujo centro ¢é
(—3,2) e oraio é 4.
Solu¢do: Sendo o centro (—3,2) ¢ o raio 4 entdo, pelo TEOREMA 4.3, tem-s¢:
[x = (=3)]> + (y — 2)* = 4°
(x+3)2+ (y —2)? =16.

Portanto, a equagio padrdo da circunferéncia referida é (x + 3)% + (y — 2)? = 16.
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EXEMPLO 4.5: Encontrar a equacao padrio da circunferéncia que tem um diametro
cujos extremos sdo (2,3) e (—4,5).

Solugdo: Sabendo que, pela Geometria, o didmetro ¢ um segmento que passa pelo
centro de uma circunferéncia ligando dois de seus pontos. Entdo, sendo (2,3) e (—4,5) os
extremos do didmetro da circunferéncia requerida, tem-se que o diametro corresponde a

distancia entre os pontos. Tomando por d o didmetro entao, pelo TEOREMA 3.1, obtém-se:

d=+(—4—-2)2+(5-3)2

d =+/(=6)2 + (2)2
d =36+ 4
d =40

d = 2v10.
Sendo o raio de uma circunferéncia a metade do didmetro, entdo:
d
r=—
2
. 210

2

r= 0.
E, sendo o centro o ponto médio entre os extremos do diametro, tem-se:
2+(—4
o[ 27 (4) 345
2 2
(28
22
C(-1,4).
Assim, pelo TEOREMA 4.3, obtém-se:
2
[x— DI+ (v - H* = (V10)
(x+1)% 4+ (y —4)? = 10.

Portanto, a equa¢do padrdo da circunferéncia referida é (x + 1)% + (y — 4)? = 10.

Conhecer e calcular a equagdo de uma circunferéncia permite a modelagem precisa
de fendmenos circulares. A equacdo facilita a determinacdo de propriedades importantes
como o raio, o centro ¢ a localizagdo de pontos em relagdo a circunferéncia, possibilitando

analises e projecdes precisas em diversas aplicagdes praticas e tedricas.
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42 A EQUACAO CANONICA DA CIRCUNFERENCIA

Entender e calcular a equacdo canonica de uma circunferéncia ¢ importante porque
permite identificar diretamente o centro e o raio da circunferéncia. Essa equagao simplifica a
analise geométrica e facilita a resolucdo de problemas relacionados a distancias, intersegdes e
posicionamento de objetos circulares. Isso ¢ fundamental em disciplinas como Geometria,
Engenharia e Computacao Grafica, onde a precisdao e a clareza na representacao de formas
circulares sdo essenciais.

O ponto fixo da circunferéncia, o centro, pode estar localizado em qualquer local do
plano de eixos coordenados, porém quando a origem for sua posi¢do entdo havera um caso
especial de analise.

Partindo de que o centro estd sobre a origem observa-se que entdo t€ém coordenadas

(0,0), conforme FIGURA 37.

FIGURA 37 — Circinferéncia de centro na origem
Y
!

X'

¥

FONTE: Pesquisadora.

Sabendo que a circunferéncia em andlise tem x. =0 e y. =0 entdo, pelo
TEOREMA 4.3, segue que:
(x—0?*+(y—-0)2=r?

x% 4+ y% =12
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Analisando a equagdo acima, observa uma escrita mais simples da equagdo padrdo da
circunferéncia para o caso do seu centro estar localizado na origem. Com isso, por Lehmann

(1982, p. 86), segue o seguinte corolario:

COROLARIO 4.6: A circunferéncia cujo centro é a origem e cujo raio ¢ a constante
dada r tem por equagao

x% +y%=r? (39)

Em Matematica, quando se referencia uma forma simples de apresentar algum objeto
matematico como forma canénica. Uma equagdo na forma canonica ¢ a forma mais simples
de uma equagdo padrao de uma curva. Portanto, a equacao (39) ¢ a forma canonica da
equacao de uma circunferéncia.

Segue a um exemplo para exemplificar o conceito de equagdo candnica de uma

circunferéncia.

EXEMPLO 4.7: Determinar a equacdo da circunferéncia que passa pelo ponto
(7,—5) e cujo centro ¢ a origem.

Solugdo: Sendo o centro da circunferéncia em estudo estd na origem, entdo a
coordenada ¢ dada por (0,0) e sendo (7,—5) um ponto pertencente a essa circunferéncia,
entio pelo COROLARIO 4.6 tem-se:

72 + (=5)2 =r?
49 + 25 =1r?
r? =74,

Portanto, a equagio na forma candnica da circunferéncia referida é x> + y? = 74.

O conceito de equagdo candnica deve estar claro ao estudante, pois ela se refere a
circunferéncia cujo centro coincide com a origem do plano cartesiano. Com esse
entendimento, ¢ possivel explorar outras formas de representar a circunferéncia pela escrita
algébrica de uma equacdo, permitindo a analise de circunferéncias deslocadas no plano e
facilitando a compreensao de suas propriedades e aplicagdes em problemas mais complexos.
Além disso, o dominio dessas equacdes ¢ crucial para a resolucao de questdes praticas e

teoricas em diversas areas da ciéncia e engenharia.
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43 A FORMA GERAL DA EQUACAO DA CIRCUNFERENCIA

Entende-se que uma curva pode ser apresentada de diversas maneiras, perpassando
pela representagdo geométrica, observando e entendendo o comportamento dessa curva em
um plano coordenado, a representacdo algébrica, que trata de uma visdo geral e abstrata
representada por equacdes que modelam um padrio geral da curva.

O desenvolvimento desse modelo algébrico, a equagao da curva, tem sua origem do
desenvolvimento do pensamento algébrico que tem sua importdncia na ampliacdo do
estudante organizar e resolver situagdes-problemas de diversas areas.

Segundo Becher e Groenwald (2010, p. 246),

“Na opinido dos pesquisadores em Educagdo Matematica, existe uma convergéncia,
no sentido de que o pensamento algébrico consiste em um conjunto de habilidades
cognitivas que contemplam a representagao, a resolucéo de problemas, as operacdes
e analises matematicas de situagdes tendo as ideias e conceitos algébricos como seu
referencial.”

Compreende-se, portanto, a relevancia em apresentar o desenvolvimento algébrico da
representacdo da circunferéncia, ou seja, desenvolver em conjunto com os estudantes de
Geometria Analitica a representagdo geral dessa curva levando em consideracdo os seus
conhecimentos.

Assim, ao ser definida a equagdo padrao de uma circunferéncia, um estudo algébrico
pode ser feito a partir dela. Assim, desenvolvendo a equagao (38):

(x=x)*+ @y —y)>=r?

x% —2xxc + xc2 +y% = 2yyc +yct =12

x% +y?% = 2xxc — 2yyc + xc2+yci—r?=0. (40)
Tomando por D = —2x., E = —2y. ¢ F = xc% + yc* — r? entdo se reescreve (40)

como:
x*+y% +Dx+Ey+F =0, 1)

Dos estudos anteriores, ha o conhecimento que uma equagdo ¢ dita geral quando
reorganizada de forma a estar igualada ao elemento nulo da adi¢dao. Portanto, a equacao (41) ¢
a equagdo geral da circunferéncia.

Assim, tem-se que qualquer circunferéncia pode ser escrita na forma (41). Porém,
necessita analisar se o processo inverso ¢ valido, ou seja, se toda equagao da forma geral (41)

representa uma circunferéncia.
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Para encontrar uma resposta a essa andlise, deve ser reescrita a equagdo da forma
(41) na forma da equagdo (37), ou seja, reorganizando e completando quadrados tem-se:
X’ +y +Dx+Ey+F =0
(x2 +Dx)+(y2 +Ey) =-F

2 2 2 E2
+De+ 2|4 y2+Ey+E— __p B
4 4 4

4
( D]z( Ejz D>+ E?—4F
X+— | +|y+—| =——.

2 2 4 (42)

Comparando (41) e (37), observa-se que o segundo membro de (41) € o critério que
determina se essa equacdo define ou ndo uma circunferéncia, pois se tem pela comparagao
que:

2 D*+FE? —F'
4

Por essa andlise, hd algumas consideragdes a serem feitas. Portanto, trés casos a
serem analisados:
a) Caso D? + E? —4F > 0.

Se D? + E? — 4F > 0 implica em (41) representar uma circunferéncia de centro ¢ o

VD*+ E? —4F
5 :

ponto (—2 —E] e raio igual a
27 2

b) Caso D?> + E? —4F = 0.

Se D? + E? — 4F = 0 implica em (41) representar uma circunferéncia de centro ¢ o

D FE L . A .
ponto (—? ) e raio igual a zero. Essa circunferéncia ¢ denominada como uma

circunferéncia ponto ou uma circunferéncia nula. Portanto, pode ser considerado que a

equagao (41) representa o ponto isolado (—g, —gj como seu lugar geométrico.

¢) CasoD?+ E%? —4F <0.
Se D? + E? — 4F < 0 implica em (41) representar uma circunferéncia imaginaria.
Portanto, para o estudo da Geometria no campo real, essa circunferéncia ndo tem lugar

geométrico.
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Observa-se que o caso (b) representa uma forma limite do caso (@). Porém, para
trazer sentido ao estudante que nao tem um aprofundamento no ensino basico, ¢ considerado
que uma equagdo representa uma circunferéncia como seu lugar geométrico se, e somente se,

a equagao recair no caso (@). Desse fato, segue o seguinte teorema:

TEOREMA 4.8: A equagio x?>+y?>+Dx+Ey+F =0 representa uma
circunferéncia de raio ndo nulo se, e somente se, D? + E? — 4F > 0. Entdo, as coordenadas

ND? +E*—4F

2

~ D FE .,
do seu centro sdo EEEET) € 0 seuraio €

Lehmann (1982, p. 90) faz uma nota comentando que,

“Se a equag@o de uma circunferéncia ¢ dada na forma geral, o estudante ¢ advertido
a ndo proceder de maneira mecanica ¢ usar os valores dados no teorema [...] como
férmulas para obteng@o do centro e do raio. Em vez disso devera reduzir a equagio a
forma padrido pelo método de completar quadrados, como na dedugdo do proprio
teorema.”

Pensa-se que esse processo descrito em nota pelo pesquisador traz mais sentido no
entendimento da situacdo-problema apresentado, pois ndo ¢ meramente uma aplicacdo de
formulas e sim um estudo do caso apresentado.

Com isso, apresenta os seguintes exemplos como forma de elucidar o estudo

apresentado da equacao geral da circunferéncia.

EXEMPLO 4.9: Analise se a equagido 2x% + 2y? — 6x + 10y + 7 = 0 representa

uma circunferéncia.

Solugdo: Reorganizando e aplicando o método de completar quadrado na equagao,

tem-se:
2x° +2y" —6x+10y+7=0
(207 = 6x)+ (2 +10y) =7

2x2—6x+2J+ 2y2+10y+E =-T+=+=
4 4
2(x2—3x+%j+2(y2+5y+% =

9 25
x2—3x+—j+( P4Sy+—|=
( I ERE A
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25
8

( 3)2 9 ( 5}2 25 6
X—=| —=+| y+=| ——=—
2) 8 2) 8 8
(zj AN

2) TS T
(g -

2 Y 2 '

Portanto, a equacdo 2x% + 2y% — 6x + 10y + 7 = 0 representa uma circunferéncia

9
+=+
8

de centro no ponto (%, —gj e raio /5.

EXEMPLO 4.10: Verifique se a equacio 4x?+4y%+28x—8y+53=0

determina ou nio uma circunferéncia.

Solugdo: Reorganizando e aplicando o método de completar quadrado na equagao,

tem-se:

4x* +4y* +28x -8y +53=0
(4x” +28x)+(4y* —8y) =53
(4x7 +28x+49)+(4)” 8y +4)=—53+49+4

4(x2+7x+$j+4(y2 —2y+1)=0

0

(xz +7x+%j+(y2 —2y+1)

Portanto, a equagio 4x2 + 4y? + 28x — 8y + 53 = 0 representa o ponto (—%, 1).

EXEMPLO 4.11: Dada a equacdo 16x2 + 16y? — 64x + 8y + 177 = 0, analise se

ela representa ou nao uma circunferéncia.

Solugdo: Reorganizando e aplicando o método de completar quadrado na equagao,
tem-se:

16x* +16y> —64x+8y+177=0
(16x7 —64x)+(16y" +8y) = ~177
(1637 —64x+2)+(16y” +8y +1)=—177+2+1
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Y
8 2
(x2_4x+lj+(y2+l+ij=_ﬁ
8 2 16 16
) 1 1Y 87
X=2) +=+|y+—=| =——
( ) 8 g 4 8
2
2 1 87 1
X=2) +|y+—| =————
(x=2) +{ 1+ s 8
2 1Y’
(x—2)+ y+Z =-11

Portanto, a equagdo 16x%+ 16y*>—64x+8y+177 =0 ndo tem lugar

geométrico.

A forma geral da equacdo da circunferéncia desempenha um papel importante em
diversas aplica¢des praticas e tedricas. Por exemplo, na Engenharia Civil, essa equacdo ¢
frequentemente utilizada para projetar estruturas circulares, como pontes e tineis, garantindo
sua estabilidade e seguranca. Em Fisica, a equagdo geral da circunferéncia ¢ empregada na
analise de movimentos circulares e na descrigao de orbitas de corpos celestes, auxiliando na
compreensdo dos fendmenos cosmicos € na navegacao espacial. Além disso, na Computagao
Grafica, essa equacgdo ¢ essencial para gerar imagens de objetos circulares em telas digitais,
possibilitando a criagdo de interfaces intuitivas e realistas em aplicativos e jogos. Em resumo,
a forma geral da equacao da circunferéncia ¢ uma ferramenta versatil que permeia diversos
campos do conhecimento, contribuindo significativamente para o avango da ciéncia,
tecnologia e engenharia.

Assim, com 0s conceitos apresentados até agora, o estudante de Geometria Analitica
obterd& uma base solida para entender os estudos posteriores, que abordardo outras
propriedades e aplicacdes da circunferéncia. Essa compreensdo inicial ¢ fundamental para
avangar em topicos mais complexos, como tangentes, secantes, arcos e setores, bem como
para resolver problemas praticos e teoricos que envolvem a circunferéncia em diferentes
contextos matematicos e cientificos.

O estudo avangara para a determinacio de circunferéncias através de trés condi¢des
especificas, o que permitird ao estudante aprofundar ainda mais seu conhecimento e aplicagao

das propriedades geométricas das circunferéncias.
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44 CIRCUNFERENCIAS DETERMINADA POR TRES CONDICOES

SONNETS OF A GEOMETER
The Circle

Few things are perfect: we bear Eden’s scar;
Yet faulty man was godlikein design

He Drew meon the sand. Then whatcould mar
His joy in that obedientmystic line;

And than, computing with a zeal divine,

He called & 3-point-14159

And knew my lovely circuit 2nr!

A circle is a happy thing to be —

Think how thejoyful perpendicular

Erected atthe kiss of a tangency

Must meet my central point, my avatar!

They talk of 14 points: yet only 3

Determine every circle: Q. E. D.'* (MORLEY, 1920, p. 73)

O Soneto de um Geometra: o Circulo, de Christopher Morley (1980 — 1957), citado
em livros de pesquisa cientifica por varios gedmetras como Carrol & Rykken (2018, p. 189) e
Coxeter (1980, p. 79), apresenta de forma poética algumas caracteristicas e propriedades do
circulo e, por consequéncia, da circunferéncia como o fato de trés pontos distintos a
determinarem.

Para a Geometria, nesse caso de estudo euclidiano, trés pontos distintos definem uma
circunferéncia. Pois sabendo que com trés pontos distintos pode ser definido um triangulo, no
qual esses pontos serdo seus vértices, e circunscrevendo uma circunferéncia ao redor de um
triangulo entdo o circuncentro desse tridangulo também serd o centro e os vértices pertencerao
a essa circunferéncia.

Disso ha a seguinte proposicao, apresentada por Neto (2013, p. 116):

1%“Poucas coisas sdo perfeitas: carregamos a cicatriz do Eden;
No entanto, o0 homem defeituoso era um design divino

Ele me desenhou na areia. Entdo o que poderia estragar

Sua alegria naquela linha mistica obediente;

E que, computando com zelo divino,

Ele chamou 7 3-ponto-14159

E conhecia meu lindo circuito 27r!

Um circulo ¢ uma coisa feliz de ser —

Pense como a alegre perpendicular

Erguida no beijo de uma tangéncia

Deve atender meu ponto central, meu avatar!

Eles falam de 14 pontos: mas apenas 3

Determine cada circulo: C. Q. D.” (Tradugdo pela pesquisadora).
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PROPOSICAO 4.12: Todo triangulo admite um unico circulo passando por seus

vértices. Tal circulo ¢ dito circunscrito ao triangulo e seu centro ¢ o circuncentro do mesmo.

Disso, geometricamente se tem que uma circunferéncia ¢ inequivocamente
determinada por trés condi¢des independentes. Observando pelo lado da Geometria Analitica,
ou seja, analisando as equagoes ja definidas tem-se que na equacao padrao (38):

(x—xc)?+ (v —yo)? =712
ha trés constantes arbitrarias, x., yc e 1.
De mesma observacgao, a equagao geral (41):
x2+y?+Dx+Ey+F =0,
também dispoem de trés constantes arbitrarias, D, E ¢ F.
Se toda circunferéncia pode ser representada de maneira algébrica pela equagdo padrdo
(38) ou pela equagdo geral (41), entdo a equagdo de qualquer circunferéncia particular pode
ser obtida através da determinagao dos valores das trés constantes.

Apresentam-se os exemplos a seguir para melhor elucidar o estudo.

EXEMPLO 4.13: Determinar a equacdo, centro e raio da circunferéncia em que os
pontos (2,—2), (—1,4) e (4, 6) sdo pertencentes.
Solugdo: Sabendo que a circunferéncia passa pelos pontos (2, —2), (—1,4) e (4,6),

entdo substituindo os pontos na equagdo geral tem-se:

Para (2,—2):
224+ (=2)2+D-2+E-(-2)+F=0
44+4+2D—-2E+F =0
2D —2E+F =-8 (43)
Para (—1,4):
(-1D)?+4>+D-(-1)+E-4+F=0
1+16—-D+4E+F =0
—D+4E +F = —17 (44)
Para (4,6):

4° 4+ 6°+D-4+EFE-6+F=0
16 +36+4D +6E+F =0
4D + 6E + F = —52 (45)
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Das equagdes (43), (44) e (45) resulta o seguinte sistema:

2D-2E+F =-8
-D+4E+F =-17,
4D+6E+F =-52

que tem por solugdo:

16 25

p=_Lo g B g U

3 6 3
Substituindo a solu¢ao encontrada na equacao geral e organizando, vem:

16 25 17
X4y ——x-""y-—=0
R
6x> +6y° —32x—25y-34=0 (46)
Fazendo as manipulagdes algébricas em (46) para completar quadrado, segue:

(637 —32x)+(6y” —25y) =34

, 16 64 , 25 625 64 625
Xm—xt+— |+ Y -y — = —+—
3 9 6 144 6 9 144

( 8)2 ( 25) 2 465
X——= |+ y—| =——
3 12 144

Portanto, a circunferéncia em estudo tem equagio geral 6x? + 6y? — 32x — 25y —

\J2 465
34 = 0, cujo centro ¢ (§ 2—§j € oraio ¢ T

b

EXEMPLO 4.14: Determinar a equagdo da circunferéncia cujo centro esta sobre a
reta4x + 7y + 5 = 0 ¢ os pontos (—1, —4) e (2, —1) sdo pertencentes a ela.
Solugio: Sendo o centro C(xc,yc) pertencente a reta 4x + 7y + 5 = 0, entdo as
coordenadas do ponto satisfazem as condi¢des da reta. Logo,
4xc +7yc+5=0
4xc + 7yc = —5. (47)
E sabe-se que os pontos (—1,—4) e (2,—1) pertencem a circunferéncia, entdo

substituindo suas coordenadas na equagao padrao, tem-se:
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Para (—1,—4):
(—1=xc)*+ (=4 —yc)* =r? (48)
E para (2, —1):
2—x)*+(=1-yc)* =72 (49)
As equacodes (47), (48) e (49) formam um sistema nas incognitas x., Y. € r, o qual
possui como solugao:
x = -3, y=1, r =+/29.
Logo, a equacgdo da circunferéncia ¢ dada por:
(x+3)+ (- 1? = (V29)°
(x+3)2+ (y—1)% =29.
Portanto, a circunferéncia em estudo tem equacido padrio (x +3)?+ (y —1)% =

29, cuja representacdo grafica ¢ apresentada na FIGURA 38.

FIGURA 38 — Representagao da circunferéncia do exemplo 4.14

FONTE: Pesquisadora.

Os estudos apresentados até o momento como sugestdes de sequéncia didatica, sdo
conhecimentos que ddo base ao estudante de Geometria Analitica compreender a ideia de
circunferéncia, bem como compreender suas condi¢cdes de existéncia, escritas algébricas e
representacdes geométricas. Além disso, esses estudos propiciam o estudante a compreender

familias de circunferéncia, assunto que se sugere como continuidade de sequéncia.
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45 FAMILIAS DE CIRCUNFERENCIAS

Com os estudos anteriores, compreende-se que uma circunferéncia ¢ determinada por
trés condigdes, sendo geométrica ou algebricamente. Porém, observa-se que uma
circunferéncia ndo sera Unica ao satisfazer menos de trés condigdes.

Quando uma circunferéncia satisfaz duas condigdes ¢ a terceira deixa arbitraria isso
fard com que tenha uma equagdo com uma constante arbitraria, denominada pardametro, e tal
equagao representa uma familia uniparamétrica.

Para conjecturar essa ideia, apresenta-se a representagdes de algumas circunferéncias

de centro (2, —1), conforme FIGURA 39.

FIGURA 39 — Representagdo parcial da familia de circunferéncias com centro no ponto (2, —1)

FONTE: Pesquisadora.

Essa imagem da FIGURA 39, elucida o conceito de uma familia de circunferéncias
com centro (2,—1), que tem como equacdo padrio (x —2)? + (y + 1)2 = k?, onde k é o

parametro, definido por numeros positivos conforme TEOREMA 4.8.
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Outra representacdo que pode ser pensada em conjunto com os estudantes s3o as

circunferéncias com centro em uma reta, como exemplo apresentado na FIGURA 40.

FIGURA 40 — Representag¢ao parcial da familia de circunferéncias com centro na reta x = —3

-5 P30 P -1 0
-1
-2
(-3,-3)
® -3
-4

FONTE: Pesquisadora.

A imagem anterior elucida o conceito ¢ a familia de circunferéncias de raio 1 e cujo
centro esta sobre a reta x = —3, que tem por equacdo padrio (x +3)?2+ (y—k)? =1, na
qual o parametro refere-se a ordenada do centro.

Pensa-se que compreendendo o que ¢ familia de circunferéncias, o estudante tera
base para dar continuidade ao estudo da relagdio de uma familia de curvas com
circunferéncias, ou seja, podera seguir para o estudo do caso de familias de curvas que passam

pelas interseg¢des de duas circunferéncias conhecidas.
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Iniciando conhecendo duas circunferéncias genéricas C; e C, distintas, cujas
representacdes algébricas sdo as seguintes equacdes gerais:
Ci: x*+y*+D;x+Ey+F =0 (50)
Cy: x>+ y?>+Dyx+E,y+F, =0 (51)
Como as interse¢des sao dadas pela igualdade entre as equagdes, entdo se observa
que as curvas que passam pelos pontos de intersecdo sdo representadas algebricamente pela
combinacao linear entre as equagdes (50) e (51), ou seja,
x2+y?+Dix+E;y+F + k(x> +y2+Dyx + E;y+ F,) =0, (52)
na qual o parametro k pode assumir valores reais.
Assim, se faz necessario analisar a relagdo entre as circunferéncias C; e C, para

melhor compreender a familia de circunferéncias que passam pela interseco entre elas.

a) Caso de C; e C, serem circunferéncias secantes.

Supondo os pontos P;(x;,y,) € P,(x,,y,) distintos serem os pontos de interse¢do
entre C; ¢ C,, entdo se as coordenadas (x,y;) de P; satisfazem as equagdes (50) e (51) logo
satisfardo a equacdo (50), se reduzindo a forma 0 + k-0 = 0.

E, de forma analoga, entdo se as coordenadas (x,,y,) de P, satisfazem as equagdes
(50) e (51) logo satisfardo a equagdo (50) para todos os valores de k. Assim, a equagao (50)
representa a familia de curvas que passam pelos pontos de interse¢do das circunferéncias C; e
C,.

Reorganizando a escrita da equagdo (50), colocando fatores comuns em evidéncia,
tem-se:

(k+ Dx?+ (k+ 1)y?+ (D; + kDy)x + (E; + kE,)y + F; + kF, = 0, (53)
que ¢ a equacdo que determina a natureza da familia de curvas que passa pela interse¢ao das
circunferéncias C; ¢ C,.

Pela equacdo (53), observa-se que:

e Se k = —1 entdo a equagdo ¢ reduzida a uma equagdo do primeiro grau, representando
uma reta.
e Se k # —1 entdo, pelo TEOREMA 4.8, a equagdo representa uma circunferéncia.

Observa-se que no caso particular do pardmetro k = 0 a equagao se reduz a Cj.
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b) Caso de C; e C, serem circunferéncias tangentes.
Supondo o ponto P; (x4, y;) o ponto de tangéncia entre as circunferéncias entio, pela
mesma argumentacdo do caso (a), mostra-se que para cada valor de k # —1 a equagdo

representa uma circunferéncia tangente a C; e a C,.

¢) Caso de C; e C, serem circunferéncias externas.

Considerando as circunferéncias C; e C, nio terem ponto em comum, entdo analisa
que as coordenadas de um ponto que satisfaz a equagao (50) ndo irdo satisfazer a equagao (51)
e, portanto, também nao irdo satisfazer a equacdo (53) para qualquer valor que o parametro k
assumir.

De maneira semelhante, as coordenadas de um ponto que satisfaz a equacao (50) ndo
irdo satisfazer a equacao (51) e, portanto, também nado irdo satisfazer a equacao (53) para
qualquer valor que o parametro k assumir com exce¢ao de k = 0 que reduz a equagao a Cj.

Assim, nenhuma circunferéncia da familia, com excecao de C;, tem ponto em
comum com C; € com C,. Para uma melhor analise, supondo P; (x;,y;) um ponto situado em
qualquer membro da familia (53), exceto C;, ao substituir suas coordenadas em (50) e (51)

encontraremos valores nao nulos, como k; e k,, respectivamente, o que torna a equacao (53)

k
da forma k; + k -k, = 0,onde k=——L.
2
Isso significa que ha apenas uma tUnica circunferéncia da familia da relagdo (53) que
passa pelo ponto P; (x4, y;). Como P; foi tomado como qualquer ponto situado sobre qualquer
membro da familia de circunferéncias exceto C;, se conclui que ndo ha duas circunferéncias

da familia da relagdo (53) com pontos comuns. Logo, o ponto P; ndo pode se situar sobre C,.

Para ficar mais claro esse conteudo, segue um exemplo.

EXEMPLO 4.15: Determinar a equacdo da circunferéncia que passa pelas
intersegdes entre as circunferéncias Cy:x? +y2 —8x—4y+11 =0 ¢ Cp: x* + y% —4x +
4y — 8 = 0, tendo seu centro sobre areta [: 2x + y — 14 = 0.

Solugdo: Sabendo que a familia de circunferéncias que passam pela intersecao das

duas circunferéncias em estudo ¢ dada por:
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X4y’ —Bx—4y+11+k(x*+ )’ —4x+4y-8)=0
x4+ =8x—4y+11+k* +ky’ —4kx +4ky -8k =0
(k+1)x* +(k+1) y* +(-8—4k)x+(-4+4k) y+(11-8k) =0
, o (-8—4k —4+4k 11-8k
X +y 4+ X+ v+ =0,
k+1 k+1 k+1

onde o parametro k deve ser determinado pela condicao de que o centro da circunferéncia

procurada esta sobre a reta 2x +y — 14 = 0.

Pelo TEOREMA 4.8, temos que o centro da circunferéncia procurada ¢ dado por:

—8—4k  —4+4k
k+1  k+1
2 2

8+4k 4-4k

2(k+1)" 2(k+1) )

Logo, o centro da circunferéncia procurada deve satisfazer a equacdo da reta. Assim,

substituindo, tem-se:

844k  4—4k
: ~14=0
2(k+1)+2(k+1)
2(8+4k)+(4—4k)—-2(k+1)14=0
~24k-8=0
oL
3

Substituindo o valor de k na equagdo que determina as familias de curvas, vem:

—8+4(—1) —4+4(—1j 11—8(—1j
3 3 3
X+ — 2o

¥ty | ——c —= |y+
—1+1 —l+1 —1+1
3 3 3

X’ +y’ —le—8y+%:0

2x% +2y* —20x-16y+41=0

Fazendo um andlise geométrica da situcdo, obtém-se a imagem colocada na

sequéncia:
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FIGURA 41 — Representagao geométrica da situacao do exemplo 4.15

\
|

FONTE: Pesquisadora.

Portanto, a equagio procurada é 2x2 + 2y% — 20x — 16y + 41 = 0.

A reta que passa pelos centros de duas circunferéncias ndo concéntricas ¢
denominada reta dos centros. Na FIGURA 41, foi tragcada a reta ¢ que passa pelos pontos 0; e
0,, centros das circunferéncias C; e C,, ou seja, a reta ¢ € uma reta dos centros. Nota-se que
05 esta sobre a reta c.

Com isso, deseja-se mostrar que todas as circunferéncias da familia da relacio (50)
tém uma reta dos centros comum com os centros das relagdes (50) e (49), denominadas por C;
e C,.

De fato, pelo TEOREMA 4.8, o centro de C; ¢ (—% —%) e de C, ¢

b

(—%, —%) logo, pelo TEOREMA 3.37, a equagdo da reta que contém esses dois pontos €

dada por:
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2
+—L= x+—+
2D Dz( 2j
_7+7
2 2
-k +E,
2y+E, ) 2x+D,
2 -D, +D, 2
2
21 E =2t 50 p)
-+ D,

(2y+E,)(-D,+D,)=(-E, +E,)(2x+D,)
-2D,y-2D,y—D,E, + D,E, =2E,x— D,E, + 2E,x+ D|E,
2Ex—2E,x-2D,y-2D,y+D,E,—~D,E, =0
2(E,-E,)x-2(D,-D,)y+D,E —DE, =0. (54)

Reorganizando a equacdo (54), tem-se:

» o (D +kD, E +kE, F +kF,
X+y +|— x| — |y=———
+1 k+1 k+1

b

D +kD, E +kE,
2(k+1)" 2(k+1)

a qual, pelo TEOREMA 4.8, tem seu centro no ponto L— J entdo basta

analisar se as coordenadas satisfazem a relacdao (52). De fato,
D, +kD. E +kE

2(E -E,)| ———2 |-2(D,-D,)| ————2% |+ D,E,—~D,E, =0
(& 2)[ 2(k+1)) (2 2)( 2(k+1)}+ o

D, +kD E +kE

E-E)| -—""=2|—(D -D,)| -2L==2

(£, 2)( k+1 j (B 2)[ k+1

(E,—E,)(-D,-kD,)—(D,—D,)(~E, —kE,)=(D,E, — D,E, ) (k +1)

~D,E, —kD,E, + D,E, + kD,E, —(~D,E, — kD\E, + D, E, + kD,E, ) = (D,E, - D,E, ) (k +1)

~D,E, —kD,E, + D\E, + kD, E, - D,E, + kD,E, — D,E, —kD,E, = (D,E, - D,E, ) (k +1)

=( )(k+1)

=( )(k+1)

j = D1E2 - D2E1

—kD,E, + D\E, + kD\E, — D,E, =(D,E, — D,E, )( k +1
k (D1E2 - D,E, ) +(D,E,—D,E,)=(D,E,—D,E,)(k+1
(D,E,—D,E,)(k+1)=(D,E, - D,E,)(k+1).
Portanto, todas as circunferéncias da familia (50) tém uma reta dos centros comum

com Cj e C,.
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Para esse contexto, compreende-se como familia um conjunto de curvas com
caracteristicas comuns. No caso de uma circunferéncia, que para ser Unica deve satisfazer trés
condigdes, quando satisfaz duas condigdes abre similaridade com outras circunferéncias,
tendo assim sua familia.

Lehmann (1982, pp. 97-98), a partir dessas analises sobre familia de circunferéncias,

apresenta o seguinte teorema.

TEOREMA 4.16: Sendo as equacdes de quaisquer duas circunferéncias distintas, C;
e C,, dadas por:
Ci: x> +y2 +Dix+Ey+F =0
Co: x> +y2+Dyx+E,y+F,=0
entdo a equacao
x2+y>+Dix+Ey+F +k(x*+y>+Dyx+E,y+F,) =0
representa uma familia de circunferéncias todas elas tendo uma reta dos centros comum com
C; e Cs.
« Se C; e C, sdo circunferéncias secantes entdo para todos os valores de k, k +# —1, a
equagao representa todas as circunferéncias que passam pelos dois pontos de interse¢ao de
C; e C,, com a Unica excec¢do da propria circunferéncia C,.
« Se C; e C, sdo circunferéncias mutuamente tangentes entdo para todos os valores de k,
k +# —1, a equagdo representa todas as circunferéncias que sdo tangentes tanto a C; quanto

a C, em seu ponto comum, com a Unica excec¢ao da propria C,.

Se C; e C, s3o circunferéncias externas, a equacdo representa uma circunferéncia
para cada valor de k, k # —1, e tal que a equagdo resultante tem coeficientes satisfazendo as
condigdes especificadas no TEOREMA 4.8. Nao ha duas circunferéncias da familia tendo
um ponto comum entre si ou com as circunferéncias C; e C,.

Até agora, o estudo da circunferéncia foi abordado detalhadamente, respeitando suas
condi¢cdes de existéncia e propriedades fundamentais. No entanto, para proporcionar um
conhecimento mais completo e aprofundado ao estudante de Geometria Analitica, ¢
imprescindivel continuar explorando outras caracteristicas e aspectos relevantes dessa figura
geométrica. Essas informagdes adicionais devem ser apresentadas de maneira sequencial e
logica, facilitando a compreensdo e assimilacdo dos conceitos por parte dos alunos, além de

integra-los de forma coerente ao contetido previamente estudado.
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4.6 EIXO RADICAL

O estudo do eixo radical das circunferéncias ¢ fundamental na Geometria Analitica
devido as suas diversas aplicagdes em problemas geométricos e algébricos. O eixo radical,
definido como o locus dos pontos que possuem poténcias iguais em relagdo a duas
circunferéncias distintas, possui propriedades notaveis que facilitam a resoluciao de problemas
complexos.

Primeiramente, o eixo radical ¢ uma ferramenta crucial para determinar a posi¢ao
relativa entre duas circunferéncias, fornecendo um método rigoroso para identificar se elas
sdo tangentes, secantes ou nao se interceptam. Essa andlise ¢ essencial em diversas areas da
matematica, incluindo a teoria das conicas e a geometria do espaco. Além disso, o conceito de
eixo radical tem aplicagdes praticas significativas em areas como a fisica e a engenharia. Por
exemplo, em problemas de localizagdo e navegacdo, a utilizacdo do eixo radical pode
simplificar a determinag@o de pontos equidistantes a duas fontes de sinal, como em sistemas
de posicionamento global (GPS). Outra aplicagdo relevante ¢ encontrada na solugao de
problemas de poténcia de um ponto em relagao a circunferéncias. O eixo radical facilita a
determinagdo de tangentes comuns a duas circunferéncias, o que ¢ frequentemente necessario
em construcdes geométricas e otimizacao de trajetorias.

A compreensdo do eixo radical também se estende a areas mais avancadas da
matematica, como a geometria diferencial e a topologia. Em particular, no estudo das
superficies e dos espagos métricos, o eixo radical oferece uma base para a generalizagao de
conceitos e a exploragdo de novas propriedades geométricas.

Com o conceito de familias de circunferéncias, o estudante teve como definigdao de
duas circunferéncias distintas dadas, C; e C,, as equagdes (50) e (51). Destas equacdes,
formou-se a equacao (52), ap6és uma reorganizagdo algébrica, representando uma familia de
circunferéncias para todos os valores de k # —1. Porém, apresentou uma observacdo para
k = —1, a qual se pretende apresentar uma discussao nesse momento.

Assumindo o valor de k = —1, a equacgao (52) toma a seguinte forma:
(—14+Dx2+(=1+1)y?2+[D;+ (=D, ]x + [E; + (-1DE]y+F, + (-1)F, =0

(D1 —Dy)x + (Ey —Ex)y+F, —F, =0 (55)

Pela equacdo (53), ndo sendo as circunferéncias C; e C, concéntricas, entdo tem-se

Dy # D, ou E; # E, ou ambas as condi¢des, de maneira a sempre ter pelo menos um dos
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coeficientes, x e y, presentes. Com isso, essa equagdo representa uma reta denominada eixo
radical de C; e C,.
Assim, tomando como base 0 TEOREMA 4.16, tem-se a seguinte analise:
a) Se C; e C, se interceptam em dois pontos distintos, entdo o eixo radical passa
por esses dois pontos e, assim, coincide com sua corda comum.
b) Se C; e C, s3o mutuamente tangentes, entdo seu eixo radical ¢ tangente a
ambas as circunferéncias em seu ponto comum.
¢) Se C; e C, ndo tém ponto em comum € nao sao concéntricas, entao seu eixo
radical ndo tem ponto em comum com qualquer uma das circunferéncias.
Com esses conceitos, passa-se a analisar a posi¢ao entre o eixo radical e a reta dos
centros. No estudo de familias de circunferéncias, a equagado (52) representa a equagao da reta
dos centros de duas circunferéncias distintas, tomadas por C; e C,. Analisando sua
declividade, tem-se:
2(E,—E,)x-2(D,—-D,)y+D,E,—~DE, =0
2(Dl —Dz)y =2(E —E2)>c+D2E1 -DE,
— E -E, X+ D,E, ~DE, )
D, -D, 2(D1—D2)

y

ﬁ’ com D1 *

1~

Logo, a declividade da reta dos centros de C; e C, ¢ dada por

D,.
E para a declividade do eixo radical, analisa-se a equacao (53) que representa o eixo

radical de duas circunferéncias quaisquer, tomadas por C; € C,. Assim,

(Dl—Dz)x+(E1—E2)y+Fl—F2 =0

(El _E2)y:_(Dl _Dz)x_(E _Fz)
D —-D, F-F
y=- x-— :
E - E, E - E,

Logo, a declividade do eixo radical ¢ dada por —M, para E; # E,.
17— 2

Analisando o produto da declividade da reta dos centros e do eixo radical de duas
circunferéncias quais C; e C,, tem-se:

EI_EZ_ _D]_D2 =_1.
Dl_Dz EI_E2
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Portanto, pelo COROLARIO 3.23, conclui-se que o eixo radical ade quaisquer duas
circunferéncias ¢ perpendicular a sua reta dos centros.

Para melhor elucidar os conceitos apresentados, segue um exemplo.

EXEMPLO 4.17: Determinar a equacdo do eixo radical das circunferéncias x? +
y? —2x — 10y + 10 = 0 e 4x% + 4y? — 32x — 12y + 37 = 0 e mostrar que é perpendicular
a sua reta dos centros.
Solug¢do: Vamos tomar por:
Ci: x> +y2—2x—10y+10=0
Cy: 4x% +4y? —32x — 12y +37=0
Entdo, aplicando a resolugdo por sistemas, tem-se:
X' +y"=2x-10y+10=0
{4x2 +4y" =32x—-12y+37=0
Fazendo a multiplicacao da equagao de C; por 4, apresenta-se o seguinte sistema:
4x* +4y> —8x—40y+40=0 ()
{4x2 +4y" -32x-12y+37=0 (1)
Fazendo a diferenca entre (I) e (II), tem-se a equagdo:
—24x+28y—-3=0
L: 24x — 28y +3 =0,
que ¢ a equagao do eixo radical.

E analisando a declividade:

24x-28y+3=0
28y =24x+3
24 3
GEETRNETY
Logo, a declividade do eixo radical ¢ dada por 24 = g

Analisando os centros das circunferéncias C; e C,, tem-se:
e Para Cy:
x2+y?—2x—10y+10=0
x?+y?—2x—10y = —10
(x?2—=2x+1)+ (y? =10y +25)=—-10+1+25
(x—1D*+(y—-5)?%=16
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Logo, o centro de C; é no ponto (1,5).
e Para(C,:
4x* +4y* -32x—12y+37=0
(47 =32x+64)+(4y* =12y +9) = =37+ 64+9

9

4(x* -8x+16)+4| y* -3y+=|=36
(x —8x+16)+ (y y+4j
2

(x—4)2+(y—%j =9

Logo, o centro de C, ¢ no ponto (4, %) .

Assim, a declividade de sua reta dos centros ¢ dada por:
3 7
2 " _ 2 71 7

4-1 3 23 6
Assim, ao analisar o produto da declividade do eixo radical e da reta dos centros,

tem-se g(—%j =—1, o que faz o eixo radical ¢ perpendicular a reta dos centros.

As circunferéncias C; e C,, sua reta dos centros e seu eixo radical [ podem ser

representadas graficamente, conforme mostra a FIGURA 42.

FIGURA 42 — Representag@o geométrica da situacio do exemplo 4.17

FONTE: Pesquisadora.
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Com objetivo de deduzir uma importante propriedade do eixo radical, toma-se por T
o ponto de tangéncia de modo que t = P;T, conforme FIGURA 43. Sendo P;T tangente a

circunferéncia de centro C(x., yc), entdo o raio v = CT ¢ perpendiculara P, T.

FIGURA 43 — Segmento tangente desde um ponto externo a circunferéncia
Y
A

Py Xy, ¥y)

FONTE: Lehmann (1982, p. 100)

Sendo o triangulo P; TC retangulo, entdao aplicando o teorema de Pitagoras, tem-se:

(CP)? = 2 + 72

t2 = (CP)? —r? (56)
Pelo TEOREMA 3.14, tem-se que:
(CP)? = (x; — x0)* = (y1 — ¥c)? (57)

Substituindo a equagdo (57) na equacdo (56), tem-se:
t? = (1 —xc)? — (1 —ye)? —r?

t= \/(x1 —xc)? = (1 —yc)* — 12




111

Com os conceitos apresentados, compreende-se melhor o seguinte teorema,

apresentado por Lehmann (1982, p. 100),

TEOREMA 4.18: Se t ¢ o comprimento do segmento de tangente tragada desde um

ponto externo dado P; (x4, y;) a uma circunferéncia dada (x — x.)? — (y — y-)? = r?, entdo

t=(—x0)%— (1 —yc)? — 12

Uma observagao que se faz do TEOREMA 4.18 ¢ que se tem conhecimento que por
P; (x4, y1) podem ser tragadas duas tangentes a circunferéncia, porém deve ser deixado claro
aos estudantes que essas tangentes possuem a mesma medida de comprimento e que, portanto,
o resultado final ndo sera modificado.

Segue um exemplo para clarificar o teorema apresentado.

EXEMPLO 4.19: Determinar o comprimento do segmento de tangente tragada
desde o ponto (3, 4) a circunferéncia 3x? + 3y? + 12x + 4y — 35 = 0.
Solugdo: Organizando a equagao da circunferéncia, vem:

3x*+3)° +12x+4y—-35=0

4 35
X+ +dx+—y——=0.
4 3773

Pelo TEOREMA 4.18, tem-se:
4 35
=x"+y +dx+—y-—".
g 3773
Logo, substituindo o ponto (3,4) para encontrar o valor do comprimento de tangente

desejado, tem-se:

I I Wi 4—33—5
¢2=9+16+12+E—3—5
3 3
£=22
3

zzg@

: 2
Portanto, o comprimento da tangente é E\/69 u.c.
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Com base no TEOREMA 4.18, Lehmann (1982, p. 101) afirma que pode ser
demonstrado que “o eixo radical de duas circunferéncias ndo concéntricas é o lugar
geométrico de um ponto que se move de maneira que os comprimentos dos segmentos de
tangentes tracadas desde ele até as duas circunferéncias sdo iguais'”.

Para analisar esse fato, tomam-se como equagdo de duas circunferéncias ndo
concéntricas, C; e C,, conforme as relacdes (50) e (51):

Ci: x*+y>+Dix+E;y+F, =0
Cy: x2+y2 +Dyx +E,y+F, =0

E tomando por P(x,y) o ponto mével e por t; e t, os comprimentos das tangentes
tracadas desde P até C; e C,, respectivamente, entdo pelo TEOREMA 4.18 tem-se:

t2=x*+y*+Dix+Ey+F e t,2=x>+y2+ D,x +E,y+F,

Por hipodtese, os comprimentos dos segmentos de tangentes tragadas sdo iguais, ou
seja,

t1% = ty?
x2+y>+Dix+Ey+F, =x*+y>+Dyx+E,y+F,
Dix—Dy,x+E,y—E,y+F, —F,=0
(D1 —=Dy)x+ (B, —E)y+F,—F, =0,
o que chega a equacdo (53), a equagdo do eixo radical.

Inversamente, pode ser estudado a mostrar que se um ponto P; (x;, y;) é um ponto
que se encontra no eixo radical, entdo os comprimentos dos segmentos das tangentes tracadas
desde P; a C; e C, sdo iguais.

Esses resultados, por Lehmann (1982, p. 101), geram o seguinte teorema:

TEOREMA 4.20: Se as equacdes de duas circunferéncias nao concéntricas C; e C,
sao
Ci: x> +y2 +Dix+Ey+F =0
Co: x> +y2+ Dyx +E,y+F, =0
entdo a eliminacio de x? e y? entre essas duas equacgdes gera a equacio linear
(D1 —Dy)x + (B, —Ex)y+F, —F, =0
denominada equacdo do eixo radical de C; e Cs.

Assim:

17 Grifo do proprio autor.
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Se C; e C, se interceptam em dois pontos distintos, seu eixo radical ¢ coincidente
com sua secante comum;

Se C; e C, sdo tangentes mutuamente, seu eixo radical € sua tangente comum;

Se C; e C, ndo tem pontos em comum, seu eixo radical ndo tem ponto em comum
com nenhuma delas.

O eixo radical de C; e C, ¢ perpendicular a sua reta dos centros; ¢ também o lugar
geométrico de um ponto que se move de maneira que os comprimentos dos segmentos das

tangentes tracadas desde o mesmo a C; e C, sdo iguais.

Estudar a interagdao entre multiplas circunferéncias revela propriedades geométricas
interessantes. Considerando trés circunferéncias, onde pelo menos duas delas ndo sao
concéntricas, cada par de circunferéncias possui um eixo radical. No caso de trés
circunferéncias, analisadas em pares, surgem trés eixos radicais distintos. Se estas trés
circunferéncias nao compartilham uma linha de centros comum, entdo os trés eixos radicais
convergem em um ponto Unico conhecido como o centro radical. Este ponto de intersecdo ¢
uma caracteristica importante na geometria das circunferéncias, pois define a relacdo espacial

entre as trés figuras.

47 PROBLEMAS SOBRE LUGARES GEOMETRICOS RELATIVOS A
CIRCUNFERENCIA

Muitos sao os teoremas ou as situagdes-problemas, comentadas como classicas em
Geometria, relacionadas a lugares geométricos relativos a circunferéncia. Acredita-se que
com as defini¢des apresentadas nesse capitulo, o estudante de Geometria Analitica seja capaz

de analisar e resolver, ou encontrar argumentos plausiveis, para essas situagdes.

Apresentam-se alguns casos como exemplo:

EXEMPLO 4.21: Demonstrar analiticamente que qualquer angulo inscrito em uma
semicircunferéncia ¢ um angulo reto.
Solucdo: Para o caso, toma-se como (x — x.)% + (y — y¢)? = r? a equagio de uma

circunferéncia qualquer, cujo centro é C(x., yc) eraior.
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Sendo P; (x4, y;) qualquer ponto sobre a semicircunferéncia ¢ sendo A e B os pontos

extremos de seu diametro, entdo temos a situagdo apresentada na FIGURA 44.

FIGURA 44 — Representagao da situacao do exemplo 4.21

Y

Pyxgyq)

Alx=nye) C (X ¥o) B (x,+r Yy,

FONTE: A pesquisadora.

Sendo (x¢c —1,y¢) € (x¢ +1,y¢) as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente,
quer-se mostrar que P; A é perpendicular a P; B.

Tomando como m, ¢ m, como as declividades de P, A e P, B respectivamente, entdo
para encontrar a solugdo analitica da situacdo, basta mostrar um estudo sobre o produto das

declividades, de modo que m; - m, = —1.

Pelo TEOREMA 3.19, tem-se:

m. = Y~ Ve M. = Vi = Ve
1~ 2 =
X, —(xC —r) . X, —(xC +r)
m = Y= Ve M. = Y= Ve
1~ 2 =
X, —Xo+r X, —Xo—r

Logo, o produto das declividades ¢ dado por:

Y= Ve . Y= Ve
X, —Xo+r X, —X.—r

ml-mz =

(yl _yc)2

I’}’l1 -m2 = (x1 _xc)2 _r2

(58)

Como P; (x4, y;) se encontra sobre a semicircunferéncia entio ele satisfaz a equagéo

da circunferéncia, de tal modo que:
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(x1 —xc)* + (1 —y)*> =7?
—(y1 = ye)? = (xg — x)* — 12 (59)

Substituindo a equagdo (59) na equacao (58), tem-se:

2
m, -m, = (M‘yc) .

_(y1 _yc)
m,-m, =—1

Portanto, qualquer angulo inscrito em uma semicircunferéncia ¢ um angulo reto.

EXEMPLO 4.22: Os dois segmentos de tangente tracadas a uma circunferéncia
desde um ponto externo sao de mesmo comprimento.

Solugdo: Para o caso, toma-se como (x — x.)% + (y — y¢)? = r? a equagio de uma
circunferéncia qualquer, cujo centro é C(x;, yc) e raio r. E sejam T; e T, os pontos de
tangéncia dos segmentos t; e t,, respectivamente, que partem de P;(x;, y;), que é ponto
externo a circunferéncia.

Por hipotese, P;T; tangente a circunferéncia, entdo P;T; L CT;. De modo anélogo,
sendo P;T, tangente a circunferéncia, entdo P;T, L CT,. A situacdo é representada na

FIGURA 45.

FIGURA 45 — Representagao da situagdo do exemplo 3.22

Py (x4, ¥q)

FONTE: A pesquisadora.
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Quer-se mostrar que t; = t,. E para isso, pelo TEOREMA 3.14, tem-se:
PiC = (x; —xc)? + (1 — ¥¢)?
(P10)* = (x1 — x0)* + (31 — ¥o)*.
Como o triangulo P; CT; ¢ retangulo, aplicando o teorema de Pitdgoras tem-se:
(PO? =72 +1,°
(o —xc)> + (1 —yc)? =12 +t,°
t1? = (01 —xc)° + (1 —yc)> =1
ty = —x0)2 + (v, —ye)? — 12

E de modo andlogo para o tridngulo BCT,, tem-se:

(PO =72 +1,°
(o —xc)?+ O —ye)? =12 +t,°
ty? = (g = x)* + (1 —yo)? —1?
ty = (1 —x0)2 + (1 — yc)? — 12

Comparando os comprimentos das tangentes a circunferéncia, tragadas a partir do

ponto P, (x;, y;), tem-se que t; = t,.

EXEMPLO 4.23: Mostre que se for tracada desde um ponto qualquer sobre uma
circunferéncia uma perpendicular a um diametro, o comprimento da perpendicular ¢ média
proporcional entre os comprimentos dos segmentos em que ela divide o didmetro.

Solugdo: Para o caso, toma-se como (x — x.)% + (y — y¢)? = r? a equagio de uma
circunferéncia qualquer, cujo centro é C(x., yc), raio r e um didmetro com os pontos A € B
como extremos.

Sendo P, (x;, y;) um ponto qualquer de onde parte um segmento perpendicular com
o diametro da circunferéncia até P, e tomando por p; o comprimento desse segmento,

representado na FIGURA 46.
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FIGURA 46 — Representagdo da situacao do exemplo 4.23

Y

A Xy Ya) Py (x5 ¥,) C (X Vo) B (Xg: ¥p)

FONTE: A pesquisadora.

Observa-se que os triangulos AP,P; e P,P; B sdo retangulos e com um dos lados em
comum, entdo ha uma proporcionalidade entre seus lados, ou seja, entre as distdncias entre os

pontos de tal forma que:

e Ao

\/(xA _x2)2+(J’A_J’2)Z B \/(xl —x2)2 +(y1_J’2)2

\/(xl_x2)2+(yl_y2)2 \/(xB_x2)2+(yB_y2)2
(\/(xl _x2)2+(y1 _y2)2) :\/(xA _x2)2 +(yA _y2)2 '\/(xB _x2)2+(y3_y2)2

(3 -x,)"+( J[(xA—xz H(re0) (=) (-2 |

dp,

BPz

Logo, o comprimento da perpendicular ¢ média proporcional entre os comprimentos

dos segmentos em que ela divide o diametro.
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Dessa forma, apos a exposicdo detalhada de todos esses conceitos e definigdes,
acredita-se que os estudantes de Geometria Analitica estardo devidamente preparados para
compreender o topico de transformagao de coordenadas.

Este entendimento ¢ importante, pois a transformac¢ao de coordenadas ¢ uma
ferramenta fundamental que facilita a andlise e manipulagdo de diversas curvas e figuras
geométricas. A habilidade de transformar coordenadas permite aos estudantes simplificar
problemas complexos, visualizar figuras em diferentes sistemas de referéncia e aplicar
técnicas analiticas com maior eficacia.

Esse conhecimento servira como base essencial para a exploracao e compreensao das
proximas curvas que serdo abordadas, fornecendo um alicerce solido para seguir a estudos

geométricos mais avancados e complexos.
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5 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A compreensao profunda das curvas na Geometria Analitica transcende a mera
manipulagdo de equagdes algébricas; ela demanda uma apreciagdo visual e intuitiva das
formas geométricas subjacentes. Nesse contexto, as transformacdes de coordenadas emergem
como uma ferramenta fundamental, proporcionando uma ponte crucial entre a representagao
grafica e a formulagdo algébrica das curvas. Assim, este estudo objetiva explorar a
importancia vital dessas transformagdes no estudo das curvas, destacando sua capacidade de
fornecer insights geométricos profundos.

Inspirado pelas ideias de Vygotsky, que enfatizou a importancia do desenvolvimento
cognitivo por meio da interacao entre o aprendiz ¢ o ambiente, busca ndo apenas apresentar a
curva geometricamente, mas também ilustrar como as transformagdes de coordenadas
facilitam uma compreensdo mais rica e conectada. Ao tracar um caminho que vai além da
abstragdo algébrica, este estudo visa proporcionar aos estudantes uma experiéncia de
aprendizado mais integrada, estimulando a constru¢do ativa de conhecimento sobre as curvas
na geometria analitica.

A Geometria Analitica tem como objetivo descrever curvas geométricas utilizando
sistema de coordenadas, determinando as propriedades existentes em cada uma dessas curvas.
Entretanto, a medida que o estudo progride, outros conceitos devem ser introduzidos para que
0 objetivo seja alcangado de uma forma compreensivel.

De acordo com Lehmann (1982, p. 113),

DEFINICAO 5.1: Uma transformacdo é uma operagio por meio da qual uma

relagdo, expressao ou figura € mudada em outra de acordo com uma dada lei. Analiticamente

a lei dada é expressa por uma ou mais equagdes denominadas equacées de transformacio’s.

A transformac¢ao de coordenadas traz o sentido de simplificar as equagdes das curvas
para um melhor entendimento.
Considerando uma circunferéncia de raio r e centro C(xc, y¢), expressa pela
equagdo (36),
(x=xc)?+ (y—yc)? =12,

18 Destaque do proprio autor.
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essa equagdo ¢ transformada quando o seu centro muda de posicdo, por exemplo, centro na
origem, em que C(0, 0), tendo assim a equagdo ditar estar na forma candnica representada
pela equacdo (37),

x% +y%=r?

Segundo Righetto (1982, p. 275), “quando conhecemos a equacao [...] de uma curva
em relacdo a um sistema particular de coordenadas, podemos obter a equagdo da mesma
curva, referida a um novo sistema de coordenadas, mediante a transformacao de
coordenadas!®”.

Seja P(x, y) um ponto pertencente a uma circunferéncia com centro na origem C,
em um plano coordenado, com os eixos denominados apenas por X ¢ Y. Ao mover os €ixos
coordenados, de forma paralela a si mesmo, e coincidindo a origem com o centro C'(x.', yc")
da circunferéncia, denominados esses eixos apenas por X' e Y’, ocorre uma transformacdo de

coordenadas desse ponto para P'(x’,y") quando referido aos novos eixos, apresentado na

FIGURA 47.

FIGURA 47 — Translado dos eixos coordenados para o centro da circunferéncia

FONTE: Adaptado Lehmann (1982, p. 114).

Logo, a equagdo da circunferéncia ¢ transformada, sendo dada por:

x'?+y'?=r"

19 Destaque do proprio autor.
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Com essa primeira ideia, sugere-se apresentar aos estudantes a translacdo dos eixos

coordenados no estudo das curvas.

5.1 TRANSLACAO DOS EIXOS COORDENADOS

A agdo de mover os eixos coordenados paralelamente as suas posi¢des no plano
coordenado ¢ denominada translagdo dos eixos coordenados. Segundo Righetto (1982, p.
275), “na translacdo dos eixos coordenados mudamos a origem e conservamos as direcoes e
sentidos destes eixos”.

Analisando a afirmagdo de Righetto tendo a circunferéncia de centro C'(x.',v:') e
raio r, X e Y os eixos originais € X' e Y’ os eixos transladados, no qual a nova origem coincide

com o centro da circunferéncia, conforme FIGURA 48.

FIGURA 48 — Analise das coordenadas do ponto P com a translagido dos eixos coordenados

FONTE: Adaptado Lehmann (1982, p. 115).

Sendo P'(x,y") um ponto pertencente a circunferéncia em estudo, traca a partir dele
segmentos de retas perpendiculares aos eixos coordenados, denominados por C e D as
intersecdes com X' e X, respectivamente, ¢ por E e F as intersec¢des com Y' e Y,

. . , . ~
respectivamente. E prolongando o eixo X' tem-se o ponto A como interseccdo com X, e

prolongando o eixo Y’ tem-se o ponto B como a interse¢do com Y.
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Utilizando a relacdo fundamental do segmento retilineo orientado, apresentado por ,

a andlise da relagdo entre as coordenadas abscissas ¢ dada por:

x=0D

x=0A+AD
x=04A+CC
x=xc +x'.

E, de maneira analoga, a relacdo entre as coordenadas ordenadas ¢ dada por:

y = OF

y = OB + BF
y=0B+CE
y=yc' +y"

Essa andlise das relacdes das varidveis tem como consequéncia o seguinte teorema,

apresentado por Lehmann (1982, p. 114):

TEOREMA 5.2: Se os eixos coordenados sdo transladados para uma nova origem
C'(xc',yc') e se as coordenadas de qualquer ponto P antes e depois da translag¢do sdo (x,y) e
(x',y"), respectivamente, entdo as equagdes de transformagido das antigas para as novas
coordenadas sao dadas por

x=xc' +x'

y=yc' +y"

Com esse teorema, se compreende a relacdo entre as variaveis conectadas aos eixos
originais e as variaveis conectadas aos eixos transladados, tornado pratico o seu uso para

estudos envolvendo curvas em sistemas coordenados.

Para trazer mais sentido, apresentam-se exemplos da aplicabilidade a seguir.

EXEMPLO 5.3: Transformar a equagdo x?+y%+ 2x —6y +6 =0 dada por
transla¢ao dos eixos coordenados para a nova origem (—1, 3).

Solucdo: Sendo (—1,3) a nova origem, entdo pelo TEOREMA 5.2 as equagdes de
transformagoes sao:

x=x"—1 e y=y"+3.
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Substituindo as equacdes transformacdes na equacdo que se deseja transformar e

organizando, vem:

X' =12+ @ +3)2+2x'—1)—-6(y/+3)+6=0
x?=2x"+1+y°4+6y +9+2x'—2—-6y'—184+6=0
x4y —4=0

x?+y? =4

Portanto, a transformacdo da equagdo ¢ x'* + y'> = 4.

EXEMPLO 5.4: Por uma translacdo de eixos coordenados, transformar a equacao
4x? + 4y? + 32x — 4y + 45 = 0 em outra desprovida de termos do primeiro grau.

Solugdo: Organizando a equagdo em estudo pelo método de completar quadrado,

vem:
4x* +4y° +32x—4y+45=0
4x* +32x+4y° —4y =45
4(x" +8x)+4(y* —y)=—45
4@%+8x+ug+4(y?-y+%j:-45+64+1
2
4(x+4f+4(y—%) =20
(x+4)2 +(y—lj2 =5
2
Pelo TEOREMA 5.2, observando a equagao resultando, tem-se que:
x+4=x
x=x"—4
e
|
y—zzy
y=ﬁ+l

2

Substituindo esses valores na equagao em estudo, tem-se:

(x’—4+4)2 +( '+l—lj2 =5
YT T

xl2 +y!2 — 5
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Portanto, a transformagao da equacao ¢é x'? + y’2 =5.

Familiarizados com o conceito de translagao, apresenta-se aos estudantes o conceito

de rotagdo dos eixos coordenados na sequéncia.

5.2 ROTACAO DOS EIXOS COORDENADOS

No estudo de curvas em eixos coordenados observou a possibilidade de utilizar a
translagdo de eixos para trazer mais sentido e facilidade na compreensao algébrica e analitica
das curvas. Outro estudo apresentado pela Geometria Analitica ¢ a rotacdo dos eixos
coordenados com a mesma finalidade de simplificar as equagdes das curvas em um estudo.
Porém, para essa andlise o estudante precisa ter conhecimentos prévios da trigonometria,
nesse caso, o conhecimento das relagdes trigonométricas de um tridngulo retangulo.

Iniciando da ideia apresentada desde o inicio dessa pesquisa sobre eixos
coordenados, denominados X e Y, e um ponto P de coordenadas (x,y) relacionadas a esses
eixos. Rotacionando os eixos sobre a origem 0(0,0), em um angulo a, tem-se 0s Novos €ixos
sobre a denominagio de X' e Y’', conforme FIGURA 49, o ponto P tera novas coordenadas

quando relacionado aos novos €ixos.

FIGURA 49 — Rotacao de eixos coordenados e posicionamento de um ponto p em relagdo a ambos 0s eixos

Y

FONTE: Adaptado Lehmann (1982, p. 118).
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Tragando perpendiculares a partir do ponto P em relagdo aos eixos X e Y, encontra
os pontos de interse¢do A € B. De modo analogo aos eixos X' e Y', se tem os pontos A’ € B’.

Tomando como r o segmento linear OP, observam-se as relacdes trigonométricas no

triangulo AOP:
04
cos(a+f)= oF
cos(a+f)= %
_A:r-cos(a+,8). (60)
E,
: AP
sm(a + ,B) = b
sin(a + ,B) = %
ﬁ=r-sin(a+ﬂ). 61)
Analisando as coordenadas do ponto P em relacdo aos eixos X e Y, vem:
x = OA. (62)
E,
y = OB = AP. (63)
Substituindo (60) em (62) e (61) em (63), tem-se:
x=r-cos(a+p) (64)
E,
y:r-sin(a+,B) (65)

Do mesmo modo, analisando as relagdes trigonomeétricas no tridAngulo A'OP, tem-se:

cos(ﬁ’)=g=1;
cos(ﬂ):%

04’ =r-cos(p). (66)



E,
AP
sin(4) = oF
sin( ) = AP
ﬁ:r-sin(ﬂ).

Analisando as coordenadas do ponto P em relagdo aos eixos X' e Y', vem:

x' = 0A'.
E,
y' = 0B = A'P.
Substituindo (66) em (68), € (67) em (69), tem-se:
x'=r-cos(p)
E,
y' =r-sin(p)

Analisando a equacgdo (64) pela soma de arcos em um cosseno, vem:
x=r-cos(a+pf)
X = r-[cos(a)-cos(ﬁ)—sin(a)-sin(ﬁ)}
x=r-cos(a)-cos(B)—r-sin(a)-sin(B)

Substituindo (70) e (71) em (72), tem-se:

x=x"-cos(ar)— ' -sin(a).

E analisando a equagdo (65) pela soma de arcos em um seno, vem:
y:r-sin(a+ﬂ)
y= r-[sin(a)-cos(ﬂ)+sin(ﬂ)-cos(a):|
y=r-sin(a)-cos(B)+r-sin(f)-cos(a)

Substituindo (70) e (71) em (73), tem-se:

y=x"sin(a)+y"cos(a).
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(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

Portanto, as novas coordenadas do ponto P em relagdo aos eixos rotacionados sdo

dadas por:

x=x"-cos(a)—y"-sin(a) e y=x"-sin(a)+y"cos(a).
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Com essa andlise, por Lehmann (1982, p. 118), deriva o seguinte teorema:

TEOREMA 5.5: Se os eixos coordenados sdo girados de um angulo @ em torno da
sua origem O como ponto fixo e se as coordenadas de qualquer ponto P sdo (x, y) e (x',y")
antes e depois da rotagdo, respectivamente, entdo as equagoes de transformagdes antigas para

as novas coordenadas sao dadas por
x=x"-cos(ar)—y'-sin(ar)

y=x"-sin(a)+)"-cos(a).

Para uma melhor compreensao, segue exemplos desse estudo.

EXEMPLO 5.6: Determinar as novas coordenadas do ponto (3,—4) quando os
eixos coordenados sdo rotacionados em um angulo de 30° na origem.
Solucdo: Sendo (3,—4) a coordenada do ponto em estudo, e entdo pelo
TEOREMA 5.5 tem-se:
3=x"-cos(30°)—y"-sin(30°)

N

3=y 2
)

6=3x'~y (74)

—4=x"-sin(30°)+ y"-cos(30°)

1,3

—4:x’_+ '._
2 4 2

—8=x'+/3)" (75)
Resolvendo um sistema com as equagoes (74) e (75), vem:
Bx'—y' =6
{x' 3 y'=-8
Reorganizando as equagdes do sistema:
{3x' _VE) y'= 63

X' ++/3y =8
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Somando as equagdes membro a membro, tem-se:
4x' = 6:/3-8

, 3
X=23-2
2
E substituindo o valor de x" em uma das equagdes sistema, tem-se:

%\/5—2+J§y’:—8
\/gy’:—S—%\/g+2
x/gy’z—%x/g—6

36
-3 5%f3
Y= 3J_

3
!:_2 _
y=-2n3-2

Portanto, as novas coordenadas do ponto ¢ (%\/5 —2,-23 —%) .

EXEMPLO 5.7: Transformar a equacgdo x2 — 2xy + y2 — x = 0 dada por rotagdo
dos eixos coordenados do angulo 45°.
Solugdo: Pelo TEOREMA 5.5, as equacdes de transformagao sao dadas por:
x=x"-cos(45°)— ' -sin(45°)

N2 2

X=X —- —
2 4 2

y=x"-sin(45°)+ )" -cos(45°)

V2, 2

y=Xx 74‘_)/ 7
\/5 ' '
yZT(.X +y)

Fazendo a substituicdo dos valores de x ¢ y na equagao que se deseja transformar,

tem-se:



129

1 ' ' ' i ’ \/E ’
S =y = (=) () S () (3 =) =0
12 2 2
xryf+y _x/2+ r2+y _ﬁxr \/7
2 2 2

,2\/_ «/_

x+—y 0

4y'2—\/—x +\/_y =0
A FIGURA 50 apresenta x2 — 2xy + y? — x = 0 como a curva primitiva, ou seja, a

curva em anélise antes da rotagdo, e apresenta 4y'2 —+v2x’ ++/2y’ =0 como a curva

rotacionada em relagdo a origem.

FIGURA 50 — Curvas do estudo do exemplo 5.7

05 curva.rotacionada

- -0.5 05 1 1l5 2 25 3 35 4
curva primitiva

FONTE: A pesquisadora.

As curvas em questdo, conhecidas pelos estudantes como pardbolas, sdo de grande
importancia no campo da Geometria Analitica. Com os estudos até agora apresentados nesta
pesquisa, foi estabelecida uma base solida que permitira aos estudantes iniciar a exploracao

detalhada dessas curvas.
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A compreensdo dos conceitos fundamentais, como equagdes quadraticas e suas
transformagoes, possibilita uma analise mais profunda das propriedades das parabolas. Este
alicerce teorico prepara os estudantes para investigar as caracteristicas especificas das
parabolas, incluindo seus vértices, focos, diretrizes e a forma como essas curvas se
comportam sob diferentes transformacgdes de coordenadas. Além disso, essa base facilita a
aplicagdo de técnicas analiticas para resolver problemas praticos envolvendo parabolas,
promovendo uma compreensao mais abrangente e robusta das curvas que sdo essenciais em

diversas areas da matematica e suas aplicacdes praticas.
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6 AS CONICAS

“In addition to the straight lines, circles, planes and
spheres with which every student of Euclid is familiar, the
Greeks knew the properties of the curves given by cutting a
cone with a plane-the ellipse, parabola and hyperbola.
Kepler discovered by analysis of astronomical obser
vations, and Newton proved mathematically on the basis of
the in- verse square law of gravitational attraction, that the
planets move in ellipses. The geometry of ancient Greece
thus became the cornerstone of modern astronomy.”*’

J. L. Synge (Synge 2, p.32, apud Coxeter, p. 115 )

Pesquisadores como Coxeter (p. 115) e Bicudo — introdugdo da tradugdo da obra Os
Elementos de Euclides — (EUCLIDES, 2009, p. 43) comentam, no contexto historico da
Geometria Analitica, sobre a importancia dos matematicos gregos para a Geometria como 0s
estudos de Apoldonio, o qual formalizou oito livros sobre conicas a fim de completar os livros
de Euclides sobre o assunto.

Inserir a Historia da Matemadtica para o estudo gera ndo apenas um conhecimento
histérico, mas também um sentido no conhecimento, de como foi desenvolvido e quais os
motivos da época levaram aos estudos.

“A Historia da Matematica motiva e estimula a participacdo dos alunos no processo
educativo, enriquece o desenvolvimento das aulas, esclarece duvidas e
questionamentos, demonstra a evolugdo dos conceitos ¢ das ideias matematicas ao
longo do tempo, deixando claro que esta ciéncia estd em constante evolugdo, em
permanente transformagdo, rompendo assim com as ideias de alguns professores e

alunos que concebem a Matematica como um saber estatico, hermético, composto
de conhecimentos inquestionaveis e imutaveis.” (PAIVA, 2018, p. 98)

Nesse sentido, tem importancia que o estudante de Geometria Analitica saiba que no
estudo das curvas ha algumas que foram analisadas a partir da intersec¢do de um plano, por
angulagdes diferentes, em um cone, conforme FIGURA 51. Essas intersecdes deram origem a
trés curvas denominadas sec¢des conicas, ou simplesmente conicas, sendo elas definidas por
suas caracteristicas como parabola, elipse e hipérbole.

Apresentar a imagem das secgdes conicas anterior ao calculo € alimentar o campo do

pensamento algébrico antes da formalizagao pelos calculos.

20 «“Além das linhas retas, circulos, planos e esferas com os quais todos os estudantes de Euclides estdo
familiarizados, os gregos conheciam as propriedades das curvas dadas ao cortar um cone com um plano - a
elipse, a parabola e a hipérbole. Kepler descobriu pela analise de observacdes astrondmicas, ¢ Newton provou
matematicamente com base na lei do inverso do quadrado da atragdo gravitacional, que os planetas se movem
em elipses. A geometria da Grécia antiga tornou-se assim a pedra angular da astronomia moderna.”
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FIGURA 51 — Secgdes conicas

pardbola hipérbole

FONTE: Stewart (2013, p. 6006).

Para dar sentido, Boulos & Camargo (1997, p. 167) descrevem a obtencdo dessas
curvas pela interseccdo de um plano com a superficie conica circular reta, apresentada na
FIGURA 52. Assim, inicialmente, apresenta-se a imagem da superficie conica circular para a
compreensdo do assunto a ser estudado, ou seja, da constituicdo das curvas por planos

intersectores a essa superficie.

FIGURA 52 —Su erﬁcje (‘?6nica circular
il r! i i li

/

Clrcunforéncia

FONTE: Boulos & Camargo (1997, p. 167)

Seguindo para a formalizagdo, se denominar por S a superficie conica e por a o
plano intersector, e tendo como geratriz da superficie conica S a reta que ue passa pelo vértice

V7, entdo ha trés situagdes de analise quando a ndo passa pelo vértice V:
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1.” situacdo: Se a ¢ paralelo a uma geratriz entdo a intersec¢do gera uma curva
denominada pardbola.

2. situacdo: se a nao ¢ paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas de
S entdo a interse¢do gera uma curva denominada elipse. H4 um caso particular, quando a
inclinagdo do plano intersector tem uma angulagcdo perpendicular ao eixo, que gera uma
circunferéncia.

3.“situacdo: se a ndo ¢ paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas de S, entdo
a interse¢do, formada por duas partes separadas, partes essas designadas ramos, gera uma
curva denominada hipérbole.

As curvas das situacdes sdo apresentadas na FIGURA 53.

FIGURA 53 — seccdes conicas

FONTE: Boulos & Camargo (1997, p. 168)

Quando o estudo das conicas passa a ter a Otica da Geometria Analitica, ou seja, as
curvas sdo analisadas em um plano coordenado, entdo suas caracteristicas observadas
mostram que as conicas sdo um lugar geométrico de um ponto, cuja sua distancia até um

ponto fixo tem relagdo com a sua distancia até uma reta fixa.
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FIGURA 54 — Lugar geométrico das conicas

elipse parabola hipérbole

FONTE: Coxeter (p. 115).

Pela FIGURA 54, o ponto O ¢ denominado por foco e a linha HX por diretriz.
Segundo Coxeter (p. 115), ndo hd uma unica maneira de definir as conicas, mas uma maneira
mais direta com a oOtica da Geometria Analitica, tomando por base a figura anterior, ¢ a que

segue:

DEFINICAO 6.1: Uma conica é o lugar geométrico de um ponto P cuja distancia
OP de um ponto fixo O ¢ € vezes a sua distancia PK de uma linha fixa HX, onde € ¢ uma

constante positiva.

Coxeter (p. 115) também cita outra defini¢do proposta por Manaechmus, por volta de
340 d.C., que foi conectada com a proposta por Pappus de Alexandria (século IV d.C.) ou

possivelmente com a de Euclides. Segue:

DEFINICAO 6.2: A conica ¢ denominada uma elipse se € < 1, uma pardbola se

e = 1 euma hipérbole de € > 1.

O namero ¢ é denominado como excentricidade da curva e a corda LL', que passa
pelo foco e paralela a diretriz, ¢ denominada latus rectum ou corda focal minima, cujo
comprimento ¢ denotado por 21, de modo que:

l=0L
l = ¢LH.
Por Coxeter (p. 115), os termos parabola, elipse e hipérbole sdo dos escritos de

Apoldnio. Eves (2011, p. 199), explicita melhor esse fato:
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“Os nomes elipse, pardbola e hipérbole foram introduzidos por Apolonio e foram
tomados da terminologia pitagérica antiga referente a aplicagdo de areas. Quando os
pitagoéricos aplicavam um retangulo a um segmento de reta (isto €, colocavam a base
do retangulo ao longo do segmento de reta, com um vértice do retangulo sobre uma
extremidade do segmento), cles diziam que se tinha um caso de “ellipsis”,
“parabole” ou “hyperbole”, conforme a base do retangulo ficava aquém do segmento
de reta, coincidia com ele ou o excedia.”

Muitos fatos histéricos apresentam o estudo e desenvolvimento dos conceitos das
cOnicas para as comprovagoes que hoje perpetuam nos livros de Geometria Analitica. Cada
curva tem suas similaridades, mas ha muita particularidade em seus conceitos e, devido a isso,
cada uma delas deve ter um estudo dedicado. Por isso, sucede-se a analise de cada curva e
seus conceitos, pensando no melhor roteiro para trazer sentido ao estudante.

Nesse estudo, em particular, segue a discussao da parabola. De acordo com as
normativas educacionais brasileiras, a BNCC — Base Nacional Comum Curricular, a
circunferéncia e a parabola s3o as conicas que os estudantes do ensino médio devem estudar.
Assim, a parabola ¢ conhecida pelos estudantes que seguem ao ensino superior. Assim, para
um estudante de Geometria Analitica, a abordagem sugerida nesse estudo pode ser uma
ampliacdo de conhecimentos.

As demais conicas, ndo serao explicitadas em capitulos especificos nesse estudo, mas
pensa que as ideias de abordagem sugeridas até o proximo capitulo sao bases para o professor
continuar nesse pensamento de trazer sentido através da exploragao visual das curvas antes da

formalizag¢do dos conceitos algébricos sobre as mesmas.
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7 PARABOLA

A parédbola ¢ uma curva conhecida pelo estudante de Geometria Analitica, pois ¢ um
conteudo que faz parte do curriculo basico da educagdo brasileira. O avango no estudo de
Geometria Analitica para esse conteido faz compreender a curva e a formalizacdo da sua
equacao.

Nos dias atuais, encontram-se livros de Geometria Analitica, permeados por uma
educagdo brasileira tradicionalista, que apresentam as equagdes das curvas para
posteriormente apresentar seu estudo geométrico, o que segue um sentido contrario da
construcao histérica dos conceitos.

Nesse estudo ndo se deseja levantar uma discussao sobre a vivéncia e contradi¢des da
educagdo tradicionalista na Matematica, mas sim apresentar o conceito das curvas pelo
sentido de visualizagdo para a abstragdo, ou seja, apresentar um roteiro de estudos que
apresenta o lugar geométrico, o traco e a equagdo da parabola, para que entdo seu estudo
analitico tenha um maior sentido de aprendizado.

Seguindo nesse viés, confabulam as ideias propostas por E. H. Lock Wood em sua

obra A Book of Curves.

“Plane curves offer a rich and to some extent unexplored fields of study which may
be approached from a quite elementar level. Anyone who can draw a circle with a
given centre and a given radius can draw a cardioid or a limagon. Anyone who can
use a set square can draw a parabola or a strophoid. Anyone who knows a few of the
simpler propositions of Euclid can deduce a number of proprieties of these beautiful
and fascinating curves.?"” (LOCK WOOD, 1961)

Como este estudo propds a apresentacdo preliminar de algumas proposi¢des de
Euclides, conforme sugerido por Lock Wood, foi estabelecida uma base teorica soélida para
que o estudante possa compreender tanto os lugares geométricos quanto a curva parabola que
serdo abordados na sequéncia. A introdu¢ao das proposi¢des euclidianas permite aos
estudantes familiarizarem-se com os fundamentos da geometria classica, que sdo essenciais
para a compreensao das propriedades e comportamentos das parabolas. A luz das sugestoes de

Lock Wood, esta abordagem garante que os estudantes possuam o conhecimento necessario

21 “As curvas planas oferecem um campo de estudo rico e até certo ponto inexplorado, que pode ser
abordado a partir de um nivel bastante elementar. Quem pode desenhar um circulo com um determinado centro e
um determinado raio pode desenhar uma cardioide ou uma limagon. Qualquer um que saiba usar um esquadro
pode desenhar uma parabola ou uma estrofoide. Qualquer pessoa que conhega algumas das proposi¢cdes mais
simples de Euclides pode deduzir varias propriedades dessas belas e fascinantes curvas.” Traducdo pela
pesquisadora.
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para aprofundar-se nos conceitos e aplicagdes das curvas parabdlicas, facilitando uma

transicao mais fluida para os topicos avangados subsequentes.
71 O LUGAR GEOMETRICO DA PARABOLA

O conceito de lugar geométrico emerge como um elemento essencial que estabelece
a interface entre a geometria e a algebra. Este termo refere-se ao conjunto de pontos que
atendem a condi¢des ou restrigdes matematicas especificas. Explorar o lugar geométrico
proporciona uma abordagem robusta para descrever padrdes e relagdes intrinsecas entre as
curvas.

Definir parabola envolve conhecer o lugar geométrico de um ponto que se move de
acordo com uma especifica lei de formacao.

Com base nos escritos de Lock Wood (1961, pp. 3-12), o estudo dessa curva inicia
tomando uma reta fixa, denominada VV' ¢ marcando um ponto fixo F fora dessa reta, ou seja,
F ¢ VV'. Dado um ponto fixo Q, com Q € VV’, traga-se um angulo UQT, com angulo reto em

Q e o lado QU passando por F, entdo traga a reta QT, conforme FIGURA 55.

FIGURA 55 — Primeiro trago da lei de formagdo da parabola

-'_“ V\‘ -"__,.-"

Ve

FONTE: Adaptado de Lock Wood (1961, p. 3).
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Esse ¢ o primeiro trago para compreender o lugar geométrico da curva. Quando for
elaborado em um grande niimero de posi¢des, a parabola pode ser desenhada a mao livre,

tocando em cada uma das linhas desenhadas, como pode ser observada na FIGURA 56.

FIGURA 56 — Repeticao dos tragos da formagao da parabola

vh =~

FONTE: A pesquisadora.

Com esse estudo geométrico, compreende-se uma curva especifica vai sendo
entendida no espago de estudo, curva presente no campo da abstracao, conforme FIGURA 57.

Essa curva ¢ denominada por parabola.
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FIGURA 57 — Local geométrico da parabola

FONTE: A pesquisadora.

A compreensao do lugar geométrico ndo apenas aprimora a teoria matematica
subjacente, mas também desempenha um papel crucial em aplicagdes praticas diversas, como
design grafico, modelagem computacional e engenharia. Neste contexto, este estudo visou a
apreciacdo do conceito de lugar geométrico, explorando suas implicagdes teoricas e suas
contribuicdes para a formalizagdo algébrica, bem como para a resolucdo de desafios
geométricos.

A partir desse lugar geométrico, ha uma percepcao visual da curva que sera abordada
posteriormente de maneira algébrica. Com essa alusdo da curva, segue para o estudo das suas

particularidades, tomando como base as especificidades utilizadas nos tracos iniciais.
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7.2 PROPRIEDADES GEOMETRICAS

Em Geometria Analitica, o estudo das curvas envolve a exploracado minuciosa das
suas propriedades geométricas, que sdo caracteristicas intrinsecas responsaveis por definir a
forma e o comportamento particular das mesmas por meio do plano cartesiano. Essas
propriedades desempenham um papel importante na compreensao da estrutura de uma curva,
oferecendo percepcodes valiosas sobre sua curvatura, oscilacdes e pontos de inflexdo. No
contexto desta dissertagdo, o termo '"propriedades geométricas" refere-se a atributos
matematicos que ndo apenas descrevem as caracteristicas fisicas da curva, mas também
fornecem ferramentas analiticas para classificacdo e representagao eficaz.

Essa abordagem geométrica ndo apenas enriquece a compreensao teorica das curvas,
mas também tem implicacdes praticas em diversas areas, desde a representacdo grafica até a
aplicagdo computacional em campos como design ¢ modelagem. Assim, o exame das
propriedades geométricas das curvas € essencial para dar sentido a todo processo educacional,
aprofundando a compreensao matematica ¢ promovendo avangos em aplica¢des praticas nas
areas particulares que cada estudante de geometria analitica se debruca.

Seguindo a teoria para a compreensdo das propriedades geométricas, a partir da ideia
apresentada na FIGURA 55 e em conjunto com os estudantes, SV ¢ tracada

perpendicularmente a VV'.

FIGURA 58 — Pontos de tangéncia da parabola

FONTE: A pesquisadora.
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O que se percebe, pela FIGURA 58, que a curva ¢ simétrica sobre o eixo VS, o que
faz a denominagdo do ponto V de vértice. Além disso, apresentam-se duas semirretas, a Q; P
e a Q,P,, que sdo tangentes a pardbola em P, e P,, respectivamente, e se intersectam em P.

Ao fazer o tragado de FP, formam-se os tridngulos FQ,P e FQ,P, que sio tridngulos
retingulos em Q, e Q,, respectivamente, pela construgdo. Os tridngulos possuem o lado FP
comum, sendo também a hipotenusa de ambos. Esse fato define os tridngulos como
inscritiveis em uma mesma circunferéncia, denominada na FIGURA 59 como circunferéncia

c. Com isso, os pontos F, @4, Q, e P sao definidos pontos conciclicos.

FIGURA 59 — Pontos de formagao da parabola

FONTE: A pesquisadora.

Os angulos Q,0,F e Q,PF estio sob o mesmo arco da circunferéncia ¢, o que sio
definidos como congruentes. Pelo mesmo raciocinio, os angulos Q,Q,P e Q,FP sio
congruentes por estarem sob o mesmo arco de circunferéncia. Observa-se que os angulos
Q:FQ, ¢ Q;PQ, também estio sob o mesmo arco da circunferéncia ¢, sendo entdo dados

como congruentes.
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Os segmentos FQ, e QP intersectam-se em um ponto que serd tomado por A. Com
isso, os angulos Q;AQ, e FAP sao opostos pelo vértice, sendo entdo congruentes. O mesmo
ocorre com os angulos Q;AF e Q,AP, que sio congruentes por serem angulos opostos pelo
vértice.

Assim, os triangulos Q;AQ, e FAP sao semelhantes, pelo caso angulo-angulo-angulo
de semelhanga de triangulos. De modo anélogo, os triangulos Q1 AF ¢ Q,AP sao semelhantes,

visto a FIGURA 60.

FIGURA 60 — Angulos de formagio da parabola

FONTE: A pesquisadora.

Para facilitar a compreensdo dos proximos argumentos, toma-se por @ = Q;Q,F =
Q:PF, B =0Q,Q0:P = Q:FP, §=0Q,AQ; =FAP, &=QAF = QAP ¢ 0 =0Q.FQ, =

Q,PQ,, apresentados na FIGURA 61 nessa nova notagao.



143

FIGURA 61 — Angulos de formagdo da parabola em nova notagio

FONTE: A pesquisadora.

A partir disso, se tomar por VFQ, =x, tem-se VFQ, =x+ 6. Utilizando o
conhecimento da soma dos angulos internos de um triangulo para A VFQ,, obtém-se:
x+ 6+ a+90°=180°
x=90°—a—20 (76)
E, pelo mesmo pensamento para o triangulo Q,FP, tem-se:
B +6+90°+ a=180°
f=90°—a—06. (77)
Dos resultados de (76) e (77), observa-se que x = S. Isso implica que VFQ, = f3.
De maneira analoga, denomina-se VQ,F = y no A VFQ,, obtendo assim:
v+ +90°=180°
y=90°—p (78)
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Inserindo o resultado da equacao (77) na equacdo (78), analisa-se:
y =90°—-(90°—a —0)
y=a+80
Com isso, os angulos VQ,F e Q,PF sio congruentes. Assim, mostra-se que VQ,F =

Q,PF, conforme FIGURA 62.

FIGURA 62 — Triangulos da formagao da parabola

.....
.........
..............

FONTE: A pesquisadora.

O ponto P ndo ¢ pertencente a parabola, mas quanto mais proximas estiverem as
duas tangentes, mais proximo da curva esse ponto estara.
Conjecturando uma aproximacgao de Q, a @4, tem-se que P se aproximara de P; € o

angulo Q, PF se tornara Q,P; F, visto pela na FIGURA 63.



145

FIGURA 63 — Aproximacao dos pontos de tangé€ncia da parabola
3

V'e

FONTE: A pesquisadora.

Com essa imagem, o estudante de Geometria Analitica tem a consciéncia da curva
denominada pardbola. E com isso, pode ser dado o estudo de propriedades de foco e diretriz,

importantes para a compreensao de sua definicao e equacao.
7.2.1 PROPRIEDADES DO FOCO E DA DIRETRIZ

As propriedades sobre o foco e diretriz da pardbola sdo geralmente apresentadas de
forma direta em algumas referéncias, ou seja, apresentam-se as equagdes sem prévias
explicacdes sobre seu objetivo existencial. A ideia ¢ trazer sentido, mostrando essas
propriedades através do estudo da curva inicialmente construida.

Seguindo a luz de Lock Wood, com base na FIGURA 63, ao ser prolongado PQ de

forma a interseccionar VF no ponto T, serdo formados A FQT e A FQP.
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FIGURA 64 — Relagao entre tridngulos de formagao das proriedades da parabola

%

F

as

FONTE: A pesquisadora.

Ao analisar a relagdo entre esses dois tridngulos, visto na FIGURA 64, percebe-se
que FQ ¢ lado comum de A FQT ¢ A FQP. E sendo o FQT complementar a FQP entio
FQT = 90°, assim tendo FQT = FQP. Além disso, observa-se dos estudos anteriores que
TFQ = PFQ. Com essas informagdes, pelo caso de congruéncia angulo-lado-angulo, tem-se
A FQT =A FQP. Portanto, com a congruéncia desses triangulos conclui que FP = FT.

Seguindo pela ideia da FIGURA 64, se o losango PFTM ¢é completado, e MD é
tracado perpendicular FT, tragamos por Q uma paralela de (I/'_F", encontrando o ponto N de
intersecgio com MD. Com isso, analisa que os angulos QMN e FQV sdo angulos
correspondentes, tendo QMN = FQV. E sendo QNM = 90° = FVQ, entdo conclui-se que A
QMN =A FQV, implicando que FQ = QM.E sendo QN//FT ¢ MD//VV’, entio tem-se
DV = NQ e, por transitividade DV = VF. Essas caracteristicas sdo apresentadas na FIGURA
65.
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FIGURA 65 — Caracteristicas de uma reta fixa a uma determinada distancia da parabola

FONTE: Adaptado de Lock Wood (1961, p. 4).

Ao tomar D como ponto fixo e MD como um segmento de reta fixo, observando as
propriedades do losango PFTM, nota-se PM = FT. Como visto FP = FT, entio por
transitividade tem-se MP = FP.

Levando em consideragdo a linguagem algébrica da Geometria Analitica de distancia
entre dois pontos generaliza-se, por P representar qualquer ponto pertencente a parabola, que
dpy = dpp.

Assim, a parabola pode ser definida como o lugar geométrico de um ponto P, cuja
distancia de um ponto fixo F é igual a sua distAncia PM de uma reta fixa passando por D.

Com esse primeiro momento, o estudante de Geometria Analitica tem um sentido a
existéncia da parabola, podendo ser apresentada sua definicdo. Assim, segue a defini¢ao

apresentada por Lehmann (1982, p. 127):

DEFINICAO 7.1: Uma pardbola é um lugar geométrico de um ponto que se move
num plano de maneira que sua distancia a uma reta fixa no plano ¢ sempre igual a sua

distancia a um ponto fixo no plano e nao situado sobre a reta.
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O ponto fixo ¢ denominado foco e a reta fixa ¢ denominada diretriz da parébola. O
caso em que o foco encontra-se sobre a diretriz ¢ excluido, por ndo formar uma curva como a

descrita. A FIGURA 66 apresenta as propriedades de foco e diretriz de uma parabola.

FIGURA 66 — Foco e diretriz de uma parabola

M i .

diretriz :

F (foco)

FONTE: Adaptado de Lock Wood (1961, p. 5).

Com esses conhecimentos da curva, o estudante de Geometria Analitica tem base para
iniciar o processo de compreensdo algébrica a generalizagdo da parabola por meio de uma

equacao.

73 A EQUACAO DA PARABOLA

A exploragdo de curvas geométricas por meio de equagdes desempenha um papel
importante na Geometria Analitica, fornecendo uma estrutura matematica robusta para a
compreensao e analise da curva em estudo. A representagdo algébrica da parabola simplifica a
descricdo e também oferece uma visao sistematica de suas propriedades intrinsecas que nem
sempre sdo percebidas graficamente. Antes de formalizar equacionalmente, foi imperativo
explorar o lugar geométrico da curva, proporcionando uma visualizacdo clara de sua

configuragdo espacial.
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A abordagem visual ¢ essencial para a intuicdo inicial e apreciacdo da geometria
subjacente. A transi¢cdo do lugar geométrico para a formulacdo da equag¢do permite uma
generalizagao eficaz, abrindo caminho para andlises abrangentes e aplicagdes praticas. Ao
vincular a imagem visual ao formalismo matematico, ¢ possivel ndo apenas compreender a
estrutura da curva, mas também derivar propriedades especificas. Dessa forma, o estudo das
curvas geométricas por meio de equacdes nao apenas simplifica a andlise, mas também
enriquece a compreensdo, tornando-se uma ferramenta fundamental para investigacdes
tedricas e aplicagdes praticas em diversos campos.

Para uma representagdo algébrica da curva da parabola, parte-se dos principais
elementos presentes na FIGURA 65, na qual traga uma perpendicular em relagdao a VF

partindo de P, tendo o ponto S como interse¢do, constituindo entdo o PS, apresentado na

FIGURA 67.

FIGURA 67 — Elementos da analise algébrica da parabola

FONTE: Adaptado de Lock Wood (1961, p. 4).

Sendo PS = MD e MN = ND = QV entio se tem que:
PS=2-QV (79)
Elevando o quadrado ambos os membros da equagdo (79), vem:
(PS)? = (2-QV)?
PS? =4-QV? (80)
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Como visto em estudo das propriedades geométricas da formagdo da parabola, o A

FQT ¢ retangulo em Q e QA L FT, cabem as relagdes métrica do triangulo retAngulo. Com

1SS0,
QV2 =VF VT @81)
Substituindo (81) em (80),vem:
PS?=4-VF-VT (82)

Pela construgdo, tem-se que FQ = QM, QP = QT ¢ MQT = FQP devido a serem
angulos opostos pelo vértice, entio A MQT =A FQT, logo MT = FP. Com MT = FP,
observa-se que MD=PS e MDT =90°=PSF entio A MDT =APSF e,
consequentemente, DT = SF. Logo, com DT = SF ¢ VD = VF tem-se VT = VS. Assim, a
equacao (82) pode ser reescrita como:

PS?=4-VF-VS (83)

Para a compreensao da parabola sob os conceitos da Geometria Analitica, insere-se a
FIGURA 67 sob o plano cartesiano, tendo VF como o eixo das abscissas e VV' como o eixo
das ordenadas. Se tomar as coordenadas de P como (x,y), tendo a FIGURA 68 ilustrando o

Caso.

FIGURA 68 — Elementos da analise algébrica da parabola no plano coordenado

P(z,y)

FONTE: A pesquisadora.
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Com isso, pelo TEOREMA 3.14, tem-se:
dyr =+/(a—0)2 + (0 —0)2
dyr = m
dyr = \/E

dVF =a. (84)

E, de modo analogo, tem-se:
dys =+/(x = 0)% + (0 — 0)?
dys = \/952—"'02
dys = \/F

dVS = X. (85)

Bem como,
dps =/ (x —x)2 + (y — 0)?
dps = /0% + y?
dps = y?
dps =Y. (86)
Assim, substituindo (84), (85) e (86) na equacao (83), tem-se:
y? = 4ax. (87)

Essa equacdo ¢ denominada como uma das formas da primeira equagdao padrdo da
parabola.

A compreensao dessas ideias sobre a curva permitira ao estudante dar um significado
mais profundo ao estudo da parabola, conforme abordado nas obras de Geometria Analitica.
Com isso, o estudante podera entender melhor as propriedades e aplicagdes da pardbola,
situando-a dentro de um contexto matematico mais amplo e conectando-a a conceitos
fundamentais dessa disciplina. A assimilagcdo dessas concepgdes nao so facilita a visualizagao
e manipulacdo das parabolas em diversos problemas, mas também enriquece a compreensao
das inter-relagdes entre diferentes formas geométricas e suas representacdes algébricas.

Assim, a abordagem proposta pela Geometria Analitica fornece uma base solida para
que o estudante possa explorar de forma critica e aplicada o comportamento das parabolas em

diversas situagdes praticas e teoricas.
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7.3.1 PRIMEIRA EQUACAO PADRAO DA PARABOLA

Seguindo por base os escritos de Lehmann (1982, p. 128), considera-se a parabola com
vértice na origem cujo eixo coincide com o eixo das abscissas, ou seja, o foco encontra-se
nesse eixo. Tomando as coordenadas do foco F(a,0) e do vértice V(0,0) entdo, pela
DEFINICAO 7.1, tem a equagdo da diretriz [ como x = —a.

Sendo P(x,y) um ponto qualquer sobre a parabola, traga um segmento paralelo ao

eixo das abscissas de P a diretriz [, encontrando o ponto M, apresentado na FIGURA 69.

FIGURA 69 — Ponto qualquer da parabola

Y
<

¢ S
V(0,0) F(a,0)

r = —a

FONTE: Adaptado de Lehmann (1982, p. 128).

Pela definicdo, o ponto P deve satisfazer a condicao:
|FP| = [PM]|. (88)
Logo, pelo TEOREMA 3.14, vem:
[FP| = {/(x — @) + (y — 0)?
[FP| = /(x — )2 + y2. (89)
E pelo TEOREMA 3.8, tem-se:
|PM| = |x — (—a)
|PM| = |x + al. (90)
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Substituindo (88) e (89) em (90), e fazendo manipulagdes algébricas, obtém-se:

Jix—a)2+y?2=|x+a|
(\/(x—a)2+y2)2 = (x + a)?

(x—a)?+y2=(x+a)?
x? —2ax + a* + y? = x* + 2ax + a*
y? = 4ax. 91)
De maneira inversa, sendo P;(x;,y;) um ponto qualquer cujas coordenadas

satisfazem a equagdo (91), de modo que y;? = 4ax;.
Adicionando (x; —a)? em ambos os membros e fazendo manipulagdes algébricas,
obtém-se:
yi° + (4 — a)® = dax; + (x; — @)?
yi2 + (x, — a)? = 4ax; + x,% — 2ax; + a?
yi2+ (x; —a)? = x,2 + 2ax; + a?
yi? + (x4 —a)? = (x; + a)?
Vyi2 + (o — a)? =/ (x; + a)?
Vyi2 + (e — a)? = |x; +a 92)

A equagdo (92) satisfaz a condi¢ao geométrica (88) aplicada ao ponto P;. Logo, P; €

um ponto da parabola cuja equacdo ¢ (91).
A pardbola (91) tem apenas um intersecao com o eixo das abscissas, tendo simetria

unica em relagdo a esse eixo. Reescrevendo a equagao, temos:

\/? = V4ax
y = +2Vax. (93)

Assim, para valores reais ndo nulos as variaveis y, x € a possuem o mesmo sinal.

Em consequéncia hé dois casos a observar:

e (aso a > 0: nao sao assumidos os valores negativos de x, tornando o local geométrico
da pardbola uma curva aberta que se estende infinitamente somente a direita do eixo
das ordenadas, porém simetricamente em relacao ao eixo das abscissas.

e (aso a < 0: ndo sdo assumidos os valores positivos de x, tornando o local geométrico
da parabola uma curva aberta que se estende infinitamente somente a esquerda do eixo

das ordenadas, porém simetricamente em relacao ao eixo das abscissas.
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A FIGURA 70 descreve esses casos.

FIGURA 70 — Casos da parabola y =+2+/ax .

i [

e

(a,0)

-~ ®

L
(—a,0) |v(0,0) V(0,0)

r=aa>0 r=—-a,a<0

FONTE: A pesquisadora.

Outro fato a ser observado ¢ quando o eixo da parabola esta na origem, mas seu eixo ¢
coincidente com o eixo das ordenadas. A equagdo que descreve essa parabola pode ser
encontrada de maneira andloga ao estudo anterior, sendo dada por:

x? = 4ay,
onde o foco é o ponto F(0,a).
E com manipulagdes algébricas adequadas, tem-se:
x = +2,/ay, (94)

que para valores reais nao nulos as variaveis y, x € a possuem o mesmo sinal

Isso oportuniza o estudo de dois casos:

e Caso a > 0: ndo sao assumidos os valores negativos de y, tornando o local geométrico
da parébola uma curva aberta que se estende infinitamente somente acima do eixo das
abscissas, porém simetricamente em relacdo ao eixo das ordenadas.

e Caso a < 0: ndo s3o assumidos os valores positivos de y, tornando o local geométrico
da parabola uma curva aberta que se estende infinitamente somente a abaixo do eixo

das abscissas, porém simetricamente em relacdo ao eixo das ordenadas.
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Esses casos sdo mostrados na FIGURA 71.

FIGURA 71 — Casos da pardbola x = £2\/ay

Y Y

y=a, a<l
$F(0,a) !

V(0,0)

V(0,0)

g y=—a, a>0 ¢ (0, —a)

FONTE: A pesquisadora.

Das equagdes (93) e (94) resulta que a ha dois pontos pertencentes a parabola com
cada um deles com coordenada da abscissa igual a a, logo ha um ponto de coordenada (a, 2a)
¢ outro com coordenada (a,—2a). Como a abscissa do foco é a, entdo o comprimento do
latus rectum ou corda focal minima ¢, em valor absoluto, igual a 4a.

Observe FIGURA 72, que explicita esse caso.

FIGURA 72 — Latus rectum da parabola

latus rectum

2p

FONTE: A pesquisadora.
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Desses fatos, por Lehmann (1982, p. 130), tem-se o seguinte teorema:

TEOREMA 7.2: Se o eixo de uma parabola ¢ coincidente com o eixo das abscissas e
o vértice se encontra na origem, entdo sua equacao ¢ dada pela primeira forma padrio:
y? = dax,
onde o foco tem coordenadas (a, 0) e a equagdo diretriz por x = —a. Se a > 0 a concavidade
da parabola esta para a direita e se a < 0 a concavidade esta para a esquerda.
Se o eixo da parabola ¢ coincidente com o eixo das ordenadas e o vértice estd na
origem, entdo sua equagdo ¢ dada pela primeira forma padrio:
x? = 4ay,
onde o foco tem coordenadas (0, a) e a equagdo diretriz por y = —a. Se a > 0 a concavidade
da parabola esta para a cima e se a < 0 a concavidade esta para baixo.
Em cada um dos casos o comprimento do latus rectum ¢ dado pelo valor absoluto de

4a, coeficiente do termo de primeiro grau.

Segue um exemplo para melhor compreensao do teorema.

EXEMPLO 7.3: Uma parabola cujo vértice estd na origem e cujo eixo ¢ coincidente
como eixo das abscissas passa pelo ponto (—2,4). Determinar a equagdo da parabola, as
coordenadas de seu foco, a equacao da sua diretriz € o comprimento de seu latus rectum.

Solucdo: Sendo o vértice com coordenadas (0, 0), entdo o eixo € coincidente com o
eixo das abscissas, e pelo TEOREMA 7.2 a equagdo da parabola tem a forma y? = 4ax.

Como a parabola passa pelo ponto (—2,4), entdo as coordenadas satisfazem sua equagao.

Logo:
42 = 4a(-2)
16 = —8a.
Assim, a equacao da parabola é:
y? =4(-2)x
y? = —8x
Sendo o foco dado pelas coordenadas (a, 0), entdo F(—2,0). E a equacdo da diretriz
¢ dada por x = —a, logo x = 2. Assim, como o latus rectum é dado por |4a|, entdo tem-se

que ¢ 8. Portanto, a FIGURA 73 ilustra o exemplo.
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FIGURA 73 — Parabola do exemplo 6.3
I

latus rectum

-4 BEY ]

W

FONTE: A pesquisadora.

Compreender a primeira equagio padrdo da pardbola, dada por y? = 4ax ou x? =
4ay, ¢ fundamental para estudantes de Geometria Analitica que desejam aprofundar seus
conhecimentos na analise de conicidades. Esta equacdo descreve uma parabola com um
vértice na origem e ¢ importante para entender a estrutura e as propriedades geométricas dessa
curva.

Primeiramente, a equacdo y? = 4ax fornece uma descri¢do clara da rela¢do entre os
pontos na parabola e seu foco. O parametro a representa a distancia focal, que ¢ a distancia
entre o vértice e o foco. Esta informagao € essencial para a analise detalhada das propriedades
focais e diretrizes da parabola, que sdo cruciais em varias aplicagdes praticas e teodricas da
Geometria Analitica.

Além disso, o conhecimento da primeira equacdo padrio facilita a transi¢do para a
segunda equagdo padrao da parabola, que representa parabolas em posigdes gerais e
orientagdes diversas. A segunda equagdo padrao ¢ mais complexa e requer uma compreensao
solida das propriedades fundamentais das parabolas, adquiridas através do estudo da primeira
equacao padrao.

Ao dominar a primeira equagao padrao, o estudante desenvolve habilidades analiticas
e geométricas necessarias para manipular e compreender equagdes mais complexas. Isso

inclui a capacidade de completar o quadrado, identificar e interpretar os coeficientes das
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equacdes, bem como entender a rotagdo e translagdo das coordenadas para simplificar a
andlise de conicidades.

Além disso, o estudo da primeira equacao padrao da parabola serve como base para a
exploracdo de outras conicidades, como elipses e hipérboles, uma vez que muitos dos
conceitos e técnicas sdo compartilhados entre essas curvas. Portanto, a familiaridade com a
equacdo y? = 4ax é um passo inicial indispensavel para qualquer estudante de Geometria
Analitica, preparando-o para um estudo mais aprofundado e abrangente das conicidades e
suas aplicagoes.

Em resumo, a compreensdo da primeira equagdo padrio da pardbola ndo s6 ¢
essencial para o estudo avancado da propria parabola em suas diversas formas, mas também
constitui um fundamento critico para o entendimento mais amplo da Geometria Analitica

como um todo. Com isso, segue para o estudo da segunda equacao padrao da parabola.

7.3.2 SEGUNDA EQUACAO PADRAO DA PARABOLA

De modo geral, refletir sobre uma parabola cujo vértice ndo estd sob a origem e seus
eixos ndo coincidentes aos eixos coordenados, mas sim eixos paralelos aos do plano

cartesiano, conforme FIGURA 74, abrange um maior nimero de estudos de aplicagdes.

FIGURA 74 — Parabola com eixos paralelos aos eixos do plano coordenado

FONTE: Adaptado de Lehmann (1982, p. 132).
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Se os eixos coordenados sdo transladados de modo a origem O’ ser coincidente ao

vértice de coordenadas (x¢, V), entdo sua equagdo em referéncia aos novos eixos, segundo

TEOREMA 7.2, ¢ dada por:

y'? = 4ax’ (95)
Logo, pelo TEOREMA 5.2, as variaveis serdao configuradas como:
x=x"+xc
x'=x—xc (96)
E,
y=y"+yc
y'=y-Yc 97)
Substituindo (96) e (97) em (95), obtém-se:
(v —¥c)* = 4alx — x¢). (98)

Analogamente, a pardbola cujo eixo ¢ paralelo a Y e tem vértice com coordenadas
(x¢, Y¢) tem sua equacdo dada por:
(x —x¢)? = 4a(y—yc) (99)
Nas equagdes (98) ¢ (99), |a| ¢ o comprimento da parte do e¢ixo delimitada entre o
vértice € o foco. Além disso, essa duas equagdes sao denominadas segunda equagdo padrdo
da parabola.

Desse estudo, por Lehmann (1982, p. 132), segue o seguinte teorema:

TEOREMA 7.4: O vértice de uma parabola estd no ponto (x.,yc) e |lal é o
comprimento da parte de seu eixo delimitada entre o foco e o vértice.
Se o eixo da parabola ¢ paralelo ao eixo das abscissas entdo sua equacdo ¢ dada pela
segunda forma padrao
(v —yc)* = 4a(x — x¢)
Se p > 0 a parabola tem concavidade voltada a direita e se p < 0 a pardbola tem
concavidade voltada a esquerda.
Se o eixo da parédbola € paralelo ao eixo das ordenadas entdo sua equacao ¢ dada pela
segunda forma padrao
(x —xc)* = 4a(y—yc)
Se p > 0 a parabola tem concavidade voltada para cima e se p < 0 a parabola tem

concavidade voltada para baixo.
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Para proporcionar uma compreensdo mais clara e detalhada do teorema,
apresentamos um exemplo pratico a seguir. Este exemplo tem como objetivo demonstrar a
aplicacdo do teorema em uma situagdo especifica, destacando os passos necessarios € as
implicagdes dos resultados obtidos. Ao explorar este exemplo, esperamos que os conceitos
envolvidos no teorema se tornem mais acessiveis e que sua relevancia e utilidade sejam

evidenciadas de forma concreta.

EXEMPLO 7.5: Determinar a equacdo da parabola cujo vértice e o foco sao,
respectivamente, os pontos (—4, 3) e (—1, 3).
Solugio: Sendo o vértice com coordenadas (—4,3) e o foco com coordenadas

(—1, 3), conforme esbog¢o apresentado na FIGURA 75.

FIGURA 75 — Esboco da parabola do exemplo 6.5

diretriz

<@
s

-7 -6

FONTE: A pesquisadora.

Observa-se que estdo sobre o eixo da pardbola, devido a cada um dos pontos terem
ordenada 3. Assim, o eixo da parabola ¢ paralelo ao eixo das abscissas do plano e, pelo
TEOREMA 7.4, a equagao da parabola ¢ dada por:

(v —¥c)? = 4a(x — x¢)

Substituindo as coordenadas do vértice na equagdo, tem-se:

(y —3)? = 4alx — (-4)]
(y—3)2 =4alx+4)
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Como a por¢do entre o foco e o vértice ¢ dado por:

la] = |FV]|

la| = [-4 - (-1)]
la| = -4+ 1]

la| = [-3|

la] =3

Logo, substituindo na equagao da parabola tem-se:
(y—3)2=4-3(x+4)
(y—3)?2=12(x+4)
Portanto, a parabola em estudo tem equacdo (y — 3)? = 12(x + 4).
A equacdo (98) pode ser reescrita desenvolvendo as operagdes e reordenando os
termos nos membros do seguinte modo:
O —ye)? =4alx — xc)
y2 = 2yyc + yc? = dax — daxc
y? —4dax — 2yyc + yc? + 4axc =0 (100)
A equagdo (100), tomando as constantes por ¢; = —4a, ¢, = —2yc € ¢3 = yc° +
4ax, pode ser apresentada como:
yi4+cox+cey+e=0 (101)
Utilizar o método de completar quadrado na equagdo (101), serd apresentado uma
equagao que representa uma parabola com eixo paralelo ao eixo das abscissas.
E ao pensar em ¢; = 0, equagdo (101) tera a forma:
yi+cy+e3 =0, (102)
que ¢ uma equagao quadratica com uma variavel.
Analisando que uma equagdo quadratica pode ter raizes reais ou complexas. Logo,
tomando por r; e 1, as raizes da equacao (102), ser reescrita como:
(y—-r)-(y—r)=0.
Dessa forma,
e Ser,nE€R enr #r, entdo o lugar geométrico consiste em duas retas
distintas, y = 1y € y = 1y, paralelas ao eixo das abscissas.
e Sen,n€ER er=r entdo o lugar geométrico consiste em duas retas
coincidentes, representada geometricamente por uma Unica reta paralela ao
eixo das abscissas.

e Ser, r, € Rentdo nao ha lugar geométrico.
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E a equagdo (99) pode ser analisada de forma similar.

Por Lehmann (1982, p. 134), os resultados desse estudo geram o seguinte teorema:

TEOREMA 7.6: A equacao do segundo grau nas variaveis x ¢ y, mas desprovida do

termo em XY, pode ser escrita na forma
Ax? +Cy*+Dx+Ey+F =0.

Se A=0,C#0eD #0,aequagdo representa uma parabola cujo eixo ¢ paralelo
(ou coincidente) ao eixo das abscissas.

SeA=0,C+# 0eD =0, aequacdo representa duas retas distintas paralelas ao eixo
das abscissas, duas retas coincidentes paralelas ao eixo das abscissas, ou nenhum lugar
geométrico, conforme as raizes de Cy? + Ey + F = 0 sejam reais e diferentes, reais e iguais
ou complexas.

Se A#0,C=0¢E # 0, a equacio representa uma parabola cujo eixo ¢ paralelo
(ou coincidente) ao eixo das ordenadas.

SeA#0,C=0c¢FE =0, aequagdo representa duas retas distintas paralelas ao eixo
das ordenadas, duas retas coincidentes paralelas ao eixo das ordenadas, ou nenhum lugar
geométrico, conforme as raizes de Ax? + Dx + F = 0 sejam reais e diferentes, reais e iguais

ou complexas.

Apresenta-se um exemplo para elucidar o teorema.

EXEMPLO 7.7: Mostrar que a equagio 4y% — 48x — 20y — 71 = 0 representa uma
parabola e determinar as coordenadas do vértice e do foco, as equacdes da diretriz e do eixo e
o comprimento de seu latis rectum.

Solugio: Sendo 4y? —48x —20y —71 =0 a equacdo estudo representa, pelo
TEOREMA 7.6, uma parabola cujo eixo ¢ paralelo ao eixo das abscissas.

Aplicando o método de completar quadrado, tem-se:

4y —48x—20y-71=0
4y —20y =48x+71
4(y*-5y)=48x+71

4()/2 —5y+§j:48x+71+25
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2

4 y—% =48x+96
5 2

4 y—E =48(x+2)
2

y—% 212(x+2)

Pela equagdo escrita na segunda forma padrdo, as coordenadas do vértice sdo

Sendo 4a = 12 entdo a = 3 e a parabola tem concavidade voltada para a direita.

O foco encontra-se sobre o eixo, que ¢ paralelo ao eixo das abscissas, tendo suas

coordenadas (—2 +3, zj = (1, zj .
2 2

A equagdo da diretriz ¢ x = —2 — 3 ou x = —5. A equagdo do eixo ¢ y=5. Eo

comprimento do latus rectum é |4a| = 12. A FIGURA 76 ¢ a representacao geométrica da

parabola representada algebricamente por 4y? — 48x — 20y — 71 = 0.

FIGURA 76 — Parabola do exemplo 7.7

diretriz

F

B . .............. 2 Tl S s e S R 0 e R
eixo da parabola

5 10 15

=15

FONTE: A pesquisadora.
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Os conhecimento a respeito da representacao algébrica de uma parabola conferem ao
estudante de Geometria Analitica uma base s6lida para compreender ndo apenas sua estrutura
fundamental, mas também para explorar outras caracteristicas inerentes a essa curva. A
habilidade de expressar a parabola por meio de uma equacao algébrica nao apenas simplifica
sua descri¢do, mas também proporciona uma compreensdo mais profunda dos elementos
geométricos envolvidos.

O estudo aprofundado, por sua vez, lanca luz sobre os comportamentos das retas
tangentes a parabola, um aspecto crucial no estudo da curva. Ao explorar a representagao
algébrica, o estudante ganha uma perspectiva mais abrangente sobre como as propriedades
intrinsecas da parabola influenciam a dindmica das retas tangentes, ampliando assim sua
compreensdo da geometria analitica e fornecendo insights valiosos para andlises mais

avancadas.

7.4 TANGENTES A PARABOLA

Na investigacao das propriedades geométricas de curvas, a analise das tangentes a
parébola emerge como um componente no entendimento mais profundo dessa curva classica.
A abordagem das tangentes a parabola transcende a mera identificagdo de pontos de contato,
proporciona um meio fundamental de explorar o comportamento local da curva e a dindmica
das mudancas em sua inclinag¢ao ao longo de diferentes pontos.

A compreensao dessas retas tangentes ¢ intrinsecamente ligada a representagdo
algébrica da pardbola, e os conhecimentos resultantes ndo apenas refinam a descricdo da
curva, mas também oferecem uma base para analises mais avancadas. Este estudo, portanto,
visa apenas elucidar a natureza geométrica das tangentes a parabola e destacar sua relevancia
na ampliacdo do escopo da Geometria Analitica e na contribuicdo para investigagdes mais
sofisticadas e aprofundadas no ambito matematico.

As tangentes a uma parabola ¢ representada por uma equacdo linear visto que se
tratam de retas. De acordo com Lehmann (1982, p. 137), ha trés casos a ser considerado no
estudo da tangente a uma parabola: em um ponto dado de contato, havendo uma declividade

dada e desde um ponto externo.
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7.4.1 TANGENTE EM UM PONTO DADO DE CONTATO

Ao estudar a tangente a uma curva em um ponto especifico, estamos interessados na
reta que melhor se ajusta a curva nesse ponto, ou seja, aquela que compartilha o0 mesmo ponto

de contato e possui a mesma inclina¢do da curva naquele ponto.

Utilizando para estudo, pelo TEOREMA 7.2, a parabola representada pela equagdo
y? = 4ax (103)
E sendo a tangente uma reta, pelo TEOREMA 3.33, a sua equacgdo ¢ da forma:
y = Yo = m(x = xo)
Yy =mx —mxy+ Y, (104)
Para a determinac¢do da declividade da reta tangente e seguindo pelo fato da tangente
ter um ponto em comum a pardbola, dado por (x,7V,), entdo ao substituir o valor de y
indicado em (104) na equacao (103), obtém-se:
(mx — mx, + y,)? = 4ax
(mx — mxy)? + 2(mx — mxy)y, + yo? = 4ax
m?x? — 2m2xx, + m?xy? + 2mxy, — 2mxyyo + yo? = 4ax
m?x? — 2m?xx, + m?xy? + 2mxy, — 2mxyyo + yo> — 4ax = 0
m2x? + (=2m?x, + 2my, — 4a)x + (yo? + m?xy% — 2mxyy,) = 0 (105)
Para a tangéncia em um ponto, o discriminante da equacao (105) deve ser nulo.
(—2m?x, + 2my, — 4a)? — 4m?(y? + m?xy% — 2mxyy,) = 0
(—2m?2xy)? + 2(—2m?xy) 2my, — 4a) + 2my, — 4a)? — 4m?y,? — 4m*xy2 + 8m3xyy, = 0
4m*xy? — 8m3xyy, + 16m?xga + 4m?y,? — 16myqa + 16a% — 4m?y,? — 4m*xy? + 8m3x,y, = 0
16m2xy,a — 16myya + 16a® = 0
16(m?xy, —myy, +a) =0

xom? —yom+a=0 (106)

Pela equacao (106), tem-se:

2x, (107)
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Como o ponto (x,, yo) pertence a parabola, entdo:
¥o? = 4ax, (108)
Substituindo (108) em (107), obtém-se:

Vo TAf4x,a—4x,a

2x,

_ Yo
2, (109)

E substituindo (109) na equacao (104), vem:

Y=Y =2y—):0(x—x0)

110
2%0Y = 2% Yy = XV — XYy (0
2x,y =Y, (x+x0)
Reescrevendo a equacao (108), obtém-se:
2
2x, =20 (111)

2a

Logo, inserindo o valor indicado em (111) na equagao (110), tem-se:

2
)é_oay:yo(x+xo)

Yo'y =2ay,(x+x,)
YoV = 2a(x_'—xo)

Assim, a equagdo y,y = 2a(x + x,) ¢ a mais comum forma da equagdo da tangente.

Diversas propriedades da parabola estdo associadas a tangente em qualquer ponto da

curva. O registro desse resultado, por Lehmann (1982, p. 138), ¢ dado pelo teorema a seguir.

TEOREMA 7.7: A tangente a parabola y? = 4ax em qualquer ponto Py(xg, yo)

sobre a curva tem por equacao

Yoy = 2a(x + x).

Para proporcionar uma compreensao mais clara desse teorema, apresentamos um
exemplo pratico a seguir. Neste exemplo, exploraremos a equacdo da tangente a uma
parabola, detalhando os passos necessarios para derivar essa equacdo e demonstrando sua

aplicagdo em um caso especifico.
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EXEMPLO 7.8: Determinar para a parabola y2 — 4x = 0 a equagdo da tangente ao
ponto (1, 2) pertencente a curva.
Solugdo: Sendo a parabola y? — 4x = 0, deseja determinar a equagio da tangente ao

ponto (1,2) pertencente a curva, conforme FIGURA 77.

FIGURA 77 — Esbogo da reta tangente & parabola pelo ponto (1, 2) da curva

reta tangente |
parabola

el 0 1 2 3 4 5 [

-5

FONTE: A pesquisadora.

Reescrevendo a equagdo da parabola, como mostrada no TEOREMA 7.2, pelo
método de completar quadrado, vem:

y2—4x =0

Como 4a = 4 isso implica que a = 1.
Assim, pelo TEOREMA 7.7, obtém-se:
2y=2-1-(x+1)

2y = 2x + 2
2x —2y+2=0
x—y+1=0

Portanto, a equacao da tangente a parabolaé x —y + 1 = 0.
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A tangente em um ponto de contato fornece uma aproximagao linear local da curva,
sendo uma ferramenta valiosa na analise de comportamentos locais e na resolu¢do de

problemas praticos em diversas areas de conhecimento.
7.4.2 TANGENTE TENDO UMA DECLIVIDADE DADA

No contexto da Geometria Analitica, a tangente com uma declividade dada ¢ uma
abordagem que enriquece a compreensao das caracteristicas locais de uma curva. Ao
considerar uma curva em um ponto especifico e procurar uma tangente com uma declividade
predefinida, estamos essencialmente buscando uma reta que, além de compartilhar o ponto de
contato, também possui uma inclinagdo especifica, ou seja, uma determinada taxa de variagao.
Este conceito ¢ particularmente relevante ao examinar problemas praticos nos quais a taxa de
mudanga em um ponto especifico é conhecida ou desejada.

Para encontrar a equagdo da reta tangente a uma pardbola quando dada um
determinada declividade, toma-se a parabola, pelo TEOREMA 7.2, sendo representada pela
equagao:

y? = 4ax (112)

Se faz necessario ter em mente que a tangente ¢ uma reta. Entdo, pelo TEOREMA
3.33, a tangente ¢ representada pela equacgao:

y =mx + b, (113)
onde m ¢ a declividade dada e b ¢ uma constante que deve ser determinada.

Substituindo o valor de y indicado por (112) na equagao (113), obtém-se:

(mx + b)? = 4ax
m?x? + 2mbx + b* — 4ax =0
m?x% + (2mb — 4a)x + b2 =0

Visto que a equagdo recai a uma equacao quadratica, entdo a condi¢do de tangéncia ¢
dada cumprida para o discriminante nulo, ou seja,

(2mb—4a)’ —4m*h* =0
4m*b* —16mba +16a* —4m’b* =0
16a(—mb+a) =0

-mb+a=0

po @
m (114)
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Substituindo o valor da constante b indicada em (114) na equagao (113), encontra-se:
a
y=mx+—,
m
donde m # 0.

Essas discussdes, por Lehmann (1982, p. 139), geram o seguinte teorema:

TEOREMA 7.9: A tangente de declividade m a parabola )’ =4ax tem por

equacao

a
y=mx+—, m#0.
m

Para melhor compreensao do teorema, segue exemplo.

EXEMPLO 7.10: Determinar a equacdo da tangente de declividade —1 a parabola
y? —8x = 0.

Solugdo: Sendo a parabola y? — 8x = 0, deseja determinar a equacio da tangente de
declividade —1 pertencente a curva. Sendo a declividade —1, entdo a reta tangente sera

decrescente, conforme esbogo apresentado na FIGURA 78.

FIGURA 78 — Esboco da reta tangente a parabola com declividade -1

reta tangente 3 parabola

-5 25 -4 =3 s,

FONTE: A pesquisadora.
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Reescrevendo a equagdo da parabola, como mostrada no TEOREMA 7.2, pelo

método de completar quadrado, vem:

Como 4a = 8 isso implica que a = 2.

Assim, pelo TEOREMA 7.9, obtém-se:

y=—1x+i
(-1)
y=—x-2
x+y+2=0

Portanto, a equacao da tangente a parabola¢ x +y + 2 = 0.

A tangente com uma declividade dada oferece uma abordagem perspicaz para
analisar e resolver questdes locais em diversas disciplinas, desde otimizagdo até modelagem
matematica de fendmenos naturais.

Essa perspectiva avangada da tangente permite uma compreensao mais refinada das
relagdes entre variaveis e ¢ importante para a modelagem precisa de fendmenos complexos

em diferentes campos de estudo.

7.4.3 TANGENTE DESDE UM PONTO EXTERNO

Ao investigar a tangente a partir de um ponto externo especifico, estamos
interessados na reta que toca a curva em um ponto distinto, proporcionando uma visdo Unica
das propriedades locais da curva nesse ponto.

Este conceito ¢ particularmente valioso quando se examinam problemas praticos nos
quais € necessario entender como uma curva responde a perturbagdes em pontos externos
especificos.

Com isso, deseja-se conhecer a familia de retas que intersectam um ponto P(x,y)

qualquer externo a parabola, conforme ilustra o exemplo da FIGURA 79.
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FIGURA 79 — Retas tangentes a pardbola desde um ponto externo

Reta tangente

-15 -10 -5 0 5 1 10 15 20
-5 ® P(xy)
-10

FONTE: A pesquisadora.

Para elucidar o esse conceito, sera apresentado um exemplo.

EXEMPLO 6.11: Determinar as equagdes das retas tangentes tracadas desde o
ponto (—3,3) a parabola y* — 3x — 8y + 10 = 0.

Solugdo: Sendo y? — 3x — 8y + 10 = 0 uma parabola e o ponto (—3,3) um ponto
externo a curva, deseja-se determinar as equagdes das retas tangentes a essa parabola e

intersectam esse ponto externo.
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FIGURA 80 — Familia de retas tangentes a parabola do exemplo 6.11

~ reta tangente

Tt P(-3,3)

2 reta tangente T

-4

FONTE: A pesquisadora.

A equacgdo da familia de retas que intersectam o ponto (—3, 3), segundo TEOREMA
3.33, ¢ dada por:
y —3=mlx—(-3)]
y —3 =m(x + 3),
onde m ¢ a declividade da reta tangente procurada.
Reorganizando a equacdo da reta tangente, vem:
y—3=mx+3m
y=mx+3m+3
Substituindo o valor de y na equagdo da parabola em estudo, obtém-se:
(mx+3m+3)2—3x—8(mx+3m+3)+10=0
m?x? 4+ 2mx(3m+3)+ (Bm+3)?—-8(mx+3m+3)+10=0
m?x? + 6m?x + 6mx +9m? + 18m+9 —3x — 8mx — 24m — 24+ 10 =0
m?x?+(6m?+6m—8m—3)x+ (9m? +18m+9 —24m —24+10) =0
m?x?2 + (6m? —2m—3)x+ (9m? —6m—5) =0
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Visto que a equagdo recai a uma equacao quadratica, entdo a condi¢do de tangéncia ¢
dada cumprida para o discriminante nulo. Logo:
(6m? —2m —3)? —4m?(9m? —6m —5) =0
(6m? — 2m)? — 6(6m? —2m) + 9 — 36m* + 24m3 + 20m? =0
36m* — 24m3 + 4m? + 12m + 9 — 36m* + 24m3 + 20m? =
—12m?+12m+9=0

Calculando o valor de m, temos:

—12£/122-4(-12) 9

m=
2-(—12)
I —12++/144+432
-24
—-12+24
m=——
-24
Assim:
12 -38
m= ou m=——

T 24 T4

. 1 3
Para a equacdo quadratica —12m? + 12m + 9 = 0 encontra-se m = B em=—.

1
Para m = _E , obtém-se:

1
—3=——(x+3
y=3=-2(x+3)
2y—-6=—x-3
2y+x-3=0
3 .
E para m:E,obtem—se:
3
-3=—(x+3
y=3=2(x+3)
2y-6=3x+9
2y-3x-15=0

Portanto, as equacdes das retas tangentes a parabola desde o ponto externo sdo 2y +

x—3=0e2y—3x—15=0.
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A tangente a partir de um ponto externo oferece uma abordagem essencial para
analisar a sensibilidade local de uma curva em relacdo a variagdes externas, sendo uma
ferramenta em 4areas como otimizagdo, controle e modelagem matematica de sistemas
dinamicos. O estudo desta perspectiva amplia a compreensao das interagdes complexas entre
uma curva e seu ambiente externo, proporcionando insights valiosos para a resolugdo de

problemas praticos e avancando o conhecimento em diversas disciplinas.

7.5 A FUNCAO QUADRATICA

No dominio da matematica, a parabola, concebida através de uma equagdo
quadratica, transcende sua estrutura algébrica para desempenhar um papel significativo na
compreensdo mais ampla das formas e padrdes no mundo natural e além.

O TEOREMA 7.6, apresenta que a equagio Ax%+ Cy?+Dx+Ey+F =0
representa uma parabola, admitindo alguns critérios na sua representagdo algébrica.

Assim, a equagao:

y=ax?+bx+c (115)
uma fun¢do quadratica na variavel x, representa uma parabola que, graficamente, tem seu
eixo paralelo ou coincidente ao eixo das ordenadas.

Ao reduzir a equagao (115) a segunda forma padrao da equacao da parabola, pelo

método de completar quadrado na variavel x, obtém-se:

ax’> +bx=y—c

x2+2x:Z—£
a a a
wale by e b
a 4¢* a a 4a°
( bjz 1( sz
X+— | =—| y—c+—
2a a da (116)

A equagdo (116) ¢ a equacao de uma parabola com eixo paralelo ou coincidente ao

) e, b b’ b b*—4dac
eixo das ordenadas e cujo vértice ¢ o ponto | —,c—— |=| —, ——— |.
2a 4a 2a 4a

Assim, a pardbola descrita pela equagao (115) segue a condicao:
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e Sea > 0 asua concavidade sera voltada para cima;

FIGURA 81 — Representagdo de uma parabola com a > 0
| i

/
FONTE: A pesquisadora.

e Sea < 0 asua concavidade sera voltada para baixo.

FIGURA 82 — Representacdo de uma pardbola com a < ()

A
Y

FONTE: A pesquisadora.
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Outra caracteristica a ser abordada ¢ o fato de um ponto sobre uma curva continua
cuja ordenada ¢ algebricamente maior do que a de qualquer ponto em sua vizinhanga sobre a
curva ¢ denominado um ponto de mdximo da curva. Pela FIGURA 81, quando a > 0, a
parabola tem um unico ponto minimo, o vértice.

De modo analogo, um ponto cuja ordenada ¢ algebricamente menor do que a de
qualquer ponto na vizinhanga sobre a curva ¢ denominado ponto minimo da curva. E pela

FIGURA 82, quando a < 0, a pardbola tem um unico ponto maximo, o vértice.

. . b b*—4ac .
Pela interpretacao analitica, sendo [—2—, —4—) as coordenadas do vértice da
a a

parabola, tem-se:

e Sea > 0, apardbola indicada pela equagao (115) tem um valor minimo igual

b* -4 .
a -2 79 quando o valor da abscissa ¢ ——.
4a 2a

e Sea <0, aparabola indicada pela equagao (115) tem um valor maximo igual

b* -4 .
a -2 79 quando o valor da abscissa ¢ ——.
4a 2a

Os resultados desse estudo, por Lehmann (1982, p. 142), ¢ dado pelo seguinte

teorema:

TEOREMA 7.12: A paréabola representada pela fungdo quadratica
y=ax*+bx+c

cujo o eixo ¢ paralelo (ou coincidente) ao eixo das ordenadas e cujo vértice ¢ o ponto

b b* —4dac .
—-—,——— |, tem caracteristicas:
2a 4a
e Sea > 0, aparabola tem concavidade voltada para cima e seu vértice ¢ um ponto minimo,
. L. b* —4ac ., b
cujo valor ¢ igual a P quando o valor da abscissa ¢ ey
a a

e Se a <0, a pardbola tem concavidade voltada para baixo e seu vértice € um ponto

b* —4ac

maximo, cujo valor ¢ igual a ——2a quando o valor da abscissa ¢ ey
a a
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Segue exemplo para melhor elucidar o teorema.

EXEMPLO 7.13: Para a fun¢io quadritica y = 4x2 + 16x + 19 que representa
uma parabola, determinar sua concavidade, seu vértice e seu valor maximo ou minimo.
Solucgdo: Sendo y = 4x? + 16x + 19 uma parabola na qual a = 4 > 0, entdo tem

sua concavidade voltada para cima.

Pelo TEOREMA 7.12, o vértice dessa parabola ¢ dado no ponto:

( 16 162—4-4~19]:( 16 (256—304)}

2.4 4.4 8716

8 2

Logo, a parabola tem seu valor de minimo igual a 3 quando a abscissa ¢ igual a —2.

A FIGURA 83 ¢ a representagao grafica da parabola em estudo.

FIGURA 83 — Parabola do exemplo 7.13

V (-2, 3)

FONTE: A pesquisadora.
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O estudo das propriedades geométricas e algébricas da parabola ¢ essencial para
compreender fendmenos naturais, modelar comportamentos fisicos e resolver uma variedade
de problemas em diferentes campos, desde fisica e engenharia até economia e ciéncias
computacionais. A versatilidade da pardbola enquanto representacao grafica de uma equacao

quadratica a torna uma ferramenta indispensavel na analise matematica aplicada e tedrica.
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8 CONCLUSAO

Na vastidao conceitual da Geometria, as no¢des intuitivas de ponto, reta e plano
transcendem suas representacdes formais, revelando-se como pilares fundamentais na
compreensdo do espaco. O ponto, em sua singularidade, é o ponto primordial a partir do qual
emergem as demais entidades geométricas. Ele encarna a ideia mais elementar de posi¢ao e
localizagdo. A reta, por sua vez, ¢ uma trilha linear que se estende indefinidamente,
conectando pontos em uma trajetoria clara e direta. Sua linearidade intrinseca ¢ uma
expressdo da continuidade e ordem no espaco. O plano, enquanto superficie que se estende
sem limites, proporciona uma extensdo natural das retas, oferecendo uma nog¢ao de expansao
bidimensional. Essas entidades geométricas fundamentais ndo se restringem a meros objetos
de estudo, mas representam ideias abstratas que servem como alicerce para a construgdo de
todo o edificio geométrico. A geometria, através dessas intuitivas no¢des de ponto, reta e
plano, transcende a formalidade matematica, conectando-se de maneira intrinseca com nossa
percepcao do espago e desempenhando um papel fundamental na nossa apreciacao estética e
compreensdo do mundo a nossa volta.

Explorar as ideias fundamentais de ponto, reta e plano na Geometria, além de ser
uma jornada conceptual rica em significado, tem implicagdes profundas ao transcender para o
plano coordenado, base da Geometria Analitica. Enquanto as no¢des intuitivas fornecem uma
compreensdo inerente do espago, a transi¢do para o plano coordenado permite uma
abordagem mais formal e quantitativa. O ponto, inicialmente uma abstragao de posi¢ao, ganha
coordenadas especificas, conferindo-lhe uma identidade numérica. A reta, que antes era uma
trilha linear no espaco, ¢ agora representada por uma equacdo matematica, conectando
diretamente a geometria intuitiva a algebra. O plano coordenado, ao proporcionar uma
estrutura quantitativa para as ideias geométricas, revela uma simbiose entre a intuicdo ¢ a
precisdo matematica. Essa transi¢cao ndo apenas enriquece nossa compreensao do espago, mas
também capacita a modelagem e andlise de fendmenos complexos, proporcionando um elo
essencial entre a geometria intuitiva e a analise matematica rigorosa. A Geometria Analitica,
assim, emerge como uma ponte valiosa que conecta a beleza intuitiva das formas geométricas
a precisdo formal das coordenadas, ampliando o alcance da geometria e fortalecendo suas

aplicagdes em diversas disciplinas.
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Na teoria das retas, encontramos um conceito fundamental que vai além de suas
representacdes algébricas, revelando-se como uma abstragdo rica em significado. As retas, em
sua esséncia geométrica, sao infinitas extensdes lineares que conectam pontos sem curvatura.
Elas s3ao a manifestacdo da linearidade e ordem no espaco. Ao explorar a teoria das retas,
transcendemos as equacdes algébricas para apreciar a ideia de uma trajetoria ininterrupta que
se estende indefinidamente em ambas as diregdes. As retas, por sua simplicidade e clareza,
tornam-se a base para a constru¢cdo de estruturas geométricas mais complexas. Além de seu
papel evidente na geometria, as retas também desempenham um papel central em outras areas
da matematica e além, servindo como ferramenta fundamental para a modelagem de relagdes
lineares em diversos contextos, da fisica a estatistica. A abstra¢do das retas nao se limita a sua
representacao grafica, mas simboliza a linearidade intrinseca encontrada em muitos
fendmenos naturais e sistemas conceituais, revelando uma simplicidade que permeia a
complexidade matematica e além.

A circunferéncia se revela como uma figura tedrica que transcende suas raizes em
expressoes algébricas para se tornar um conceito visualmente enriquecedor. Sem recorrer a
formulas, consideramos a circunferéncia como a fronteira perfeita e continua que envolve um
espago geométrico. O centro da circunferéncia desempenha um papel crucial ao proporcionar
simetria € um ponto de referéncia para sua expansao ao redor. O raio, por sua vez, ¢ a medida
que define o alcance dessa forma unica. A teoria por trds da circunferéncia vai além de sua
representacdo como uma entidade geométrica, estendendo-se a uma narrativa visual de
equilibrio e harmonia. Seu papel vai muito além de ser uma simples curva, encontrando
aplicagdo em contextos tdo diversos quanto a modelagem das trajetorias dos planetas e a
criagdo de objetos tdo fundamentais como rodas. Em um sentido mais amplo, a circunferéncia
ndo ¢ apenas uma curva, mas um principio fundamental que conecta as intrincadas relagdes
entre forma, simetria ¢ movimento no vasto tecido do pensamento matematico.

A elegancia da pardbola reside na sua representagdo grafica, que se assemelha a uma
curva suave e simétrica. O vértice da parabola, um ponto critico, ¢ central para sua estética,
determinando o ponto mais alto ou mais baixo da curva e carregando consigo nuances de
equilibrio e proporcao. A inclinagdo e a abertura da parabola, influenciadas pelo coeficiente
quadratico "a", contribuem para a expressividade dessa forma matematica. A andlise mais
profunda da pardbola ndo se limita a 4rida algebra, mas se estende a sua interpretacdo
geométrica como uma representacdo intrinseca de fendmenos naturais, como o movimento

dos projéteis, padrdes de luz em espelhos concavos, € a trajetoria dos planetas. Assim, a



181

pardbola, além de sua utilidade na resolucdo de problemas matematicos, torna-se uma
linguagem visual que desvenda os segredos da natureza e possibilita a apreciagdo da estética
matematica em nosso universo.

Conclui-se que a aplicagao das teorias de Vygotsky no ensino da geometria analitica,
conforme discutido nessa pesquisa, ¢ relevante para proporcionar uma compreensao mais
significativa dos conceitos matematicos. A teoria socioconstrutivista de Vygotsky, com énfase
na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) e na mediagdo, sugere que a aprendizagem ¢
mais eficaz quando os alunos estdo engajados em atividades colaborativas que exploram as
representacdes graficas antes de abordar as andlises algébricas. A constru¢do das curvas
permite que os estudantes visualizem e compreendam os conceitos abstratos. Isso facilita nao
apenas a internalizacdo dos conhecimentos, mas também o desenvolvimento de habilidades
criticas de resolug¢ao de problemas e pensamento analitico.

Esta pesquisa tem por objetivo integrar o conhecimento da Algebra e da Geometria,
destacando a importancia de dar sentido ao ensino da Geometria Analitica através da
representacao grafica. Ao abordar inicialmente a representacdo grafica, os estudantes
desenvolvem uma intuicdo geométrica essencial para a posterior transicdo para a analise
algébrica. Esta abordagem torna a aprendizagem mais interativa e envolvente, mas também
alinha-se com a perspectiva de Vygotsky de que a linguagem e a colaboragdo sdo
fundamentais para a construcao do conhecimento.

Portanto, a integragdo de representacdes graficas antes das andlises algébricas
enriquece o entendimento dos estudantes, como também promove uma aprendizagem mais
integrada e conectada dos conceitos de Geometria Analitica. Adicionalmente, esta pesquisa
serve como um referencial para estudos futuros e como um recurso para educadores em sua
formacao e no planejamento de suas praticas pedagdgicas, auxiliando-os a criar estratégias de

ensino mais eficazes e significativas.
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