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RESUMO

Esta tese apresenta o estudo sobre propriedades estruturais de grafos biclique em
termos de tipos de interseccdo entre bicliques maximais. Mostramos que grafos de bicliques
mutuamente inclusas de bigrafos de inclusdao de intervalos sdo grafos de permutacido e que
todo grafo de permutacao € subgrafo induzido do grafo de bicliques mutuamente inclusas de
algum bigrafo de intervalos. Também provamos a presenca de certos subgrafos induzidos para
interseccoes apenas por vértices, mutuamente inclusas e por aresta ndo-mutuamente inclusa
em grafos bipartidos. Introduzimos o grafo de inclusao de partes de bicliques e uma subclasse
dos grafos de comparabilidade que € equivalente a classe dos grafos de inclusdo de partes de
bicliques de grafos livres de tridngulos, do qual nds derivamos uma caracterizacdo da classe
dos grafos biclique de grafos livres de tridngulos. N6s também sugerimos um algoritmo para
a computacdo de uma pré-imagem do grafo de bicliques mutuamente inclusas de um grafo
livre de tridngulos. Introduzimos bicliques diferenciadas por aresta e por ndo-aresta — 0s quais
chamamos de propriedades diferenciadoras — e provamos que toda inclusdo mitua € um tipo
de diferenciacdo por ndo-aresta, que todo par de bicliques intersectantes sdo diferenciadas por
aresta ou por ndo-aresta e que cada tipo de propriedade diferenciadora € equivalente a presenca
de algum subgrafo induzido. Analisamos o grafo biclique do join entre dois grafos a luz das
propriedades estruturais nds cobrimos neste trabalho e apresentamos alguns outros resultados de
interesse sobre o estudo de grafos biclique.

Palavras-chave: grafo biclique; classes de grafos; caracterizacio e reconhecimento.



ABSTRACT

This thesis presents the study on structural properties of biclique graphs in terms of
types of intersections between maximal bicliques. We show that the mutually included biclique
graphs of interval containment bigraphs are permutation graphs and that every permutation graph
is an induced subgraph of the mutually included biclique graph of some interval bigraph. We
also prove the presence of certain induced subgraphs for vertex-only, mutually included and edge
without mutual inclusion intersections in bipartite graphs. We introduce the inclusion graph of
biclique parts of a graph and a subclass of comparability graphs that is equivalent to the class of
inclusion graphs of biclique parts of triangle-free graphs, from which we derive a characterization
of the class of biclique graphs of triangle-free graphs in terms of partially ordered sets. We
also suggest an algorithm for the computation of a pre-image of the mutually included biclique
graph of a triangle-free graph. We introduce the edge differentiated and non-edge differentiated
bicliques — which we call the differentiated properties — and we prove the that every mutual
inclusion is a type of differentiation by non-edge, that every pair of intersecting bicliques are
differentiated by edge or non-edge, and that each type of differentiating property is equivalent to
the presence of some induced subgraph. We analyze the biclique graph of a join between two
graphs in light of the structutal properties we cover in this work and present some other results
of interest on the study of biclique graphs.

Keywords: biclique graph; graph classes; characterization and recognition.
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Conjunto de intervalos antecessores de x do conjunto parcialmente
ordenado P.

Conjunto de intervalos sucessores de x do conjunto parcialmente
ordenado P.

Conjunto de fun¢des computdveis com limitante assint6tico superior
f(n).

Conjunto de fungdes computaveis com limitante assintético estrita-
mente superior f(n).

Conjunto de fun¢des computdveis com limitante assintotico superior
e inferior f(n).

Classe dos problemas de decisdo verificaveis em tempo polinomial
por alguma mdaquina de Turing deterministica.

Classe dos problemas de decisao completos em NP.

Classe dos problemas computacionais pelo menos tao dificeis
quanto um problema NP-completo.

Classe dos problemas de contagem de todos os caminhos de acei-
tacdo de tamanho polinomial da execucao de alguma méquina de
Turing ndo-deterministica.

Classe dos problemas de contagem completos em #P.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, registramos o estudo de propriedades estruturais de grafos biclique através da
andlise e classificagdo dos tipos de intersecgdes entre bicliques maximais. Grafos sdo entidades
matematicas que modelam uma relacio de adjacéncia entre pares de elementos de uma quantia
contavel. Consideramos, para o propdsito de desenvolvimento deste trabalho, que tal quantia
contdvel seja finita e que as adjacéncias ocorram apenas entre elementos distintos. Chamamos
cada elemento dessa quantia de vértice e a entidade matemdtica que representa tal adjacéncia de
aresta.

1.1 CARACTERIZACOES DE CLASSES DE GRAFOS

A abstracao da relac@o de adjacéncia descrita por um grafo o torna um modelo adequado
para a formalizacdo de entrada para certos problemas computacionais. Em certas aplicagdes,
espera-se que os grafos de entrada para tais problemas possuam alguma restricdo estrutural
proveniente do dominio da aplicacdo. Tal restri¢ao pode ser explorada para solucionar o problema
usando menos recursos computacionais — como tempo de execucdo e memadria — que no caso
geral. Chamamos tal restricdo estrutural de caracteristica e o procedimento de identificacdo de
tal caracteristica de caracterizagdo e agrupamos grafos que compartilham uma caracteristica em
classes.

A caracterizacdo de uma classe de grafos € importante para compreender melhor o
dominio de um problema, ajudando a estabelecer ligacdes com demais conceitos presentes na
literatura. Para seu estudo, também € de interesse estudar o problema de reconhecimento de um
grafo da classe, isto é, decidir se um grafo qualquer pertence ou ndo a classe. Tal estudo permite
evidenciar propriedades da classe sob um ponto de vista computacional.

O problema de reconhecimento de uma classe também permite adotar estratégias
hibridas para solucdes de problemas em um caso mais geral, onde um algoritmo especializado é
usado se o grafo de entrada for reconhecido pertencer a classe onde tal algoritmo € aplicavel.
Entretanto, reconhecer um grafo de uma classe também possui um custo de utilizagdo de recursos
computacionais. Se o custo somado de reconhecimento e de execugdo do algoritmo especializado
¢ inferior ao custo de resolver o problema no caso mais geral, podemos dizer que tal estratégia
especializada se torna eficiente para os casos cobertos.

1.2 BICLIQUES E GRAFO BICLIQUE

Bicliques sao estruturas em grafos que descrevem dois grupos de vértices onde cada
vértice de um grupo € adjacente a todos os vértices do outro grupo. Neste trabalho, consideramos
apenas bicliques que nao permitem adjacéncias entre vértices do mesmo grupo. Quando uma
biclique nao estad contida em outra no mesmo grafo, dizemos que tal biclique é maximal. Um
grafo biclique é um grafo que representa as intersec¢des entre as bicliques maximais de outro
grafo, onde cada vértice corresponde a uma biclique maximal e dois vértices sdo adjacentes se as
bicliques maximais correspondentes possuem algum vértice em comum. A classe dos grafos
biclique é, portanto, a classe de todos os grafos que representam as interseccdes entre bicliques
maximais de algum grafo.

No momento da escrita desta tese, ainda ndo € conhecido um algoritmo de reconheci-
mento de custo de tempo polinomial de algum grafo da classe dos grafos biclique.
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Também abordamos a propriedade de inclusdo mutua entre bicliques maximais. Duas
bicliques sdo mutuamente inclusas se um grupo de vértices da primeira biclique contém um
grupo de vértices da segunda, mas o outro grupo de vértices da segunda biclique contém,
reciprocamente, o outro grupo de vértices da primeira biclique. Da mesma forma que temos os
grafos biclique — que representam as interseccdes entre bicliques maximais de algum grafo
—, também temos os grafos de bicliques maximais mutuamente inclusas — que representam a
relacdo de inclusdo mutua entre bicliques maximais de algum grafo.

1.3 PROPOSTA

Este trabalho propde o estudo do problema da caracterizacio e reconhecimento de grafos
biclique através da andlise de como diferentes tipos de interseccdes entre bicliques maximais
afetam a estrutura do grafo biclique. Tal abordagem nos permite classificar as arestas do grafo
biclique de acordo com o tipo de interseccao, também nos permitindo definir variacdes do grafo
biclique onde as adjacé€ncias correspondem as tais interseccdes. Analisamos a estrutura de
grafos biclique sob o ponto de vista de intersec¢des mutuamente inclusas e introduzimos as
propriedades diferenciadoras entre bicliques maximais intersectantes e as variacdes do operador
de grafos biclique que refletem tais propriedades diferenciadoras.

1.4 CONTRIBUICAO

Neste trabalho, nos aprofundamos nas propriedades estruturais de grafos biclique de
subclasses de grafos bipartidos e de grafos livres de tridngulos no ponto de vista de bicliques
maximais mutuamente inclusas. Para os grafos bipartidos, mostramos que

* o grafo de bicliques mutuamente inclusas de bigrafos de inclusdo de intervalos € grafo
de permutagdo;

* o grafo de bicliques mutuamente inclusas de bigrafos de intervalos aceitam qualquer
grafo de permut¢do como subgrafo induzido;

* se um grafo bipartido possui uma tripla bi-asteroidal, seu grafo de bicliques mutuamente
inclusas possui uma tripla asteroidal; e

* certos subgrafos induzidos ocorrem quando existem intersec¢oes entre bicliques maxi-
mais apenas por vértices, mutuamente inclusas e por arestas sem inclusdo mutua.

Para os grafos livres de tridngulos, mostramos — a partir da introdu¢ao do grafo de
inclusdo de partes de bicliques — que as inclusdes de suas partes de bicliques correspondem a
uma ordem parcial com certas propriedades, as quais usamos para apresentar uma caracterizacao
da classe dos grafos biclique de grafos livres de tridngulos. A partir das propriedades de tal
ordem de inclusdo entre partes de bicliques de grafos livres de tridngulos, também sugerimos
um algoritmo para a computacao da pré-imagem do grafo de bicliques mutuamente inclusas de
um grafo livre de triangulos. Embora tal algoritmo nao consiga computar uma pré-imagem para
todos os casos, exploramos exemplos que possam contribuir para seu aprimoramento.

Para o caso geral de grafos biclique, introduzimos as duas propriedades diferenciadoras
entre bicliques maximais. Tais propriedades descrevem bicliques maximais intersectantes por
propriedades que as diferenciam, isto é, que certificam que a unido das bicliques ndo é uma
biclique. Chamamos uma das propriedades diferenciadoras por diferenciacdo por aresta —
onde a unido das bicliques maximais intersectantes nao induz um grafo bipartido — e a outra
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por diferenciacdo por ndo-aresta — onde as adjacéncias entre as partes da unido das bicliques
maximais intersectantes ndo é completa. Também introduzimos os grafos de bicliques maximais
diferenciadas por aresta e por ndo-aresta, onde mostramos que

* toda interseccao mutuamente inclusa entre bicliques maximais € diferenciada por ndo-
aresta;

* toda interseccao entre bicliques maximais € diferenciada por aresta ou por ndo-aresta; e

* apresenca de cada propriedade diferenciadora equivale na presenca de certos subgrafos
induzidos para cada tipo de propriedade.

Fazemos uma andlise das bicliques maximais do join entre dois grafos, onde também
aplicamos os conceitos de inclusd@o mutua, interseccao por aresta e propriedades diferenciadoras
para descrever a composicao estrutural de seu grafo biclique.

Apresentamos, ao final deste trabalho, alguns breves resultados, conjecturas de interesse
e possiveis caminhos para a continuacao deste estudo.

1.5 ORGANIZACAO DESTE DOCUMENTO

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢cdes, notacdo e conceitos usados para o desenvol-
vimento deste trabalho. Os conceitos estabelecem uma convengdo preliminar para as defini¢des
dos objetos matematicos de interesse. Definimos grafos e suas propriedades estruturais, operado-
res sobre grafos, diferentes tipos de modelos usados para a construgc@o de grafos e suas classes e
propriedades de classes de grafos.

No Capitulo 3, fazemos um levantamento dos trabalhos que abordam grafos biclique,
bicliques em grafos e relagdes de inclusdo entre diferentes classes de grafos. Apresentamos a
origem e desenvolvimento do estudo dos grafos biclique, alguns resultados de relevancia para
este trabalho e o que sabemos sobre o reconhecimento de certas subclasses de grafos biclique.

No Capitulo 4, estudamos subclasses de grafos biclique de grafos bipartidos sob o
contexto da propriedade de inclusdo miutua entre bicliques maximais e de modelos bipartidos
de intersec¢do que definem algumas classes. Abordamos a classe dos bigrafos de inclusdo de
intervalos, dos bigrafos de intervalos e as propriedades estruturais de intersec¢do de bicliques
maximais e triplas bi-asteroidais em grafos bipartidos.

No Capitulo 5, introduzimos o grafo de inclusdo de partes de bicliques como intermedid-
rio entre a transformacao de um grafo ao seu grafo de bicliques mutuamente inclusas. Mostramos
que a classe dos grafos de inclusdo de partes de bicliques estd relacionada com ordens parciais
com a propriedade que chamamos de autotransposi¢do livre de comparagdes antecessor-sucessor
de correspondentes, onde derivamos uma caracterizacdo para a classe dos grafos biclique de
grafos livres de tridngulos. Apresentamos uma subclasse de grafos livres de tridngulos cujos
seus grafos biclique formam a classe equivalente a dos grafos biclique de todos os grafos livres
de triangulos e mostramos a relagdo entre seus grafos linha com seus grafos biclique.

No Capitulo 6, fazemos uso das propriedades discutidas no capitulo anterior para sugerir
um algoritmo para a computagdo da pré-imagem de um grafo de bicliques mutuamente inclusas
de um grafo livre de tridngulos. Descrevemos as propriedades, que chamamos de regras, para
definir os passos do algoritmo. Como o algoritmo sugerido é incompleto, usamos exemplos
para andlises de seu comportamento para descrever propriedades ainda nio cobertas. Também
analisamos o algoritmo para reconhecimento de grafos de bicliques mutuamente inclusas de
grafos livres de tridngulos, onde conjecturamos uma caracterizagao da classe.
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No Capitulo 7, introduzimos as propriedades diferenciadoras entre bicliques maxi-
mais intersectantes e as variagdes do operador grafo biclique em termos de tais propriedades.
Mostramos a relag@o entre propriedades diferenciadoras e inclusdo mutua e que todo par de
bicliques maximais intersectantes possui alguma das propriedades diferenciadoras. Também
caracterizamos classes de grafos livres de cada tipo de propriedade diferenciadora.

No Capitulo 8, estudamos o grafo biclique de um join entre dois grafos. Mostramos que
as bicliques maximais de um join entre dois grafos equivale as bicliques maximais e conjuntos
independentes maximais da unido disjunta entre eles. Descrevemos as interseccdes das bicliques
maximais que contém arestas do join e usamos as propriedades de intersec¢ao por aresta, inclusiao
mutua e propriedades diferenciadoras para classificar as arestas que compdem o grafo biclique
de um join.

No Capitulo 9, apresentamos resultados que escapam dos temas dos capitulos anteriores
e sugerimos possiveis caminhos para a continuacao do estudo de grafos biclique. Mostramos
que o quadrado do grafo de bicliques mutuamente inclusas de um grafo qualquer é subgrafo
gerador de seu grafo biclique. Apresentamos o grafo de partes de bicliques correspondentes de
um grafo e mostramos que o grafo linha do grafo obtido por tal operador € subgrafo gerador do
grafo biclique. Também adaptamos as propriedades diferenciadoras para o contexto de partes de
bicliques, onde conjecturamos certas estruturas a partir de algumas possiveis configuracdes das
relacdes de inclusdo e correspondéncia entre as partes de bicliques.
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2 DEFINICOES E NOTACAO

Neste capitulo, apresentamos as definicdes e notacio usadas como base para o desen-
volvimento de nosso estudo sobre grafos biclique.

Neste trabalho, assumimos o conhecimento da notacdo e terminologia usada em Teoria
dos Conjuntos, no estudo de func¢des e relacdes, familiaridade com resultados cldssicos da
Teoria da Computagdo e interesse nos estudos de caracterizacdes de classes de grafos. Para
estabelecer uma convencao preliminar dos objetos matemadticos estudados, apresentamos os
seguintes conceitos.

Conceito 1. Uma relacio é um subconjunto do produto cartesiano entre conjuntos.

Conceito 2. Uma relagdo é homogénea sobre o conjunto C se é um subconjunto do produto
cartesiano C X --- X C, isto é, sucessivo sobre o mesmo conjunto. Chamamos cada elemento
(X1,...,%,) de uma relacdo homogénea sobre o conjunto C de sequéncia de elementos de C e
dizemos que n é o tamanho da sequéncia.

Conceito 3. Uma permutacdo de um conjunto S é uma sequéncia sem repeticdo de todos os
elementos de S. Seja P uma permutagdo (xy,...,X,), chamamos de indice de x; na permuta¢do
Povalori, paral <i<n=|S|

Conceito 4. Uma parti¢do de um conjunto C é uma sequéncia (py,...,pn) de subconjuntos de C,
chamados de partes de C, onde nenhuma parte intersecta outra e nenhuma parte é vazia.

Conceito 5. Uma parti¢cdo relaxada de um conjunto C é uma particdo que admite partes vazias.

Conceito 6. Uma relacdo é bindria se é um subconjunto do produto cartesiano entre dois
conjuntos. Denotamos a presenga do par ordenado (x,y) na relagdo bindria R por xR y.

Conceito 7. Uma relagcdo R é de equivaléncia se é uma relacdo bindria homogénea sobre um
conjunto C tal que valem

* a reflexividade, onde x R x para todo x € C;
* g simetria, onde xRy = yRx para todo x,y € C; e
* g transitividade, onde xRy e y R z implicam que xR z, para todo x,y,z € C.

Conceito 8. Uma classe de equivaléncia de uma relagdo de equivaléncia R sobre um conjunto C
é um subconjunto maximal C' C C onde vale que x R y para todo x,y € C'.

Conceito 9. Uma relagdo R é uma ordem parcial se é uma relagdo bindria homogénea sobre um
conjunto C tal que valem

* areflexividade, onde x R x para todo x € C;
* g antissimetria, onde xRy e y Rx implicam que x =y, para todo x,y € C; e
* g transitividade, onde xRy e y R z implicam que xR z, para todo x,y,z € C.

Conceito 10. Uma relacdo R é uma ordem parcial estrita se é uma relacdo bindria homogénea
sobre um conjunto C tal que valem
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* g irreflexividade, onde (x,x) ¢ R para todo x € C;
* a assimetria, onde xRy = (y,x) & R para todo x,y € C; e
* g transitividade, onde xRy e y R z implicam que xR z, para todo x,y,z € C.

Conceito 11. Seja < uma ordem parcial (estrita ou ndo) sobre um conjunto C. Dizemos que dois
elementos x,y € C sdo compardveis em = se x 2 youy = x. Se todo elemento de C é compardvel
aos demais elementos do conjunto em =, entdo < é uma ordem total.

Conceito 12. Um conjunto parcialmente ordenado (ou poset) é um par ordenado P = (C, <) tal
que C é um conjunto e = é uma ordem parcial (estrita ou ndo) sobre os elementos de C.

Conceito 13. Seja um poset P = (C,=<). Chamamos de intervalo antecessor e intervalo sucessor
de x € C, respectivamente, os conjuntos Iy (x) = {y |y 2 x} e If (x) = {y | x < y}.

Conceito 14. Um intervalo da reta real é um subconjunto ndo-vazio de R que contém todo x
onde p1 < x < py, para dois elementos p1,p>» € R. Chamamos todo elemento de um intervalo
de ponto do intervalo e os pontos p; e py de extremos do intervalo.

2.1 DEFINICOES BASICAS

Nesta secdo, apresentamos as definicoes de grafos, vértices, arestas, ndo-arestas e
vizinhangas, as propriedades de adjacéncia entre vértices e as relacdes de subgrafo, supergrafo e
isomorfismo entre grafos.

Definicdo 2.1.1. Um grafo é um par ordenado G = (V,E) tal que V é um conjunto finito de
elementos que chamamos de vértices e E é um conjunto de pares ndo-ordenados de V, os quais
chamamos de arestas. Denotamos o conjunto de vértices de G por V(G) e o conjunto de arestas
de G por E(G).

Figura 2.1: Representacdo grafica de um grafo.

A Figura 2.1 descreve, como exemplo para a definicio, um grafo G com
o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6,7} e o conjunto de arestas E(G) =

{{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,6},{3,4},{4,7},{5,6}}.

Definicdo 2.1.2. Dois vértices v e u de um grafo G sdo adjacentes, ou vizinhos, entre si se {v,u}
€ aresta de G.

Definicao 2.1.3. Chamamos de vizinhanca aberta — ou apenas de vizinhanca — de um vértice v
em um grafo G o conjunto de todos os vértices de G adjacentes a v. Denotamos a vizinhanca
aberta de v em G por Ng(v).
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Definicao 2.1.4. Chamamos de vizinhanga fechada de um vértice v em um grafo G a unido entre
a vizinhanga Ng(v) e o conjunto {v}. Denotamos a vizinhanga fechada de v em G por Ng|v).

Definicao 2.1.5. Chamamos de grau de um vértice v em um grafo G a cardinalidade da vizi-
nhanga aberta Ng(v), isto é, o niimero de vértices adjacentes a v em G. O grau maximo de G é
o maior grau entre todos dos vértices de G e ¢é representado por Ag.

(a) (b)

Figura 2.2: Vizinhanga aberta (a) e vizinhanga fechada (b) do vértice 1.

A Figura 2.2 descreve o grafo G com os vértices 1,2,3,4,5,6¢ 7. A esquerda (a), sdo
destacados os vértices da vizinhanca aberta do vértice 1 em G, isto €, todos os vértices de G que
sdo adjacentes ao vértice 1. A direita (b), sdo destacados os vértices da vizinhanca fechada do
vértice 1, formada pela unido entre a vizinhanga aberta de 1 em G e o conjunto {1}. Temos que
Ng(1) ={2,3,4,5} e que Ng[1] = {1,2,3,4,5}. Como quatro vértices sdo adjacentes ao vértice
1 em G, o graude 1 em G equivale a 4.

Definicao 2.1.6. Sejam G um grafo e v e u dois vértices de G. Se v e u ndo sdo adjacentes, entdo
chamamos o par ndo-ordenado {v,u} de ndo-aresta de G.

Definicao 2.1.7. Um subgrafo G de um grafo H é um grafo tal que seu conjunto de vértices
V(G) é subconjunto do conjunto de vértices V(H) e seu conjunto de arestas E(G) é subconjunto
do conjunto de arestas E(H). Um supergrafo G de um grafo H é um grafo tal que seu conjunto
de vértices V(G) contém o conjunto de vértices V(H) e seu conjunto de arestas E(G) contém o
conjunto de arestas E(H).

Definicao 2.1.8. Um subgrafo G de um grafo H é induzido se toda aresta de H formada por
pares de vértices que pertencem a 'V (G) também é aresta de G. Dizemos que o subconjunto S de
vértices de H tal que S =V (G) é o subconjunto de vértices de H que induz G.

Definicao 2.1.9. Um subgrafo/supergrafo G de um grafo H é gerador se ambos os grafos
possuem o mesmo conjunto de vértices, isto é, se V(G) =V (H).

A Figura 2.3 descreve o grafo G (a), o subgrafo induzido G’ de G (b) e o subgrafo
gerador G’ de G (c). O grafo G é o mesmo descrito pela Figura 2.1. O subgrafo induzido
G’ possui o conjunto de vértices V(G') = {1,2,3,5} C V(G) e o conjunto de arestas E(G') =
{{1,2},{1,3},{1,5}} C E(G) e o subgrafo gerador G” possui o conjunto de vértices V(G") =
{1,2,3,4,5,6,7} = V(G) e o conjunto de arestas E(G") = {{1,3},{1,5},{4,7},{5,6}} C
E(G). Todas as arestas de G formadas por vértices presentes em G’ também sdo arestas de G’ e
todo vértice de G também € vértice de G”.
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() (b) ()

® ®

Figura 2.3: Grafo G (a), subgrafo induzido de G (b) e subgrafo gerador de G (c).

Definicao 2.1.10. Um isomorfismo entre dois grafos G e H é uma bijecdao ¢ :V(G) — V(H)
onde os vértices v e u de G sdo adjacentes se, e somente se, os vértices 9(v) e ¢(u) de H sdo
adjacentes. Se existe isomorfismo entre os grafos G e H, dizemos que eles sdo isomorfos, e
denotamos tal relacdo por G ~ H. Chamamos o conjunto de todos os grafos isomorfos a G de
classe de isomorfismo de G.

(a) (b)

Figura 2.4: Grafo G (a) e grafo H (b) isomorfo a G.

A Figura 2.4 descreve o grafo G (a) e o grafo H (b). O grafo G pos-
sui o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6,7} e o conjunto de arestas E(G) =
{{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,6},{3,4},{4,7},{5,6}}, enquanto o grafo H possui o
conjunto de vértices V(H) = {l, A, %, 8,0, &,$} e o conjunto de arestas E(H) =
(A} {(E k), {H 6L {B O} {A &} {0 {6,O}{0,&}}. Vale que existe a bi-
jecdo @ = {(1,M),(2,2),(3,%),(4,#4),(5,9),(6,%),(7,<)}, a qual temos que os vértices v e
u sdo adjacentes entre si em G se, e somente se, os vértices @(v) e ¢(u) sdo adjacentes entre si
em H, para todo v,u € V(G). Logo, vale que os grafos G e H sao isomorfos entre si.

Vale notar que uma classe de isomorfismo de um grafo é também uma classe de
equivaléncia, visto que a relacdo de isomorfismo entre grafos é uma relacao reflexiva, simétrica e
transitiva. Por essa razdo, quando descrevemos um grafo sem definir seu conjunto de vértices,
assumimos que tal grafo seja um representante arbitrario de sua classe de isomorfismo.

2.2 ESTRUTURAS EM GRAFOS

Nesta se¢do, apresentamos as definicoes de estruturas em grafos e caracteristicas de
tais estruturas. Definimos caminhos, ciclos, rodas, cliques, conjuntos independentes e bicliques.
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Também definimos atalhos em caminhos, cordas em ciclos, maximalidade de cliques, conjuntos
independentes e bicliques e as intersec¢des apenas por vértices, por aresta € mutuamente inclusas
entre bicliques.

Definicao 2.2.1. Um caminho em um grafo G é uma sequéncia (vy,...,v,) de vértices distintos
de G onde v; é adjacente a vy, para 1 <i <n. Se G possui alguma aresta formada por vértices
ndo consecutivos de um caminho, chamamos tal aresta de atalho do caminho. O comprimento
de um caminho é o niimero de arestas entre vértices consecutivos do caminho.

Figura 2.5: Caminho (5,1,3,4,7) com o atalho {1,4}.

A Figura 2.5 descreve o caminho P = (5,1,3,4,7) do grafo G, descrito também pela
Figura 2.1. O caminho P possui cinco vértices, comprimento equivalente a quatro e a aresta
{1,4} é um atalho de P.

Definicao 2.2.2. A distancia entre dois vértices em um grafo G é o comprimento do menor
caminho entre eles.

Definicao 2.2.3. Dizemos que um grafo G é um grafo caminho se existe um caminho sem atalhos
com tamanho equivalente ao niimero de vértices de G. Denotamos o grafo caminho de n vértices
por P,.

(a) (b) ()

o T

Figura 2.6: Grafos caminhos P; (a), P3 (b) e P4 (¢).

A Figura 2.6 descreve os grafos caminhos P; (a), P; (b) e P4 (¢). Vale notar que nenhum
dos grafos caminhos possui atalho e que o nimero de arestas de cada grafo € seu nimero de
vértices reduzido em 1.

Definicdo 2.2.4. Um ciclo em um grafo G é um caminho (vy,...,v,) com o atalho {vi,v,}.
Chamamos de corda de um ciclo um atalho distinto de {vy,v,}.

A Figura 2.7 descreve o ciclo C = (1,2,6,5) do grafo G com o conjunto de vértices
V(G) ={1,2,3,4,5,6,7} e o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,5},
{2,6}, {3,4}, {4,7}, {5,6}}. O ciclo C possui tamanho equivalente a quatro e a aresta {2,5} é
uma corda de C.
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Figura 2.7: Ciclo (1,2,6,5) com a corda {2,5}.

(a) (b) ()

BEROIN®

Figura 2.8: Grafos ciclos Cy4 (a), Cs (b) e Cg (c).

Definicao 2.2.5. Dizemos que um grafo é um grafo ciclo se existe um ciclo sem cordas com
tamanho equivalente ao niimero de vértices de G. Denotamos o grafo ciclo de n vértices por C,.
Se o grafo ciclo tem, pelo menos, cinco vértices, tal grafo também é chamado de buraco.

A Figura 2.8 descreve os grafos ciclos Cy4 (a), Cs (b) e Cg (c). Os grafos Cs e Cg também
sdo chamados de buracos por terem, pelo menos, cinco vértices cada. Como definimos, os grafos
ciclos sdao formados por ciclos sem cordas.

Definicao 2.2.6. Dizemos que um grafo é um grafo roda se admite uma particdo ndo-relaxada
({w},C) de seus vértices onde C induz um ciclo sem cordas e w é um vértice adjacente a todos
os vértices em C. Denotamos por W, o grafo roda com a parti¢do ({w},C) onde n = |C| e
chamamos w de vértice central da roda.

() (b) ()

Figura 2.9: Grafos rodas W (a), Ws (b) e Wy (c).

A Figura 2.9 descreve os grafos rodas Wy (a), W5 (b) e W (c). Os grafos possuem,
respectivamente, os grafos ciclos Cy, C5 € Cg como subgrafos induzidos e os respectivos vértices
centrais de cada grafo roda € adjacente a todos os vértices de seus respectivos ciclos induzidos.

Definicao 2.2.7. Um grafo é dito completo se todo par de vértices é adjacente. Denotamos o
grafo completo de n vértices por K,,.

A Figura 2.10 descreve os grafos completos K3 (a), K4 (b) e K5 (c). Vale notar que o
grafo completo K3 — também chamado de tridngulo — é um ciclo de trés vértices, também
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() (b) (c)

VAR

Figura 2.10: Grafos completos K3 (a), K4 (b) e K5 (c).

sendo denotado por C3. O grafo com um unico vértice € considerado um grafo completo, sendo
denotado por K;. Também denotamos o grafo sem vértices por Kj.

Defini¢ao 2.2.8. Uma clique de um grafo é um subconjunto ndo-vazio de seus vértices que induz
um grafo completo. Uma clique é dita maximal se ndo estd contida em outra clique do grafo e é
dita méaxima se nenhuma outra clique possui mais vértices.

Definicao 2.2.9. Um conjunto independente de um grafo é um subconjunto ndo-vazio de seus
vértices que induz um grafo sem arestas. Dizemos que um conjunto independente é maximal se
ndo estd contido em outro conjunto independente do grafo e denotamos o conjunto de todos os
conjuntos independentes maximais de um grafo G por Jg.

(a) (b) ()
© G

56 0 0
@

c’:‘g
Om6)
e’:‘e
=0
Figura 2.11: Grafo G (a), cliques maximais de G (b) e conjuntos independentes maximais de G (c).

A Figura 2.11 descreve o grafo G, as cliques maximais de G (b) e os conjuntos indepen-
dentes maximais de G (c). O grafo G possui o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6}, 0
conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,5}, {3,6},
{4,5}, {5,6}}, as duas cliques maximais {1,2,4,5} e {2,3,5,6} e os seis conjuntos indepen-
dentes maximais {1,3}, {3,4}, {4,6}, {6,1}, {2} e {5}.

Definicao 2.2.10. Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices admite uma parti¢do relaxada
(X,Y) onde cada um de X e Y é vazio ou conjunto independente. Também chamamos grafos
bipartidos de bigrafos. Para uma parti¢do (X,Y) de um grafo bipartido, dizemos que X e Y sdo
partes opostas entre si do grafo.

Definicao 2.2.11. Um grafo bipartido é dito completo se admite uma parti¢do ndo-relaxada
(X,Y) de seus vértices tal que cada vértice de uma parte é adjacente a todo vértice da outra
parte. Para n = |X| e m = |Y|, denotamos o grafo bipartido completo por K, ,. Se uma das
partes possui um vnico vértice, o grafo também é chamado de estrela.
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(a) (b) ()

X AN B

Figura 2.12: Grafos bipartidos completos K3 5 (a), Ki 3 (b) e K33 (c).

A Figura 2.12 descreve os grafos bipartidos completos K3 > (a), Kj 3 (b) e K33 (¢). O
grafo K5 » € um ciclo de quatro vértices, também sendo denotado por C4. Como uma das partes
do grafo bipartido completo K 3 possui um tnico vértice, também o chamamos de estrela. Em
especial, chamamos o grafo K 3 de grafo garra. Vale notar que os grafos K5 > € K3 3 nio sido
estrelas por ndo aceitarem particdes onde alguma parte possui um tnico vértice.

Definicao 2.2.12. Uma biclique de um grafo é um subconjunto de seus vértices que induz um
grafo bipartido completo. A particdo de uma biclique é a parti¢do ndo-relaxada admitida pelo
grafo bipartido completo induzido. Uma biclique é dita maximal se ndo estd contida em outra
biclique do grafo e é dita méxima se nenhuma outra biclique do grafo possui mais vértices.
Denotamos o conjunto de todas as bicliques maximais de um grafo G por Bg.

(a) (b)

Figura 2.13: Grafo G (a) e bicliques maximais de G (b).

A Figura 2.13 descreve o grafo G (a) e as bicliques maximais de G (b). O grafo G possui
o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6,7}, o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3},
{1,4}, {1,5}, {2,6}, {3,4}, {4,7}, {5,6}} e as cinco bicliques maximais B; = {1,6,2,5},
By, ={1,2,3,5}, B3 ={1,2,4,5}, B4 ={3,4,7} e Bs = {1,4,7}.

Definicao 2.2.13. Duas bicliques By e By de um grafo G possuem intersec¢ao apenas por vértice
se a intersec¢do By N By induz um conjunto independente em G. Duas bicliques By e By de um
grafo G possuem intersec¢ao por aresta se a intersec¢do By N By induz um grafo com alguma
aresta em G.

A Figura 2.14 descreve as bicliques By = {1,2,3} e B, = {3,4,5} com intersec¢ao
apenas por vértice (a) e as bicliques B} = {1,2,3,4} e B, = {3,4,5,6} com intersec¢do por
aresta (b). A interseccdo By M B, possui o vértice 3 e induz um conjunto independente no grafo
representado em (a), enquanto a intersec¢do B} N B, possui os vértices 3 e 4 e induz um grafo
com a aresta {3,4} — em destaque — no grafo representado em (b).

Definicao 2.2.14. Um par de bicliques sdo mutuamente inclusas entre si se admitem, respectiva-
mente, as parti¢oes (X1,Y1) e (Xa,Y2) tais que X, C Xy e V) C Y.



29

Figura 2.15: Bicliques mutuamente inclusas.

A Figura 2.15 descreve o par de bicliques B; = {1,2,3} e B, = {2,3,4} mutuamente
inclusas entre si. A biclique B admite a particdo (X1,Y;) = ({2},{1,3}) e a biclique B, admite
a parti¢do (X»,Y2) = ({2,4},{3}) onde temos que X; C X, e que ¥, C Y;. Vale notar que todo
par de bicliques mutuamente inclusas possuem interseccao por aresta.

2.3 OPERADORES SOBRE GRAFOS

Nesta secdo, apresentamos as definicdes de operadores sobre grafos. Definimos os
operadores complemento, grafo linha, grafo quadrado, grafo clique, grafo biclique, grafo de
bicliques com intersecc¢ao por aresta e grafo de bicliques mutuamente inclusas de um grafo.
Também definimos os operadores unido disjunta e join entre dois grafos.

Definicao 2.3.1. O complemento de um grafo G é o grafo denotado por G com 0 mesmo conjunto
de vértices onde dois vértices sdo adjacentes em G se, e somente se, ndo sdo adjacentes em G.

(a) (b)

Figura 2.16: Grafo G (a) e seu complemento G (b).
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A Figura 2.16 descreve o grafo G (a) e seu complemento G (b). Ambos os grafos G e G
possuem o mesmo conjunto de vértices V(G) = V(G) = {1,2,3,4,5,6}, mas — enquanto G pos-
sui o conjunto de arestas E(G) = {{1,2},{1,4},{2,3},{2,5},{3,6},{4,5},{5,6}} — o grafo
G possui o conjunto de arestas E(G) = {{1,3},{1,5},{1,6},{2,4},{2,6},{3,4},{3,5},{4,6}}.
Um par ndo-ordenado de seus vértices € aresta de G se, e somente se, nao € aresta do comple-
mento G.

Definicdo 2.3.2. A unifo disjunta entre os grafos G e H com conjuntos de vértices V(G) e
V(H) disjuntos entre si é o grafo, denotado por G U H, onde V(G U H) =V(G)UV(H) e
E(GUH)=E(G)UE(H). Denotamos a unido disjunta de n grafos isomorfos entre si por nG,
onde G é o grafo que representa a classe de isomorfismo.

() (b) ()

Figura 2.17: Grafo G (a), grafo H (b) e o grafo G U H (c).

A Figura 2.17 descreve o grafo G (a), o grafo H (b) e o grafo G U H (c). O grafo G possui
o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3} e o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3}, {2,3}}.
O grafo H possui o conjunto de vértices V(H) = {4,5} e o conjunto de arestas E(H) = {{4,5}}.
O grafo G U H possui o conjunto de vértices V(GV H) =V (G) UV (H) e o conjunto de arestas
E(GVH)=E(G)UE(H).
Definicao 2.3.3. O grafo join (grafo juncdo ou, simplesmente, join) entre dois grafos G e H
com conjuntos de vértices V(G) e V(H) disjuntos entre si é o grafo, denotado por GV H,
onde V(GVH)=V(G)UV(H)e E(GVH)=E(G)UE(H)U{{g,h}|VgeV(G),YVheV(H)}.
Chamamos as arestas entre os vértices de G e os vértices de H no grafo GV H de arestas do join
entre G e H.

() (b) ()

Figura 2.18: Grafo G (a), grafo H (b) e o grafo GV H (c).

A Figura 2.18 descreve o grafo G (a), o grafo H (b) e o grafo GV H (c). O grafo G é o
mesmo grafo descrito pela Figura 2.17 (a) e o grafo H € o mesmo grafo descrito pela Figura 2.17
(b). O grafo GV H possui o conjunto de vértices V(GVH) =V(G)UV(H) e o conjunto de
arestas E(GVH) =E(G)UE(H)U{{1,4}, {2,4}, {3,4}, {1,5}, {2,5}, {3,5}}. As arestas do
Jjoin sdo apresentadas em destaque pela figura.
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Definicio 2.3.4. O grafo linha de um grafo G é o grafo denotado por L(G) onde o conjunto
de vértices V(L(G)) é o conjunto de arestas E(G) e dois vértices de L(G) sdo adjacentes se, e
somente se, as arestas de G correspondentes compartilham algum vértice de G.

(a) (b)

{26} 1{1,2}} 1{1,3}} 1{3,4}

{5.6}} 1{1,5}} 1{1,4}} {4,7}

Figura 2.19: Grafo G (a) e seu grafo linha L(G) (b).

A Figura 2.19 descreve o grafo G (a) e seu grafo linha L(G) (b). O grafo G possui o
conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6,7} e as arestas e] = {1,2}, e = {1,3}, e3 = {1,4},
eq = {1,5}, es = {2,6}, eg = {3,4}, e7 = {4,7} e eg = {5,6}. O grafo linha L(G) possui
o conjunto de vértices V(L(G)) = E(G) = {e},e2,e3,€4,€5,€6,€7,€3} € 0 conjunto de arestas
E(L(G)) = {{e1,e2}, {e1,e3}, {er,es}, {er,es}, {e2,e3}, {en,e4}, {e2,e6}, {e3, €4}, {e3,e6},
{es,e7}. {es,e8}, {es,e8}. {e6,e7}}

Definicdo 2.3.5. O grafo quadrado de um grafo G é um grafo denotado por G* com o mesmo
conjunto de vértices que G e dois vértices sio adjacentes em G se, e somente se, a distancia
entre eles em G é menor ou igual a 2.

(@) (b)

Figura 2.20: Grafo G (a) e seu grafo quadrado G2 (b).

A Figura 2.20 descreve o grafo G e seu grafo quadrado G?. Ambos os grafos G e G*
possuem o mesmo conjunto de vértices V(G) =V (G?) = {1,2,3,4,5,6,7}, mas — enquanto o
grafo G possui o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,6}, {3,4}, {4,7},
{5,6}} — seu grafo quadrado G? possui o conjunto de arestas E(G?) = E(G)U {{1,6}, {1,7},
{2,3},{2,4}, {2,5}, {3,5}, {3,7}. {4,5}}. As arestas de E(G?) \ E(G), que estio em destaque
na figura, sdo formadas por pares de vértices que estdo a distancia igual a 2 no grafo G.

Definicao 2.3.6. O grafo clique de um grafo G é o grafo denotado por K(G) cujo o conjunto de
vértices é o conjunto de todas as cliques maximais de G e dois vértices de K(G) sdo adjacentes
se, e somente se, as cliques maximais de G correspondentes sdo intersectantes.



32

(a) (b)

Figura 2.21: Grafo G (a) e seu grafo clique K(G) (b).

A Figura 2.21 descreve o grafo G (a) e o grafo clique K(G). O grafo G possui o
conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6} e o conjunto de arestas E(G) = {{1,3}, {1,5},
{1,6}, {2,4}, {2,6}, {3,4}, {3,5}}. enquanto o grafo clique K(G) possui o conjunto de
vértices V(K(G)) = {{1,3,5}, {1,6}, {2,4,6}, {3,4}} e o conjunto de arestas E(K(G)) =
{{{1,3,5},{1,6}}, {{1,6},{2,4,6}}, {{2,4,6},{3,4}}, {{3,4},{1,3,5} }}.

Definicio 2.3.7. O grafo biclique de um grafo G é o grafo denotado por KB(G) cujo o conjunto
de vértices é o conjunto B de bicliques maximais de G e dois vértices de KB(G) sdo adjacentes
se, e somente se, as bicliques maximais correspondentes sdo intersectantes.

(a) (b)

{3,4,7}

{1,2,3,5}} 1{1,4,7}]

{1,2,5.6}}—{1,2,4,5}]

Figura 2.22: Grafo G (a) e seu grafo biclique KB(G).

A Figura 2.22 descreve o grafo G (a) e seu grafo biclique KB(G) (b). O grafo G
possui o conjunto de vértices V(G) ={1,2,3,4,5,6,7}, o conjunto de arestas E(G) = {{1,2},
{1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,6}, {3,4}, {4,7}, {5,6}} e as bicliques maximais B; = {1,6,2,5},
B, ={1,2,3,5}, B3 = {1,2,4,5}, B4 = {3,4,7} e Bs = {1,4,7}. Seu grafo biclique KB(G)
possui o conjunto de vértices V(KB(G)) = Bg = {B1,B2,B3,B4,Bs} e o conjunto de arestas
f(KB(?i) = {{B1,B2}, {B1,B3}, {B1,Bs}, {B2,B3}, {B2, B4}, {B2,Bs}, {B3, B4}, {B3,Bs},

By, Bs}).

Definicao 2.3.8. O grafo de bicliques com intersec¢do por aresta de um grafo G é o grafo
denotado por KB¢(G) cujo o conjunto de vértices é o conjunto B¢ de bicliques maximais de G e
dois vértices de KB (G) sdo adjacentes se, e somente se, as bicliques maximais correspondentes
possuem intersec¢do por aresta.

A Figura 2.23 descreve o grafo G (a) e o grafo de bicliques com intersec¢do por aresta
KB¢(G) (b). O grafo G é o mesmo que é descrito pela Figura 2.22 (a) e possui as bicliques
maximais B = {1,2,5,6}, B, = {1,2,3,5}, B3 = {1,2,4,5}, B4 = {3,4,7} e Bs = {1,4,7}.
Seu grafo de bicliques com intersec¢io por aresta KBe¢(G) possui o conjunto de vértices
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(a) (b)

{1,2,3,5}

{1,2,5.6}}—{1,2,4,5}]

Figura 2.23: Grafo G (a) e seu grafo de bicliques com intersecg@o por aresta KB (G).

V(KBe(G)) = Bg = {B1,B2,B3,B4,Bs} e o conjunto de arestas E(KBe(G)) = {{B1,B2},
{B1,B3}, {B2,B3}, {B3,Bs}, {B4,Bs}}. Vale notar que o grafo de bicliques com intersec¢ao
por aresta KB¢(G) é subgrafo gerador do grafo biclique KB(G).

Definicao 2.3.9. O grafo de bicliques mutuamente inclusas de um grafo G é o grafo denotado
por KB,,,(G) cujo o conjunto de vértices é o conjunto B¢ de bicliques maximais de G e dois
vértices de KB,,(G) sdo adjacentes se, e somente se, as bicliques maximais correspondentes sdo
mutuamente inclusas entre si.

(a) (b)

{3,4,7}

{1,2,3,5} {1,4,7}

’{17275,6}}—{{172’4’5}‘

Figura 2.24: Grafo G (a) e seu grafo de bicliques mutuamente inclusas KB,,(G).

A Figura 2.22 descreve o grafo G (a) e seu grafo de bicliques mutuamente inclusas
KB,,(G) (b). O grafo G é o mesmo que € descrito pela Figura 2.22 (a) e possui as bicliques
maximais By ={1,2,5,6}, B, ={1,2,3,5}, B3 ={1,2,4,5}, B4 ={3,4,7} e Bs ={1,4,7}. Seu
grafo de bicliques mutuamente inclusas KB,,(G) possui o conjunto de vértices V (KB,,(G)) =
B ={B1,B2,B3,B4,Bs} e o conjunto de arestas E(KB,,(G)) = {{B1,B2}, {B1,B3}, {B3,Bs}}.
Vale notar que, como inclusdo mutua requer intersec¢do por aresta, que o grafo de bicliques
mutuamente inclusas KB,,(G) € subgrafo gerador do grafo de bicliques com intersec¢io por
aresta KB¢(G) e, portanto, subgrafo gerador do grafo biclique KB(G).

2.4 MODELOS

Em sua esséncia, grafos descrevem relacdes entre pares de elementos de uma colecao,
isto é, de uma entidade matematica capaz de representar unidades de uma quantidade. Quando
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essas relacOes sdo baseadas em uma propriedade conhecida entre os pares de elementos, chama-
mos a colecdo de elementos de modelo e descrevemos a natureza dessa propriedade que o grafo
representa. Neste trabalho, definimos os grafos de interseccdo, os grafos de inclusdo e os grafos
de comparabilidade de um modelo e, como varia¢des bipartidas, os bigrafos de interseccdo e 0s
bigrafos de inclusdo com parti¢do (X,Y) da colegdo de elementos de um modelo.

Definicao 2.4.1. Um modelo é uma entidade matemdtica que representa unidades de uma
quantidade finita, isto é, elementos tinicos e distintos de um conjunto finito. Representamos o
conjunto de unidades de um modelo M por U(M). Cada unidade pode intersectar outra, conter
ou estar contido em outra ou ser compardvel a outra em uma relacdo.

Definicao 2.4.2. Um modelo de intervalos ¢ um modelo M que tem, como seu conjunto de
unidades U (M), um conjunto de intervalos da reta real.

Definiciio 2.4.3. Um modelo de comparabilidade M é um poset (C, =) que tem, como conjunto
de unidades U(M), o conjunto C e tem a relagdo <.

Definicao 2.4.4. Um grafo de interseccio de um modelo M é o grafo que tem, como conjunto de
vértices, o conjunto de unidades U (M) e dois de seus vértices v,u € U(M) sdo adjacentes se, e
somente se, a intersec¢do v\ u ndo é vazia.

Definicao 2.4.5. Um grafo de inclusdo de um modelo M é o grafo que tem, como conjunto de
vértices, o conjunto de unidades U(M) e dois de seus vértices v,u € U(M) sdo adjacentes se, e
somente se, vale uma das inclusées u C v ou v C u.

Definicao 2.4.6. Um grafo de comparabilidade de um modelo M de comparabilidae com relacdo
= € o grafo que tem, como conjunto de vértices, o conjunto de unidades U(M) e dois de seus
vértices v,u € U (JV[) sdo adjacentes se, e somente se, valem as comparacoes v =X u ou u <X v.

Definicdo 2.4.7. Um bigrafo de intersec¢do com particdo (X,Y) de um modelo M é o grafo
bipartido que tem, como conjunto de vértices, o conjunto de unidades U(M) = X UY e dois
vértices x € X ey € Y sdo adjacentes se, e somente se, a intersec¢do x(\y ndo é vazia.

Definicio 2.4.8. Um bigrafo de inclusdo com parti¢cao (X,Y) de um modelo M ¢é o grafo
bipartido que tem, como conjunto de vértices, o conjunto de unidades U(M) = X UY e dois
vértices x € X ey € Y sdo adjacentes se, e somente se, vale a inclusdo y C x.

Vale notar que bigrafos de inclusdo, como definidos neste trabalho, possuem uma
natureza assimétrica, onde a relagdo de inclusdo s6 € considerada para a adjacéncia do grafo se
as unidades que contém e as unidades que estdo contidas estdo em partes distintas.

2.5 CLASSES DE GRAFOS

Nesta secdo, apresentamos as defini¢cdes referentes a classes de grafos. Tais classes sdo
compostas por grafos que compartilham alguma propriedade estrutural fechada por isomorfismo
entre grafos e ndo sdo limitadas por alguma quantidade maxima de vértices. Também definimos
classes de grafos de interesse para este trabalho, classe complementar de outra classe, classe
sobre algum operador sobre grafos e as relacdes de subclasse e superclasse entre classes de
grafos.

Definicao 2.5.1. Uma classe de grafos é uma unido de infinitas classes de isomorfismo.
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Definicao 2.5.2. Um grafo é chamado de grafo biclique se é isomorfo ao grafo biclique de algum
grafo. A classe dos grafos biclique é a classe de todos os grafos biclique.

Alternativamente, um grafo € grafo biclique se € isomorfo ao grafo de interseccao do
modelo M onde seu conjunto de unidades U (M) equivale ao conjunto de bicliques maximais de
algum grafo.

Definicao 2.5.3. Um grafo é chamado de grafo clique se é isomorfo ao grafo clique de algum
grafo. A classe dos grafos clique € a classe de todos os grafos clique.

Da maneira andloga aos grafos biclique, um grafo é grafo clique se é isomorfo ao grafo
de intersec¢ao G do modelo M onde seu conjunto de unidades U (M) equivale ao conjunto de
todas as cliques maximais de algum grafo.

Definicao 2.5.4. Um grafo é chamado de grafo de comparabilidade se é isomorfo ao grafo de
um modelo de comparabilidade qualquer. A classe dos grafos de comparabilidade ¢é a classe de
todos os grafos de comparabilidade.

Definicao 2.5.5. Um grafo é chamado de grafo de inclusdo de intervalos se é isomorfo a um
grafo de inclusdo de um modelo de intervalos. A classe dos grafos de inclusdo de intervalos é a
classe de todos os grafos de inclusdo de intervalos.

Definicao 2.5.6. Um grafo bipartido é chamado de bigrafo de intervalos se é isomorfo a um
bigrafo de interseccdo de um modelo de intervalos. A classe dos bigrafos de intervalos € a classe
de todos os bigrafos de intervalos.

Definicao 2.5.7. Um grafo bipartido é chamamdo de bigrafo de inclusdo de intervalos se é
isomorfo a um grafo de inclusdo de um modelo de intervalos. A classe dos bigrafos de inclusdo
de intervalos ¢ a classe de todos os bigrafos de inclusdo de intervalos.

Definicao 2.5.8. A classe dos complementos dos grafos da classe C é a classe denotada por
co-C onde todo grafo G pertence a co-C se, e somente se, o grafo complemento G pertence a C.

Definicao 2.5.9. Sejam C uma classe de grafos e F um operador sobre grafos, denotamos por
F(C) a classe de todos os grafos isomorfos a F(G), para todo grafo G da classe C.

Definiciio 2.5.10. Sejam G um grafo e F um operador sobre grafos, denotamos por F~1(G)
a classe de grafos tais que H € F~'(G) se, e somente se, F(H) ~ G. Chamamos tais grafos
H de pré-imagens F de G. Para uma classe de grafos C, denotamos por F~'(C) a unido

UGECF - (G>
Definicao 2.5.11. Uma classe de grafos C; é subclasse de uma classe de grafos C, se €1 C C,.

Uma classe de grafos C é superclasse de uma classe de grafos C, se C, C Cy.

2.6 FAMILIAS E SUBGRAFOS PROIBIDOS

Nesta se¢do, apresentamos as definicdes referentes a familias de grafos, classes livres
de uma familia de grafos e hereditariedade de uma classe de grafos.

Definicao 2.6.1. Uma familia de grafos é um conjunto de grafos fechado por isomorfismo, isto
é, se um grafo G pertence a uma familia de grafos F, entdo todo grafo isomorfo a G também
pertence a 5.
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Definicdo 2.6.2. Seja F uma familia de grafos. Denotamos por F a familia dos grafos comple-
mentos de J. Isto é, a familia de grafos onde o grafo G pertence a J se, e somente se, o grafo G
pertence a .

Definicao 2.6.3. Os grafos de uma classe de grafos C sdo ditos livres de uma familia de grafos
F se nenhum grafo de F é subgrafo induzido de qualquer grafo de C. Também dizemos que
os grafos de F sdo subgrafos (induzidos) proibidos por € e que uma familia I de subgrafos
proibidos ¢ minima se nenhum grafo de & é subgrafo induzido de outro grafo de F.

Definicao 2.6.4. Denotamos a classe de todos os grafos livres de uma familia de grafos F por
F—free.

Definicao 2.6.5. Uma classe de grafos C é dita hereditéria se todo subgrafo induzido de todo
grafo G € C também pertence a C.

2.7 PROPRIEDADE IIC E GRAFOS IIC-COMPARABILIDADE

Nesta secdo, apresentamos as definicoes referentes a propriedade IIC de posets e a
classe dos grafos IIC-comparabilidade.

Definicao 2.7.1. Dizemos que um poset P = (C, =) é fechado por intersec¢do de intervalos, ou
IIC (Interval Intersection Closed), se, para todo x,y € C, vale que

o I, (x)NI; (y) #9 = Fz€Condely (z) =1, (x)NI; (y); e
« I (x)NI3(y) # @ = Fz € Conde I} (z) = I3 (x) N IF ().

Alternativamente, um poset P = (C, <) é IIC se toda intersec¢do ndo-vazia entre dois
intervalos antecessores possui um mdximo em = e toda intersec¢do ndo-vazia entre dois intervalos
sucessores possui um minimo em =.

(a) (b)

Figura 2.25: Poset ndo-IIC (a) e poset IIC (b).

A Figura 2.25 descreve um poset nao-1IC P = (C, <) (a) e um poser IIC P' = (C', X’)
(b) com os conjuntos C = {1,2,3,4} e C' ={1,2,3,4,5} e as ordens parciais <= {(3,1), (3,2),
(4,1),(4,2)} e x'==U{(3,5), (4,5),(5,1), (5,2)}. Vale notar que I, (1) NI (2) = {3,4} e que
I3 (3)NI3 (4) = {1,2}, que ndo sdo intervalos antecessores ou sucessores de nenhum elemento de
C. Enquanto I, (1) NI5,(2) = {3,4,5} é o intervalo antecessor I, (5) e I, (3) N1, (4) = {1,2,5}
é o intervalo sucessor I, (5).

Definicao 2.7.2. Um grafo é lIC-comparabilidade se é isomorfo ao grafo que tem, como modelo
de comparabilidade, um poset IIC. A classe dos grafos IIC-comparabilidade é a classe de todos
os grafos IIC-comparabilidade.
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() (b)

Figura 2.26: Grafos de comparabilidade ndo-IIC (a) e IIC (b).

A Figura 2.26 descreve o grafo de comparabilidade G do modelo nao-IIC P = (C, <)
(a) e o grafo de comparabilidade G’ do modelo IIC P" = (C’, %) (b) apresentados. Como o poset
P’ ¢ IIC, o grafo G’ € um grafo IIC-comparabilidade. O grafo G nio admite como modelo de
comparabilidade um poset IIC e, portanto, nao € grafo IIC-comparabilidade. Vale notar que a
presenga do vértice 5, adjacente aos demais vértices, é o que distingue o grafo G’ do grafo G.

2.8 DEFINICOES ADICIONAIS

As seguintes defini¢des, embora nao usadas diretamente como objetos de estudo deste
trabalho, ajudam a ter descri¢cdes breves para conceitos que sdo mencionados nos demais
capitulos.

Definicao 2.8.1. Um grafo é dito conexo se existe um caminho entre todos os pares de vértices.
Um grafo que ndo é conexo é dito desconexo. O subconjunto maximal de vértices que induz um
grafo conexo em um grafo G é chamado de componente conexa de G.

Definicao 2.8.2. Um grafo é chamado de aciclico ou de floresta se ndo possui ciclos.
Definicao 2.8.3. Um grafo aciclico e conexo é chamado de arvore.

Definiciio 2.8.4. Um conjunto dominante de um grafo G é um subconjunto de vértices S C V(G)
onde todos os vértices em V(G) \ S sdo adjacentes a algum vértice em S.

Definicao 2.8.5. Um emparelhamento perfeito de um grafo G é um subconjunto de arestas
SCE(G)={ei,...,en} que formam uma particdo (ey,...,e,) dos vértices de G.

Definicao 2.8.6. Um vértice de um grafo é chamado de universal se é adjacente a todos os
demais vértices do grafo.

Definicao 2.8.7. Um vértice de um grafo é chamado de folha se é adjacente a um tinico vértice
do grafo.

Definicao 2.8.8. Um vértice de um grafo é isolado se ndo é adjacente a vértice algum do grafo.

Definicao 2.8.9. Dois vértices vy e vo de um grafo G sdo chamados de falsos gémeos se possuem
a mesma vizinhanga aberta, isto é, se Ng(vi) = Ng(v2). Os vértices vy e v, de G sdo chamados
de gémeos verdadeiros se possuem a mesma vizinhanga fechada, isto é, se Ng[vi] = Ng[v2).

Definicao 2.8.10. A cintura de um grafo é o niimero de vértices do menor ciclo sem cordas do
grafo.
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Definicao 2.8.11. A arboricidade de um grafo G é o menor niimero n de subgrafos drvores
St,...,Syde G onde (E(Sy),...,E(S,)) é uma particdo das arestas de G.

Definicio 2.8.12. O grafo H é obtido pela unificac@o de dois vértices x e y de G se V(H) =

V(G \{x,y} U{{x,y}} e E(H) = E(G) \ {{x,2},{y,2} [ V2 € No(x) UNG(v)} U{{z.{x,}} |
Vz € Ng(x) UNg(y)}. Uma contragdo é uma unificacdo de dois vértices adjacentes.

Definicio 2.8.13. O grafo H é obtido pela subdivisio da aresta e = {x,y} de G se V(H) =
V(G)U{e} e E(H) = E(G)\{e} U{{x,e}, {y,e}}.

Definicao 2.8.14. Chamamos um grafo G de grafo caterpillar se G ¢ aciclico e possui um
conjunto dominante que induz um caminho sem atalhos.

Definicdo 2.8.15. Denotamos por F1(n) o grafo com o conjunto de vértices {a,u,w,vi,...,vyi1}
onde (u,vi,...,vpi1,w) € um caminho sem atalhos e o vértice a é apenas adjacente aos vértices
Visee s Vatl-
(a) (b) (c)
a a a
Q—I—C ° /\ ° ° ./I\- .
u V1 w u Vi V2 w u Vi V2 V3 w

Figura 2.27: Grafos 31(0) (a), F1(1) (b) e F1(2) (¢).

A Figura 2.27 descreve o grafo F;(0) (a), o grafo F;(1) (b) e o grafo F1(2) (c). Os
vértices de cada grafo sdo rotulados de acordo com a defini¢do de I (n).

Definicdo 2.8.16. Denotamos por F(n) o grafo com o conjunto de vértices

{ai,ar,u,w,vy,...vy11} onde (u,vy,...,vyi1),w € um caminho sem atalhos, o vértice a
€ apenas adjacente ao vértice ay e o Vértice ay € apenas adjacente aos vértices ay,Vvi,...,Vp+1.
(a) (b) ()
aq ai aq
an aj ap
. ° ° .
u V1 w u Vi V2 w u Vi V2 V3 w

Figura 2.28: Grafos 3,(0) (a), F2(1) (b) e F2(2) (¢).

A Figura 2.28 descreve o grafo 3,(0) (a), o grafo (1) (b) e o grafo F,(2) (c). Os
vértices de cada grafo sdo rotulados de acordo com a defini¢édo de F»(n).

Definicdo 2.8.17. Denotamos por Fi(n) o grafo com o conjunto de vértices
{v,ar,ap,u,w,vy,...,vpy1} onde (u,vy,...,vpr1,w) € um caminho sem atalhos, o vértice
a) € apenas adjacente aos vértices v,ar,u,vi,...,v,1, 0 Vértice ap é apenas adjacente aos
vértices v,w,ai,vi,...,vyt1 € 0 Vértice v é apenas adjacente aos vértices aj e a.
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() (b) (©)

v Y v
aj as aj a ap az
u Vi w u Vi V2 w u V1 V2 V3 w

Figura 2.29: Grafos F3(0) (a), F3(1) (b) e F3(2) (¢).

A Figura 2.29 descreve o grafo 3(0) (a), o grafo F3(1) (b) e o grafo F3(2) (c). Os
vértices de cada grafo sdo rotulados de acordo com a defini¢do de F3(n).

Definicado 2.8.18. Denotamos por Fs(n) o grafo com o conjunto de vértices
{v,ar,ap,u,w,vy,...,vpy1} onde (u,vy,...,vpr1,w) € um caminho sem atalhos, o vértice
ay € apenas adjacente aos vértices v,u,vi,...,Vy+1, 0 Vértice ay é apenas adjacente aos vértices
VW, V1,...,V,t] € 0 Vértice v é apenas adjacente aos vértices ay e a,.

() (b) (c)

1% A% v
a a a ap a a
u Vi w u Vi w» w u vi v w3 w

Figura 2.30: Grafos F4(0) (a), F4(1) (b) e F4(2) (c).

A Figura 2.30 descreve o grafo F4(0) (a), o grafo F4(1) (b) e o grafo F4(2) (c). Os
vértices de cada grafo sdo rotulados de acordo com a defini¢do de Fy(n).

Definicado 2.8.19. Denotamos por Fs(n) o grafo com o conjunto de vértices

{ai,ar,u,w,vy,...,vy11} onde (u,vy,...,vyr1,w) é um caminho sem atalhos, o vértice a
€ apenas adjacente aos vértices u,vi,...,vy1 € 0 Vértice ap é apenas adjacente aos vértices
WoVlyeooyVntl-

(a) (b) (c)

M \ M %
u Vi w u Vi V2 w u V] 1%} V3 w
Figura 2.31: Grafos F5(0) (a), F5(1) (b) e F5(2) (c).

A Figura 2.31 descreve o grafo F5(0) (a), o grafo F5(1) (b) e o grafo F5(2) (c). Os
vértices de cada grafo sdo rotulados de acordo com a defini¢do de F5(n).



40

Definicao 2.8.20. Denotamos por Fe(n) o grafo com o conjunto de vértices

{ar,ap,u,w,vy,...,vpr1} onde (u,vi,...,vyi1,w) € um caminho sem atalhos, o vértice a
€ apenas adjacente aos vértices ap,u,vi,...,vy11 € 0 Vértice ap é apenas adjacente aos vértices
ar,W,Vi,...,Vp+l1-

(a) (b) ()

M /Naz\ %ﬂ
u V1 w u Vi V2 w u Vi V2 V3 w
Figura 2.32: Grafos F¢(0) (a), Fs(1) (b) e F(2) (c).

A Figura 2.32 descreve o grafo F¢(0) (a), o grafo Fe(1) (b) e o grafo F4(2) (c). Os
vértices de cada grafo séo rotulados de acordo com a defini¢do de Fg(n).

Definicao 2.8.21. Um grafo é cordal se todo ciclo com quatro ou mais vértices possui uma corda,
isto é, se é livre de C44,,. A classe dos grafos cordais é a classe Cyq,—free.

Definicao 2.8.22. Um grafo é bipartido cordal se é bipartido e todo ciclo com seis ou mais
vértices possui uma corda. A classe dos bipartidos cordais € a classe bipartido N Cg,—free.

Definicao 2.8.23. Seja G um grafo. Chamamos de colora¢do de G a atribuicdo de k € N
elementos, que chamamos de cores, aos vértices de G tal que cores distintas sdo atribuidas a
vértices adjacentes. Uma coloragdo de um grafo é minima se k é o menor possivel.

De forma alternativa, uma coloracao € uma particio dos vértices de um grafo onde cada
parte induz um conjunto independente. Uma coloragdo € minima se o nimero de partes € o
menor possivel.

Definicao 2.8.24. Um grafo G é perfeito se todo subgrafo induzido S de G possui coloracdo
minima com o numero de cores equivalente ao niimero de vértices da maior clique de S.

Definicdo 2.8.25. Um grafo é split se admite uma particdo relaxada (I,C) de seus vértices onde
I é vazio ou é um conjunto independente e C é vazio ou é uma clique.

Definicao 2.8.26. Chamamos um par de permutacoes de um conjunto finito S de modelo de
permutacdo e temos que U(M) = S. O grafo do modelo de permuta¢do M é o grafo G que tem
U (M) como conjunto de vértices e dois vértices v,u € V(G) sdo adjacentes se, e somente se, 0
indice de v é maior que o indice de u em uma das permutacdes e menor na outra permutagao.
Um grafo é grafo de permutacdo se é isomorfo a algum grafo de um modelo de permutagdo.

Definicao 2.8.27. Chamamos de cografo o grafo da classe de grafos definida de forma recursiva
por:

* O grafo K, é cografo;
* O complemento de um cografo é cografo; e

* A unido disjunta entre dois cografos é cografo.
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Isto €, a classe dos cografos é a menor classe de grafos fechada sob complementacio e
unido disjunta que possui o grafo K.

Definicao 2.8.28. Um grafo é chamado de grafo de intervalos se é isomorfo a um grafo de
interseccdo de um modelo de intervalos. A classe dos grafos de intervalos € a classe de todos os
grafos de intervalos.

Definicao 2.8.29. Um bigrafo de intervalos é préprio se é isomorfo a um bigrafo de intersecgcdo
de um modelo de intervalos onde nenhum intervalo estd contido em outro. A classe dos bigrafos
de intervalos proprios € a classe de todos os bigrafos de intervalos proprios.

Definicao 2.8.30. Dizemos que duas bicliques maximais By e By de um grafo G possuem
intersec¢do apenas por vértices se a intersecgdo By N By induz um conjunto independente em G.

Definicao 2.8.31. Dizemos que duas bicliques maximais By e By de um grafo G possuem
intersec¢do por arestas se a intersec¢do By N By induz um grafo com alguma aresta em G.

Definicdo 2.8.32. A matriz de adjacéncia de um grafo G de n vértices é uma matrizA = {0,1}"*"
— isto é, uma matriz quadrada de dimensdo n X n com valoragées 0 ou 1 — onde existe uma
bije¢do 7 : V(G) — [1..n] tal que Ay(,) z(u) = 1 se, e somente se, o vértice v é adjacente ao
vértice u, para todo v,u € V(G).

Definicao 2.8.33. Um grafo direcionado é um grafo onde arestas sdo pares ordenados chamados
de arcos em vez de pares ndo-ordenados. O conjunto de arcos de um grafo direcionado G é
denotado por A(G). Um grafo direcionado também é chamado de digrafo.

Definicao 2.8.34. Um automorfismo em um (di)grafo G é uma bijecdo de isomorfismo de G para
G, isto é, é uma bijecdo ¢ :V(G) — V(G) onde — para todos os vértices v,u € V(G) — vale
que v € adjacente a u se, e somente se, ¢(v) é adjacente a ¢(u). Um automorfismo ¢ em G é
dito ndo-trivial se vale que @(v) # v, para todo v € G.

Definicao 2.8.35. Seja S um conjunto de conjuntos. Dizemos que S é Helly se, para todo
subconjunto R C S onde todos x,y € R sdo intersectantes entre si, entdo a intersec¢do total
Nccr X ndo € vazia.

(a) (b)

Figura 2.33: Tripla Helly (a) e tripla ndo-Helly (b).

A Figura 2.33 descreve um conjunto Helly de trés conjuntos (a) € um conjunto nao-Helly
de trés conjuntos (b). Todos os conjuntos da tripla (a) compartilham de algum elemento em
comum, mas os conjuntos da tripla (b) — embora intersectantes 2-a-2 — nao compartilham um
elemento em comum.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, apresentamos uma revisdo dos trabalhos que motivam ou levam ao
estudo de grafos biclique apresentado neste documento, assim como alguns dos trabalhos
relacionados aos topicos abordados.

3.1 TRABALHOS SOBRE GRAFOS BICLIQUE

O estudo de grafos biclique tem seu inicio com a tese de doutorado de Groshaus
(2006) com a introdugdo de grafos biclique-Helly, grafos com conjunto de bicliques maximais
que respeitam a propriedade Helly — isto €, cada subconjunto de bicliques maximais com
interseccdes 2-a-2 ndo-vazias, vale que todas compartilham algum elemento em comum. O
trabalho também introduz o conceito de matriz biclique e o operador grafo biclique (KB),
conceitos que sdo posteriormente apresentados no artigo de Groshaus e Szwarcfiter (2010). A
tese de Groshaus (2006) também introduz o operador de grafos de bicliques com intersec¢ao
por aresta (KB.), subgrafo gerador do grafo biclique onde ha adjacéncia se, e somente se, existe
aresta no subgrafo induzido pela interseccao das bicliques maximais correspondentes. Sao
estudados grafos biclique de grafos bipartidos e grafos KB-perfeitos, grafos cujos seus grafos
biclique sdo da classe dos grafos perfeitos — classe que € brevemente descrita na Secado 3.2.

A matriz biclique de um grafo com vértices vy, ..., v, e bicliques maximais By,...,B; é
amatrizA € {0,1, —l}dX" onde Ay; = —Ay; # 0, para todo par de vértices adjacentes v;,v; € By,
e A =0sevi¢ By, com 1 <k<del<i# j<n. O trabalho de Groshaus e Szwarcfiter
(2010), assim como a tese de Groshaus (2006), apresenta caracterizagdes das classes dos grafos
biclique e dos grafos biclique de bipartidos em termos de matrizes biclique. Entretanto, tais
caracterizacoes ndo levam a um algoritmo polinomial de reconhecimento.

(a) (b)

Figura 3.1: Grafo diamante (a) e grafo gema (b).

Groshaus e Szwarcfiter (2010) também provam que o caminho P; € subgrafo induzido
de um grafo biclique apenas se estiver contido em um diamante ou em uma gema. A Figura 3.1
descreve a ocorréncia de P; (em destaque) em cada um dos casos. Os grafos diamante e gema
também sdao chamados de 2-fan e 3-fan respectivamente.

Groshaus e Szwarcfiter (2010) mostram que reconhecimento de grafos biclique estd em
NP. Entretanto, o complexidade de reconhecimento de grafos biclique ainda € um problema
em aberto. Contudo, o interesse na caracterizacdo de grafos biclique nos leva ao estudo do
operador sob diversos angulos. Os proximos pardgrafos descrevem o estudo do operador € em
quais contextos o estudo foi feito.

Groshaus e Montero (2013) estudam o operador grafo biclique iterado — isto &, o
operador grafo biclique aplicado sucessivamente — e provam que € polinomial decidir se um
grafo qualquer diverge ou converge sob aplicagcdo sucessiva do operador. Tal prova apresenta
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uma caracterizacao por subgrafos proibidos para grafos que convergem. O trabalho também
apresenta uma prova de que a remog¢do ou inser¢do de algum vértice falso gémeo de outro
preserva a estrutura do grafo biclique, o que permite que grafos biclique de qualquer classe seja
analisada limitando-se apenas aos grafos livres de falsos gémeos.

Legay e Montero (2019) estudam o operador KB, de grafos de bicliques maximais com
intersec¢do por aresta no contexto de operador iterado e apresentam condig¢des suficientes para
decidir a convergéncia ou divergéncia de um grafo. Também € estudado o grafo KBe(B(G)) —
onde B(G) denota o grafo inflado de G, isto é, o grafo onde cada vértice v de G de grau d é subs-
tituido pela clique C, de d vértices e uma aresta conecta duas cliques C, e C,, distintas se conecta
exclusivamente um de seus respectivos vértices e se os vértices v e w de G correspondentes sao
adjacentes — e & apresentada a caracterizagdo KB.(B(G)) ~ B(L(G)).

A dissertacdo de Cruz (2018) aborda a classe dos grafos biclique de bigrafos de interva-
los, os quais sdo chamados de grafos de bi-intervalos, e apresenta uma prova de que tais grafos
sdo de co-comparabilidade livres de K 4. Para a prova, sdo usados modelos de intervalos onde
assume-se uma ordem total dos extremos de cada intervalo e, a partir de suas propriedades, € des-
crita uma ordem parcial entre bicliques maximais ndo-intersectantes dos bigrafos de intersec¢ao
dos modelos de intervalos.

Cruz et al. (2020) descrevem caracterizagdes de grafos biclique de grafos como arvores,
ciclos, completos e grafos com cintura de pelo menos 5 e bigrafos de intervalos préprios, onde a
classe de seus grafos biclique é equivalente a classe dos grafos quadrados dos grafos linhas dos
bigrafos de intervalos préprios. Também é descrito um algoritmo polinomial de reconhecimento
de grafos biclique de uma subclasse dos bigrafos de intervalos proprios.

Groshaus et al. (2022) descrevem um algoritmo polinomial para reconhecimento de
grafos biclique de uma subclasse dos grafos split definida como nested separable split graphs
(NSSG) e provam que tais grafos biclique sdo hamiltonianos, isto €, admitem um ciclo de
todos os seus vértices. Também provam que decidir se o grafo biclique de um grafo qualquer é
completo € um problema coNP-completo.

Montero (2022) estuda em quais condi¢des a remog¢do de um vértice v de um grafo
biclique KB(G) resulta em um grafo biclique de algum grafo. Também apresenta como construir
um grafo H tal que KB(H) ~ KB(G) \ {v} se o grau de v for igual a 2.

O trabalho de Groshaus e Guedes (2021) introduz o conceito de bicliques maximais
mutuamente inclusas e o operador KB, de grafo de bicliques mutuamente inclusas. Também €
introduzida a propriedade 1IC de posets e os grafos IIC-comparabilidade e provado os seguintes
resultados de interesse para este trabalho.

Teorema 3.1.1 (Groshaus e Guedes, 2021). Seja G um grafo bipartido com particdo (X,Y) e
duas bicliques maximais distintas By e By. Vale que

BiNnXCBNX < B,NY CB;NY.

Teorema 3.1.2 (Groshaus e Guedes, 2021). Vale que um grafo G é grafo de bicliques mutuamente
inclusas de bipartido se, e somente se, G for IIC-comparabilidade.

Teorema 3.1.3 (Groshaus e Guedes, 2021). Seja G um grafo livre de triangulos. Vale que

KB(G) = (KBm(G)>2.
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O poster apresentado por Groshaus e Guedes (2020) acrescenta que grafos biclique de
grafos livres de triangulos e ciclos de tamanhos 5 e 6 sdo também grafos clique onde — para todo
grafo G da classe — vale que KB(G) ~ K(G?). O poster também associa o estudo de Farzad e
Karimi (2012) — sobre reconhecimento de grafos quadrados de grafos de cintura igual a 5 —
com os grafos biclique de grafos com cintura igual a 5, mostrando que o reconhecimento de tal
classe € um problema NP-completo.

Classe de G Classe de KB(G) Reconhecimento
Livre de tridngulos C grafos quadrados 2| Em aberto
Bipartido (IIC -comparabilidade)? 4 Em aberto
Bigrafo de Intervalos C co-comparabilidade N livre de K 4 5[ Em aberto
Bigrafo de Intervalos Préprio | L(bigrafo de intervalos proprio)” ¢/ Em aberto
Grafo split C hamiltoniano 4 Em aberto
Caterpillar (caminho)? ¢| Linear ¢
Arvore (4rvore)? ¢l Linear ¢
Completo L(completo) ¢| Polinomial ¢
NSSG Em aberto Polinomial d
Cintura > 6 (cintura > 6)? ¢| Polinomial ¢
Cintura =5 (cintura = 5)? ¢/ NP-completo ¢

a4 Groshaus e Guedes (2021); P Cruz (2018);  ©Cruzetal. (2020); 9 Groshaus et al. (2022);
¢ Groshaus e Guedes (2020).

Tabela 3.1: Comparacdo de subclasses de grafos biclique.

A Tabela 3.1 descreve os resultados de caracterizagao e complexidade de reconheci-
mento das subclasses de grafos biclique dos estudos até entdo mencionados. Cada linha descreve,
respectivamente, a classe de um grafo G, a classe de KB(G) e a complexidade de reconhecimento
de KB(G). Em especial, a caracterizagio ainda conhecida para grafos biclique de grafos NSSG
€ seu algoritmo de reconhecimento.

3.2 CLASSES DE GRAFOS E SUAS INCLUSOES

A tese de Groshaus (2006) introduz os grafos biclique de forma andloga aos grafos
clique, que foram estudados por Hamelink (1968) j4 na forma de operador grafo clique K.
Entretanto, o problema de reconhecimento de grafos clique € descoberto ser NP-completo por
Alcén et al. (2009) décadas apds o interesse inicial na classe. Além de conter a classe dos
grafos biclique de grafos livres de K3, C5 € Cg — como mencionamos na Se¢do 3.1 —, a classe
dos grafos clique contém a classe de todos os grafos cujo seu conjunto de cliques maximais
respeitam a propriedade Helly, como provado por Hamelink (1968). Tais grafos sdo chamados
de clique-Helly e os trabalhos de Dragan (1989) e Szwarcfiter (1997) mostram que um grafo
¢ clique-Helly se, e somente se, todo subgrafo induzido por um tridngulo e todos os vértices
adjacentes a, pelo menos, dois vértices do tridngulo possui um vértice universal. Por vacuidade,
todo grafo livre de tridngulos é clique-Helly e, portanto, grafo clique.

Embora nao diretamente estudados neste trabalho, a classe dos grafos perfeitos contém
algumas classes de interesse como os grafos de comparabilidade — por Berge (1960) e também
derivado pelo Teorema de Mirsky (1971) — e os grafos de co-comparabilidade — pelo Teorema
de Dilworth (1950) e derivado pelo Teorema Fraco dos Grafos Perfeitos de Lovész (1972),
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que enuncia que todo complemento de um grafo perfeito também € perfeito. A classe dos
grafos perfeitos foi conjecturada por Berge (1961) ser equivalente a classe dos grafos livres
de buracos impares e seus complementos, isto €, que a classe dos grafos perfeitos € a classe
(C5+2n,m)—free. O trabalho de Chudnovsky et al. (2006) prova a conjectura, agora chamada
de Teorema Forte dos Grafos Perfeitos.

A classe dos grafos split € equivalente a classe dos grafos cordais N co-cordais — por
Foldes e Hammer (1976). Pelo Teorema Forte dos Grafos Perfeitos, podemos verificar que grafos
cordais sdo perfeitos! — resultado apresentado por Dirac (1961), que antecede o teorema — e,
portanto, que grafos split sao perfeitos.

Dushnik e Miller (1941) prova que a classe dos grafos de permutagdo equivale a classe
dos grafos de inclusido de intervalos e também a intersec¢do entre as classes dos grafos de
comparabilidade e dos grafos de co-comparabilidade.

A classe dos cografos € estudada independentemente por diferentes autores sob distintos
nomes. O trabalho de Sumner (1974) os estuda sob o nome de HD-graphs — hereditary Dacey
graphs (grafos hereditarios de Dacey) — e o trabalho de Jung (1978) os chamam de D*-graphs
(grafos D*). O trabalho de Corneil et al. (1981) mostra a equivaléncia entre a classe dos cografos
e a classe dos grafos livres de P4 e os trabalhos de Jung (1978) e Corneil et al. (1981) mostram que
todo cografo é um grafo de comparabilidade. Como a classe dos cografos é autocomplementar —
isto €, o complemento de um cografo também € um cografo —, vale que todo cografo também ¢é
um grafo de co-comparabilidade e, portanto, € um grafo de permutacao.

A classe dos grafos IIC-comparabilidade € introduzida pelo trabalho de Groshaus e Gue-
des (2021) para a caracterizacao da classe dos grafos de bicliques mutuamente inclusas de grafos
bipartidos. A dissertagdo de Glir (2022) aprofunda o estudo de grafos IIC-comparabilidade, suge-
rindo um algoritmo de reconhecimento da classe baseado em programacao linear inteira, embora
nao possua uma prova de corretude. A complexidade de reconhecimento, entretanto, € ainda um
problema em aberto. Por uma andlise do trabalho de Cruz et al. (2020) a luz dos resultados de
Groshaus e Guedes (2021), podemos afirmar que a classe dos grafos IIC-comparabilidade contém
a classe dos grafos drvores, que sio grafos de bicliques mutuamente inclusas de grafos rvores?.
Glir (2022) também mostra que a classe dos grafos IIC-comparabilidade ndo € hereditaria a
partir de uma demonstracdo de que todo C4 induzido em um grafo IIC-comparabilidade esta
contido em algum grafo W, induzido.

Um dos resultados classicos de Teoria dos Grafos € a equivaléncia entre a classe dos
grafos bipartidos e a classe dos grafos livres de ciclos impares. Como o tridngulo € um ciclo,
temos que a classe dos grafos bipartidos € subclasse dos grafos livres de triangulos. Também
temos que todos os grafos aciclicos — incluindo a classe dos grafos arvores — sdo grafos
bipartidos.

A classe dos grafos drvores contém a classe dos grafos caterpillar — onde o conjunto
dominante que induz um caminho garante a conectividade —, que — por sua vez — contém
a classe dos grafos caminhos. Por uma andlise similar ao caso dos grafos drvores, temos que
a classe dos grafos caminhos € a classe de grafos de bicliques mutuamente inclusas de grafos
caterpillar. Feuilloley e Habib (2021) mostram que a classe dos grafos caterpillar é equivalente

!Proibindo todo ciclo Cy, como subgrafo induzido proibe os buracos impares. O grafo Cs é isomorfo a Cs e,
logo, proibido pelos cordais. Todo ciclo com mais de cinco vértices possui um 2K; induzido, cujo o complemento é
isomorfo a C4. Logo, os cordais sdo (Csy,,Cs,,)—free.

2Toda biclique maximal de uma arvore é uma estrela e podemos, entdo, definir uma bijecio entre as bicliques
maximais de uma arvore e os vértices que ndo sao folhas. Se dois de tais vértices sdo vizinhos, entdo cada um
é folha na estrela induzida correspondente ao vizinho pela bijecdo, revelando a relagdo de inclusdo miitua entre
elas. O grafo KB,, de uma drvore — que nao seja um K, — &, portanto, a propria arvore com os vértices folhas
removidos.
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a classe dos grafos conexos® de intervalos aciclicos, que equivale a classe dos grafos 4rvores que
sdo de co-comparabilidade.

Bigrafos de intervalos sdo introduzidos por Harary et al. (1982) como anédlogos aos
grafos de intervalos. O trabalho também sugere uma caracterizacdo semelhante a de Lekkerkerker
e Boland (1962) da classe dos grafos de intervalos. Entretanto, a caracterizacao apresentada
por Harary et al. estd parcialmente correta como discutida brevemente na tese de Tennenhouse
(2010) que aponta que o trabalho de Miiller (1997) mostra que a caracterizagdo de Harary et al. é
insuficiente. O trabalho de Miiller também apresenta um algoritmo de reconhecimento da classe
com custo de tempo O (nm6(n +m)log n) — onde n e m correspondem ao nimero de vértices e
o numero de arestas do grafo respectivamente — baseado na constru¢ao de um modelo bipartido
de intervalos a partir de seus subgrafos de forma recursiva. Hell e Huang (2004) apresentam outra
caracterizacdo no contexto de ordenacao de vértices com a motivacdo de que seja encontrado um
algoritmo de reconhecimento mais eficiente. A partir dessa motivagcdo, Rafiey (2022) apresenta
um algoritmo com custo de tempo O (nm) que usa a estratégia de padrdes proibidos baseada na
ordenacdo de vértices descrita por Hell e Huang. Hell e Huang também provam que a classe dos
bigrafos de intervalos é a mesma que a classe dos grafos bipartidos cujos seus complementos
sdo grafos arco-circulares normais, isto €, grafos que admitem como modelo de intersec¢do um
conjunto de arcos em uma circunferéncia que ndo € coberta por dois de seus arcos.

Steiner (1996) prova que a classe dos bigrafos de intervalos proprios € equivalente
a classe dos bipartidos de permutacgdo, isto €, dos grafos de permutacdo que também sao
bipartidos. A classe dos bigrafos de intervalos unitdrios — que sdo grafos bipartidos que
admitem representacao por um modelo de intersec¢ao de intervalos de mesmo comprimento —
¢é provada por Sen e Sanyal (1994) e por West (1998) ser equivalente a classe dos bigrafos de
intervalos proprios. Hell e Huang (2004) enunciam a equivaléncia entre bigrafos de intervalos
proprios, bipartidos de permutacao, bipartido N co-comparabilidade e complementos de arcos-
circulares proprios — que correspondem aos grafos que admitem como modelo de intersec¢ao
um conjunto de arcos em uma circunferéncia onde nenhum arco contém outro. Como os grafos
caterpillar sdo bipartidos e de co-comparabilidade, vale que a classe dos bigrafos de intervalos
préprios contém a classe dos grafos caterpillar.

A classe dos bigrafos de inclus@o de intervalos € mostrada ser equivalente, por Saha
et al. (2014), a classe dos bigrafos que admitem um modelo de permutacdo de vértices definida
como a classe dos bigrafos de permutacdo que, apesar do nome, € uma classe distinta da classe
dos bipartidos de permutac@o. A partir de restri¢des de tais modelos de permutacao, o trabalho
também prova que todo bigrafo de intervalos é um bigrafo de inclusdo de intervalos. Entretanto,
ainda é uma questio em aberto se existe uma equivaléncia entre as duas classes. O trabalho de
Hell e Huang (2004) também mostra que a classe dos bigrafos de inclus@o de intervalos equivale
a classe dos grafos bipartidos que sao complementos dos grafos arco-circulares — grafos que
admitem como modelo de intersecdo um conjunto de arcos em uma circunferéncia. Hell et al.
(2020) mostram que a classe € subclasse dos bipartidos cordais.

A Figura 3.2 descreve as relagdes de inclusdo entre algumas classes até entdo menciona-
das. Vale notar que, se uma classe de grafos C; estd contida em uma classe €, entdo a subclasse
de grafos biclique KB(C}) estd contida em KB(C3).

3Feuilloley e Habib (2021) definem os grafos caterpillar como uma unido disjunta de drvores com conjuntos
dominantes que induzem caminhos. Neste trabalho, acrescentamos que grafos caterpillar sdo conexos.
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3.3 BICLIQUES EM GRAFOS

A definicdo de biclique varia entre diferentes trabalhos. Os trabalhos de Alexe et al.
(2004), Liu et al. (2006) e Eppstein (1994), por exemplo, as associam com subgrafos bipartidos
completos ndo necessariamente induzidos. Os trabalhos de Prisner (2000) e Dias et al. (2007) as
associam com subgrafos bipartidos completos induzidos, embora reservem o termo apenas para
as bicliques maximais.

Enquanto alguns trabalhos que abordam grafos bipartidos as associam com subgrafos
bipartidos completos induzidos — dado que todo subgrafo bipartido completo € induzido em
grafos bipartidos —, ainda existe distin¢do no conceito de maximalidade, como o trabalho de
Zhang et al. (2014) que permite que a maximalidade seja medida tanto pelo nimero de vértices
quanto pelo nimero de arestas. O trabalho de Li et al. (2023), entretanto, reserva o conceito de
biclique mdxima como aquela que induz o maior nimero de arestas — embora também apresente
o conceito de biclique com o maior nimero de vértices como uma variacao.

Para esta se¢do — assim como em toda tese —, definimos biclique como o subconjunto
de vértices que induz um bipartido completo e sua maximalidade pela propriedade de ndo estar
propriamente contida em outra biclique, como descrevemos no Capitulo 2. Por questdo de
claridade, discutimos as seguintes referéncias aproximando suas defini¢cdes de biclique para os
conceitos matematicos definidos neste trabalho.

Dawande et al. (2001) apresentam variagcdes do problema da biclique maxima e mostram
que encontrar a biclique com o maior nimero de vértices € polinomial para grafos bipartidos.
Entretanto, Peeters (2003) mostra que decidir se existe uma biclique que induz um subgrafo com,
pelo menos, um certo nimero de arestas € NP-completo em grafos bipartidos. Dias et al. (2007)
provam que, dado um subconjunto de vértices S, decidir se existe uma biclique maximal onde
uma de suas partes equivale a S € NP-completo. Em busca de métodos alternativos para contornar
as restri¢oes de implementacdes de solugdes cldssicas no ponto de vista de sustentabilidade, Li
et al. (2023) propdem um algoritmo quantico para encontrar a biclique que induz um subgrafo
com o maior nimero de arestas em grafos bipartidos.

Prisner (2000) encontra um limitante superior de (1.618034" + 0 (1))n” para o niimero
de bicliques maximais em um grafo de n vértices e um de 2"/ para grafos bipartidos. Gaspers

et al. (2012) melhoram o limitante de bicliques maximais em grafos quaisquer para © (3"/ 3) .0

trabalho de Kuznetsov (2001) mostra que o problema de contagem de bicliques maximais em
grafos bipartidos é #P-completo.

A partir dos resultados de Miiller (1997), Prisner (2000) também prova um limitante
superior de (|X|- |Y|)? bicliques maximais em bigrafos de intervalos com particdo (X,Y), além
de um limitante polinomial para generalizagdes bipartidas dos bigrafos de intervalos. O trabalho
de Albano e do Lago (2014) apresenta limitantes para o nimero de bicliques maximais em grafos
bipartidos a partir de um parametro chamado de convexidade e mostra que calcular tal parametro
¢ um problema NP-dificil.

O trabalho de Ikeda (2018) propde um algoritmo de custo de tempo total polinomial
de enumeracdo de bicliques maximais de bigrafos de intervalos a partir de seus modelos de
intervalos.

O trabalho de Kloks e Kratsch (1995) apresenta um algoritmo de enumeracao
de bicliques maximais de um grafo bipartido cordal de n vértices e m arestas de custo
O (min(mlogn,n?)).

Alexe et al. (2004) descrevem um algoritmo de enumeracdo de subgrafos bipartidos
completos — nao necessariamente induzidos — similar ao método do consenso em légica
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proposicional. Para um grafo de n vértices e B subgrafos bipartidos completos maximais, 0
algoritmo possui custo de tempo O (n3B).

O trabalho de Liu et al. (2006) apresenta um algoritmo para a enumeracdo de subgrafos
bipartidos completos baseado na técnica de divisdo-e-conquista e cortes do espaco de busca.
Para um grafo de n vértices e B subgrafos bipartidos completos maximais, o algoritmo possui
custo de tempo O (nZB).

Eppstein (1994) propde um algoritmo com custo de tempo O (a322“n) para a enume-
racdo de subgrafos bipartidos completos maximais de um grafo de n vértices e arboricidade a.
Eppstein também prova que, em qualquer grafo de arboricidade a, existem até 2%“n subgrafos
bipartidos completos maximais.

Makino e Uno (2004) propdem trés algoritmos para a enumeracao de bicliques maximais
de um grafo bipartido G de entrada com n vértices e m arestas. O primeiro com custo de tempo
O (M(n)) por biclique maximal — onde M (n) descreve o custo de tempo para a multiplicagdo de
duas matrizes n X n — e custo de espaco O (nz) O segundo possui custo de tempo de O (A3G)
por biclique maximal e custo de espaco O (n+m). O terceiro possui custo de tempo O (AZG) por
biclique maximal e custo de espago O (n+m+ Ag|Bg|).

Dias et al. (2007) apresentam um algoritmo de enumeracao de bicliques maximais em
um grafo bipartido de n vértices e m arestas com custo de tempo O (nm) para cada biclique
maximal e custo de espaco O (n+m). O trabalho também apresenta duas classes onde o custo
de tempo por biclique maximal é O (nz) e O (n) respectivamente.

Gély et al. (2009) apresentam algoritmos de enumeragdo de bicliques quaisquer de um
grafo G de n vértices e m arestas para o caso geral e para quando G for um grafo bipartido. O
custo de tempo do caso geral é O (nm) por biclique maximal e o custo de tempo quando G é
bipartido € O (nz) por biclique maximal além de custo de espago polinomial.

Motivados pela andlise de dados em escala gendmica, o trabalho de Zhang et al. (2014)
propde um algoritmo de enumeragdo de bicliques que sdo maximais tanto em vértices quanto
em arestas do subgrafo induzido de um grafo bipartido. Tal algoritmo se baseia no uso de
propriedades estruturais de grafos bipartidos para cortes do espago de busca e possui custo de
tempo O (AZn?) para cada uma de tais bicliques e custo de espago O (min(Ag,n)m) para um
grafo bipartido G de n vértices e m arestas.

Hermelin e Manoussakis (2021) apresentam um algoritmo de custo de tempo O <n3”/ 3)

para a enumeracao de bicliques maximais em grafos quaisquer. O trabalho encontra também
limitantes mais precisos de bicliques maximais para certas classes de grafos.
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4 GRAFOS BICLIQUE DE BIPARTIDOS

Pela natureza bipartida das bicliques, um caminho natural para o estudo de grafos
biclique € pelas diferentes subclasses de grafos biclique de grafos bipartidos. Neste trabalho,
abordamos os grafos biclique de bigrafos de intervalos e bigrafos de inclusdo de intervalos como
uma continua¢ao do estudo iniciado pela dissertacdo de Cruz (2018). Ambas as classes s@ao
definidas sobre biparticdes de modelos de intervalos da reta real e usamos propriedades de tais
modelos para derivar caracteristicas das bicliques maximais dos grafos das respectivas classes.

As propriedades de interesses entre os intervalos sdo, portanto, interseccao e inclusdo.
Os bigrafos de intervalos e bigrafos de inclusdo de intervalos permitem multiplos modelos de
intervalos que satisfazem as respectivas relagdes de intersec¢ao e inclusdao que os descrevem.
Contudo, podemos restringir os modelos de intervalos para derivarmos propriedades dos grafos
e suas bicliques com a seguinte convengao.

Convencao. Consideramos, em todo modelo de intervalos, que dois intervalos distintos ndo
compartilham algum extremo de intervalo. Isto é, o extremo de todo intervalo é tinico em um
modelo de intervalos.

Vale notar que podemos derivar um modelo de intervalos com extremos nao coincidentes
a partir de um modelo de intervalos qualquer por uma ordena¢ao dos extremos que mantém a
ordem de extremos nao coincidentes. Para preservar interseccao, basta garantir para todo par de
intervalos considerados intersectantes que todo ponto minimo do primeiro intervalos preceda o
ponto maximo do segundo intervalo e que o ponto méximo do primeiro intervalo suceda o ponto
minimo do segundo intervalo. Para preservar inclusio, basta garantir para todo par de intervalos
que compartilham alguma relagcdo de inclusdo que a ordem dos pontos minimos do primeiro e
segundo intervalos seja a reversa da ordem dos seus pontos maximos.

Na Secdo 4.1, provamos que grafos KB,, de bigrafos de inclusao de intervalos sdo grafos
comparabilidade M co-comparabilidade a partir das propriedades de conjuntos de intervalos que
correspondem as bicliques maximais do grafo. Tais propriedades levam a existéncia tanto de
uma ordem parcial estrita sobre bicliques maximais de um bigrafo de inclusao de intervalos
onde comparabilidade equivale a inclusdo mitua quanto a uma ordem parcial estrita onde
comparabilidade equivale a ndo-inclusdao mutua.

Na Secdo 4.2, mostramos que todo grafo de inclusdo de intervalos € subgrafo induzido
do grafo KB,, de algum bigrafo de intervalos. Usamos uma constru¢do de um modelo de
intervalos que admite uma biparticdo onde as bicliques maximais do bigrafo de intervalos
correspondente s3o mutuamente inclusas se, e somente se, intervalos correspondentes as bicliques
maximais compartilham a relacdo de inclusao.

Outra propriedade de interesse sdo as triplas bi-asteroidais em grafos bipartidos, intro-
duzidas por Harary et al. (1982) na tentativa de caracterizacao de bigrafos de intervalos. Na
Secdo 4.3, mostramos que se um grafo bipartido possui uma tripla bi-asteroidal, entdo seu grafo
KB,, possui uma tripla asteroidal.

Na Secdo 4.4, relacionamos trés tipos de intersec¢ao entre bicliques maximais em
grafos bipartidos com subgrafos induzidos. Mais especificamente, mostramos que: bicliques
maximais sdo mutuamente inclusas se, e somente se, o grafo contém P4 como subgrafo induzido;
se bicliques maximais possuem interseccao sem compartilhar arestas, entdo o grafo contém Ps
como subgrafo induzido e; bicliques maximais possuem intersec¢ao nao-mutuamente inclusa
por arestas se, e somente se, o grafo contém o grafo dominé como subgrafo induzido.
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4.1 BIGRAFOS DE INCLUSAO DE INTERVALOS

Nesta Secdo, mostramos que todo grafo de bicliques mutuamente inclusas de bigrafos de
inclusdo de intervalos sao grafos de comparabilidade e grafos de co-comparabilidade. Mostramos
que o conjunto de bicliques maximais de todo bigrafo de inclusdo de intervalos admite uma ordem
parcial estrita onde bicliques maximais sdo comparaveis se, € somente se, se Sio mutuamente
inclusas. Também mostramos que existe uma ordem parcial estrita onde as bicliques maximais
sd0 compardveis se, e somente se, nao sdo mutuamente inclusas.

Para a descrigdo de tais ordens parciais, apresentamos as seguintes defini¢des.

Definiciio 4.1.1. Seja um intervalo i da reta real. Denotamos por (i) o menor ponto de i e, por
r(i), o maior ponto de i e chamamos, respectivamente, de extremo esquerdo e extremo direito de
L.

Figura 4.1: Intervalos da reta real e seus respectivos extremos esquerdo e direito.

A Figura 4.1 descreve os intervalos a e b da reta real, os extremos esquerdo (a) e [(D)
e os extremos direito r(a) e r(b). No exemplo, vale a ordem [(a) < [(b) < r(a) < r(b) entre os
extremos dos intervalos.

Definicao 4.1.2. Seja (X,Y) a particdo de um modelo de intervalos M e o subconjunto de
S CU(M). Denotamos os seguintes pontos:

x (S) | menor extremo esquerdo dos intervalos de SNX | min{/(i) | Vi€ SNX}
ﬁ( ) | maior extremo esquerdo dos intervalos de SNX | max{l(i) | Vie SNX}
7 (S) | menor extremo direito dos intervalos de SN X min{r(i) |Vie SNX}
% (S) | maior extremo direito dos intervalos de SN X max{r(i) | Vie SNX}
ﬁ(s) menor extremo esquerdo dos intervalos de SNY | min{l(i) |Vi€ SNY}
E)( ) | maior extremo esquerdo dos intervalos de SNY | max{l(i) | Vie SNY}
v (S) | menor extremo direito dos intervalos de SNY min{r(i) | Vie SNY}
77 (S) | maior extremo direito dos intervalos de SNY max{r(i) |Vie SNY}

A Figura 4.2 descreve uma biparti¢do (X,Y) de um conjunto S = {a,b,c} de intervalos
dareta real e os menores e maiores extremos esquerdo e direito de SNX = {a} e de S NY ={b,c}.
No exemplo, vale a ordem de extremos de intervalos /() < [(a l< r(b < r(a) <r(c).
Temos que Ix (S) = Ix (S) = (a), que 7% (S) = 72 (S) = r(a), que Iy (S l(b) que Iy (S) =1I(c),
que 7y (S) = r(b) e que 77 (S) = r(c). Como a é o tinico intervalo em SﬂX, temos que Ix ()
coincide com Iy (S) e que #x () coincide com 7% (S).

Quando o subconjunto de intervalos do modelo bipartido € uma biclique do bigrafo
de inclusdo de intervalos correspondente, podemos derivar as propriedades enunciadas pelas
seguintes proposicgoes.
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Figura 4.2: Biparti¢do (X,Y) de um modelo de intervalos e os menores a maiores extremos esquerdo e direito de
SNXeSNY.

Proposicao 4.1.1. Sejam G um bigrafo de inclusdo de um modelo de intervalos com parti¢do
(X,Y) e B uma biclique qualquer de G. Vale que

Iy (B) < ly (B) < 7/ (B) < #(B).

Prova. Para todo intervalo y € BNY e todo intervalo x € B ﬂX temos que y estd contido em x,
isto é, que I(x) < I(y) e que r(y) < r(x). Logo, temos que lX ) < T )< (B) <y (B). O

Proposicao 4.1.2. Sejam G um bigrafo de inclusdo de um modelo de intervalos com parti¢do
(X,Y) e B uma biclique qualquer de G. Se existe algum intervalo y € Y tal que

(e (B) <109) A (1) < ().
entdo BU{y} é biclique de G.

%
Prova. Pela Proposigio 4.1.1, temos que Ix (B) < #x(B). Como [(y) < r(y), temos que y esté
contido em todos os intervalos de BN X, isto &, que

%
Ix (B) < 1(y) < r(y) < ’x(B).
Portanto, vale que BU {y} é biclique de G. O

Proposicao 4.1.3. Sejam G um bigrafo de inclusdo de um modelo de intervalos com parti¢do
(X,Y) e B uma biclique qualquer. Se existe algum intervalo x € X tal que

(100 < K@) A (Fx(B) < ().
entdo BU{x} é biclique de G.
Prova. Pela Proposigao 4.1.1, temos que E;(B) < ?y(B) < 77 (B) < x(B). Entio, temos que
) < T ) <7 (B) < r(x).

Logo, temos que y esta contido em x, para todo intervalo y € BNY. Portanto, vale que
BU{x} é biclique de G. O
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Podemos, portanto, enunciar o seguinte teorema sobre inclusdo mutua entre bicliques
maximais em bigrafos de inclusdo de intervalos.

Teorema 4.1.4. Sejam G um bigrafo de inclusdo de um modelo de intervalos com parti¢cdo
(X,Y) e By e By bicliques maximais de G. Vale que

(5 (B2) < e (B1)) A (Fx(B1) < Fx(Ba)) = BanX < BiNX.

Prova. =) Para todo intervalo x € B, N X, temos que
_>
(l(x) < Iy (Bl)> A (?}(31) < r(x)>.

— —
Pela Proposigdo 4.1.3, temos que By N{x} é biclique de G. Como Ix (B U{x}) = Ix (B;)
e Fx (B U{x}) = #x(B}), temos que B; U (B, N X) é biclique de G. Como B; é maximal, temos
que B,NX C B1NX. Como B; e B, sdo distintas, temos que

— —
<ZX (By) < Iy (Bl)) A (?X(Bl) < <r}(B2)> — B,NX C BINX.
<) Vamos provar que

(E?(Bl) < K(gz)) v (mBz) < <r;(Bl)) — BNY ¢ BNY.

Considere &)(Bl) < E;(BQ). Seja o intervalo x € B, tal que [(x) = E()(Bz). Como
(B1) < I(x), temos que x ndo pertence a B;. Como B; é maximal, existe algum intervalo
y € B NY que ndo estd contido em x. Logo, temos que y ¢ B,.
Portanto, temos que

I

— —
lx(Bl) < lx(BQ) — B NY ,@_BQQY.

De maneira andloga, temos que
7 (By) < 7x(B1) = B1NY € B,NY.
Como B; e B, sdo distintas, temos — para ambos 0s casos — que
BiNY ¢ B,NY.
Portanto, temos que
(5 (B1) < I (B2) ) v (Fx(B2) < F(B1)) = BINY £ BarY.
Por contrapositiva, temos que

N
BiNYCBNY — (lX

_>
(B2) < Ix (B)) A (Fx(B1) < Fx(B)).
Pelo Teorema 3.1.1, temos que

BoNXCB NX < BiNY CBNY.
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E, portanto, que

%
Ix

BNX CBINX = (Ix(B1) < K(Bz)) v (% (B2) < X (B1)).

]

Considere o bigrafo de inclusdo G de um modelo de intervalos com parti¢ao (X,Y) e as
relagdes R, R.o C B x B definidas, para bicliques maximais distintas By e B, de G, como

Ix

(B1,B>) € R <= (Ix (B2) < Ix (B1)) A (X (B1) < Fx(B2) )

I (B) < I (B2) A (Fx (B) < Fx (B2)).

(BI,BZ) ERCO < (

Enunciamos, entdo, o seguinte lema.
Lema 4.1.5. As relacoes R e R, sdo ordens parciais estritas.

Prova. Como as relacdes R e R, sdo definidas sobre bicliques maximais distintas, temos — por
defini¢do — que R e R, sdo irreflexivas.

Considere as bicliques maximais distintas By ¢ B, de G. Como (By,B;) € R e
(B2,B1) € R implica que B = By, temos que os pares ordenados (By,B;) e (Ba,B;) ndo per-
tencem simultaneamente a R. Também temos que (Bj,B) e (B,,B1) ndo pertencem simulta-

— —
lx(Bz) < Iy (Bl)> e
<<r}(Bl) < g(&)) A (?&(Bz) < K(BQ) . Logo, temos que as relagdes R e R, sd0 assimétricas.

Considere a biclique maximal B3 distinta de B e B;. Se os pares ordenados (By,B;) e
(B2, B3) pertencem a R, entdio temos que

.. .. . —
neamente a R.,, pois implicaria as contradi¢cdes ( Ix(By) < Ix (Bz)) A <

(i (Bs) < 1 (B2) < X (B1)) A (R (B1) < 7 (B2) < F(By)).

Logo, temos que (Bj,B3) pertence a R. De maneira andloga, se os pares ordenados
(B1,B») e (B,,B3) pertencem a R.,, entdo temos que (B, B3) pertence a R.,. Portanto, temos
que as relagdes R e R, sdo transitivas.

Como R e R, sao irreflexivas, assimétricas e transitivas, temos que R € R, sdo ordens
parciais estritas. L

Podemos, entdo, enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.1.6. Sejam G um bigrafo de inclusdo de um modelo de intervalos com particdo
(X,Y) e By e By duas bicliques maximais distintas de G. Vale que B e By ndo sdo compardveis
em R se, e somente se, sdo compardveis em R, isto é, que

(BI,BQ) ¢ RA (Bz,Bl) §é R — (BI,BQ) € RV (Bz,B]) € R..

Prova. Considere os predicados P, e P definidos, para as bicliques maximais distintas By e By
de G, como

Pl(Bl,Bz) <~ (lX(Bl) <

X
PB1,By) = (Fx(B1) < Fx(B)).
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Pela definicdo de R, temos que
— —
(B1.B2) € R <= (Ix (B2) < ¢ (B1) ) A (P (B1) < Fx (B2) )
< P(B2,B1) \P:(B1,B2).
Logo, temos que
— —
(B1,B2) ¢ R = (I (B1) < Iy (B2) ) v (Fx(Ba) < Fx (1))
< ﬁP[(Bz,Bl)\/—!Pr(Bl,Bz).
Se B e B, ndo sdo compardveis em R, temos — por distribui¢io — que
(Bl,Bz) g_ﬁ RA (Bz,Bl) §7_f R
<_‘Pl By, B1)V P, (31,32)> <_‘Pl(BlaB2>v_‘Pr(BZaBl)>
= (~PB2,B1) A~RI(B1,B2) ) V (<P(B2, Bi) AP, (B, B))
\/<_‘Pr(BlaBZ) /\_‘PI(BI;BZ)) A (ﬁPr(Bl,Bz) /\_'Pr(BZaBl))‘

Pelas defini¢des de P; e P,, temos as contradi¢des

—P/(B1,B2) N=Pi(B2,B1) <= (g(Bz) < K(Bﬂ) A (

X X
P (B1,B2) AP(Bo,Br) <= (Fx(B1) < Fx(B2)) A (Fx(B2) < Fx(B)).
Logo, temos que

(B1,B2) € RA(B2,B1) ¢ R
— (ﬂ),(Bz,Bl) /\ﬂP,(Bz,Bl)> v <ﬁPl(Bl,Bz) /\ﬂP,(Bl,Bz)).

Pela defini¢cdo de R.,, temos que

(Bl,Bz) € Ry — (E;(Bl) < Q(B@) A\ (H(Bl) < ?X(Bz))
<~ ﬁP](BQ,Bl)/\—'Pr(Bz,Bl).

Temos, entdo, que

(Bl,Bz) ¢R/\<BZ,BI) ¢R
— (ﬁPl(BzaBl) /\_‘Pr(327Bl)> Vv <_‘Pr(BlaBZ) /\—'Pr(Bl,Bz)>
<:>> (BI’BZ) E Rco\/ (BZ,BI) eRco.

]

Enunciamos a seguinte propriedades de grafos de bicliques mutuamente inclusas de
bigrafos de inclusdo de intervalos.

Teorema 4.1.7. Seja G um bigrafo de inclusdo de um modelo de intervalos com particdo (X,Y).
Vale que KB,,(G) é comparabilidade N co-comparabilidade.
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Prova. Considere as relagdes R, R.o C B x B definidas, para as bicliques maximais distintas
B e By de G, como

(B1,B2) € R <= (Ix (B2) < Ix (B1)) A (Fx (B1) < Fx(B2)
(B1,B2) € Reo = (Ix (B1) < Ix (B2) ) A (5 (B1) < F(B2)).

Pelo Lema 4.1.5, temos que R e R, sdo ordens parciais estritas. Pelos Teoremas 4.1.4
e 3.1.1, temos que duas bicliques maximais distintas By e By de G sdo compardveis em R
se, e somente se, sd0 mutuamente inclusas. Logo, temos que o grafo KB,,(G) é um grafo
de comparabilidade. Pelo Teorema 4.1.6, temos que duas bicliques maximais distintas By
e By de G sdo comparaveis em R., se, € somente se, ndo sdo mutuamente inclusas, isto &,

que o complemento KB,,(G) é grafo de comparabilidade. Portanto, temos que KB,,(G) é
comparabilidade N co-comparabilidade. [

Vale lembrar que a classe comparabilidade N co-comparabilidade € equivalente a classe
dos grafos de permutacdo. Portanto, temos que a classe dos grafos KB,,, dos bigrafos de inclusdao
de intervalos € subclasse da classe dos grafos de permutagdo. Pelo Teorema 3.1.3, vale que
os grafos biclique dos bigrafos de inclusdo de intervalos sdo grafos quadrados dos grafos de
permutacdo. Como bigrafos de inclus@o de intervalos sdo bipartidos cordais e, portanto, livres de
K3, Cs e Cg, temos — pelo resultado de Groshaus e Guedes (2020) — que seus grafos biclique
também sdo grafos clique. O artigo de Damaschke (1992) demonstra que grafos quadrados de
grafos de co-comparabilidade também sdo grafos de co-comparabilidade livres de K 4 € K> 3.
Podemos, entdo, enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 4.1.8. Seja BIC a classe dos bigrafos de inclusdo de intervalos. Vale que

KB(BIC) C (permutagéo)? N grafos clique C co-comparabilidade N (K, 4, K> 3)~free.

Como os bigrafos de inclusdo de intervalos sdo grafos bipartidos, temos — pelo Te-
orema 3.1.2 de Groshaus e Guedes (2021) — que seus grafos KB,, sdo IIC-comparabilidade.
Também sabemos que a classe de grafos IIC-comparabilidade ndao € uma classe hereditaria, o
que nos leva a seguinte proposta de classe de grafos para isolar a caracteristica ndo-hereditaria
dos grafos IIC-comparabilidade.

Proposta 4.1.3. Seja F a familia de subgrafos proibidos pelos grafos 11C-comparabilidade.
Denotamos por NHC-1IC (Non-Hereditary Characteristic of IIC-comparability) a classe de
grafos ndo-hereditdria — isto é, ndo definida sob subgrafos proibidos — que satisfaz

IIC -comparabilidade = F—free " NHC-IIC.

Apresentamos a classe NHC-IIC em uma categoria distinta de defini¢des por ndo ser
uma definicdo precisa. A possibilidade de que existam multiplas classes que satisfazem a equiva-
Iéncia torna a descri¢do vaga quando usada fora do contexto de grafos IIC-comparabilidade.

A Figura 4.3 descreve as interseccoes entre as classes dos grafos de comparabilidade,
dos grafos de co-comparabilidade e a classe proposta NHC-IIC, composta pelos grafos que
possuem a propriedade ndo-hereditaria dos grafos IIC-comparabilidade. Os grafos KB,, de
grafos bipartidos s@o a interseccao entre a classe dos grafos de comparabilidade e a classe
NHC-IIC, enquanto os grafos de permutacio sdo grafos comparabilidade N co-comparabilidade.
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[NHC-1IC]

N
KB, (bipartido) .

KB,,(BIC)

-

’ comparabilidade ‘

N

’ co-comparabilidade

Figura 4.3: Diagrama de intersec¢do de classes de grafos.

Como demonstrado pelo Teorema 4.1.7, grafos KB, de bigrafos de inclusdo de intervalos —
descrito como KB,,(BIC) na figura — sdo grafos de comparabilidade N co-comparabilidade.
Como os bigrafos de inclusio de intervalos sdo bipartidos, a classe KB,,(BIC) também estd
contida em NHC-IIC. Porém, saber se KB,,(BIC) equivale a intersec¢do entre as trés classes é
uma questdo ainda em aberto.

4.2 BIGRAFOS DE INTERVALOS

Nesta Se¢do, mostramos que todo grafo de inclusdo de intervalos — isto €, todo grafo
de permutacdo — € subgrafo induzido do grafo de bicliques mutuamente inclusas de algum
bigrafo de intervalos. Para a prova, construimos um modelo de intervalos bipartido M’ a partir
de um modelo de intervalos qualquer M. Mostramos que todo intervalo de M possui uma
biclique maximal correspondente no bigrafo de intervalos do modelo M’ e que dois intervalos de
M possuem relacao de inclusdo se, e somente se, as bicliques maximais correspondentes sao
mutuamente inclusas entre si. Como consequéncia, o grafo de inclus@o de intervalos do modelo
M é isomorfo a algum subgrafo induzido do bigrafo de intervalos de M’.

Considere, portanto, as seguintes proposicoes.

Proposicao 4.2.1. Sejam G um bigrafo de interseccdo de um modelo de intervalos com parti¢do
(X,Y) e B uma biclique qualquer de G. Vale que

() <F®) A (I B) < Fx(B)).

%
Prova. Sﬂam os intervalos x € BNX e y € BNY tais que [(x) = Ix (B) e r(y) = y(B). Se

¥y (B) < Ix (B), temos que r(y) < [(x) e, portanto, que os intervalos x e y ndo possuem interseccio.
Logo, vale que

Ix (B) < 7 (B).

De maneira andloga, vale que

ly (B) < #x(B).
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Proposicao 4.2.2. Sejam G um bigrafo de interseccdo de um modelo de intervalos com parti¢do
(X,Y) e B uma biclique qualquer de G. Se existe algum intervalo 'y € Y tal que

(1) < ®) A (

entdo BU{y} é biclique de G.

%
Ix

(B) <r(»).

%
Prova. Para todo intervalo x € BN X, temos que [(y) < ix(B) < r(x) e que I(x) < Ix (B) < r(y)
e, portanto, que /(y) < r(x) e que /(x) < r(y). Logo, vale que y intersecta todos os intervalos de
BN X. Portanto, temos que BU {y} é biclique de G. O

Proposicao 4.2.3. Sejam G um bigrafo de interseccdo de um modelo de intervalos com parti¢do
(X,Y) e B uma biclique qualquer de G. Se existe algum intervalo x € X tal que

%
(l(x) < I (B)) A (%}(3) < r(x)),
entdo BU{x} é biclique de G.
Prova. Pela Proposi¢do 4.2.1, temos que

() < B ®) A (I B) < F(B)).

— —
Logo, temos que [(x) < Ix (B) < ¥y (B) e que ly (B) < ix(B) < r(x). Pela Proposi-
¢d0 4.2.2, temos que BU {x} é biclique de G. O

Podemos, entdo, enunciar os seguintes teoremas.

Teorema 4.2.4. Sejam G um bigrafo de interseccdo de um modelo de intervalos com particdo
(X,Y) e By e By duas bicliques maximais de G. Vale que

(5 (B2) < T (B)) A (Fe(B1) < Fx(B)) = BanX CBINX.

Prova. Para todo intervalo x € B;, vale que
(160) < 1 (B2) < 1 (B)) A (F(B1) < T (B2) < r(v))
= (1) <1 (B) A (F(B1) < 7))
Pela Proposicao 4.2.3, temos que B; U (B, NX) é biclique de G. Logo, temos que
BoNXCBINX.
Como Bj e B; sdo distintas, temos que

B,NX CB NX.
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Teorema 4.2.5. Sejam G um bigrafo de intersec¢do de um modelo de intervalos com partigcdo
(X,Y) e By e By duas bicliques maximais de G. Vale que

%
Ix

B,NY CBINY — ( (Bz)SK(BI))A@(BI)gfr;(Bz)).

Prova. Vamos provar a contrapositiva, ou seja, que
— — — o~
(K (B) < I (B2)) v (Fx(B2) < (B1)) = BINY ¢ Banbs.

Considere K(Bl) < E()(Bz). Seja o intervalo x € B, NX tal que /(x) = K(Bz). Como
(By) < Eg(Bz), temos que x ¢ Bj.

Como B; é maximal, existe algum intervalo y € B} NY que ndo intersecta x e, portanto,
que também ndo pertence a B,. Logo, temos que

%
Ix

(E?(Bl) < E;(Bz)) — BINY ¢ BNY.
De maneira andloga,
(?}(32) < §§(31)> — B/NY ¢ BNY.
Logo, temos que
(E;(BO < E;(Bz)) Vv (g(Bz) < H(BQ) — BiNY ¢ BNY.
Pela contrapositiva, temos que

%
Ix

BINY CBNY = ( (Bz)gEﬁ(BQ)A(%(B])g(r}(BZ)).

]

Teorema 4.2.6. Sejam G um bigrafo de interseccdo de um modelo de intervalos com particdo
(X,Y) e By e By duas bicliques maximais de G. Vale que

(E;(Bz) < @(BQ) A (%}(31) < %(32)) = ByNX C B NX.

Prova. Pelo Teorema 4.2.4, temos que
I 7 — —
(lx (By) < Ix (Bl)) N (l’x(Bl) < rx(32)> — ByNX C B NX.
Pelo Teorema 3.1.1, temos que
BoNX CBNX < B NY CB,NY.
Pelo Teorema 4.2.5, temos que

%
Ix

BINY CBNY — ( (Bz)g§(31)>A(<§(31)g<&(32)).
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Logo, temos que

%
Ix

(5 (B2) < 7x(B1)) A (F(B1) < I (Ba)) <= BanX CBiNX.

Considere a seguinte defini¢do.

Definicao 4.2.1. Sejam o modelo de intervalos M e o conjunto de extremos de intervalos
S={1(i),r(i) | Vie UM)}. Para cada i € U(M), considere um intervalo l; da reta real cuja
a intersec¢do com S contém apenas o extremo de intervalo (i) e um intervalo r; da reta real
cuja a intersecg¢do com S contém apenas o extremo de intervalo r(i). Isto é, definimos, para todo
i € U(M), os intervalos l; e r; da reta real tais que

NS = {1(i)},
rNS = {r(i)}.

Vale mencionar que, para todo intervalo i do modelo de intervalos M, o intervalo /;
pode ser qualquer intervalo que contenha apenas /(i) de todos os extremos de intervalos de M.
Da mesma forma, o intervalo r; pode ser qualquer intervalo que contenha apenas r(i) de todos os
extremos de intervalos de M. Podemos, portanto, descrever a seguinte construcao de um modelo
de intervalos M bipartido a partir de um modelo de intervalos M qualquer.

Construcao 4.2.2. Seja M um modelo de intervalos qualquer. Construimos o modelo de
intervalos M bipartirdo em (X,Y) tal que

X=UM),
Y = {ll‘,r,‘ ’ Vie U(M)}
Isto é, construimos um modelo de intervalos M’ a partir de M onde M’ contém todos

os intervalos de M e os intervalos /; e r; de todo intervalo i € U(M). O modelo de intervalos M’
€ bipartido entre os intervalos de M em uma parte X e os intervalos /; € r; em uma parte Y.

(a) (b)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

S

Figura 4.4: Modelo de intervalos M (a) e a parti¢do (X,Y) = (M, {l;,r; | Vi € UM)}) do modelo de intervalos
M =XUY (b).

A Figura 4.4 descreve um modelo de intervalos M com o conjunto de unidades U (M) =
{a,b,c} (a) e aparti¢do (X,Y) = (U(M),{l;,r; | Vi € U(M)}) do modelo de intervalos M’ com
o conjunto de unidades U(M') = X UY (b). O conjunto de intervalos U (M) possui a ordem
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de extremos de intervalos /(a) < I(b) < r(b) <I(c) < r(c) < r(a) e o conjunto de intervalos
{li,ri | Vi € U(M)} possui a ordem de extremos de intervalos [(l,) < r(l;) < 1(ly) < r(lp) <
Urp) <r(rp) <I(le) <r(le) <I(re) <r(re) <I(rq) < r(ry). Como definido, o tinico extremo de
intervalo de M que o intervalo /; inclui € /(i) e o tnico extremo de intervalo de M que o intervalo
ri inclui é r(i), para todo intervalo i € U(M).

Considere a seguinte notagdo para as bicliques maximais do bigrafo de intervalos sobre
o modelo de intervalos construido.

Definicio 4.2.3. Sejam M um modelo de intervalos, (X,Y) a particao (M, {l;,r; | Vi € UM)})
e G o bigrafo de intersecg¢do do modelo de intervalos M' = X UY com particdao (X,Y). Para
todo intervalo i € U(M), denotamos por B; a biclique maximal de G que possui os intervalos i,
li e rj, isto é, que

{i,li,ri} g B,‘.

Com tal defini¢ao, descrevemos a correspondéncia entre todo intervalo i do modelo
de intervalos M 2 biclique maximal B; do bigrafo de intersec¢do de intervalos do modelo M.
Enunciamos as seguintes propriedades da biclique maximal B; definida.

Proposicao 4.2.7. Sejam M um modelo de intervalos, M o modelo de intervalos bipartido em
(X,Y) = (M, {li,r; | Vi€ UM)}) e G o bigrafo de intersec¢do de intervalos do modelo M.
Vale que

Iy (B)) = 1(i),

X (B;) = r(i).

. S = P .
Prova. Se o intervalo i é o tnico intervalo em B; N X, entdo temos que Ix (B;) = [(i) e que

e (B) = r(i).

Sejam um intervalo qualquer j € B;NX distinto de i e o conjunto de extremos de
intervalos S = {l(i),r(i) | Vi € U(M)}. Suponha que /(i) < I(j). Como a intersec¢ao ;NS
possui apenas (i), temos que r(l;) < I(j). Logo, temos que o intervalo j ndo intersecta o
intervalo /; e, portanto, que j ¢ B;.

Logo, temos que /() < I(i) e, portanto, que

Iy (B)) = 1(i).

De maneira andloga, também temos que
X (Bi) = r(i).
]

Proposicao 4.2.8. Sejam M um modelo de intervalos, M o modelo de intervalos bipartido em
(X,Y) = (M, {l;,r; | Vie UM)}) e G o bigrafo de intersec¢do de intervalos do modelo M. Vale
que, para qualquer intervalos i € U (M), todo intervalo de Y que intersecta i também intersecta
todos os intervalos em B; N X.

Prova. Seja um intervalo qualquer j € B; N X distinto de i. Pela Proposicao 4.2.7, temos que
Ix (B;) = I(i) e que #x(B;) = r(i). Portanto, temos que [(j) < (i) e que r(i) < r(j), isto &, que j
contém i. Logo, temos que se todo intervalo y € Y intersecta i, entdo y também intersecta j. [
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Com os préximos lemas, mostramos que a biclique maximal B; — para todo intervalo i
do modelo de intervalos M — ¢ tnica e distinta das bicliques maximais correspondentes aos
demais intervalos.

Lema 4.2.9. Sejam M um modelo de intervalos, M' o modelo de intervalos bipartido em
(X,Y) = (M, {li,r; | Vi€ UM)}) e G o bigrafo de interseccdo de intervalos do modelo M.
Vale que, para qualquer intervalo i € U(M), a biclique maximal B; de G ¢ iinica.

Prova. Suponha que exista alguma biclique maximal B} de G distinta de B; tal que {i,/;,r;} C B}

Seja o intervalo j € B\ B;. Se j é intervalo em Y, entdo — pela Proposigdo 4.2.8 —
temos que j intersecta todos os intervalos em B; N X e, portanto, que j € B;. Logo, temos que j
ndo pertence a Y. Se j € intervalo em X, entdo — pela Proposicdo 4.2.7 — temos que /() < (i)
e que r(i) < r(j), isto é, que j contém i. Logo, temos que j intersecta todos os intervalos em
B;NY. Como B; é méaximal, temos que j pertence a B;NX. Logo, temos que B; C Bj, isto é, que
B! ndo é méximal.

Portanto, temos, para todo intervalo i € U (M), que B; € tnica. O

Lema 4.2.10. Sejam M um modelo de intervalos, M o modelo de intervalos bipartido em
(X,Y) = (M, {li,r; | Vi€ UM)}) e G o bigrafo de interseccdo de intervalos do modelo M.
Vale que, para todo par distinto de intervalos i, j € U(M), que B; # B;|.

Prova. Seja o conjunto S = {/(i),r(i) | Vi € U(M)} de extremos de intervalos de M.

Assuma que B; = B; e, portanto, que {i,l;, j,/;} C B;. Suponha que I(i) < (). Como
apenas (i) pertence a intersec¢do /; NS, temos que r(1;) < I(j), isto é, que [; e j ndo possuem
interseccdo. Portanto, temos que /(j) < I(i).

Porém, como a intersecgdo /; NS contém apenas /(j), temos que (1) < [(i), isto é, que
[; e i ndo possuem interseccao.

Logo, temos que os intervalos i, [;, j € [; ndo pertencem simultaneamente a biclique
maximal B;. Portanto, temos que B; # B; para todos os pares distintos de intervalos i, j €
U(M). O

Logo, temos que a correspondéncia entre os intervalos i — do modelo de intervalos
M — e as bicliques maximais B; — do bigrafo de intervalos do modelo construido M’ — é
uma-para-uma. Vale notar que o bigrafo de interseccao de intervalos pode conter outras bicliques
maximais sem correspondéncia com algum intervalo de M. Para as bicliques maximais com

correspondéncia a algum intervalo de M, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.11. Sejam M um modelo de intervalos, M o modelo de intervalos bipartido em
(X,Y) = (M, {li,r; | Vi€ UM)}) e G o bigrafo de intersec¢do de intervalos do modelo M.
Vale que, para todo par distinto de intervalos i, j € U(M), que um dos intervalos contém outro
se, e somente se, as bicliques maximais B; e Bj sdo mutuamente inclusas.

Prova. Assuma, sem perda de generalidade, que j contém i, isto €, que
(1) <1@) A () < ()
%

%
Pela Proposicdo 4.2.7, temos que Ix (B;) = (i), que Ix (B;) = 1(j), que X (B) =r(i)e
que K(Bj) =r(j). Logo, temos que

(1) < 1) A (rti) < () = (I (B)) < I (B)) A (Fx(B) < Fx(8))).
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Pelo Teorema 4.2.6, temos que
(l(j) < l(i)> A (r(i) < r(j)> <= B;NX C B;iNX.

Isto €, as bicliques maximais B; € B; sd0 mutuamente inclusas se, e somente se, 0
intervalo j contém o intervalo i ou o intervalo i contém o intervalo ;. Il

(a) (b)

L b [ |
1 1
X L ____i____
v
— — — —
lg ly Ty Ta

Figura 4.5: Biparticdo de um modelo de intervalos M (a) e bicliques maximais mutuamente inclusas do bigrafo de
interseccdo do modelo de intervalos M (b).

A Figura 4.5 descreve um modelo de intervalos M’ bipartido em (X,Y) =
({a,b},{la,ra,1p,rp}) (a) — construido a partir de um modelo de intervalos M com os
intervalos U(M) = {a,b} — e as bicliques maximais B, = {a,ly,74,1p,rp} € By = {a,b,1p,rp}
do bigrafo de interseccdo de intervalos de M’ (b). Como ilustra¢do do Teorema 4.2.11, temos que
o intervalo a inclui o intervalo b e, portanto, que as bicliques maximais B, € B, sdo mutuamente
inclusas entre si. Temos, portanto, o seguinte teorema.

Teorema 4.2.12. Todo grafo de inclusdo de intervalos é isomorfo a algum subgrafo induzido do
grafo de bicliques mutuamente inclusas de algum bigrafo de intervalos.

Prova. Seja H o grafo de inclusdo do modelo de intervalos M e G o bigrafo de interseccio do
modelo de intervalos M’ com partigdo (X,Y) = (M, {l;,r; | Vi€ U(M)}).

Pelas Proposicoes 4.2.9 e 4.2.10, temos que existe a bijecdo 7w : U(M) — {B; | Vi €

U(M)}. Pelo Teorema 4.2.11, temos que — para todo par de intervalos distintos i, j € U (M)

— um intervalo contém outro se, € somente se, as bicliques maximais B; € B; sio mutuamente

inclusas e, portanto, que H é isomorfo ao subgrafo de KB,,(G) induzido por {B; | Vi € U(M)}.

O

Vale lembrar que a classe dos grafos de inclusdo de intervalos € a mesma que a classe
dos grafos de permutacgdo e, como consequéncia do Teorema 4.2.12, que a classe dos grafos de
permutacgdo € a menor classe hereditaria que contém a classe dos grafos de bicliques mutuamente
inclusas dos bigrafos de intervalos. Descrevemos essa relagdo de maneira alternativa com o
seguinte corolério.

Corolario 4.2.13. Sejam um grafo de permutacdo G qualquer e BIV a classe dos bigrafos de
intervalos. Vale que
KB,,(BIV) N G—free C KB,,(BIV).
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Também vale lembrar que, como resultado do Teorema 4.1.7 (Secdo 4.1), a classe dos
grafos de bicliques mutuamente inclusas dos bigrafos de inclusio de intervalos € subclasse da
classe dos grafos de permutacdo. Como todo bigrafo de intervalos é bigrafo de inclusao de
intervalos, temos que o que separa a classe dos grafos de permutacio da classe dos grafos KB,,
dos bigrafos de inclusdo de intervalos € uma propriedade nao-hereditaria, isto €, ndo descrita
como uma familia de subgrafos induzidos proibidos.

Comparabilidade ‘ ’ Co-comparabilidade ‘ ’ (todos os grafos)2 ‘ ’ Grafos clique
Y \ \ Y Y Y
IIC- ’ Permutacao = C ‘ Grafos biclique de
comparabilidade bigrafos de inclusao
[ de intervalos

Y Y Y

KB,,, de bigrafos Grafos biclique
de inclusao de bigrafos
de intervalos de intervalos

Y
KB,,, de bigrafos
de intervalos

I
-

=

¥
KB,, de bigrafos
de intervalos livres
de G, VG € €

Figura 4.6: Inclusdes das classes de grafos biclique (e de bicliques mutuamente inclusas) dos bigrafos de intervalos
e dos bigrafos de inclusdo de intervalos.

A Figura 4.6 descreve as relacdes discutidas entre as classes de grafos. Pelo Teo-
rema 3.1.2 (Groshaus e Guedes (2021)), temos que a classe dos grafos KB,, dos bigrafos
de inclusdo de intervalos — e KB,, dos bigrafos de intervalos — s@o também grafos IIC-
comparabilidade. O resultado do Corolério 4.1.8 (Se¢do 4.1) também € descrito pela figura por
meio da inclusdo da classe dos grafos biclique dos bigrafos de inclusdo de intervalos na classe
dos grafos de co-comparabilidade.

4.3 TRIPLAS ASTEROIDALIS E TRIPLAS BI-ASTEROIDAIS

Nesta secdo, apresentamos a relagc@o entre duas propriedades estruturais em grafos bipar-
tidos no contexto do operador KB,,: as triplas asteroidais e as triplas bi-asteroidais. Mostramos
que se um grafo bipartido possui uma tripla bi-asteroidal, entdo seu grafo KB,, possui uma tripla
asteroidal.

Considere, portanto, as seguintes defini¢des.

Definicfo 4.3.1. Uma tripla asteroidal em um grafo G é uma tripla ndo-ordenada T = {vi,v,,v3}
de vértices de G onde existem caminhos em G entre cada par de vértices em T tais que nenhum
dos vértices de cada caminho é adjacente ao terceiro vértice.
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Figura 4.7: Os respectivos caminhos de uma tripla asteroidal.

A Figura 4.7 descreve um grafo G com a tripla asteroidal {1,2,3} que admite os
caminhos P/ = (2,...,3) (a), P" =(1,...,3) (b)ye P = (1,...,2) (c). Nenhum dos vértices do
caminho P’ € adjacente a 1, nenhum dos vértices do caminho P” é adjacente a 2 e nenhum dos
vértices do caminho P" ¢ adjacente a 3.

Definicao 4.3.2. Um grafo G é dito livre de triplas asteroidais se nenhuma tripla ndo-ordenada
de vértices de G é tripla asteroidal. Denotamos a classe dos grafos livres de triplas asteroidais
por AT—free.

Definicfo 4.3.3. Uma tripla bi-asteroidal em um grafo G é uma tripla asteroidal T = {v{,v,,v3}
onde existem caminhos em G entre cada par de vértices em T tais que nenhum dos vértices de
cada caminho é adjacente a vizinhanga do terceiro vértice.

(a) (b) (c)

Figura 4.8: Os respectivos caminhos de uma tripla bi-asteroidal.

A Figura 4.8 descreve um grafo G com a tripla bi-asteroidal {1,2,3} que admite os
caminhos P’ = (2,...,3) (a), P" = (1,...,3) (b)e P =(1,...,2) (c). Nenhum dos vértices do
caminho P’ é adjacente 2 vizinhanga de 1, nenhum dos vértices do caminho P” é adjacente a
vizinhana de 2 e nenhum dos vértices do caminho P’ € adjacente a vizinhancga de 3.

Definicao 4.3.4. Um grafo G é dito livre de triplas bi-asteroidais se nenhuma tripla nao-ordenada
de vértices de G é tripla bi-asteroidal. Denotamos a classe dos grafos livres de triplas bi-
asteroidais por biAT—free.

Triplas asteroidais e triplas bi-asteroidais s@o estruturas que aparecem na historia do
estudo de, respectivamente, grafos de intervalos e bigrafos de intervalos. Enquanto as triplas
asteroidais surgem da caracterizacdo da classe dos grafos de intervalos por Lekkerkerker e
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Boland (1962) — que mostram que a classe € a mesma que a dos grafos cordais livres de triplas
asteroidais —, o trabalho de Harary et al. (1982) tenta uma caracterizagdo andloga ao caso
bipartido com as triplas bi-asteroidais. Tal caracterizagdo estd parcialmente correta — como
mostrado por Miiller (1997), que confirma que bigrafos de intervalos s@o bipartidos cordais livres
de triplas bi-asteroidais.

O conceito de triplas (bi-)asteroidais leva as generalizacdes como as triplas asteroidais
de arestas (Miiller, 1997) e as asteroides de arestas (Hell et al., 2020). Em particular, o trabalho
de Hell et al. mostra que bigrafos de inclusdo de intervalos — superclasse dos bigrafos de
intervalos — sdo exatamente os bipartidos cordais livres de asteroides de arestas.

Para provar que uma tripla bi-asteroidal em um grafo bipartido G implica a presenca de
uma tripla asteroidal em KB,,(G), mostramos que um caminho em G garante um caminho cor-
respondente em KB,,(G). Em seguida, mostramos condi¢des para que duas bicliques maximais
de G ndo sejam mutuamente inclusas, o que se traduz para a ndo-adjacéncia em KB,,(G). Por
fim, mostramos que uma tripla bi-asteroidal em G implica a existéncia de trés bicliques maxi-
mais de G com caminhos correspondentes entre elas em KB,,(G) onde as bicliques maximais
correspondentes aos vértices de cada caminho atendem a condicao de nao-inclusdo mutua com a
biclique maximal ndo participante do caminho.

Com o seguinte lema, garantimos a existéncia de um caminho correspondente no grafo
KB,,.

Lema 4.3.1. Sejam G um grafo bipartido e By e B> duas bicliques maximais distintas de G.
Se B e By possuem interseccdo por aresta ndo mutuamente inclusa em G, entdo existem, pelo
menos, duas outras bicliques maximais mutuamente inclusas a By, By e entre si que contém a
intersec¢do By M Bs.

Prova. Sejam a parti¢do (X,Y) do grafo bipartido G e os conjuntos M; e M, tais que

My = <(81 UBz)ﬂX) U <81 ﬂBzﬂY>,
M, = <(Bl UBz)mY> U <Bl NB, mX).

Como B e B, possuem intersec¢io por aresta, temos que B N B, NY ndo € vazio e,
portanto, que M; € uma biclique de G. De maneira andloga, temos que M, também ¢é biclique de
G.

Considere, portanto, as bicliques maximais B3z e B4 tais que M| C B3 e M> C B4. Como
B3 e B4 contém a intersec¢do By M By, temos que B3 e By intersectam por aresta a intersec¢ao
BN B,. Como B3 contém tanto B N X quanto By N X, temos — pelo Teorema 3.1.1 — B3 NY
estd contido tanto em By quanto em B;. Logo, temos que a biclique maximal B3 é mutuamente
inclusa a By e a B>. De maneira anédloga, temos que B4 contém tanto B; NY quanto B, NY e,
portanto, que a biclique maximal B4 é mutuamente inclusa a By e a B;.

Como B3 contém B; N X e BN X e ambas partes B; N X e BoNX contém B4NX, temos
que B3 contém B4 N X. Da mesma forma, também temos que B4 contém B3 NY. Logo, temos
que B3 e B4 sao mutuamente inclusas entre si.

Como B3 e B4 possuem diferentes relacdes de inclusdao com as partes de B e B;, temos
que B3 e B4 sdo distintas entre si. L]

O préoximo lema descreve a condi¢ao de nado-inclusdao miutua entre duas bicliques
maximais.
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Lema 4.3.2. Sejam G um grafo bipartido e By e By duas bicliques maximais distintas de G.
Se o subgrafo de G induzido por By U By contém algum 2K, induzido, entdo By e By ndo sdo
mutuamente inclusas entre si.

Prova. Sejam (X,Y) a particdo do grafo G e e; e e, as arestas que formam um 2K, induzido
contido no subgrafo de G induzido por By UB,. Como Bj e B sdo bicliques, as arestas e € e
estdo contidas em bicliques distintas. Portanto, considere e; C B e ey C B,. Considere também
os vértices x € X e y € Y tais que e] = {x,y}.

Como x ndo é adjacente a vértice algum de e;, temos que x ¢ B,. Logo, temos que

BiNX ¢ BoNX.
De maneira analoga, temos que
BiNY ¢ B,NY.
Portanto, temos que B e By ndo sdo mutuamente inclusas entre si. L]

Finalmente, o seguinte teorema descreve a relacdo entre triplas bi-asteroidais em grafos
bipartidos com triplas asteroidais no seu grafo KB,,.

Teorema 4.3.3. Seja G um grafo bipartido. Se G possui uma tripla bi-asteroidal, entdo KB,,(G)
possui uma tripla asteroidal.

Prova. Sejam (X,Y) a particdo do grafo bipartido G e {vy,v,,v3} uma tripla bi-asteroidal em G.
Considere os caminhos P’ = (vy,...,v3), P = (v,...,v3) e P = (v1,..., ) tais que:

* nenhum dos vértices em P’ é adjacente a vizinhanga de v1;
 nenhum dos vértices em P” é adjacente a vizinhanga de v,; e
 nenhum dos vértices em P’ é adjacente a vizinhancga de vs.

Como G ¢ bipartido, temos que o vértice v| e seus vértices consecutivos nos caminhos
P" e P" pertencem a alguma biclique maximal B;. Da mesma forma, temos a biclique maximal
B, — que inclui o vértice v, e seus consecutivos em P’ ¢ P/ — e a biclique maximal B3 — que
inclui o vértice v3 e seus consecutivos nos caminhos P’ ¢ P”. (Figura 4.9)

Como nenhum vértice do caminho P’ é adjacente a v; ou sua vizinhanga, temos que
nenhum par consecutivo de vértices do caminho — isto €, uma aresta de P’ — € adjacente a
aresta alguma de B;. Logo, temos que o subgrafo de G induzido pela unido entre B e qualquer
biclique maximal que contenha uma aresta de P’ contém um 2K, induzido. Pelo Lema 4.3.2,
temos que B; ndo é mutuamente inclusa a biclique maximal alguma que contenha aresta de P'.

Considere as bicliques maximais distintas B’ ¢ B” que contém a aresta e do caminho P’.
Logo, temos que B’ ¢ B” ndo sdo mutuamente inclusas a B;. Se B’ ¢ B” sdo mutuamente inclusas
entre si, entdo existe uma aresta em KB,,(G) — e, portanto, um caminho em KB,,(G) — entre
os vértices correspondentes a B’ e B” ndo adjacente ao vértice correspondente a Bj.

Se B’ e B” ndo sdo mutuamente inclusas entre si, entdo temos, pelo Lema 4.3.1, que
existem duas outras bicliques maximais mutuamente inclusas a B’ ¢ B” que também contém
a aresta e. Como tais bicliques maximais contém e, temos que nenhuma delas € mutuamente
inclusa a B;. Logo, temos que existe um caminho em KB,,(G) entre os vértices correspondentes
a B' e B” onde seus vértices nio sdo adjacentes ao vértice correspondente a By. Portanto,
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temos que existe um caminho em KB,,(G) entre quaisquer vértices correspondentes a bicliques
maximais com aresta em P’ de vértices ndo adjacentes ao vértice correspondente a Bj.

Temos, portanto, que existe um caminho entre os vértices correspondentes a By € a
Bj de vértices ndo adjacentes ao vértice correspondente a By no grafo KB,,(G). De maneira
andloga, temos que existe um caminho em KB,,(G) entre os vértices correspondentes a B e
a B3 de vértices ndo adjacentes ao vértice correspondente a By. Também temos que existe um
caminho em KB,,(G) entre os vértices correspondentes a By e a B, de vértices ndo adjacentes ao
vértice correspondente a B3. Isto é, temos que {B],B>,B3} é uma tripla asteroidal em KB,,(G).

Portanto, se G possui uma tripla bi-asteroidal, entdo KB,,(G) possui uma tripla asteroi-
dal. [

Figura 4.9: Tripla bi-asteroidal de um grafo bipartido e as bicliques maximais By, B; e B3.

A Figura 4.9 descreve a tripla bi-asteroidal de um grafo bipartido G sobre os caminhos
P', P" e P" e as bicliques maximais B|, B, € B3 de G, definidas na prova do Teorema 4.3.3.
Como demonstrado, nenhum par consecutivo de vértices do caminho P’ € adjacente aos vértices
de qualquer aresta de By. O mesmo também pode ser dito entre P’ e B; e entre P’ e B3. Tais
bicliques maximais sdo, portanto, uma tripla asteroidal no grafo KB,, de G.

A Figura 4.10 descreve as classes que contém e estdao contidas pelas classes dos grafos
IIC-comparabilidade AT—free — a classe € — e das pré-imagens bipartidas de seus grafos KB,,
— isto é, a classe KB,, ! (€) Nbipartidos ou a classe de todos os grafos bipartidos tais que seus
grafos KB,, pertencem a €. Vale lembrar, pelo Teorema 3.1.2, que a classe dos grafos KB,, de
bipartidos € a mesma que a dos grafos IIC-comparabilidade. Como resultado do Teorema 4.3.3,
vale que se um grafo KB,,, de um bipartido € livre de triplas asteroidais, entdo sua pré-imagem
bipartida é livre de triplas bi-asteroidais. Como toda tripla bi-asteroidal € uma tripla asteroidal,
vale que a classe AT—free € subclasse de biAT—free. Pelo Teorema 4.1.7, grafos KB, de bigrafos
de inclusdo de intervalos sdo grafos de permutacio e, portanto, sdo AT—free. Logo, temos que os
bigrafos de inclusdo de intervalos sdo biAT—free. A classe dos bigrafos de intervalos préprios
equivale a classe bipartidos N AT—free — como enunciado por Hell e Huang (2004) —, além de
ser subclasse dos bigrafos de inclusdo de intervalos.
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Figura 4.10: Inclusdes das classes dos grafos IIC-comparabilidade AT—free e de das pré-imagens bipartidas de seus
grafos KB,,.

4.4 INTERSECCOES ENTRE BICLIQUES MAXIMAIS

Nesta secdo, consideramos trés formas de interseccao entre bicliques maximais: in-
terseccdo mutuamente inclusa, interseccdo apenas por vértices e intersec¢ao por aresta nao
mutuamente inclusa. Descrevemos a existéncia de subgrafos induzidos em grafos bipartidos
a partir da presenca de cada forma de intersec¢ao entre bicliques maximais. A intersec¢ao
mutuamente inclusa € descrita pela Definicdo 2.2.14 e as demais formas de interseccao sao
definidas a seguir.

Definicao 4.4.1. Duas bicliques maximais By e By de um grafo G possuem intersec¢ao apenas
por vértices se By N By induz um conjunto independente em G.

Definicao 4.4.2. Duas bicliques maximais B e By de um grafo G possuem intersec¢io por aresta
nao mutuamente inclusa se By e By ndo sdo mutuamente inclusas entre si e By N By induz um
grafo com aresta em G.

(a) (b)

Figura 4.11: Grafo caminho Py (a) e inclusdo miutua (b).

Em grafos bipartidos, associamos o grafo caminho P, — ilustrado pela Figura 4.11 (a)
— a intersec¢do mutuamente inclusa entre bicliques maximais — ilustrada pela Figura 4.11 (b).
O enunciado do seguinte teorema descreve a relacdo entre as duas estruturas.
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Teorema 4.4.1. Seja G um grafo bipartido. Existem duas bicliques maximais mutuamente
inclusas entre si em G se, e somente se, o grafo Py for subgrafo induzido de G.

Prova. =) Considere a particdo (X,Y) de G e as bicliques maximais B; e B, de G tais que

BiNnX CBNX,
B,NY C BiNY.

Temos, portanto, que existem vértices vi € BiNB,NY e v, € BN By NX. Como By é
maximal e existe algum vértice de B> N X que ndo pertence a By N X, também temos que existe
algum vértice y € B NY que ndo € adjacente a algum vértice x € BN X.

Como o vértice v pertence a B; N B, NY, temos que v; € adjacente tanto ao vértice x
quanto ao vértice v,. Da mesma forma, temos que o vértice v, € adjacente tanto ao vértice y
quanto ao vértice vy.

Logo, temos que o subconjunto de vértices {x,v,v,,y} induz o grafo P, em G. Portanto,
se o grafo bipartido G possui bicliques maximais mutuamente inclusas entre si, entdo o grafo P4
€ subgrafo induzido de G.

<) Sejam vy, v7, v3 e v4 0s vértices que induzem o grafo Py em G tais que (vi,v2,V3,v4)
seja um caminho sem atalhos em G. Considere que v; e v3 pertencem a X e que v; € v4 pertencem
a Y, para a particdo (X,Y) de G.

Como G ¢ bipartido, temos que existem as bicliques maximais B e B tais que

{v2} UNg(v2) C By,
{V3} UN(;(Vg) C Bs.

Como v; € adjacente a v,, temos que v| € B;. Da mesma forma, temos que v4 € B;.
Como os vértices v| e v4 pertencem a diferentes partes da particdo de G e ndo sdo adjacentes
entre si, temos que as bicliques maximais B e B s@o distintas entre si.

Como o vértice v3 pertence a Ng(v2) C By, temos que v3 € adjacente a todos os vértices
de B NY. Como Ng(v3) estd contida na biclique maximal B;, temos que B; NY estd contida em
B», isto €, que

BiNY C BNY.

De maneira anédloga, também temos que
B,NX C B NX.

Logo, temos que as bicliques maximais Bj € By sdo mutuamente inclusas entre si.
Portanto, vale que o grafo bipartido G possui bicliques maximais mutuamente inclusas
entre si se, e somente se, o grafo P4 for subgrafo induzido de G. ]

Em grafos bipartidos, associamos o grafo caminho Ps — ilustrado pela Figura 4.12 (a)
— ainterseccdo apenas por vértices entre bicliques maximais — ilustrada pela Figura 4.12 (b). O
enunciado do seguinte teorema descreve a relagdo entre as duas estruturas.

Teorema 4.4.2. Seja G um grafo bipartido. Se G possui bicliques maximais que se intersectam
apenas por Vvértices, entdo o grafo Ps é subgrafo induzido de G.
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(a) (b)

Figura 4.12: Grafo caminho Ps (a) e intersec¢@o apenas por vértices entre bicliques maximais (b).

Prova. Sejam (X,Y) a parti¢do de G e B; e B, as bicliques maximais distintas de G. Considere
que

BiNB,NX =0,
BiNByNY # @.

Como B; ¢ maximal e a intersec¢do B N B, N X € vazia, temos que existe algum vértice
y1 € B1NY que ndo ¢ adjacente a algum vértice x; € B> N X. Da mesma forma, temos que existe
algum vértice y, € B NY que ndo € adjacente a algum vértice x; € B NX.

Como a intersec¢do entre B; NY e By NY ndo € vazia, temos que existe algum vértice
v € BiNB,NY que, portanto, é adjacente tanto a x| quanto a x,. Logo, temos que (y1,x1,Vv,x2,y2)
¢ um caminho sem atalhos de G e, portanto, que o grafo Ps é subgrafo induzido de G.

Portanto, se G possui bicliques maximais que se intersectam apenas por vértices, entao
o grafo Ps € subgrafo induzido de G. [l

() (b)

Figura 4.13: Grafo domind (a) e intersec¢do por aresta ndo mutuamente inclusa entre bicliques maximais (b).

Em grafos bipartidos, associamos o grafo dominé — ilustrado pela Figura 4.13 (a) —
a intersec¢do por aresta ndo mutuamente inclusa entre bicliques maximais — ilustrada pela
Figura 4.13 (b). O grafo dominé pode ser descrito como um grafo ciclo de 6 vértices com
uma unica corda que forma dois grafos C,; induzidos e podemos descrever sua relagdo com a
intersec¢do por aresta ndo mutuamente inclusa pelo enunciado do seguinte teorema.

Teorema 4.4.3. Seja G um grafo bipartido G. Existem duas bicliques maximais de G com
interseccdo por arestas ndo mutuamente inclusa se, e somente se, o grafo dominé for subgrafo
induzido de G.

Prova. =) Sejam (X,Y) a particdo de G e B e B, as bicliques maximais distintas de G com
intersec¢do por arestas naio mutuamente inclusas entre si.
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Como B1 N X ndo contém B, N X e B, NX ndo contém B; N X, temos que existe algum
vértice x; € B; N X que ndo € adjacente a algum vértice y, € B> NY. Da mesma forma, também
temos que existe algum vértice x, € B N X que ndo € adjacente a algum vértice y; € By NX.

Como Bj e B; se intersectam por arestas, temos que existe algum vértice vi € BjNB;NX
adjacente tanto a y; quanto a y;. Da mesma forma, temos que existe algum vértice v, €
BiNB;NY adjacente tanto a x; quanto a x;. Também temos que v; é adjacente a v,. Logo,
temos que {xy,y,Xx2,y2,v1,v2} induz o grafo dominé em G.

<) Sejam (X,Y) a particdo de G e {vy,v2,v3,v4,Vs,V6} 0 subconjunto de vértices que
induz o grafo dominé em G tal que os vértices v, Vv3,vs pertencem a X, os vértices v, vy, Vg
pertencem a Y e (vi,v4,v3,v2) € (vs,v4,V3,Vg) sdo ciclos sem cordas de G. Isto é, onde valem as
adjacéncias:

Vi V3 Vs
V2 V4 Ve
Considere as bicliques maximais B; e B tais que

{V],VZ,V3,V4} C 817
{v3,v4,vs5,v6} C By.

Como v; € BiNX e vg € B;NY nao sdo adjacentes, temos que v; ndo pertence a By NX
e que vg ndo pertence a By NY. Da mesma forma, também temos que v, € B; MY ndo pertence a
B>NY e que vs € BoNX nao pertence a By N X. Logo, temos que By € B, ndo sdo mutuamente
inclusas entre si.

Como vz € X e v4 € Y pertencem tanto a By quanto a B, temos que B e B, possuem
intersec¢do por arestas. Logo, temos que se o domind for subgrafo induzido de G, entdo existem
duas bicliques maximais ndo mutuamente inclusas entre si que se intersectam por arestas.

Portanto, temos que o grafo bipartido G possui duas bicliques maximais ndo mutuamente
inclusas entre si se com intersec¢do por arestas se, € somente se, o grafo dominé for subgrafo
induzido de G. [

(a) (b) (c)

Figura 4.14: Interseccdes entre bicliques maximais em grafos bipartidos.

A Figura 4.14 descreve os diferentes tipos de interseccdes entre bicliques maximais em
um grafo bipartido: inclusdo mutua (a), intersec¢do apenas por vértices (b) e interseccao por
arestas ndo mutuamente inclusa (c). Em destaque, o grafo Py em uma inclusdao mutua, o grafo
Ps em uma intersecc¢ao apenas por vértices e o grafo domindé em uma intersec¢do por arestas
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ndo mutuamente inclusa. Vale notar que a presenca de um grafo P; como subgrafo induzido
ndo implica a intersec¢do apenas por vértices em um grafo bipartido, onde o grafo dominé é
um exemplo de um grafo com Ps induzido e sem intersec¢do apenas por vértices entre bicliques
maximais.

Vale observar que grafos bipartidos livres de P4, também sao livres de Ps e de domino.
Portanto, grafos bipartidos sem inclusdes mutuas entre bicliques maximais também ndo possuem
interseccdes apenas por vértices ou interseccdes por arestas ndo mutuamente inclusas. Tal resul-
tado reflete o trabalho de Groshaus e Guedes (2021), que identifica as interseccdes mutuamente
inclusas como a base da estrutura dos grafos bicliques em grafos livres de tridngulos.

Como a classe dos grafos livres de P4 € exatamente a mesma que a dos cografos,
temos que os cografos bipartidos ndo possuem qualquer tipo de interseccao entre suas bicliques
maximais. Tal classe também pode ser descrita como a classe das unides disjuntas entre bipartidos
completos ou como K3, P4—free, dado que proibir P, proibe também os demais ciclos impares.
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5 GRAFOS DE PARTES DE BICLIQUES DE LIVRES DE TRIANGULO

O operador KB, de grafos de bicliques mutuamente inclusas, introduzido por Groshaus
e Guedes (2021), pode ser visto como uma etapa intermedidria da transformagao de um grafo livre
de tridngulos ao seu grafo biclique. Tal descri¢cao permitiu avancos na descri¢do de propriedades
de grafos biclique de certas classes, como mostramos no Capitulo 4. Neste capitulo, sugerimos o
operador BP de grafos de partes de bicliques como uma etapa intermediaria da transformacao de
um grafo a seu grafo de bicliques mutuamente inclusas, descrevendo a relacdo de inclusdo entre
as partes de cada biclique maximal do grafo.

/ . \
1
\ /.
. S - ,
\\ //.
Tt ==
7 B
A .
4 N
1
| % | (——(r)
\ 7/
v

Figura 5.1: Representagdes de partes de bicliques maximais.

A Figura 5.1 descreve como um par de bicliques maximais B; e B mutuamente inclusas
entre si € representada pelo operador BP sugerido. A biclique maximal B admite a particao
(X1,Y1) e a biclique maximal B, admite a parti¢do (X;,Y>). As partes X; e X, possuem relacdo
de inclusdo entre si, representada pela aresta que conecta X; a X, no grafo BP. Da mesma
forma, as partes Y] e Y> também compartilham uma aresta no grafo BP. As linhas em pontilhado
correspondem as partes de bicliques maximais que formam a biclique maximal correspondente.
Definimos formalmente o operador BP na Secao 5.1.

Também na Secdo 5.1, definimos as propriedades de autotransposi¢cdo e incompara-
bilidade antecessor-sucessor de correspondentes sobre posets. Mostramos que todo grafo BP
de grafo livre de tridngulo € isomorfo a algum grafo comparabilidade onde seu modelo de
comparabilidade € um poset IIC autotransposto e livre de comparagdes antecessor-sucessor de
correspondentes.

Na Secdo 5.2, construimos a partir de um poset P IIC autotransposto livre de compara-
coes antecessor-sucessor de correspondentes um grafo Gy livre de tridngulos e mostramos que o
grafo BP(Gy) é isomorfo ao grafo de comparabilidade que aceita P como modelo, mostrando
que todo grafo de comparabilidade que aceita um modelo com tais propriedades € isomorfo a
algum grafo BP de um grafo livre de tridngulo e levando a equivaléncia entre as duas classes de
grafos.

Na Secdo 5.3, exploramos as propriedades do grafo Gy e de seu grafo linha. Mostramos
que o grafo KB,,(Gy) é isomorfo a um subgrafo induzido de L(G)? e que o grafo L(KB,,(Gy))
¢ isomorfo a um subgrafo de L(Gy).

5.1 ORDENS PARCIAIS SOBRE PARTES DE BICLIQUES

Nesta se¢do, apresentamos o operador BP de grafo de partes de bicliques. Também
apresentamos as propriedades de autotransposicao e incomparabilidade antecessor-sucessor de
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correspondentes sobre posets. Mostramos que o grafo BP de todo grafo livre de tridngulos € iso-
morfo a algum grafo que admite como modelo de comparabilidade um poset IIC autotransposto
livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes, o que implica que BP(K3—free) é
subclasse da classe de tais grafos de comparabilidade.

Considere as seguintes definicdes sobre partes de biclique e o grafo de inclusao de
partes de biclique.

Definicao 5.1.1. Seja G um grafo qualquer. Chamamos de parte de biclique de G o subconjunto
de vértices de G que é uma das partes de uma biclique maximal. Denotamos o conjunto de
partes de bicliques de G por Bg. Se duas partes de biclique X e Y formam a parti¢do (X,Y) de
uma biclique maximal, dizemos que X e Y sdo correspondentes.

Definicao 5.1.2. Seja G um grafo qualquer. Chamamos de grafo de inclusdo de partes de
bicliques de G o grafo de inclusdo com Bg como modelo. Denotamos o grafo de inclusdo de
partes de bicliques de G por BP(G).

(a) (b) (c)

1{3,4,5}H{2,3,4}]

Figura 5.2: Grafo G (a), grafo BP(G) (b) e grafo KB,,(G) (c).

A Figura 5.2 descreve um grafo G (a), o grafo BP(G) (b) e o grafo KB,,(G) (c). O
grafo G é o grafo ciclo Cs com vértices que formam o ciclo (1,2,3,4,5) e possui as bicliques
maximais By = {1,2,5}, B, = {1,2,3}, B3 = {2,3,4}, B4 = {3,4,5} e Bs = {1,4,5}. O grafo
BP(G) ¢ o grafo ciclo Cj( com vértices que formam o ciclo ({1}, {1,3}, {3}, {3,5}, {5}, {2,5},
{2}, {2,4}, {4}, {1,4}) de partes de bicliques de G. O grafo KB,,(G) é o grafo ciclo Cs com
vértices que formam o ciclo (By, By, B3, By, Bs). Vale notar que é possivel obter o grafo isomorfo
a KB,,(G) a partir da unificacdo dos pares de vértices de BP(G) que correspondem as partes
de biclique correspondentes de G. Também vale notar que, se G € livre de tridngulos, que toda
parte de biclique é correspondente a uma Unica outra parte de biclique — propriedade a qual
provamos ap6s o enunciado da Proposicao 5.1.3.

Considere a seguinte defini¢ao da propriedade de autotransposi¢ao de posets.

Definicdo 5.1.3. Seja P = (C, =) um poset sobre um conjunto finito C e uma ordem parcial
ndo-estrita <. Dizemos que P é autotransposto se existe bijecdo n : C — C onde, para todo
x,y € C, valem que

o x# m(x);

e (m(x))=xe
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e x =Xy <= 7n(y) 2 m(x).
Chamamos 7(x) de correspondente de x, para todo x € C.
Podemos, entdo, definir a seguinte subclasse de grafos de comparabilidade.

Definicao 5.1.4. Dizemos que um grafo de comparabilidade é autotransposto se é isomorfo ao
grafo de comparabilidade com um poset autotransposto como modelo de comparabilidade.

Vale notar que a propriedade de autotransposicdo de posets € semelhante ao auto-
morfismo skew-symmetric de grafos direcionados, introduzido por Tutte (1967) como digrafos
antissimétricos. A uUnica distin¢do, porém, € a transitividade de posets que nao € garantida em
um digrafo antissimétrico.

A seguinte defini¢do descreve a propriedade de incomparabilidade antecessor-sucessor
de correspondentes de posets autotranspostos.

Definicdo 5.1.5. Seja P = (C, <) um poset autotransposto sobre a bijecdo © : C — C. Dizemos
que P ¢ livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes se nenhum antecessor de
x € C é compardvel a sucessor algum de 1 (x). Isto é — para todo x,y,z € C ndo necessariamente
distintos — vale que

YySxATW(x) Rz = zAyAy Az

Tx) — 2

Figura 5.3: Elementos ndo compardveis pela Definicdo 5.1.5.

Alternativamente, podemos dizer que um poset P = (C, <) autotransposto sobre a
bijecdo  : C — C € livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes se, para
todo y € I, (x) e todo z € I (7(x)), vale que y £ z e que z A y, para todo x € C. A Figura 5.3
ilustra os elementos ndo compardveis sob a defini¢do. Vale notar que, se y = x e z = 7(x), entdo
também vale que x £ 7(x) e que 7(x) A x, isto é, que nenhum elemento de C é comparével ao
seu correspondente.

Com a propriedade de incomparabilidade antecessor-sucessor de correspondentes de
posets autotranspostos, podemos definir a seguinte subclasse de grafos de comparabilidade
autotranspostos.

Definicao 5.1.6. Dizemos que um grafo de comparabilidade autotransposto é livre de compara-
¢cOes antecessor-sucessor de correspondentes se é isomorfo ao grafo de comparabilidade com
um modelo autotransposto livre de comparacoes antecessor-sucessor de correspondentes como
modelo.

Considere os seguintes resultados do trabalho de Groshaus e Guedes (2021).
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Lema 5.1.1 (Groshaus e Guedes, 2021). Sejam G um grafo sem tridngulos e By e B, as bicliques
maximais de G ndo mutuamente inclusas entre si que admitem, respectivamente, as parti¢coes
(X1,11) e (X2,Y2). Se a intersecgcdo X1 N X, ndo é vazia, entdo existe biclique maximal B € Bg
que admite a particdo (X,Y) tal que X = X1 NX; e que YUY, CY.

Lema 5.1.2 (Groshaus e Guedes, 2021). Sejam G um grafo sem tridngulos e B e B, bicliques
maximais de G que admitem, respectivamente, as particoes (X1,Y1) e (X2,Y2). Se X C X3, entdo
L, Cr.

Também considere a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.1.3. Sejam G um grafo livre de tridngulos e B e B bicliques maximais de G com
particoes (X1,Y1) e (Xo,Y2) respectivamente. Se X| = X3, entdo Y| = Y».

Prova. Suponha que Y; # Y>. Logo, existe algum vértice v € > \ ¥;. Como X| = X,, temos que
todo vértice em X € adjacente a v. Como G ¢€ livre de triangulos, temos que v ndo € adjacente
a vértice algum em Y;. Logo, vale que By U {v} € biclique e, portanto, que B; ndo é maximal.
Logo, temos que todo vértice em Y, também pertence a Y, isto €, que ¥ C Y;. Da mesma forma,
também temos que Y| C Y>.

Logo, se X| = X», entdo vale que Y| = Y>. L]

O seguinte teorema enuncia que a relagdo de inclusdo entre partes de bicliques de grafos
livres de tridngulos € descrita por um poset autotransposto livre de comparagdes antecessor-
sucessor de correspondentes.

Teorema 5.1.4. Seja G um grafo livre de tridngulos. Vale que o poset P = (Bg,C) é auto-
transposto llvre de comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes sobre uma bije¢do
: BG — BG onde (B ) € a parte de biclique correspondente a B.

Prova. Como a relag@o de inclusdo C € uma ordem parcial — por ser reflexiva, antissimétrica e
transitiva — temos que o grafo BP de todo grafo G € um grafo de comparabilidade que admite
o modelo (30, ). Pela Proposi¢do 5.1.3, vale que toda parte de biclique de um grafo livre de
triangulos possui uma Unica parte de biclique correspondente.

Considere, para o grafo G livre de tridngulos, a bijegdo 7 : BG — BG onde (B ) éa
parte de biclique correspondente a B. Logo, temos que B # (B ) e que 7(m(B)) = B.

Sejam B, e B, duas partes de bicliques de G. Se B) C B,, temos — pelo Lema 5.1.2
e pela Propposicdo 5.1.3 — que m(B,) C 7(B)). Portanto, temos que BP(G) é um grafo de
comparabilidade autotransposto pela bijegéo 7.

Sejam By, B, e B; partes de bicliques de G tais que B> C B e que 7r(B1) - B3 Se
B3 C Bz, entdo temos que J'L'(Bl) CBe, portanto, que 717(81) ndo € correspondente a B. Se
B2 - B3, entao temos que 33 possui intersec¢ao com 31 Como 7r(B1) - B3, temos que B3
possui vértices de Bieder (Bl) Logo, temos que B3 ndo é conjunto independente e, portanto,
que nao € parte de biclique.

Logo, temos que

B\z §§1A7r(§1) g§3 — B\z ﬁ§3/\§3 ﬁgz

Portanto, temos que BP(G) € grafo de comparabilidade autotransposto livre de compa-
racOes antecessor-sucessor de correspondentes. [
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Pelo Teorema 5.1.4, vale que as correspondéncias entre as partes de biclique de um
grafo livre de tridngulos qualquer sdo as mesmas correspondéncias de um poset autotransposto.
Também temos que a propriedade de incomparabilidade antecessor-sucessor de correspondentes
de um poset autotransposto modela a limitacdo das relagdes de inclus@o entre as partes de
biclique.

Podemos adaptar a prova do Lema 5 de Groshaus e Guedes (2021) para a prova do
teorema a seguir.

Teorema 5.1.5. Seja G um grafo livre de tridngulos. Vale que o poset P = (T/B\G, Q)élcC.

Prova. Considere as partes de bicliques B | e §2 de G.

Se B; C B», entio 1, (Bl) NIy, (Bz) =1, (Bl) Da mesma forma, se B, C B, ento
1y (B)) NIy (Bz) =1 (B,). Considere, portanto, que B) e B, nio sdo comparaveis sob C.

Se 81 ﬂBz = g, entdo I, (B)) N1y, (Bz)

Se B| N B, # @, temos que 7r(B1) + B, e que 71:(32) + By. Pelo Lema 5.1.1, vale que
existe biclique maximal B € B¢ que aceita a parti¢do (X,Y) tal que X = B ﬂBz e que 7r(Bl)

n(By) C Y. Logo, valem que X C BiequeX CBye, . portanto, que X € I, (B1) Niy (By) # @.

Como toda parte de biclique B contida na interseccao B\ N B, estd também contida em X, temos
que I, (X) =1 (B1) N1 (By).

Portanto, vale que

Iy (B)) NIy (By) # @ = 3B € Bg onde I, (B) = I (B)) NI (Ba).
Pelo Teorema 5.1.4, temos que P € autotransposto. Logo, vale que
El gé\z < 7T(§2) - 7'[(3\1)

__ Portanto, temos que BE I3 (By) <= n(B) €I, (m(B1)) eque BE I} (By) <= n(B) €
I, (m(B2)). Logo, temos que
Ij(B) NIy (By) # @ =
Iy (n(B))) NIy (n(By)) # & —>
3B € B¢ onde I; (B) = I, (n(B))) N1 (1(B)) —>
3B € B onde I (n(B)) = I (By) NI (Ba).

Logo, vale que
I (B\) NI (By) # @ = 3B € B onde I (B) = I (By) NI (By).
Portanto, temos que o poset P = (@G, C)éIc. O

Temos, portanto, o seguinte coroldrio.

Corolario 5.1.6. Seja G um grafo livre de tridngulos. Vale que BP(G) é um grafo IIC-
comparabilidade autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes.
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5.2 GRAFO Gy

Nesta secdo, provamos a reciproca do Coroldrio 5.1.6, isto €, que todo grafo de com-
parabilidade que admite como modelo um poset P IIC autotransposto livre de comparacdes
antecessor-sucessor de correspondentes € isomorfo ao grafo de inclusdo de partes de biclique de
algum grafo livre de tridngulos. Para a prova, construimos um grafo livre de tridngulos a partir
do poset P — que chamamos de Gp — e mostramos que o grafo de comparabilidade de P é
isomorfo ao grafo BP(Gy). Descrevemos tal grafo G com a construc@o a seguir.

Construcao 5.2.1. Seja P = (C, <) um poset IIC autotransposto sobre a bijecdo n: C — C
livre de comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes. Denotamos por Gp o grafo onde
o conjunto de vértices V(Gyp) equivale a C e dois vértices x,y € C sdo adjacentes se, e somente
se, vale que x < 1(y).

O grafo Gy possui o conjunto de elementos C do poset P = (C, <) como seu conjunto
de vértices e usamos a ordem parcial < para derivar propriedades sobre o grafo. Entretanto, vale
ressaltar que o grafo G ndo € o grafo de comparabilidade do modelo P.

(a) (b)
(v v (v
Yy4+——X—>»Z y X Z
w(y) —> 1(x) «—7(2) m(y) 7(x) 7(z)
V) v, v,

Figura 5.4: Poset PP (a) e grafo G (b).

A Figura 5.4 descreve um poset P = (C,=) IIC autotransposto sobre a bijegdo 7 :
C — C livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes (a) e o grafo Gy (b).
O poset P possui o conjunto C = {x, y, z, w(x), ©(y), 7n(z)} e a ordem parcial <= {(x,y),
(x,2), (m(y),7(x)), (7(2), 2(x)), (x,x), (y.¥), (z,2), (7(x), 72(x)), (72(y), 2(y)), (7(2),7(2))} e 0
grafo G possui o conjunto de vértices V(Gp) = C e o conjunto de arestas E(Gp) = {{x,7(x)},

e}z w2} ()} {67 (2)})-

Mostramos, com o seguinte lema, que todo grafo Gy € livre de tridngulos.

Lema 5.2.1. Seja P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre a bijecdo © : C — C livre de
comparagcoes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale que Gy é livre de tridngulos.

Prova. Suponha que x,y,z € C distintos formam um tridngulo em Gp. Como {x,y} e {y,z} sdo
arestas de G, valem que x < 7(y) e que y < (z). Como P é livre de comparagdes antecessor-
sucessor de correspondentes, vale que

y=2w()Ax=<7m(y) = x £ 7(2).

Como x £ m(z) <= z £ m(x), temos que {x,z} ndo ¢ aresta de Gp. Logo, temos que
Go € livre de triangulos. [
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Com o seguinte teorema, mostramos que toda biclique maximal de Gp — com
P = (C, =) — é exatamente a unido entre o intervalo de antecessores de algum elemento de C e
o intervalo de antecessores de seu correspondente.

Teorema 5.2.2. Seja P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre a bijecdo it : C — C livre
de comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale que Bg,, = {1, (x) | Vx € C} e
que a parte de biclique correspondente a 1, (x) € Bg,, é exatamente I, (7(x)).

Prova. Considere x € C. Para todo y € I, (x), vale que {y,7(x)} é uma aresta de Gp. Pelo
Lema 5.2.1, temos que Gy € livre de tridngulos. Logo, vale que os elementos de I;, (x) nao sio
adjacentes entre si em Gy e, portanto, que I, (x) é conjunto independente de G.

Para todo y € C onde x <y, vale que {x,7(y)} € aresta de Gp. Como P € autotransposto
sobre 7, vale que

{z() |x=2y}={veCly=n(x)}
=1 (n(x)).

Logo, vale que x é adjacente a todos — e apenas a — os elementos de /;, (7(x))
em Gop. Pela transitividade de <, vale que todo elemento de I3 (x) é adjacente a todos os
elementos de I, (7(x)). Da mesma forma que em I, (x), também vale que I, (7(x)) é um
conjunto independente de Gp. Logo, vale que I, (x) U1, (7(x)) € uma biclique de Gp com
partigdo (I, (x),15 (7(x))).

Assuma que exista z € C onde (I, (x) U{z},I;, (m(x))) seja particdo de alguma biclique
de Gy. Logo, vale que {z,7(x)} € aresta de Gy e, portanto, que z =< x, isto &, que z € I, (x). Da
mesma forma, se houver biclique em Gp com parti¢ao (/5 (x), I, (7(x)) U {z}) para algum z € C,
entdo z € I, (7(x)). Logo, vale que I, (x) UL} (m(x)) é biclique maximal de Gp. Portanto, temos
que {I;, (x) | ¥x € C} C ‘EG? e que {I; (x) Ul (n(x)) | ¥x € C} C Bg,.

Para provar que QA%G? C {I; (x) | Vx € C}, assuma que exista uma biclique maximal B,
com parti¢do (X1,Y1) onde X1 ¢ {I;, (x) | Vx € C}. Se X; possui um tinico miximo x no poset
(X1, =), entdo temos que X| = Iy (x). Logo, temos que X| possui, pelo menos, dois elementos
maximos x,y € X no poset (X1, <). Portanto, temos que existe uma biclique maximal B, com
parti¢do (Xp,Y>) tal que {x,y} C X e que

Iy (7(x)) Ny (7 (y)) € Ya.

Como x e y sd0 maximos em (X}, <), entdo x e y ndo sdo compardveis em <. Como B,
é biclique e x,y € X,, temos que existe w € ¥, adjacente tanto a x quanto a y em Gp. Logo, valem
que w = 7(x) e que w = 7(y). Portanto, temos que a interseccdo I, (7(x)) N1y (7(y)) ndo é
vazia. Como P é IIC, temos que existe z € C onde I, (z) = I, (m(x)) NI (n(y)). Se existe w' € C
tal que I, (z) U {w'} C Y, entdo, da mesma forma que no caso anterior, temos que w' € I, (z).
Temos, portanto, que Y> = I, (z) e que X = I, (7(z)).

Como By é biclique, vale que todo 7’ € ¥; é adjacente tanto a x quanto a y e, portanto,
vale que 7/ < 7(x) e z < m(y) para todo 7’ € ¥;. Logo, temos que Y; C I, (z) = Y. Pelo
Lema 5.1.2 e pela Proposi¢do 5.1.3, temos que X» = I, (7(z)) € X; e, portanto, que 7(z) € X.
Como x < 7(z) e y < 7(z), temos que x e y ndo sdo maximos em (X, <). Logo, temos que ndo
existe parte de biclique que nio esteja em {I, (x) | Vx € C}.
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Portanto, temos que toda parte de biclique de Gy pertence a {,, (x) | Vx€ C} e que a
parte de biclique correspondente a I, (x) é I, (7(x)). O

Considere a seguinte proposi¢ao.

Proposicio 5.2.3. Seja P = (C, =) um poset qualquer sobre um conjunto finito C. Vale — para
todo x,y € C — que
xRy = I, (x) CL; (y).

Prova. Se vale que x <y, entdo — para todo z € I, (x) — vale que z <x = z =y. Logo,
temos que x Xy = I, (x) C I, (y).

Se I, (x) C 1, (), entdo todo z € I, (x) também pertence a I, (y). Logo, vale que z <Xy
para todo z € I, (x). Como x € I, (x), temos que x < y. Logo, temos que I, (x) C I; (y) =
x =y

Portanto, vale que

¥y = ) S ).

Considere, portanto, o enunciado do préximo teorema.

Teorema 5.2.4. Sejam P = (C, <) um poset IIC autotransposto sobre a bijecdo it : C — C livre
de comparacoes antecessor-sucessor de correspondentes e H o grafo de comparabilidade que
tem P como modelo. Vale que BP(Gy) é isomorfo a H.

Prova. Pelo Teorema 5.2.2, temos que o conjunto de partes de bicliques de Gy equivale a
{1 (x) | Vx € C}. Pela Proposi¢do 5.2.3, temos que H € isomorfo a BP(Gyp). O

Pelo Corolario 5.1.6, temos que o grafo BP de todo grafo livre de tridngulos é grafo
IIC-comparabilide autotransposto livre de comparacdes antecessor-sucessor de correspondentes.
Com o Teorema 5.2.4, podemos afirmar a reciproca, obtendo o seguinte coroldario.

Corolario 5.2.5. Seja C a classe dos grafos IIC-comparabilidade autotranspostos livres de
comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale que

BP(K3—free) = C.

A Figura 5.5 descreve a inclus@o da classe dos grafos BP(K3—free) pelos grafos
[IC-comparabilidade e os grafos de comparabilidade autotranspostos livres de comparacdes
antecessor-sucessor de correspondentes, ambas subclasses da classe dos grafos de compara-
bilidade. Como a classe dos grafos IIC-comparabilidade equivale aos grafos KB,, de grafos
bipartidos, também temos que os grafos KB,,(K3—free) incluem os grafos IIC-comparabilidade
e, portanto, a classe BP(K3—free).

O seguinte enunciado caracteriza a classe dos grafos biclique de grafos livres de
triangulos em termos de posets IIC autotranspostos livre de comparac¢des antecessor-sucessor de
correspondentes.

Teorema 5.2.6. Todo grafo biclique de um grafo livre de tridngulos é isomorfo ao grafo de
intersecgdo que tem o conjunto {1, (x) UL, (7(x)) | Vx € C} como modelo, para algum poset
P = (C, =) IIC autotransposto sobre a bijecdo © : C — C livre de comparagdes antecessor-
sucessor de correspondentes.
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’ KB, (K3-free) ‘ ’ Comparabilidade
Y
v v Autotransposto
11C- livre de comp.
comparabilidade antecessor-sucessor
de correspondentes

Y Y

] BP (K5 free) \

Figura 5.5: Diagrama de inclusdo de classes com os grafos BP(K3—free).

Prova. Seja G um grafo livre de tridAngulos qualquer. Considere o poset P’ = (@G, Q). Pelos
Teoremas 5.1.4 e 5.1.5, vale que P’ é 1IC autotransposto livre de comparagoes antecessor-
sucessor de correspondentes sobre alguma bljegao ' BG — BG onde 7 (B) ¢ a parte de
biclique correspondente de B para todo Be BG

Considere duas partes de bicliques B) e B, distintas e ndo- correspondentes de G. Se B,
e B, se intersectam, entdo — por P’ ser IIC — vale que existe alguma parte de biclique Bde G
tal que I, (B) equivale 2 interseccdo I, (B} ) NI, (B;). Como tal B existe, temos que I, (B) ndo
é vazio e, portanto, que I, ~(B1) possuem intersec¢do gj,(ﬁz). Logo, temos que se as bicliques
maximais By U7'(B)) e B, U (B,) se intersectam, entdo as unides I, (B)) UL (7'(B))) e
1y (By) Ul (' (B,)) também se interse/c\tam. -

Considere, portanto, que L, (Bl) e I.,(B;) se intersectam. Existe, portanto, algum
elemento B € BG tal que Bel ,(Bl) eBel ,(Bz) Logo, temos que BCB e que BCB,
e, portanto, que B| e B, se intersectam. Temos, entdo, que se as unides I ,(Bl) UL, (n' (El))
el (B2) UL, (n'(By)) se intersectam, ento as bicliques maximais By Un'(B;) e B, U/ (Bs)
também se intersectam.

Portanto, vale que a biclique maximal B U (E 1) intersecta a biclique maximal B>U
7' (B,) se, e somente se, a unido I, (B ) UL, (7'(B;)) intersecta a unido I, (By) UL, (7' (By)).

Vale notar — para todo poset P = (C, =) que admite uma bijecdo ¢ : C — @Gw
onde x <y se, e somente se, ¢ (x) C ¢(y) — que P é IIC autotransposto sobre alguma bijegao
7 : C — C livre de comparacdes antecessor-sucessor de correspondentes. Portanto, o grafo
KB(G) ¢ isomorfo ao grafo de intersec¢do que admite o conjunto {/; (x) Ul (7(x)) | Vx € C}
como modelo. 0

Vale lembrar, para um poset P = (C, =) IIC autotransposto sobre a bijecdo 7 : C — C
livre de comparagOes antecessor-sucessor de correspondentes, que o grafo G possui as arestas
{x,7m(x)} para todo x € C. Logo, temos que Gp possui um emparelhamento perfeito. Como
— pelo Lema 5.2.1 — vale que Gy € livre de tridngulos, temos a classe de todos os grafos
isomorfos a um possivel grafo Gy € subclasse estrita a classe dos grafos livres de tridngulos.
Porém, também vale — pelo Teorema 5.2.6 — que a classe de seus grafos biclique equivale a
classe dos grafos biclique dos grafos livres de triangulos. Portanto, podemos enunciar o seguinte
coroldrio.
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Corolario 5.2.7. Seja C a classe de todos os grafos isomorfos a algum grafo Gy, para algum
poset P IIC autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale
que C C Kz—free e que KB(C) = KB(Kz—free).

5.3 PROPRIEDADES DO GRAFO LINHA DE Gy

Nesta secdo, exploramos as propriedades do grafo Gp — apresentado na Se¢do 5.2
— e de seu grafo linha. Mostramos que o grafo KB,,(Gy) é isomorfo a um subgrafo induzido
de L(Gp)? e que um subgrafo de L(Gyp) é isomorfo a um subgrafo de L(KB,,(Gp)). Tais
propriedades nos permitem associar a estrutura do grafo KB,, — e, portanto, as bicliques
maximais — de um grafo G a seu grafo linha. Para esta sec@o, considere o poset P = (C, <)
IIC autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes.

Vale lembrar que todo par de elementos correspondentes {x, 7(x)} de P é uma aresta
de G9 e, portanto, que Gp possui um emparelhamento perfeito. Descrevemos as arestas do
emparelhamento perfeito com a seguinte notacao.

Definicio 5.3.1. Seja P = (C,=) um poset IIC autotransposto sobre w : C — C livre de
comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes. Denotamos por ey a aresta {x,7(x)} de
G, para todo x € C.

Com a seguinte proposicdo, enunciamos que existe uma bijecdo entre as arestas do
emparelhamento perfeito com as bicliques maximais de Gp. Mais especificamente, que uma
aresta e, do emparelhamento perfeito estd contida apenas na biclique maximal 75, (x) U1y, (7(x))
de Gp, com x € V(Gyp).

Proposicao 5.3.1. Seja P = (C,=) um poset IIC autotransposto sobre t : C — C livre de
comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes. Para todo x € C, a aresta e, estd contida
na biclique maximal B € Bg,, se, e somente se, vale que B = 1, (x) Ul (7(x)).

Prova. <) Pelo Teorema 5.2.2, temos que B = I, (x) U1, (7(x)) é biclique maximal de Gyp.
Como x = 7(7(x)), temos que e, = {x, (x)} é aresta de Gp. Como x € I, (x) e 7(x) € I, (m(x)),
temos que e, C B.

=) Considere a biclique maximal B € Bg,, € a aresta e, C B. Pelo Teorema 5.2.2,
temos que existe algum y € C tal que B = I, (y) U1, (7(y)). Como x € B, assuma — sem perda
de generalidade — que x € I, (y) e, portanto, que x < y. Como e, € aresta contida em B, temos
que 7(x) € B\ I (y) = I, (m(y)). Logo, temos que I, (w(x)) C I, ((y)). Pela Proposi¢do 5.2.3,
temos que I, (m(x)) C I, (7(y)) se, e somente se, (x) < 7(y). Como P € autotransposto, temos
que w(x) < 7(y) se, e somente se, y < x. Logo, temos que x = y e, portanto, que 7(x) = 7(y).

Portanto, temos que e, € aresta de B se, e somente se, vale que B = I;, (x) Ul (7(x)). O

Podemos, entdo, assumir uma bijecao entre as arestas do emparelhamento e as bicliques
maximais de Gy e, logo, fazer uso da seguinte notagao.

Defini¢io 5.3.2. Seja P = (C,=) um poset IIC autotransposto sobre w: C — C livre de
comparacoes antecessor-sucessor de correspondentes. Denotamos por By a biclique maximal de
Gy que admite a parti¢do (I, (x),1; (7(x))), para todo x € C.

Vale notar que um emparelhamento perfeito de Gp € um conjunto independente em seu
grafo linha. O seguinte teorema enuncia que os vértices e, e e, de L(Gp) possuem um vizinho
em comum — isto €, entdo a distdncia 2 — se, e somente se, as bicliques maximais By € By sdo
mutuamente inclusas entre si.
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Teorema 5.3.2. Seja P = (C, <) um poset IIC autotransposto sobre © : C — C livre de compara-
coes antecessor-sucessor de correspondentes. Para todo x,y € C distintos e ndo correspondentes,
vale que e, é adjacente a ey, em L(Gp)? se, e somente se, as bicliques maximais By e By sdo
mutuamente inclusas.

Prova. Como as arestas e, = {x,7(x)} e ey = {y,m(y)} de Gp ndo possuem intersec¢do, te-
mos que sdo adjacentes em L(Gy)? apenas se algum dos pares {x,y}, {x,7(y)}, {m(x),y} ou
{m(x),m(y)} for aresta de Gp. Considere, sem perda de generalidade, que {x,7(y)} é aresta de
Go.

Logo, temos que x <y e — pelo Teorema 5.2.3 — que I, (x) C I, (y). Como P ¢
autotransposto, temos que 7(y) < 7(x) e, consequentemente, que I, (7(y)) C I, (w(x)). Pelo
Teorema 5.2.2 e pela Proposicdo 5.3.1, temos que B, e By sdo mutuamente inclusas entre si.

0

Logo, podemos enunciar o seguinte Coroldrio.

Corolario 5.3.3. Seja P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre 1t : C — C livre de com-

paragdes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale que KB,,(Gyp) é isomorfo ao subgrafo
de L(Gy)? induzido por {e, | Vx € C}.

(a) (b) (©)

Figura 5.6: Grafo G (a), grafo L(Gp)? (b) e grafo KB,,(Gy) (c).

A Figura 5.6 descreve um grafo Gp (a), o grafo L(Gp)? (b) e o grafo KB,,(Gp)
(c). O grafo Gp possui o conjunto de vértices V(Gp) = {x,7(x),y,7(y),z,7(z),w, T(W)},
o conjunto de arestas E(Gyp) = {{x,n(x)}, {y7()}, {z,7(2)}, {w,x(w)}, {z,7(x)},
{w,m(x)}, {y,7(2)}, {y,m(w)}, {y,m(x)}} e as bicliques maximais B, = {x,7(x),z,w,y},
By = {y,m(y),7(z), a(w), w(x)}, B; = {z,7(2),w(x),y} e By = {w,7(w),7(x),y}. Como
enunciado pelo Corolario 5.3.3, o subgrafo de L(Gyp)? induzido pelo conjunto de arestas do
emparelhamento perfeito de Gp — em destaque em (b) — € isomorfo ao grafo KB,,(Gy).

Teorema 5.3.4. Seja P = (C, <) um poset IIC autotransposto sobre © : C — C livre de compara-
coes antecessor-sucessor de correspondentes. Para todo x,y € C distintos e ndo correspondentes
onde as bicliques maximais By e By de Gp sdo mutuamente inclusas, vale que existe uma tinica
aresta de Gp que intersecta tanto ey quanto e,.

Prova. Pelo Teorema 5.3.2, temos que e, € e, sdo adjacentes em L(Gp)?. Como x e y sdo
distintos e ndo correspondentes, também vale e, € e, ndo possuem vértices de Gp em comum.
Logo, existe alguma aresta que intersecta tanto e, quanto e,.
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Vamos supor os casos que exista mais de uma aresta que intersecta tanto e, quanto e,
em Gp. Como vale — pelo Lema 5.2.1 — que Gy € livre de tridngulos, entdo tais arestas nao
possuem vértices de e, ou de ey em comum.

Assuma que existam duas arestas e; = {x,y} e e = {7(x),w(y)} de Gp. Logo, vale
que x 2 1(y) e que m(x) < y. Como P é autotransposto sobre 7, vale que 7(x) <y implica que
7(y) < x e, portanto, que x = 7(y). Entretanto, x ndo é correspondente de y. Logo, as arestas e|
e e ndo pertencem simultaneamente a E(G).

Assuma, portanto, que e; = {x,7(y)} e que ey = {y, w(x)} sdo arestas de G. Vale que
x <yequey =X xe, portanto, que x = y. Entretanto, como x e y s@o distintos, entdo e € e; nao
pertencem simultaneamente a E(Gy).

Portanto, se B, € B, sdo mutuamente inclusas, entdo existe uma Unica aresta que
intersecta tanto e, quanto e, em Gyp. U

Com o Teorema 5.3.4, podemos usar a seguinte notacdo para a tinica aresta que intersecta
tanto e, quanto e, em Gp. Vale notar que tal aresta corresponde, no grafo linha L(G), ao vizinho
em comum de e, € e,.

Definicdo 5.3.3. Sejam P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre m : C — C livre de
comparagcoes antecessor-sucessor de correspondentes e x,y € C distintos e ndo correspondentes
onde as bicliques maximais By e By sdo mutuamente inclusas entre si. Denotamos a aresta que
intersecta tanto ex quanto ey em Gp por eyy.

Vale destacar que a aresta e,, existe em Gp se as bicliques maximais B, e By sdo
mutuamente inclusas. Logo, a aresta e,, pode ser vista como a relagdo de inclusdo miitua entre
B, e B, e, portanto, associada a aresta {By, B, } de KB,,(Gy). Exploramos tal associagdo com o
seguinte teorema.

Teorema 5.3.5. Seja P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre © : C — C livre de com-
paragdes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale que o subgrafo de L(Gy) induzido por

E(Gy) \ {ex | Vx € C} é isomorfo a um subgrafo gerador de L(KB,,(Gy)).

Prova. Considere as arestas ey, € ey, de Gp. Pelo Lema 5.3.2, temos que a biclique maximal B,
¢ mutuamente inclusa tanto a B, quanto a B;. Logo, temos que {By, By} e {By,B;} sdo arestas de
KB,,(Gyp). Vale notar que e,, e e,; de Gy ndo sio necessariamente intersectantes. Entretanto, se
{exy, ex;} € arestade L(Gp) — isto &, se ey e e, sdo intersectantes —, entdo {{By, By },{Bx,B;}}
¢ aresta de L(KB,,(Gy)).

Vale notar que, como {e, | Vx € C} é um emparelhamento perfeito de Gy, as demais
arestas de G sdo as que intersectam simultaneamente duas arestas do emparelhamento perfeito.
Portanto, temos que o subgrafo de L(Gy) induzido por E(Gyp) \ {e, | Vx € C} é subgrafo gerador
de L(KB,,(G9)). O

A Figura 5.7 descreve um grafo Gy (a), o grafo L(Gyp) (b) e o grafo L(KB,,(Gy)). O
grafo Gp € o mesmo que € descrito pela Figura 5.6. Como demonstrado pelo Teorema 5.3.5,
temos que o subgrafo de L(Gy) induzido pelo conjunto de arestas de Gp que ndo pertencem ao
emparelhamento perfeito — em destaque em (b) — € isomorfo a um subgrafo gerador do grafo
L(KB,,(Gyp)). Nesse exemplo, vale que e, = {z,(x)}, que e,; = {y, m(z) }, que ey, = {w, w(x)}
e que ey, = {y,w(w)}. Embora {{By,B;},{By,B;}} ¢ {{Bx,Bw},{By,By}} sejam arestas de
L(KB,,(Gy)), os pares {ex;, ey} e {eqy, e, } ndo sdo arestas de L(Gyp). Logo, ndo hd garantia
de tal subgrafo induzido de L(Gy) seja isomorfo a L(KB,,(Gy)).

O motivo de ndo haver garantia é descrito pela Figura 5.8, que ilustra dois casos
envolvendo as arestas ey, ey, €, ey, € e,,. No caso (a), existe intersec¢do entre as arestas e,y € €y,
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(a) (b) (©)

Figura 5.8: Arestas ey, € e, intersectantes (a) e ndo-intersectantes (b).

que € apresentada pelo vértice em destaque. No caso (b), o vértice de ey, que intersecta ey € 0
vértice de ey, que intersecta e, ndo sdo 0 mesmo, como apresentado em destaque pela figura. Em
ambos os casos, a biclique maximal By € mutuamente inclusa tanto a B, quanto a B; e, portanto,
ambos vértices {By, By} e {B,,B;} sdo adjacentes em L(KB,,(Gy)). Entretanto, apenas no caso
(a) que os vértices ey € ey, sdo adjacentes em L(Gy). No caso (b), vale que ey, e e,; ndo sdo
intersectantes e, portanto, ndo sdo adjacentes em L(Gy).

Como ja mostramos, as arestas do emparelhamento perfeito de Gp correspondem as suas
bicliques maximais e as arestas que ndo pertencem ao emparelhamento perfeito correspondem as
relacdes de inclusdo mutua entre as bicliques maximais. Podemos descrever tais correspondéncias
pelo seguinte coroldrio.

Corolario 5.3.6. Seja P = (C,=<) um poset IIC autotransposto sobre T : C — C livre de

comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes. Vale que existe bijecdo ¢ : E(Gp) —
V(KB,,(Gp)) UE(KB,,(Gyp)) onde

o(e) = B, se e = ey, para algum x € C,
{Bx,By}, see=ey, paraalgum parx,y € C com x #y # m(x).

Como consequéncia, também vale para o grafo Gp que
[E(Gyp)| = [V(KBu(Gyp))| + |E(KBu(Gyp))|.

Vale lembrar que o operador de subdivisdo de uma aresta e de um grafo G retorna um
grafo com o conjunto de vértices V(G) U {e}. Se é feita uma subdivisdo de todas as arestas de
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G, entdo o grafo resultante possui o conjunto de vértices V(G) U E(G). Logo, é razodvel falar
de insercdo de arestas de L(G) no grafo obtido pela subdivisdo de todas as arestas de G, onde o
conjunto de vértices de L(G) = E(G) é subconjunto de vértices de tal grafo. Considerando o
Corolério 5.3.3, o Teorema 5.3.5 e o Corolério 5.3.6, podemos considerar o seguinte enunciado.

Corolario 5.3.7. Sejam H o grafo de bicliques mutuamente inclusas de um grafo livre de
triangulos, S o grafo obtido pela subdivisdo de todas as arestas de H e S> o grafo com o mesmo
conjunto de vértices que Sy e com o conjunto de arestas E(Sy) = E(S1)UE(L(H)). Vale que
existe poset P IIC autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes
onde H ~ KB,,(Gy) tal que S| é isomorfo a um subgrafo gerador de L(Gy), que é isomorfo a
um subgrafo gerador de S,.

(a) (b) (c)
Jol :
{B«.B:}| | |{B+, By} [{B«,B} - {B., B}

[{B..B,}]
[{By, B} {B), Bu}|

B,

Figura 5.9: Grafo subdivisdo S; do grafo H ~ KB,,(Gy) (a), grafo L(Gy) (b) e grafo S, com vértices e arestas de
Sy e arestas de L(H) (c).

A Figura 5.9 descreve o grafo S; (a) — obtido pela subdivisdo de todas as arestas do
grafo H ~ KB,,(Gp) —, o grafo L(Gy) (b) e o grafo S, (c) — com os mesmos vértices e arestas
de S| e as arestas de L(H). O grafo Gp é o mesmo descrito pelas Figuras 5.6 ¢ 5.7. Como
enunciado pelo Corolario 5.3.7, temos que o grafo S; € isomorfo a um subgrafo gerador de
L(Gy), que é isomorfo a um subgrafo gerador de S,. As arestas em destaque sdo as arestas
ausentes no subgrafo gerador isomorfo ao grafo anterior dessa sequéncia de subgrafos geradores.

O enunciado do Coroldrio 5.3.7 garante a existéncia do grafo linha de um grafo pré-
imagem G € KB;] (H) intermedidrio entre S e S». Exploramos, no Capitulo 6, essa propriedade
no contexto de computagdo da pré-imagem de um grafo KB,,, de um grafo livre de tridngulos,
onde sugerimos um algoritmo para a computacao da pré-imagem.
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6 PRE-IMAGEM DO KB,, DE LIVRES DE TRIANGULOS

Ao final do Capitulo 5, mostramos que todo grafo G € KB,,(K3—free) admite uma
pré-imagem H tal que seu grafo linha L(H) é isomorfo a um supergrafo gerador do grafo obtido
pela subdivisdo de todas as arestas de G e isomorfo a um subgrafo gerador do grafo obtido pela
subdivisdo de todas as arestas de G e inserc@o de todas as arestas de L(G).

Entrada G
Subdivisao e
Subdivisio Grafo intermedidrio L(H arestas de L(G
<> < ® - @
-
Saida H
[ ]
[ )

Figura 6.1: Encontrar a pré-imagem de um grafo KB,, de livre de tridngulos visto como um problema sanduiche.

Uma forma de obter uma pré-imagem de um grafo KB,,(K3—free) é tratar como um
problema sanduiche, isto €, o problema de identificar um grafo de uma determinada classe entre
um subgrafo e um supergrafo geradores dados como entrada. Esse problema € introduzido por
Golumbic et al. (1995) como uma generaliza¢do do problema de caracteriza¢do. A Figura 6.1
descreve o diagrama da computagdo da pré-imagem de um grafo KB,,(Kz—free) como uma
reducdo a um problema sanduiche. Se um grafo linha de um grafo livre de tridangulos € encontrado,
entdo computamos a pré-imagem L~! de tal grafo e testamos se seu grafo KB,, é isomorfo ao
grafo de entrada.

Grafos linha de livres de triangulos sdo exatamente os grafos livres do grafo diamante —
Figura 6.2 (a) — e do grafo garra — Figura 6.2 (b) —, como descrito por Metelsky e Tyshkevich
(2003). O trabalho de Dantas et al. (2011) sugere que o problema sanduiche possa ser resolvido
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(a) (b)

Figura 6.2: Grafo diamante (a) e grafo garra (b).

com complexidade de tempo polinomial para o caso do grafo intermedidrio ser livre de diamantes.
Entretanto, o trabalho de Dantas et al. (2015) prova que é NP-completo decidir se existe um
grafo intermediério livre de garras.

Vale lembrar que, no caso da computacéo da pré-imagem de um grafo KB, (K3—free), o
subgrafo e supergrafo geradores sdao construidos a partir de um grafo de entrada e tal restricao ndo
¢ imposta pelo problema sanduiche. Também vale lembrar que a pré-imagem a ser encontrada é
o grafo construido por um poset IIC autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor
de correspondentes. Neste capitulo, usamos as propriedades de tais posets para sugerir um
algoritmo para a computagdo da pré-imagem do grafo KB, de livre de triangulos. O algoritmo se
baseia em decidir quais arestas do grafo linha da entrada inserir no grafo obtido pela subdivisao
e quais ndo inserir, isto €, o conjunto de pares para a decisdo da inser¢ao.

Na Secao 6.1, apresentamos a Regra do Triangulo, Regra das Cliques, Regra do P; e
a Regra do Diamante para a decisdo de pares a serem inseridos. Derivamos tais regras a partir
das propriedades de um poset I1C autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de
correspondentes.

Na Secdo 6.2, sugerimos o algoritmo da computagdo da pré-imagem com descri¢des
das funcdes que implementam cada uma das regras apresentadas na Secao 6.1 e a descri¢ao
da fun¢do da computacio da pré-imagem do grafo linha do grafo intermedidrio computado.
Tal computagdo também faz uso da existéncia da bijecdo entre o emparelhamento perfeito e as
bicliques maximais da pré-imagem retornada.

Na Secdo 6.3, descrevemos alguns critérios de decisao dos pares para a inser¢ao que
ndo sdo cobertos pelas regras e cogitamos a influéncia da propriedade I1IC do poset sobre o grafo
de saida gerado.

Na Secao 6.4, descrevemos o uso do algoritmo para o reconhecimento dos grafos da
classe KB,,(K3—free) e apresentamos exemplos de grafos rejeitados. Conjecturamos, entdo, que
a familia minima de subgrafos proibidos pela classe dos grafos KB,,(K3—free) é composta pelos
grafos proibidos pelos grafos de comparabilidade com exce¢ao dos buracos impares.

6.1 REGRAS DO TRIANGULO, DAS CLIQUES, DO P; E DO DIAMENTE

Nesta secdo, apresentamos a Regra do Triangulo, a Regra das Cliques, a Regra do P
e a Regra do Diamante. Tais regras descrevem as propriedades do grafo linha do grafo Gp —
da Construgdo 5.2.1 —, construido sobre um poset P IIC autotransposto livre de comparagdes
antecessor-sucessor de correspondentes, e sao usadas como critério de constru¢do do grafo linha
da pré-imagem de um grafo KB,,(K3—free).

Considere o poset P = (C,=) IIC autotransposto livre de comparagdes antecessor-
sucessor de correspondentes e o grafo construido Gp. Para derivar as propriedades do grafo linha
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L(Gy) a partir das relagdes de comparabilidade do poser P, fazemos uso da notac@o de disjuncdo
iterada (\/) para a seguinte simplificacao:

V V=) = @=2pva=am)Vvine) 2y)V(rE) 2 a0),

x'cey yee,

onde e, e e, denotam, repectivamente, as arestas {x,7w(x)} e {y,m(y)} do emparelhamento
perfeito de Gp, como descrito pela Definicao 5.3.1. Para estender a notacdo descrita pela
Definicdo 5.3.3 para os casos onde o grafo Gy pode ou nao possuir uma aresta que intersecta
tanto e, quanto ey, enunciamos a seguinte defini¢do.

Definicdo 6.1.1. Sejam P = (C, <) um poset IIC autotransposto livre de comparagées antecessor-
sucessor de correspondentes e x e y elementos de C. Denotamos que existe aresta que intersecta
tanto e, quanto e, em Gy por ey, € E(Gyp) e que tal aresta ndo existe em Gp por ex, ¢ E(Gyp).

Considere, portanto, a seguinte proposicao.

Proposicao 6.1.1. Seja P = (C,=<) um poset IIC autotransposto sobre m : C — C livre de
comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes. Para todo x,y € C, vale que

ew €E(Gy) = \/ \ (¥ =Y)

xeey Yee,

Prova. =) Para x,y € C, temos que e, ¢ e, sdo arestas de Gp. Considere ¢, € eyMNeyy €
cy € eyNey,. Logo, temos que {cy,cy} € aresta de Gy e, portanto, que ¢ = 7(cy). Como
cx, t(cx) € ex, ¢y, W(cy) €€y e cy = m(m(cy)), vale que

ey €EE(Gp) = I €e, Iy eey(¥ < n(y)) = \/ \/ (X' =y).

x'cey yee,
<) Se existem x’ € e, ey’ € e, tal que ¥’ <Y/, temos que

(x=y)Vxr27() V() 2y)V(7(x) 2 7(y))-

Como o poset P € autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de cor-
respondentes, temos que apenas uma das precedéncias é valida. Portanto, que um dos pares
{x,m(y)}, {x,y}, {7w(x),7(y)} ou {m(x), (y)} é aresta de Gp. Como e, e e, sdo arestas de G,
temos que um dos pares que € aresta de Gy € a aresta ey,. U

Pelo Teorema 5.3.5, mostramos que o subgrafo de L(Gy) induzido pelo conjunto
E(Gp)\ {ex | Vx € C} — correspondente as arestas que nao sdo do emparelhamento perfeito de
Gy — sdo subgrafos geradores do grafo linha L(KB,,(G9)). Justificamos o motivo do subgrafo
induzido de L(Gyp) ndo ser necessariamente isomorfo a L(KB,,(Gy)) pela forma de que as
arestas de G intersectam uma aresta do emparelhamento perfeito, sendo por uma interseccao
pelo mesmo vértice ou por vértices distintos. A seguinte proposi¢cao descreve que a condi¢cao
para intersec¢des pelo mesmo vértice sdo exatamente a em que tal vértice — elemento do poset
— € ou antecessor ou sucessor em comum pela ordem < de algum dos vértices das arestas do
emparelhamento perfeito que compartilham tais arestas intersectantes. Pela notag¢do de disjuncdo
iterada, isso € descrito por um termo em comum ou antecede ou sucede simultaneamente outros
dois termos, como destacamos no enunciado da proposi¢ao.




91

Proposicao 6.1.2. Sejam P = (C,=) um poset IIC autotransposto sobre m : C — C livre de
comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes e ey, e ey, arestas de Gp com x,y,z € C
distintos e ndo correspondentes. Vale que

ewne.#2 < \/ \/ V (¥]=yna[¥]=7).

x'ce, yee, 7ce;

Prova. =) Considere ¢y € ey, ¢y € €, € ¢; € €, tals que ¢y € €y, Cy € €y € C; € €. Como
Cx € €xlexy € eyylley #£ &, temos que ¢, € eyy MNey; €, portanto, que ¢y € e,;. Como {cx,cy} é
aresta de Gy, temos que ¢, < 7(cy). Da mesma forma, também temos que ¢, < 7(c;). Como
Cx € exyMey, temos que ¢, € vértice de e, e, portanto, que 7(cy) é vértice de e, e que 7(c;) é
vértice de e,. Logo, temos que

exyNey #9 = \/ \/ \/(x’jy’/\x'jz’).

xX'cey yee, fee,

<) Considere ¢y € €y, ¢y € & € ¢; € €, tais que ¢x = ¢y € ¢y =X ¢;. Portanto, temos
que {cy,m(cy)} e {cx, w(c;)} sdo arestas de Gp. Como ey, e, e e, sdo arestas de G, temos que
{cx,m(cy)} =exy e que {cy, T(c;)} = ey e, portanto, que ey, Ney, # . O

A seguinte proposicdo descreve a condi¢do para que as intersec¢Oes envolvendo a
aresta do emparelhamento perfeito de Gy ndo sejam pelo mesmo vértice, como no caso da
Proposi¢do 6.1.2. Caso intersecgdes por vértices distintos ocorram, entdo tal termo da disjuncao
iterada antecede um e sucede outro na ordem =<, como destacado no enunciado da proposi¢ao.

Proposicao 6.1.3. Sejam P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre 1t : C — C livre de
comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes e ey, e ey, arestas de Gp com x,y,z € C
distintos e ndo correspondentes. Vale que

eyNe, =0 < \/ \/ \/(jy’/\z/j)

x'ce, y'ece, Zee,

Prova. Considere ¢, € ey, ¢y € € € ¢; € €, tais qUE Cy € €yy, Cy € €xy € C; € &z COmo ey, Mey, =
@, temos que ¢, ¢ ey, e, portanto, que 7(cy) € e;. Logo, temos que ey, = {cy, ¢y} € que
ex: = {m(cx), c; }. Portanto, temos que ¢ < 7(cy) e que ¢; =< cy. Logo, vale que

eyNe, =0 = \/ \/ \/(x'jy'/\z'jx’).

x'ce, yee, ce;

<) Considere ¢y € ey, ¢, € e, € c; € e tais que ¢x < ¢, e ¢; = ¢x. Vale que {cy, T(cy)}
e que {c;,7(cy)} sdo arestas de Gp. Como x,y,z € C, temos que ey, e, e e, sdo arestas de Gp e,
portanto, que ey, = {cy, T(cy)} e que ex; = {c;, m(cx) }. Temos, entdo, que e,y MNey, = 2. O

O seguinte lema enuncia a relagdo entre trés arestas do emparelhamento perfeito de G

possuem arestas intersectantes entre si.

Lema 6.1.4. Sejam P = (C,=) um poset IIC autotransposto sobre 1t : C — C livre de com-
paragdes antecessor-sucessor de correspondentes e €,y, €y, e &y, arestas de Gp com x,y,z € C
distintos e ndo correspondentes. Vale que

eyNeg #3 NeyNe, #T = egNey, =J.
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Prova. Pela Proposicado 6.1.2, temos que

eyNey # 0 \/ \/ \/(x'jy’/\x'jz/).

xX'cey ycey Zce;

Também temos que

epNe.#0 <= \/ \/ (/=X =22).

xX'cey yee, Zee,
Logo, temos que

eyNey # BT NeyNey, # T

V V VE A=A\ VO 2dAY 22) =

x'cey yee, fce; x'ce, yee, 7ce;
\/ \/ \/ (X' =2y A =2)A \/ \/ \/ X 2y N =Y) =
xX'cey yee, fce, X'ce, yee, 7ce;

\/ \/ \/(x/jy//\x/jzl/\zljy/):>

xX'cey yee, fee,

V V V& =dAZ=y).

x'cey yee, Zce;

Pela Proposicao 6.1.3, temos que e, MNey, = . 0

Figura 6.3: Trés arestas de um emparelhamento perfeito e trés arestas intersectantes ao emparelhamento em G.

A Figura 6.3 ilustra o enunciado do Lema 6.1.4 com um emparelhamento perfeito de
G com as arestas ey, ey € e, € as arestas intersectantes as arestas do emparelhamento perfeito e,
ey € €;. As arestas ey, € e, intersectam o mesmo vértice de e, € as arestas ey, € e, intersectam
o mesmo vértice de e,. Como consequéncia, as arestas e,; € e,, intersectam vértices distintos de
e;.

Podemos, portanto, enunciar o teorema correspondente a Regra do Triangulo.

Teorema 6.1.5 (Regra do Tridngulo). Sejam P = (C, =) um poset IIC autotransposto sobre
7 : C — C livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes e €y, €y, e ey, arestas
de Gp com x,y,z € C distintos e ndo correspondentes. Vale que exatamente uma das intersecgoes
duas-a-duas entre ey, ey, e ey, € vazia.
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Prova. Pelo Lema 6.1.4, temos que pelo menos uma das intersec¢oes duas-a-duas entre ey,
ey, € ey, € vazia. Suponha, sem perda de generalidade, que e,, Ney, = ey MNey, = &. Pela
Proposicdo 6.1.3, temos que

V V VE=ynZ=z)nV Vi =dn =)«

xX'cey yee, fce, X'ce, yee, 7ce;
\/ \/ \/ (X' =y AN ZX)A \/ \/ \/ X' =y Ny =27) =
x'ece, y'ee, Zce, x'ce, y'ee, Zee,

\/ \/ \/(x/jy,/\yljz,/\zljx/) —

x'ce, y'ece, Zce;

VoV V=y=9)

x'ce, yce, 7ce;

Como x € ey, y € ey € 7 € €; sdo distintos e ndo correspondentes, temos que apenas uma
das intersec¢des duas-a-duas entre ey, €y € e, € vazia. [

Figura 6.4: Regra do Triangulo.

A Figura 6.4 descreve o grafo linha L(Gy) onde Gy possui o emparelhamento perfeito
com as arestas e, ey € €; € as arestas intersectantes as arestas do emparelhamento perfeito eyy,
ey; € ey;. Como resultado do Teorema 6.1.5, temos que existe exatamente duas arestas entre 0s
vértices eyy, ey € e, em L(Gyp), representadas em destaque na figura. A linha tracejada com o
rétulo “X”” em destaque representa o par que deve ser decidido a ndo inser¢ao pelo algoritmo.
No grafo KB,,(Gy), seus vértices By, By e B, — descritos pela Defini¢do 5.3.2 — formam um
triangulo, o que da o nome de Regra do Tridngulo ao teorema.

Enunciamos o seguinte teorema correspondente a Regra das Cliques.

Teorema 6.1.6 (Regra das Cliques). Sejam P = (C,=<) um poset IIC autotransposto sobre
7. C — C livre de comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes e €yy, €x; € €x,, arestas
de Gy com x,y,z,w € C distintos e ndo correspondentes. Vale que

leyNey| = leyNew| <= exNen, # 9.

Prova. Como Gy € livre de tridngulos, temos que cada intersecgao ey, M ey, € ey, MNey, pode ser
vazia ou possui um elemento. Logo, temos que ey, Ney|, [exy Ney,| € {0,1}.



Considere que ey, MNey, = ey, MNey, = J. Pela Proposi¢io 6.1.3, temos que

Exylex; = NeyMNey =9 <—

V.V VEAI=20 VY 28)

x'cey yee, Zce; x'cey yce, wee,

V V V VA= 2x) =

X'cey yee, Zce;wcey,

V V VE=Xaw=d) = \/ V VA7 =w).

x'€ey 7€e, weey, X' cey 7ce;, weey,

Pela Proposicdo 6.1.2, temos que ey; N ey, # I

Considere que ey, Ney, # I € que ey, Mey, # . Pela Proposi¢do 6.1.2, temos que

eyNey # DT NeyNey, # T =

V V VE =y =2HA N @ =y A 2w) =

xX'cey yee, Zce; x'cey yee, weey,

V V V V&YX 28 <) =

X'ce, yece, ee,wee,

V V V=AY =2w).

x'€ey 7€e, weey,
Pela Proposicdo 6.1.2, temos que e,; N ey, # <. Portanto, temos que

lexy Nex| = ey New| = ex;Newy # 2.
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Considere, sem perda de generalidade, que ey, Ne,, # & e que ey, MNey, = J. Pelas

Proposicdes 6.1.2 e 6.1.3, temos que

eyNey # DT NegNey, =T <

V V VE=I/A =)A=y 2x) =

X'cey yee, Zce; x'cey yece, weey,

V V V V &=y 2daw <x) =

xX'ce, yece, ee;wee,

\/ \/ \/(x/jz'/\w’jx').

x'€ey 7€e, weey,
Pela Proposicdo 6.1.3, temos que e,; Ne,, = &. Portanto, temos que

lexy Nex| = ey Newy| <= ex;Neny # 2.

]

A Figura 6.5 descreve cada um dos casos de adjacéncias de e, no grafo L(Gyp) para um
grafo Gp com as arestas do emparelhamento perfeito e,, ey, e; € e,, € as arestas intersectantes
as arestas do emparelhamento perfeito ey, ex; € €y,. Para cada caso, a linha cheia em destaque
descreve a aresta que pode ser inferida a partir das adjacéncias de e,, em L(G) e a linha tracejada
em destaque com o rétulo “X” descreve o par que nao pode compartilhar uma aresta em L(Gp)
de acordo com o Teorema 6.1.6. No caso (a), as arestas ey, ndo intersecta 0 mesmo vertice em e,



95

(a) (b) ()

Figura 6.5: Regra das Cliques.

que as arestas ey € ey, €, portanto, vale que ey, € e, sdo intersectantes. No caso (b), a aresta
eyy intersecta 0 mesmo vértice em e, que as arestas ey, € ey, implicando que as duas arestas
também sdo intersectantes entre si. No caso (c), a aresta ey, intersecta apenas 0 mesmo vértice
em e, que ey, 0 que leva e,, intersectar um vértice distinto que ey, intersecta.

O teorema recebe o nome de Regra das Cliques pela propriedade da vizinhanga de e, —
para todo x € C — aceitar uma biparti¢do relaxada onde cada parte induz uma clique em G+.

Teorema 6.1.7 (Regra do P3). Sejam P = (C, <) um poset IIC autotransposto sobre w : C —
C livre de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes e ey, e ey, arestas de Gy
com x,y,z € C. Se nenhuma aresta de Gy intersecta tanto e, quanto €;, entdo ey e ey, sdo
intersectantes.

Prova. Pela Proposicao 6.1.1, temos que

ex, ey € E(Gp) Ney, ¢ E(Gp) <=

V VE=IAN Vi=zdHna-\ V=) =

x'eey yee, Yeey Zee; x'cey Zce;
V VE=DIANN V=2 N N E£D.
xX'cex yeey Ve, Zee; X' ce, 7€e;

Pela propriedade distributiva da conjun¢do sobre a disjuncio, temos que

V VE=NAN VDA A\ N\E 2D =

x'ecey yee, Y'€e, 7€e; x'cey 7 €e,
/ ] / / /
V V V VEIAN=ZHAN NG 2D =
x'ce, y'ece, y'ce, Zce, xX'ce, 7 €e;

V VV V(X'ﬁy’Ay”jz’A/\ /\(x"ﬁz")).

x'ce, y'ce, y'ce, Zee, x'ce, 7'€ce;
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Vale notar que y = y” implica que x’ < 7/, levando a uma contradi¢io. Logo, temos que
V' €e,\ {y'}, isto é, que y" = m(y’). Portanto, temos que

V.V V V(= ay 228 A AW £2)

x'ce, yece, y'ce 7 ce; x'ce, 7'ce,
/ / / / " "
V V([ =aam0)sdn AA W ED) =
xX'cey yee, fce, x'cey 7'€e;

\/ \/ \/(x/jy//\zljy/).

x'ce, y'ece, Zce,

Pela Proposicao 6.1.2, temos que

\/ \/ \/(xljy//\z'jy’) = eyNey, £ 2.

x'cey ycey, e,
Portanto, vale que

en,ey; € E(Gp)Ney, € E(Gp) = ey Ney, # .

Figura 6.6: Regra do Ps.

A Figura 6.6 descreve o grafo linha L(Gy) onde Gy possui o emparelhamento perfeito
formado pelas arestas ey, €y € €; € as arestas ey, € e,; que intersectam as arestas do empare-
lhamento perfeito. Como nenhuma aresta de Gy intersecta tanto e, quanto e;, vale — pelo
Teorema 6.1.7 — que e,y € ey, intersectam o mesmo vértice em ey €, portanto, que sao adjacentes
em L(Gp). No grafo KB,,(Gp), o conjunto {By, By, B;} induz um P;, o que leva ao nome Regra
do P3.

Considere, portanto, o enunciado da Regra do Diamante.

Teorema 6.1.8 (Regra do Diamante). Sejam P = (C,=<) um poset IIC autotransposto sobre
7 : C — C livre de comparagoes antecessor-sucessor de correspondentes e €yy, €y, €yy, €y
e ey, arestas de Gp com x,y,z,w € C. Se nenhuma aresta de Gy intersecta tanto ex quanto e,,
entdo vale que

Exylex; =3 <= eyylle,, =J.

Prova. Pelo Teorema 6.1.7, temos que
€y, €y, €xzs€wz € E(Gop) Neyy € E(Gp) = exyNeyy # D NegNey, # 2.

Suponha que ey, Ne,; = @. Pelo Teorema 6.1.5, temos que ey, MNey, # & e que e, MNey; #
@. Pelo Teorema 6.1.6, temos que e,; MNe,, 7# & € que e,; Ne,,; # . Pelo Teorema 6.1.5, temos
que e,y Me,, = J. Logo, se ey MNey; = J, entdo e,y MNey,, = J.
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De maneira analoga, se e,y Me,,; = <, entdo ey, Ne; = J. Portanto, temos que

exylex; =3 = eyylle,, =J.

Figura 6.7: Regra do Diamante.

A Figura 6.7 descreve os possivel casos de adjacéncias no grafo L(Gy), onde o grafo
G possui 0 emparelhamento perfeito com as arestas ey, ey, €; € €,, € as arestas €yy, €y, €yy, €y
e e,;. Pelo Teorema 6.1.8, vale que as arestas ey, € ey, intersectam um mesmo vértice em ey se,
e somente se, as arestas e,y € e, intersectam um mesmo vértice em e,,. As linhas cheias em
destaque descrevem o caso onde as adjacéncias que ocorrem simultaneamente em L(Gyp) (a) e as
linhas tracejadas em destaque com o rétulo “X” descrevem o caso onde as ndo-adjacéncias que
ocorrem simultaneamente em L(Gy) (b). No grafo KB,,(G9), o conjunto {By, By, B;, B, } induz
um grafo diamante, o que d4 o nome de Regra do Diamante ao teorema.

6.2 ALGORITMO DA PRE-IMAGEM

Nesta se¢do, sugerimos um algoritmo para a computacdo da pré-imagem do grafo KB,,
do grafo livre de tridngulos a partir das regras que derivamos durante a Se¢do 6.1. Pelas regras,
inferimos quais arestas do grafo linha inserir na subdivisao do grafo de entrada e quais ndo inserir.
Iteramos pelas regras até que todos os pares — as arestas do grafo linha do grafo de entrada —
sejam decididos ou até nao ser mais possivel inferir pelas regras quais pares inserir € quais nao
inserir. Exemplos de implementacgdes das regras e do algoritmo estd disponivel no Apéndice A.

Com excec¢do da Regra do P3, as regras decidem a inser¢@o ou ndo-insercao de arestas
de maneira condicional, dependendo de decisdes de inser¢do ou nao-inserc¢do anteriores. A Regra
do P3 decide apenas por inserc¢do de arestas entre todos os pares de vértices da subdivisao cujas
arestas do grafo de entrada formam um Pz, o que permite que a Regra do P; seja aplicada logo
apos a etapa de subdivisdo. A partir das inser¢des decididas pela Regra do Pz, as demais regras
propagam suas respectivas decisdes de forma iterada.

Caso o algoritmo complete uma iteracdo sem decidir inserir ou ndo-inserir uma aresta
do grafo linha, escolhemos uma aresta ainda ndo decidida para inser¢ao e testamos pelas regras
se o grafo resultante é consistente. Se nao for, decidimos pela nao-inser¢ao da aresta através de
uma estratégia de backtracking, o que implica a complexidade exponencial sobre o nimero de
arestas que nao sdo possiveis decidir por inser¢do ou nao-inser¢do. O critério dessa escolha é
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discutido mais a fundo na Secdo 6.3 assim como uma motivac¢ao para usar uma estratégia gulosa
em vez do backtracking.

Como a subdivisdo do grafo de entrada € um passo do algoritmo, assumimos que o
conjunto de vértices do grafo de entrada € disjunto ao seu conjunto de arestas, visto que a
subdivisdo retorna um grafo que possui a aresta subdividida como um de seus vértices. Com essa
consideragdo feita, apresentamos o seguinte algoritmo que adota a estratégia por backtracking.

Algoritmo 1: Computacgdo da pré-imagem do grafo KB, de livre de tridngulos.

Entrada : Grafo G € KB,,,(Kz—free).
Saida :Grafo H € KB, ' (G) N Ks—free.

1: funcdo PREKBM_REC (H, P V):

2: faca

3 n < |P|

4: (H,P) < regra_cliques (H, P V)
5 (H,P) + regra_triangulo (H, P V)
6 (H,P) + regra_diamante (H, P, V)
7 se H = & entao

8 | retorna (&,P,V)

9 fim

10: se |P| = n entdo

11: e<escolha (P)

12: P+ P\{e}

13: H «+H

14: E(H') «+ E(H")U{e}

15: (H',P) + PREKBM_REC (H’, B V)
16: se H = & entdo

17: H «+H

18: (H',P) < PREKBM_REC (H’, P, V)
19: fim

20: H+H

21: fim
22: enquanto |P| >0
23: retorna (H,P,V)

24: fim

25: H + subdivida (G)

26: (H,P) < regra_p3 (H, E(L(G)), V(G))
27: (H,P,V) < PREKBM_REC (H, P, V(G))
28: H<+pré_linha (H, V(G))

29: retorna H

O algoritmo, como apresentado, tem como entrada um grafo G da classe dos grafos de
bicliques mutuamente inclusas de livres de tridngulos e propde-se a retornar um grafo H tal que
o grafo KB,,(H) seja isomorfo a G.

Vale destacar que a funcdo PREKBM_REC encapsula o processo recursivo descrito
pelo algoritmo e possui como parametros um grafo intermedidrio H — iniciado como o grafo
retornado pela subdivisdo de todas as arestas de G —, o conjunto de pares a serem decididos
P C E(L(G)) e o conjunto de vértices V = V(G) — correspondente as bicliques maximais e ao
emparelhamento perfeito do grafo de saida. Através da chamada recursiva de PREKBM_REC,
nos permitimos tomar a decisdo de algum par e € P que ndo estd sob influéncia das regras usando
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um grafo H' como c6pia de H com o par e inserido como aresta de H'. Caso a escolha feita a e
leve a uma rejeicdo — que € detectada pelas regras quando essas retornam & como resultado —,
a copia H' ¢é descartada e usamos outra copia H' de H onde o par e ndo € inserido em H'.

Apés todos os pares serem decididos — isto é, quando a primeira chamada de
PREKBM_REC retorna —, computamos a pré-imagem do grafo linha do grafo construido. A
pré-imagem do grafo linha é, entdo, retornada pelo algoritmo.

A seguir, definimos e descrevemos as func¢des usadas pelo algoritmo.

* subdivida (G): Retorna o grafo obtido pela subdivisdo de todas as arestas de G, isto
é, um grafo H com o conjunto de vértices V(H) = V(G) UE(G) e o conjunto de arestas
E(H)={{v,e} |Yv € V(G),Ve € E(G) onde v € e}. O Programa A.l implementa uma
variacdo da funcdo subdivida.

* regra_p3 (G, P,V ): Aplica a Regra do P (Teorema 6.1.7), retornando um grafo H
obtido a partir do grafo G apds a inser¢do de pares ndo-ordenados {{vi,v2},{v2,v3}} €
P como arestas em H para todos os trios de elementos distintos v{, v» € vz de V onde
{vi,v2} e {vz,v3} sdo vértices de G e {vi,v3} ndo é vértice de G. Retorna também
o conjunto P com a remoc¢ao de todos os pares inseridos como arestas em H. O
Programa A.2 implementa uma variacio da funcdo regra_p3.

Algoritmo 2: Aplicacdo da Regra do P;.

1: func¢do regra_p3 (G, P, V):

2: H+G

3: para Yvi,v,,v3 € V faca

4 se {vi,v2},{v2,v3} € V(G) e {v1,v3} ¢ V(G) entdo
5: € < {{VI,VQ},{Vz,V3}}

6: E(H) <+ E(H)U{e}

7: P+ P\{e}

8: fim

9: fim

10: retorna (H,P,V)
11: fim

* regra_cliques ( G, P,V ): Aplica a Regra das Cliques (Teorema 6.1.6), retor-
nando um grafo H obtido a partir do grafo G apds inser¢des (se necessdrias) de arestas
entre cada trio distinto de vértices vizinhos up, us € u3 de todo vértice v € V. Se os pares
ndo-ordenados {u,us} e {uy,u3} foram decididos (ndo pertencem a P) e o par {up,us}
nao foi decidido (pertence a P), entdo {u,,u3} é removido de P e, se ambos {uy,u;}
e {ur,u3} sdo simultaneamente arestas de H ou nio sdo simultaneamente arestas de
H, o par {u,u3} é inserido em H como aresta. Nos casos onde hd conflito com a
Regra das Cliques, onde {uj,us}, {uy,u3},{uz,us} ¢ P e {uy,ur,u3} induz um P; ou
um K3, entdo a fungdo retorna @ como grafo de saida. O Programa A.3 implementa
uma variacdo da funcdo regra_cliques.
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Algoritmo 3: Aplicacdo da Regra das Cliques.

10:
11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

fim

: funcdo regra_cliques (G, P,V):

se G = J entao
| retorna (&,P,V)
fim
H<+G
para Yv,vi,vy,v3 € V onde {v,v;} € V(H) para todo i € [1..3] faca
Uy < {v,vl}
upy < {v,»}
uz < {v,v3}
se {up,us} € Pe {uy,up},{uy,us} ¢ P entdo
se {uy,up},{ur,us} € E(H) ou {uy,uz},{u1,u3} ¢ E(H)
entao
| E(H) + E(H)U{{u2,u3}}
fim
P+ P\{{uz,u3}}
endo se {uy,up},{uy,us},{uz,u3} ¢ P entio
se {uy,up,u3} induz P3 ou K3 em H entdo
| retorna (&,P,V)
fim

72}

fim

fim
retorna (H,P,V)

* regra_triédngulo( G, P, V ): Aplica a Regra do Triangulo (Teorema 6.1.5),
retornando um grafo H obtido a partir de G apés as insercdes (se necessdrias) de arestas
entre os vértices u; = {vi,v}, us = {vi,v3} e u3 = {vp,v3} de G para todo trio de
vértices vy, v2,v3 € V que admitem a existéncia de tais u), up e us. Se os pares {uy,us}
e {uy,u3} foram decididos (ndo pertencem a P) e o par {up,u3} ndo foi decidido
(pertence a P), entdo o par {uy,u3} é inserido como aresta em H se apenas um dos pares
dos {uj,uz} e {uj,us} é arestade H. O par {up,u3} é, entdo, removido de P. Caso haja
conflito com a Regra do Tridngulo, onde {uy,us },{us,usz},{uz,u3} ¢ P e {uy,us,u3}
induz um P3 ou um K3, entdo a fungio retorna @ como grafo de saida. O Programa A .4
implementa uma variacao da funcdo regra_triédngulo.
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Algoritmo 4: Aplicacdo da Regra do Tridngulo.

1: func¢do regra_tridngulo (G, P,V):

2 se G = & entao

3 | retorna (&,P,V)

a: fim

5: H<+G

6 para Yvi,vo,v3 € V onde {vi,v2},{v1,v3},{v2,v3} € V(H) faca
7 Uy < {vl,V2}

8 Uy < {V1,V3}

9: Uz <— {Vz,v:z,}

10: se {uy,up},{uy,uz} ¢ P e {ur,us} € P entdo
11 se {uy,up},{u1,us} ¢ E(H) entdo

12: | retorna (&,P,V)

13: sendo se {uj,uy} ¢ E(H) ou {uj,u3} ¢ E(H) entdo
14: | E(H) «+ E(H)U{{uz,u3}}

15: fim

16: P<—P\{{u2,u3}}

17: sendo se {uy,uy},{ur,u3},{us,u3} ¢ P entdo
18: se {uy,up,us} induz P; ou K3 em H entdo
19: | retorna (,P,V)

20: fim

21: fim

22: fim

23: retorna (H,P,V)

24: fim

* regra_diamante ( G, P,V ): Aplica a Regra do Diamante (Teorema 6.1.8), retor-
nando um grafo H obtido a partir do grafo G apés a inserc¢ao (se necessaria) da aresta
entre os vértices w; = {v4,v2} € wp = {v4,v3} de G para todo quarteto de vértices
Vi, V2, v3 € vq4 onde u; = {vi,vz}, up = {v,v3}, wi e wy so vértices de G e o par
ndo-ordenado {vy,v4} ndo é vértice de G. Se {uy,u,} foi decidido (ndo pertence a P) e
{w1,w>} ndo foi decidido (pertence a P), entdo o par {w,w;} é removido de P e — se
{uy,uy} é aresta de H — inserido em H como aresta. Caso haja conflito com a Regra
do Diamante, onde ambos os pares {u;,us} e {wy,w,} foram decididos e apenas um
deles € aresta de H, entdo a funcdo retorna @ como grafo de saida.
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Algoritmo 5: Aplicacido da Regra do Diamante.

1: funcdo regra_diamante (G, P,V):

2 se G = & entao

3 | retorna (&,P,V)

a: fim

5 H+—G

6 para Yvy,vy,v3,v4 € V onde

{vi,va}b Avi,vat, {va, v}, {va,v3} € V(H) e {vi,va} ¢ V(H) faca

7: up < {V1,VZ}

8: Uy <— {Vl,V3}

9: Wi < {V4,V2}

10: Wo <— {V4,V3}

11 se {uj,up} ¢ Pe {wy,w,} € P entdo
12: se {uj,ur} € E(H) entdo

13: | E(H)« E(H)U{{wi,w2}}
14: fim

15: P(—P\{{Wl,WQ}}

16: sendo se {uj,us},{wi,w,} ¢ P entdo
17 se {uj,ur} € E(H) # {wi,w2} € E(H) entéo
18: | retorna (&,P,V)

19: fim

20: fim

21: fim

22: retorna (&, P,V)
23: fim

* escolha ( P ): Retorna um par de P para ser decidido. Discutimos o critério de
escolha na Secdo 6.3. Para a apresentacdo do Algoritmo 1, assumimos que a funcao
retorna um par qualquer.

* pré_linha ( G,V ): Retorna um grafo H tal que L(H) é isomorfo a G. A fungdo
inicia um grafo H com o conjunto de vértices V(H) = {0,,1, | Vv € V} — onde
0, e 1, sdo vértices distintos entre si e para todo v € V — e o conjunto de arestas
E(H) ={{0,,1,} | ¥v € V}, formando um emparelhamento perfeito em H. Um vetor
associativoz : V. — V(G) \ V é, entdo, iniciado associando o valor & para cadav € V.
O vetor associativo ¢ associa um vértice v de V a um vértice u# da vizinhanca Ng(v).
Como a vizinhanca N (v) admite biparti¢ao relaxada onde cada parte induz uma clique
em G (Teorema 6.1.6), vale que o vetor associativo ¢ associa v a uma das partes da
biparti¢io de Ng(v), onde as arestas de L~!(G) correspondentes compartilham um
mesmo vértice. Para todo u = {vi,v2} € V(G)\V, os valores de t[v;] e f[vo] — ap0ds de
terem, respectivamente, um vizinho de v; e um vizinho de v, atribuidos — sdo testados
por igualdade ou adjacéncia a u — isto €, testados se pertencem a mesma parte que
u nas biparti¢des de Ng(v) e de Ng(v2) que induzem cliques em G — e um par de
vértices — um vértice de {0y, 1,, } e outro de {0,,, 1,,} — & escolhido de acordo para
ser a aresta de L™/ (G) correspondente a u. O Programa A.5 implementa uma varia¢do
da funcdo pré_1linha.
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Algoritmo 6: Computagdo da pré-imagem do grafo linha.

1: func¢do pré_linha (G, V):

2: H <+ ({0,,1, | WweV} {{0,,1,} |YveV})
3 para Vv €V faca

4 ‘ ty] @

5: fim

6 para V{v;,»} € V(G)\V faca

7 U< {vl,\/z}

8 se t[vi]| = & entdo

9 | ] < u

10: fim

11 se t[v,] = & entdo

12: ‘ tvo] < u

13: fim

14 sef[vi] = u ou {t[vi],u} € E(G) entdo
15: se t[va] = u ou {t[v2],u} € E(G) entdo
16 | E(H) + E(H)U{{0,,,0,,}}
17: senao

18: | E(H) <« EH)U{{0,,,1,,}}

19: fim

20: senao

21: se t[va] = u ou {t|v2],u} € E(G) entdo
22 | E(H) <« E(H)U{{1,,,0,,}}
23: senio

24 | E(H)« EH)U{{l,,,1,,}}
25: fim

26: fim

27: fim

28: retorna H

29: fim

A seguir, apresentamos um exemplo de execu¢do do Algoritmo 1 sobre o grafo de
entrada G que possui o conjunto de vértices V(G) ={1,2,3,4,5,6,7} e as arestas u; » = {1,2},
urs ={1,5} up4={2,4},up5s=1{2,5}, up6 ={2,6}, us 4 ={3,4}, u3 5 ={3,5}, u3 6 = {3,6},
uz7 = {3,7}, I/t476 = {4,6}, Ug7 = {4,7} € u5’6 = {5,6}
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Figura 6.8: Grafo de entrada (a) e pares ndo decididos (b).

O grafo de entrada G € descrito pela Figura 6.8 (a). Um grafo, que denotamos por H
neste exemplo, é obtido pela subdivisdo de todas as arestas de G; a varidvel P de pares nao
decididos € iniciada com o conjunto de arestas do grafo linha de G; e o conjunto de vértices de
G ¢ atribuido a varidvel V. A Figura 6.8 (b) descreve o grafo H; — formado pelos vértices em V
(rotulados), pelos vértices obtidos pela subdivisdo de G (ndo rotulados) e as arestas obtidas pela
subdivisdo (ndo tracejadas) — e os pares ndo decididos (em tracejado com o rétulo “77).

(b)

Figura 6.9: Regra do P; (a) e Regra das Cliques (b).

Obtemos o grafo H, pela aplicacdo da Regra do P3 sobre o grafo Hj, descrito pela
Figura 6.9 (a). O grafo H, € o grafo retornado pela funcdo descrita pelo Algoritmo 2, obtido
pela insercao de pares de P que satisfazem as condicdes para a aplica¢do da regra. Para todo Ps
induzido em G, os vértices obtidos pela subdivisao das arestas de G presentes no P; induzido sdo
adjacentes entre si em H;. Tais arestas sdo, entdao, removidas da varidvel P e representadas em
destaque na figura. Um exemplo de uma das arestas € o par {u; 5,u3 5}, onde {1,3,5} induz um
P;em G.

O grafo H3 obtido pela aplicacdo da Regra das Cliques sobre o grafo H; € descrito pela
Figura 6.9 (b). Tal grafo € retornado pela funcao descrita pelo Algoritmo 3. Tomamos, como
exemplo, o par {u3s,u36}. Como {u;s,u35} e {u;s,us¢} sao arestas de H, e a vizinhanca
N, (5) precisa admitir uma biparticdo relaxada onde cada parte induz uma clique, temos que
o par {u3 s,u3 ¢} precisa ser aresta de H3. Arestas inseridas sdo representadas em destaque na
figura e removidas da varidvel P. Neste exemplo, nenhum par de P € decidido ndo pertencer a
E(H3) pela aplicagdo da regra.
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Figura 6.10: Regra do Tridngulo (a) e Regra do Diamante (b).

A Figura 6.10 (a) descreve o grafo H4 obtido pela aplicacao da Regra do Triangulo,
descrita pelo Algoritmo 4, sobre o grafo H3. Para todo triangulo induzido de G, é necessario
que os pares formados pelos vértices obtidos pela subdivisdo das arestas no triangulo formem
duas arestas em Hy e que o terceiro par seja decidido ndo pertencer a E(Hy). Considere o par
{u12,u1 5} como exemplo. Como os pares {uj2,uz5} e {ups,u; 5} sao arestas de Hz, entdo
{u1 2,u1 5} ndo pode ser aresta de Hy. A figura descreve os pares decididos a ndo serem arestas de
H, pela aplicacdo da regra em linhas tracejadas em destaque com o rétulo “X”. Pares decididos
sao0, entao, removidos da variavel P.

A Figura 6.10 (b) descreve o grafo Hs obtido pela aplicagdo da Regra do Diamante,
descrita pelo Algoritmo 5, sobre o grafo Hy. Para todo diamante induzido em G, a decisao
tomada pelo par de vértices obtidos da subdivisao das arestas de um dos tridngulos do diamante
— excluindo a aresta que € compartilhada pelos dois tridngulos — tem que ser a mesma que
a decisdao tomada pelo par de vértices obtidos da subdivisdo das arestas do outro triangulo
do diamante — também excluindo a aresta compartilhada por ambos triangulos. Como o par
{u12,u 5} foi a decidido ndo ser aresta de Hy, entdo o par {u 6, us ¢ } ndo pode ser aresta de Hs,
pois {1,2,5,6} induz um diamante em G. Como {u 4,us ¢} € aresta de Hy, entdo {up 5,us6} é
aresta de Hs, pois {2,4,5,6} é diamante de G. Pares decididos pela regra estio em destaque na
figura, com arestas decididas sem tracejado e pares decididos a ndo serem arestas em tracejado e
com o rotulo “X”. Pares decididos a ndo serem arestas em passos anteriores sao representados
por linhas tracejadas sem destaque com o rétulo “X”. Pares decididos pela regra sdao removidos
da varidvel P, exaustando todos os seus pares.

Com a aplicacdo da Regra do Diamante, a varidvel P ndo contém mais pares. Descre-
vemos, pela Figura 6.11 (a), o grafo Hs sem a representacao dos pares decididos a ndo serem
arestas do grafo. O grafo H, obtido pela aplica¢do do Algoritmo 6 sobre o grafo Hs, € descrito
pela Figura 6.11 (b) com as arestas do emparelhamento perfeito {0,, 1, | Vv € V} em destaque
e rotuladas pelo respectivo vértice v € V. Considere a aresta {Og, l¢} como exemplo. Como a
vizinhanga Ny, (6) admite a particdo ({uz6,u36},{4a6,us¢}), onde cada parte induz uma clique
em Hs, temos que um dos vértices de {0,, 1} e um dos vértices de {03, 13} s@o adjacentes ao
mesmo vértice v/ de {0g, 16} € que um dos vértices de {04, 14} € um dos vértices de {0s, 15} sdo
adjacentes ao mesmo vértice v/ de {0g, 1 }. Entretanto, os vértices v' e v" sdo distintos entre si.

Por fim, vale notar que o grafo H possui seis bicliques maximais onde cada aresta
{0y,1,}, para todo v € V(G), estd contida unicamente a uma das bicliques maximais e que o
grafo de bicliques mutuamente inclusas KB,,(H) é isomorfo ao grafo de entrada G.
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SEAE
K3 X

Figura 6.11: Todos os pares decididos (a) e pré-imagem do grafo linha (b).

Para uma anélise do custo de execucao do algoritmo, considere um grafo de entrada
G de n vértices e m arestas. Considere também que cada aresta possua referéncia direta para
seus vértices e que o custo de testar se dois vértices sdo adjacentes € constante. Para a anélise
de custo, nos preocupamos apenas com o nimero de iteracdes e chamadas recursivas de cada
fun¢do em termos das propriedades do grafo de entrada.

Vale, sob tais condi¢des, que a subdivisdo de todas as arestas pode ser feita em m passos.
Como cada par a ser decidido se origina de dois vértices da subdivisdo vizinhos a um mesmo
vértice de G, temos que o nimero de pares a serem decididos € limitado a

y (Y Y oo1))<nak

veV(G) \vi€NG(v) \n2eNg(v)\{vi}

A funcdo regra_p3 itera pelos vértices de G e, para cada vértice, itera por todos 0s
pares de vizinhos ndo adjacentes entre si em G. Vale lembrar que, para cada vértice v € V(G),
existe uma relacdo um-para-um entre seus vizinhos em G e seus vizinhos no grafo apds a
subdivisao de todas as arestas de G. Logo, podemos implementar a fun¢do com o custo de tempo
similar ao nimero de pares a serem decididos, isto €, limitado a n - AZG.

A fungdo regra_cliques itera por todos os vértices de G e, para cada vértice, itera
por todas as triplas de vizinhos. Logo, podemos implementar a fun¢do com o custo de tempo

r(x( x Y1) ens

veV(G) \vieNg(v) \meNc(v)\{vi} \vzeNg(v)\{vi,va}

A fungdo regra_triangulo itera por todos os tridangulos de G. Para a implementa-
¢do, podemos iterar por todos os vértices de G e, para cada vértice, iterar por todas as duplas de
vizinhos testando a adjacéncia entre os trés vértices. Logo, tal implementacao possui custo de
tempo similar ao nimero de pares a serem decididos, isto €, limitado a n - A%}.

Para a fun¢do regra_diamante, basta procurar por todos os triangulos — assim
como para a funcdo anterior — e iterar por todos os vizinhos de um dos vértices da dupla testando
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a adjacéncia com os trés vértices do tridangulo. Podemos implementar a fun¢do com custo de
tempo

Yy (x| x Y oo1)))sna
viEV(G) \n2ENg(vi) \n3eNg(v)\{v2} \v4€NG(v2)\{v1,v3}

Para a funcdo pré_1inha, criamos um grafo de 2n vértices e inserimos n arestas do
emparelhamento perfeito. Para cada vértice da subdivisdo — isto é, para cada aresta de G —
inserimos uma aresta no grafo criado. Logo, temos o custo de tempo 3n + m para a funcgao.

Como a fun¢io escolha ndo € definida, denotamos seu custo por 7. Como toda
chamada da funcdo decide a inser¢do ou ndo se um dos pares a serem decididos, temos que o
ntimero de escolhas é limitado an- A%;. Vale lembrar que adotamos uma estratégia de backtracking

para cada escolha. Logo, a fungdo PREKBM_REC esta limitada a 274G chamadas recursivas.
Para determinar um limitante para o custo de execug¢do, consideramos o caso hipotético onde a
estratégia de backtracking precisa ser usada para todos os pares a serem decididos. Logo, temos
o custo de tempo de

M+ 2nAL + 2" (A% + 2nAZ + 2T ) +3n+m = O <m+2”AZG(nA3G+ TE)> .

Vale notar que tal andlise ndo ¢ sofisticada, dado que as escolhas feitas e a estrutura do
grafo podem influenciar as decisdes de insercio ou ndo tomadas pelas demais fun¢des, reduzindo
consideravelmente o nimero de chamadas recursivas de PREKBM_REC!.

6.3 CRITERIO DE ESCOLHA

Nesta Secao, discutimos os possiveis critérios para a fung¢io de escolha de aresta para
inser¢ao ou nao-insercao usada pelo algoritmo através de alguns exemplos. Mostramos que
certos grafos KB,, de livres de triangulos admitem que mais de uma pré-imagem seja retornada
pelo algoritmo, demonstrando que a funcdo de escolha permite algum nivel de relaxamento.
Também mostramos que certos grafos admitem decisdes de insercdes de pares que levam o
algoritmo a retornar uma pré-imagem incorreta, mas que sugere um vinculo entre as decisdes de
pares para inser¢oes e a propriedade IIC do poset usado para a construg@o do grafo pré-imagem
Kanl. Finalmente, cogitamos certas propriedades das regras usadas pelo algoritmo e da fun¢do
de escolha que usamos para apresentar uma variacao do algoritmo que dispensa o backtracking.

(a) (b) (©)
7. T o
SO N R
‘6' ‘9' ‘0'

Figura 6.12: Possiveis decisdes de pares para um grafo diamante de entrada.

IComo cada decisdo tomada pode levar as fungdes que implementam as regras a derivarem alguma nova decisdo
— estas que podem também levar outras regras a derivarem novas decisdes em uma reacio em cadeia —, temos que
cada decisd@o pode reduzir o nimero de chamadas recursivas de PREKBM_REC.
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A Figura 6.12 descreve trés possiveis grafos intermedidarios — grafo linha da pré-
imagem KB;,l do grafo de entrada — construidos a partir do grafo de entrada G. Linhas cheias
em destaque denotam decisdes de inser¢do de arestas e linhas tracejadas em destaque com o
rétulo “X” denotam decisdes de ndo-insercdo de arestas. O grafo G possui o conjunto de vértices
V(G) ={1,2,3,4} e o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}}. Apbs
a subdivisdo de G, as arestas {{1,2},{2,3}} e {{1,3},{3,4}} sdo inseridas pela Regra do P;.
Para (a), € decidido nao inserir {{1,2},{1,4}}, o que leva a ndo-insercdo de {{2,3},{3,4}} pela
Regra do Diamante e a insercdo das demais arestas pela Regra do Triangulo. Para (b), € decidida
ando-inser¢do de {{1,2},{2,4}}, o que leva a ndo-inser¢do de {{2,3},{2,4}} pela Regra das
Cliques e a inser¢ao das demais arestas pela Regra do Triangulo. De forma similar, é decidido
em (c) pela ndo-inser¢do de {{1,4},{2,4}}, o que leva a ndo-insercdo de {{2,4},{3,4}} ea
insercao das demais arestas. Vale notar que os casos (b) e (c) resultam em grafos intermediérios
isomorfos entre si.

Grafo intermediario Grafo de saida

Tabela 6.1: Decisdo de pares e grafos de saida obtidos.

A Tabela 6.1 descreve os grafos intermedidrios obtidos pelas decisdes descritas pela
Figura 6.12 e as respectivas pré-imagens L~!, retornadas como saida do algoritmo. A primeira
linha da tabela descreve o caso (a), onde o grafo intermedidrio H obtido possui o conjunto de vér-
tices V(H) = {01,11,07,15,03, 13,04, 14}, 0 conjunto de arestas E(H) = {{01,11}, {02,152},
{03,135}, {04,14}, {01,12}, {11,04}, {12,053}, {13,04}, {12,04}} e as bicliques maximais
B = {01,04, 11, 12}, B, = {12,01,02,03,04}, B3 = {12, 13,03,04} e By = {04, 11, 12, 13, 14}.
A segunda linha da tabela descreve o caso (b), onde o grafo obtido H' possui 0 mesmo con-
junto de vértices que H, o conjunto de arestas E(H') = {{01, 1}, {02,152}, {03, 13}, {04, 14},
{01,02}, {01,04}, {02,03}, {03,()4}, {12,04}} € as bicliques maximais B/] = {01,11,02,()4},
B, = {1,,01,03,0,,04}, By = {03,13,02,04} e B} = {04, 14,01,03, 12 }. Vale notar que ambos
grafos KB,,(H) e KB,,(H') sdo isomorfos entre si e ao grafo de entrada G.

A Figura 6.13 descreve as ordens de inclusdo das bicliques maximais de H (a) e de H’
(b). Vale notar que ambas as ordens ndo sdo apenas distintas como também nado sdo isomorfas
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(a) (b)

/
B

[{12,01,0}] - [{02,04}]

{13a02704}
B’

{11702704}

1{04}][{14,01,03,15}|
B/

Figura 6.13: Ordens de inclusdo das partes de bicliques de H (a) e H' (b).

entre si em respeito as orientagdes das arestas de inclusdo, onde a ordem em (a) possui dois
maximos — {01,0,,03,04} e {11, 12,13, 14} — e dois minimos — {04} ¢ {12} — e a ordem em
(b) possui trés maximos — {11,02,04}, {13,02,04} € {14,0;,03, 12} — e trés minimos — {0, },
{03} e {04}. Vale, pelo Coroldrio 5.1.6, que ambos 0s posets correspondentes a ambas as ordens
sdo IIC autotranspostos livres de comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes e, apesar
de topologicamente distintas, correspondem a ordens de inclusdo de partes de bicliques de grafos
livres de triangulos com grafos KB,, isomorfos entre si. Isso demonstra que a Construgdo 5.2.1
ndo leva a uma correspondéncia uma-para-uma entre os posets € os grafos KB, dos grafos
construidos.

Como ambos os grafos intermedidrios sao derivados pelas escolhas das arestas para
inserc¢do ou ndo-inser¢ao, podemos afirmar que existe algum nivel de relaxamento para o critério
de escolha de aresta, dado que o algoritmo permite que diferentes pré-imagens possam ser
encontradas para certos grafos KB,, de livres de tridngulos. Entretanto, o exemplo a seguir
descreve uma escolha de arestas que gera uma pré-imagem incorreta.

(a) (b)

Figura 6.14: Grafo roda W, de entrada (a) e pares a serem decididos (b).

A Figura 6.14 descreve um grafo de entrada G (a) e os pares a serem decididos por
inser¢do ou ndo-inser¢do de arestas de L(G) (b). O grafo G é o grafo roda W4 com o conjunto
de vértices V(G) ={1,2,3,4,5} e o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,4}, {1,5}, {2,3},
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{2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}}. Pares a serem decididos sdo descritos em linhas tracejadas em
destaque com o rétulo “?”.

(a) (b) (c)

Figura 6.15: Decisdo de pares (a), grafo H obtido (b) e grafo KB,,(H) (c).

Uma das decisdes possiveis € descrita pela Figura 6.15 (a) que resulta no grafo H
(b), onde o grafo KB,,(H) (c) é isomorfo ao grafo de entrada. O grafo H possui as bi-
cliques maximais Bl = {01,11,12,04,05}, Bz = {02,12,11,03,15}, B3 = {03,13,12,04,05},
By ={04,14,11,03,15} e Bs = {0s, 15,11, 12,03,04 }. Vale lembrar — pela Proposi¢do 5.3.1 —
que a aresta do {0y, 1} emparelhamento perfeito, para x € [1..5], pertence a apenas a biclique
maximal B, e — pelo Teorema 5.2.2 — que ndo ha biclique maximal de H que ndo contém
alguma aresta do emparelhamento perfeito.

()

Figura 6.16: Decisdo alternativa de pares (a), grafo H' obtido (b) e grafo KB,,(H") (c).

A Figura 6.16 descreve outra decisdo possivel (a) que resulta no grafo H' (b),
onde o grafo KB,,(H') (¢) ndo é isomorfo ao grafo de entrada. O grafo H' possui as bi-
Cliques maximais B,l = {01,11,02,04,05}, Blz = {02,12,11,03,05}, Bg = {03,13,02,14,05},
Bg = {04, 14, 11,03,05}, B/S = {05, 15, 11, 12,03,04} eB= {11,02,03, 14,05}. Além de H' ter
mais bicliques maximais que H, a biclique maximal B — apresentada em destaque em (b) — € a
tinica a ndo conter uma aresta do emparelhamento perfeito de H'. As bicliques maximais B € Bs
s30 mutuamente inclusas entre si e as demais bicliques maximais de H’, o que as torna gémeos
verdadeiros no grafo KB,,(H).
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Grafo Intermediario Poset de inclusao de partes de biclique

B, By, By, By,

[{14,11,05, 15} [{02, 11,05, 15} [{13,12,04,05}]  [{01,15,04,05}]
A A A A

>/
B,

Tabela 6.2: Comparagdo entre decisdes de pares e posets de inclusdo de partes de bicliques dos grafos obtidos
correspondentes.

A Tabela 6.2 compara os grafos intermedidrios L(H) e L(H') com os respectivos posets
de inclusdo de partes de bicliques de H e H', isto &, os posets P = (@H, QedP = (@H/, Q).
Para x € [1..5], denotamos por on a parte da biclique maximal B, de H que contém o vértice
0, e por §1x a parte da biclique maximal B, de H que contém o vértice 1,. Da mesma forma,
denotamos por B\{)x a parte da biclique maximal B, de H' que contém o vértice 0, e por Ellx a
parte da biclique maximal B, de H' que contém o vértice 1,. As partes da biclique maximal
B de H' sdo denotadas por X e Y. No caso de H, as partes de bicliques Eos e §15 sdo as que
satisfazem a propriedade IIC do poset P para as seguintes intersecg¢des entre intervalos anteriores
e intervalos sucessores.

)
)

Entretanto, enquanto as partes de biclique By, € By, de H ndo sdo elementos maximos,

Iy e I (
05) :Ii}?(Bl3)mIﬂ:<Bol) € If?;(

B,
Bo,

as partes de biclique §65 e E’ls de H' sdo e, portanto, seus intervalos antecessores € sucessores
em P’ ndo possuem a mesma relacdo de intersec¢@o que os intervalos antecessores e sucessores
de E()S e de B, s possuem com as demais partes de bicliques de seus respectivos grafos. Para
P, as partes de biclique X e Y s@o as que possuem relagdo similar a EOS e Els em H com as
seguintes interseccdes entre intervalos antecessores € sucessores.

~

I(X) = I15,(BYy,) NIy (By,) e I5(X) = I (By,) N1 (Bp,),

I (Y) = I, (B) )mg:,(B(M) e Ig(Y)ZI;(B’II)mI;(Bg3).

5]

~
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Tal discrepancia € resultado das decisdes dos pares a serem inseridos nos grafos inter-
medidrios, onde a vizinhanga do vértice 5 em L(H) induz duas cliques enquanto a vizinhanga do
vértice 5 em L(H') induz apenas uma clique.

Vale notar que, com a computacdo do grafo intermedidrio, o algoritmo também infere
um poset sobre as regras e as decisoes de pares. Se tal poset — que pode ser computado pelas
inclusdes das partes de bicliques do grafo final gerado — possui interseccdes entre alguns dos
conjuntos de intervalos antecessores e sucessores, entdo € necessrio que exista partes de biclique
cujos conjuntos de intervalos anteriores e sucessores sejam equivalentes as intersec¢des para a
satisfac@o da propriedade IIC. Se houver partes de bicliques sem relacdo de inclusdo entre si
mas que possuam relacdo de inclusao com alguma parte de biclique que satisfaz a propriedade
IIC, entdo € necessario que o vértice correspondente a biclique maximal no grafo intermedidrio
admita que duas cliques sejam induzidas em sua vizinhanga. O grafo L(H') é um exemplo onde
isso ndo acontece em nenhuma das vizinhancas dos vértices 1,...,5, impedindo que qualquer
uma das partes das respectivas bicliques maximais satisfaca a propriedade IIC do poset P'. O
algoritmo, portanto, retorna um grafo com uma biclique maximal adicional B cujas suas partes
satisfazem a propriedade.

Os grafos H e H' sdo bipartidos e, portanto, os posets P = (ZJABH, CeP = (@H/, Q)
admitem biparticdes onde nenhum elemento de B H (TAB g) em uma das partes de P (P’) inclui
elemento algum de B H (@ g) na outra parte de P (P’), o que leva aos grafos BP(H) e BP(H')
serem isomorfos, respectivamente, as unides disjuntas 2KB,,(H) e 2KB,,(H"). Grafos KB,, de
bipartidos sdao exatamente os grafos IIC-comparabilidade e, portanto, possuem a caracteristica
ndo-hereditaria IIC — como um vértice adjacente a todos os vértices de um C4 induzido. Embora
grafos da classe KB,,(K3—free) ndo sejam grafos de comparabilidade — por permitirem buracos
impares —, € possivel — pela propriedade IIC do poset de inclusdo de partes de bicliques de
grafos K3—free — que os grafos KB,,(Ks—free) “herdem” a caracteristica ndo-hereditéria IIC
através da parte de biclique que satisfaz a propriedade no poset. Tal caracteristica ndo-hereditéria
IIC pode se manisfestar como um vértice “artefato” da propriedade IIC, o que torna razodvel
que uma defini¢do mais precisa da classe NHC-IIC — que € apenas proposta neste trabalho —
inclua também a classe KB,, (Ks—free).

As provas dos teoremas correspondentes as regras usadas pelo algoritmo ndo fazem uso
da propriedade IIC?, o que pode sugerir a existéncia de uma regra que considera a propriedade
IIC do poset. Tal regra, entretanto, parece depender de uma caracteriza¢io ndo-parcial da classe
dos grafos IIC-comparabilidade.

Vale notar que KB,,,(H) é isomorfo a um subgrafo induzido de KB,,(H’). A biclique
maximal adicional de H' parece sugerir que o algoritmo tenta retornar um grafo que seja, pelo
menos, subgrafo induzido a pré-imagem KB;Z1 do grafo de entrada, dado que as escolhas de
inser¢des de arestas feitas para obter L(H') sdo possiveis para um grafo de entrada isomorfo ao
grafo KB,,(H'). Se as regras forem suficientes para garantir que o algoritmo retorne um subgrafo
induzido a pré-imagem KB;1 e se a fungdo de escolha respeita a propriedade IIC do poset
inferido, entdo € possivel cogitar a seguinte variacio do algoritmo que remove o backtracking.

2As Regras do Tridngulo e das Cliques podem ser derivadas pelas propriedades de grafos linha de grafos
Ks—free e a Regra do Diamante € derivada pelas demais regras. A Regra do P3, entretanto, requer que o grafo linha
intermedidrio seja construido a partir de um poset autotransposto livre de comparacdes antecessor-sucessor de
correspondentes.
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Algoritmo 7: Possivel computagdo alternativa da pré-imagem do grafo KB,
de livre de tridngulos.

Entrada : Grafo G € KB,,(K3—free).
Saida :Grafo H € KB,,' (G) N Kz—free.
H < subdivida (G)
(H,P) < regra_p3 (H, E(L(G)), V(G))
faca
n < |P|
(H,P) < regra_cliques (H, P V)
(H,P) < regra_triangulo (H, P V)
(H,P) + regra_diamante (H, P, V)
se H = & entao
| retorna (&,P,V)

fim
se |P| = n entdo

e < escolha (P)

P+ P\{e}

o o J o s W N R

[
w N B O

14: fim

15: enquanto |P| >0

16: H<+pré_linha (H, V(G))
17: retorna H

O Algoritmo 7 substitui a estratégia de backtracking do Algoritmo 1 por uma escolha
gulosa caso nenhum par seja decidido pelas funcdes que implementam as regras em uma iteracao.
Essa mudancga favorece o custo de tempo da computagdo da pré-imagem KB,, de um grafo
livre de tridngulos limitando o nimero de escolhas a serem feitas a ndo ser maior que o nimero
de pares a serem decididos. Para um grafo de entrada G de n vértices e m arestas e uma
implementacdo da funcido escolha com custo de tempo T e seguindo pelo célculo do custo

das demais fungdes feito na Secao 6.2, melhoramos o custo de tempo O (m + Z"AzG(nA3G + TE)>
da versdo com backtracking para

M+ 2nA% + nAL (nAL + 2nA% +2Tg) +3n+m= 0 (m +n*AY + nA%;TE> .

A corretude da versdo com a escolha gulosa depende de uma prova de que € possivel
chegar a alguma pré-imagem independentemente da escolha feita pela funcdo escolha. Embora
sejam conhecidos casos onde o grafo retornado pelo algoritmo ndo corresponde a pré-imagem
KB,, do grafo de entrada — como vimos nesta se¢ao —, ainda nao € conhecida uma instancia
valida que € rejeitada pela estratégia gulosa. Se tal rejei¢do ndo existir para qualquer instancia
vélida, podemos usar o algoritmo — seja a versdo com backtracking ou com a estratégia gulosa
— para o reconhecimento de grafos KB,, de livres de tridngulos, que € discutido na Secdo 6.4.

6.4 RECONHECIMENTO DE KB,, DE LIVRES DE TRIANGULOS

Nesta se¢do, descrevemos alguns resultados do uso do algoritmo sugerido — seja a
versdao com backtracking ou com a escolha gulosa — para o reconhecimento de grafos KB,,
de grafos livres de tridngulos. Com a capacidade de testar por consisténcias das fun¢des que
implementam as regras, podemos verificar se o grafo de entrada possui certas qualidades neces-
sarias para descrever a relacdo de inclusdo mutua de um grafo livre de tridngulos desconhecido.
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Como discutimos na Se¢do 6.3, esse teste pode ser incompleto pelas regras ndo levarem em
conta a propriedade IIC dos posets que descrevem a relagdo de inclusdo de partes de bicliques. A
partir de resultados experimentais, propomos uma familia de subgrafos proibidos pela classe dos
grafos KB,, de livres de tridngulos. As descricdes de grafos e geradores de grafos usados nos
experimentos sdo apresentados no Apéndice B e o programa que executa um dos experimentos é
apresentado no Apéndice C.

(a) (b)

(4) ©)
&

Figura 6.17: Grafo rede de entrada (a) e inconsisténcia com a Regra do Triangulo (b).

A Figura 6.17 descreve o grafo de entrada G (a) para o algoritmo — chamado de grafo
rede, de F>(1) ou de F3(0) — e o grafo resultante apds o passo da Regra do P3 e o passo da Regra
das Cliques (b). O grafo G possui o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6} e o conjunto
de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,5}, {3,6}}. Pelo Teorema 6.1.5 (Regra do
Tridngulo), dois dos vértices {1,2},{1,3},{2,3} € L(G) ndo sdo adjacentes se G fosse grafo
KB,, de um grafo livre de triangulos, onde todos os trés vértices da subdivisao compartilham
arestas entre si como descrito em destaque em (b). Logo, o grafo G nao € KB,, de grafo livre de
triangulos e €, portanto, rejeitado pelo algoritmo.

A &S
R

LA A

Figura 6.18: Grafos rejeitados pelo algoritmo.
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Outros grafos que sdo rejeitados pela implementacdo do algoritmo sdo os grafos Xy, X»,
X3, Xy, Xs, X¢, X7, Xg, Xg e X9, que sdo ilustrados pela Figura 6.18 e descritos — em formato
dot do GraphViz — na Secdo B.1. Vale observar que esses grafos sdo casos particulares
da familia minima de subgrafos proibidos pela classe dos grafos de comparabilidade, como
apresentado por Gallai (1967) e Duchet (1984). Os demais grafos da familia minima de subgrafos
proibidos sdo Fy(2n+3), Fa(n+1), Fz(n), F4(n), Fs(2n+3), Fs(2n+2), C, 1 € 0s buracos
impares Cy,,+5, para todo n > 0. Os grafos da familia dos buracos impares — por ndo possuirem
triangulos e, portanto, por ndo serem influenciados pela Regra do Tridngulo — sdo aceitos
pela implementacao do algoritmo. Enquanto isso, acreditamos que todos os grafos das demais
familias sdo rejeitados pela implementagdo. Entretanto, ndo temos provas de que esse seja o
caso.

1(2n+3) »(n+ 1) (complementos)  F3(n) (complementos)
2n =+ 3 vértices \H,_/
n+ 1 vértices n vértices
n) (complementos) s(2n+3) 6(2n+2)
2n + 3 vértices 2n + 2 vértices
n Vertlces
C2n+5
n—+ 1 vértices 2n+ 1 vértices

Figura 6.19: Familias infinitas de subgrafos proibidos pelos grafos de comparabilidade ou de seus complementos.

A Figura 6.19 descreve as familias infinitas de subgrafos proibidos pela classe dos
grafos de comparabilidade — no caso de F1(2n+3), F5(2n+3), Fs(2n+2), Cri6 € Capnis —
ou os complementos de tais familias — no caso de F,(n+ 1), F3(n) e F4(n). A figura ilustra o
complemento de algumas familias para facilidade de representacdo.

O motivo por acreditarmos que o algoritmo rejeita os grafos das familias F(2n + 3),
Fr(n+1), F3(n), Fa(n), Fs(2n+3), F¢(2n+2) e C,16 vem de resultados experimentais sobre
a implementacao descrita pelo Programa A.6. O Programa C.1 implementa o experimento, que
foi executado por um periodo de 10 horas e testa a implementacdo do algoritmo sobre os 184
primeiros grafos de cada familia. A implementagdo do algoritmo rejeita todos os grafos testados.
A partir de tais resultados, propomos a seguinte conjectura.
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Conjectura 6.4.1. Seja I a familia minima de subgrafos proibidos pelos grafos de comparabili-
dade. Vale que (F\ Cs.,)—free contém a classe dos grafos de bicliques mutuamente inclusas
de livres de triangulos.

’ (F\ Cs49p)Afree ‘

Conjectura:

; Y
’ KB, (K3—{ree) ‘ Comparabilidade
= F—free
[

A\ Y
I1C-
comparabilidade

Figura 6.20: Diagrama que descreve a classe que, hipoteticamente, contém a classe KB, (K3—free).

A Figura 6.20 ilustra a Conjectura 6.4.1 por um diagrama de inclusdo de classes onde
a classe dos grafos livres de grafos da familia minima J de subgrafos proibidos pelos grafos
de comparabilidade exceto os buracos impares — (F\ Cs.12,,)—free — que contém a classe dos
grafos de comparabilidade e, hipoteticamente, a classe KB,,(K3—free). O diagrama também
descreve a inclusao da classe dos grafos IIC-comparabilidade — equivalente a classe KB, de
bipartidos — nas demais classes.

Como discutido na Secdo 6.3, é razodvel que a classe proposta NHC-IIC — dos
grafos com a caracteristica ndo-hereditdria dos grafos I[IC-comparabilidade — contenha a classe
KB, (K3—free) por manifestar os vértices como “artefatos” da propriedade IIC dos posets de
inclusdo de suas partes de bicliques. Podemos, portanto, expandir a Conjectura 6.4.1 com o
seguinte enunciado.

Conjectura 6.4.2. Seja F a familia minima de subgrafos proibidos pelos grafos de comparabili-
dade. Vale que
KB, (Ks—free) = (F\ Cs2,)—free "\NHC-IIC.
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4‘
KB,,(K3—free)? .
‘ KB,, (bipartido)

Csyo,—free

(F\ Cs2n)free

comparabilidade
N4

Figura 6.21: Conjectura da intersec¢do de classes de grafos.

A Figura 6.21 ilustra o diagrama de interseccao de classes proposto pela Conjectura 6.4.2
com a classe dos grafos livres de buracos impares — Cs_,,—free —, a classe dos grafos livres
da familia minima J de subgrafos proibidos pela classe dos grafos de comparabilidade exceto
os buracos impares — (F\ Cs.12,)—free — e a classe proposta NHC-IIC. A intersec¢do entre
Cs.op—free e (F\ Cs,,)—free equivale a classe dos grafos de comparabilidade e a intersecgio
entre as trés classes equivale a classe dos grafos KB,, de grafos bipartidos, equivalente a
classe dos grafos IIC-comparabilidade. A Conjectura 6.4.2 propde que a intersec¢cdo entre
(F\ Cs42,)—free e NHC-IIC equivale a classe KB, (K3—free).
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7 PROPRIEDADES DIFERENCIADORAS

Embora a propriedade da inclusdo mutua entre bicliques maximais tenha contribuido
como uma ferramenta de estudo das bicliques maximais em diversas subclasses de grafos livres
de triangulos, ela se demonstra mais limitada para a descri¢do de interseccdes entre bicliques
maximais em casos mais gerais. Neste capitulo, introduzimos o conceito de propriedades
diferenciadoras entre biclique maximais para o caso mais geral, onde ndo ha limitacao para
classe do grafo.

Nos referimos por propriedades diferenciadoras duas formas de interseccao entre
bicliques maximais que certificam que a unido de ambas ndo é uma tnica biclique maximal, isto
¢, que diferenciam duas bicliques maximais intersectantes. Chamamos tais formas de intersec¢ao
por diferenciacdo por aresta e por diferenciacdo por ndo-aresta, onde a primeira forma indica
que as bicliques maximais sao distintas porque a unido entre elas contém arestas em excesso —
isto €, a unido ndo induz um subgrafo bipartido — e a segunda forma indica que as bicliques
maximais sdo distintas porque a unido entre elas ndo contém arestas o suficiente — isto €, a
unido nao induz um bipartido completo. Usamos tais propriedades para definir variacdes do
operador grafo biclique — o grafo de bicliques diferenciadas por arestas KB.g4ir € 0 grafo de
bicliques diferenciadas por nio-arestas KB 4if — como uma forma de classificar arestas do grafo
biclique de qualquer grafo.

Na Secdo 7.1, definimos as propriedades diferenciadoras e suas respectivas variacdes do
operador grafo biclique. As propriedades diferenciadoras sdo definidas em termos de vizinhangas
de vértices que nao pertencem a interseccao entre as bicliques maximais intersectantes. Essa
forma de definicao € motivada pelo interesse no estudo de intersec¢des entre bicliques maximais
independentemente do conceito de partes de bicliques.

Na Secdo 7.2, mostramos que bicliques maximais mutuamente inclusas sao também
diferenciadas por ndo-arestas, mas ndo sdo diferenciadas por arestas. Tal resultado mostra que
o grafo KB,, de um grafo qualquer G é subgrafo gerador de KBg4if(G), mas ndo compartilha
aresta alguma com o grafo KB.4it(G).

Na Secao 7.3, mostramos que todo par de bicliques maximais intersectantes de um
grafo G precisa compartilhar alguma propriedade diferenciadora, o que leva a equivaléncia entre
os conjuntos de arestas E(KB(G)) = E(KBygif(G)) U E(KBegif(G)).

Na Secdo 7.4, caracterizamos as classes dos grafos livres de cada propriedade dife-
renciadora. Mostramos que a classe dos grafos livres de bicliques maximais diferenciadas por
aresta equivale a classe dos grafos livres de triangulos e de Cs e que a classe dos grafos livres de
bicliques maximais diferenciadas por ndo-aresa equivale a classe dos grafos livres de P4 e do
grafo pata.

7.1 DEFINICOES DE PROPRIEDADES DIFERENCIADORAS

Nesta secdo, definimos as propriedades diferenciadoras entre bicliques maximais in-
tersectantes de um grafo qualquer. Com o intuito de explorar as propriedades entre bicliques
maximais em um contexto mais geral sobre grafos, definimos as propriedades em termos de
vizinhangas na intersecc¢ao de vértices que nao pertencem a interseccao entre as bicliques ma-
ximais. Dessa forma, podemos derivar propriedades estruturais de grafos sem depender de um
conhecimento prévio de suas partes de bicliques.

Considere a seguinte defini¢ao.
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Definicao 7.1.1. Sejam G um grafo qualquer e B e By duas bicliques maximais intersectantes
entre si. Chamamos de nao-aresta diferenciadora entre B e By o par ndo-ordenado de vértices
{vi,v2} ¢ E(G) — com vy € By, vy € By e vi,va & Bl N\ By, — tal que

(N6(1)UNG(v2)) NBINB # 2 ¢

(NG(Vl) ﬂNg(VQ)> NBiNBy =@.

Se tal par ndo-ordenado existe, dizemos que By e B, sdo diferenciadas por ndo-aresta.

(a) (b)

Figura 7.1: Bicliques maximais intersectantes (a) e ndo-aresta diferenciadora entre elas (b).

A Figura 7.1 descreve as bicliques maximais intersectantes By = {1,2,3} e By =
{2,3,4} de um grafo G. Vale que B "By = {2,3}, que By \ B, = {1} e que B, \ B| = {4}.
Também vale que Ng(1) = {2} e que Ni(4) = {3}. Portanto, vale que

(NG(1> UNG(z)) NBINB, = ({2}U{3})N{2,3} = {2,3} £ 2,

<NG(1) mNG(z)) NBINB, = ({2}N{31)N{2,3) =on{2,3} = 2.

Como os vértices 1 € By \ By e 4 € B, \ By ndo sao adjacentes, vale que o par ndo-ordenado
{1,4} é ndo-aresta diferenciadora entre B; e B; e, portanto, que B e B, sdo diferenciadas por
ndo-aresta. A figura descreve a ndo-aresta diferenciadora {1,4} como a linha branca tracejada
que conecta os vértices 1 e 4 — ambos em destaque.

Definicao 7.1.2. Sejam G um grafo qualquer e By e B, duas bicliques maximais intersectantes
entre si. Chamamos de aresta diferenciadora entre By e By o par ndo-ordenado de vértices
{vi,v2} € E(G) — com vy € By, vy € By e vi,va & B N\ By, — tal que

(N(;(vl) UNG(Vz)) NB1NBy =T ou
(Nc(vl) ﬂNG(Vz)) NBINBy # 3.

Se tal par ndo-ordenado existe, dizemos que By e B, sdo diferenciadas por aresta.
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(a) (b)

Figura 7.2: Bicliques maximais intersectantes (a) e aresta diferenciadora entre elas (b).

A Figura 7.2 descreve as bicliques maximais By = {1,2,3} e B, = {1,3,4} de um
grafo G. Vale que Bj N B, = {1,3}, que B; \ B, = {2} e que By \ B| = {4}. Também vale que
Ng(2) ={1,3,4} e que Ng(4) = {1,2,3}. Portanto, vale que

(NG(z)mNG(4)) NBINB, = ({1,3,4}N{1,2,3})N{1,3} = {1,3}n{1,3} £ 2.

Como os vértices 2 € By \ B, e 4 € B, \ B sdo adjacentes, vale que o par ndo-ordenado {2,4}
¢ aresta diferenciadora entre By e B; e, portanto, que B e B; sdo diferenciadas por aresta. A
figura descreve a aresta diferenciadora {2,4} como a linha cheia que conecta os vértices 2 ¢ 4 —
ambos em destaque.

B B>

- NN EEE SN NS EEE e Ny

.
n
L]

A\

AE s s s s EEE S SR SRS SRS S

Figura 7.3: Diagrama de possiveis arestas e ndo-arestas diferenciadoras.

A Figura 7.3 descreve a interseccao entre duas bicliques maximais B e B, com suas
respectivas parti¢des (X,Y1) e (X»,Y>). Possiveis ndo-arestas diferenciadoras sdo descritas pelas
linhas brancas tracejadas e possiveis arestas diferenciadoras sdo descritas pelas linhas cheias
em destaque. Vale notar que uma das intersec¢des X; N X, ou Y1 NY, pode ser vazia. Se By e
B, sdo diferenciadas por ndo-aresta, entdo algum dos vértices da ndo-aresta sao adjacentes com
algum vértice da intersec¢do B M B,. Entretanto, pela defini¢ao, os vértices da ndo-aresta nao
sdo adjacentes ao mesmo vértice da intersec¢ao, o que leva a ndo-aresta existir apenas entre os
vértices de X; \ X; e > \ Y] ou entre os vértices de Y1 \ Y2 e X5 \ X;. O que leva aos vértices da
nao-aresta estarem em partes opostas em uma parti¢ao (X; UX,Y1UY,) de BjUB,. Isto é, a
ndo-aresta diferenciadora certifica que B U B ndo € biclique maximal por corresponder ao o par
nao-ordenado ausente no grafo que torna as adjacéncias entre X7 UX, e Y] UY, incompleta.
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Para o caso de B; e B, serem diferenciadas por aresta, vale — pela definicdo — que
seus vértices ndo possuem adjacéncia com vértice algum da intersec¢cdo B; M By — o que implica
que uma das interseccoes X1 N X, ou Y1 MY, € vazia — ou que sdo adjacentes a0 mesmo vértice
da intersec¢do B; N B, — o que implica que sdo vértices em X; \ Xo e X, \ X ouem Y\ Vs e
Y>\ Y;. O que leva aos vértices da aresta diferenciadora estarem na mesma parte da parti¢ao
(X1 UX,,Y1 UY,). Isto é, a aresta diferenciadora certifica que B; U B, ndo é biclique maximal por
corresponder a uma aresta que conecta vértices de uma mesma parte da particdo (X; UX>,Y; UY>),
impedindo que B; U B, induza um grafo bipartido.

Considere, portanto, as seguintes definicdes a respeito das variagdes do operador grafo
biclique sob o contexto de propriedades diferenciadoras.

Definicao 7.1.3. Sejam G um grafo qualquer. Chamamos de grafo de bicliques diferenciadas por
ndo-arestas o grafo denotado por KB,ir(G) com o conjunto de vértices equivalente ao conjunto
de bicliques maximais Bg e dois de seus vértices sdo adjacentes se, e somente se, as bicliques
maximais correspondentes sdo diferenciadas por ndo-arestas.

Definicao 7.1.4. Sejam G um grafo qualquer. Chamamos de grafo de bicliques diferenciadas
por arestas o grafo denotado por KB,qy(G) com o conjunto de vértices equivalente ao conjunto
de bicliques maximais Bg e dois de seus vértices sdo adjacentes se, e somente se, as bicliques
maximais correspondentes sdo diferenciadas por arestas.

(a) (b)

@@ﬂ@@ BB
»H & @ @

Figura 7.4: Grafo G (a) e bicliques maximais de G (b).

Tomamos como exemplo o grafo G representado pela Figura 7.4 (a) e suas bicliques
maximais ilustradas em (b). O grafo G possui o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5},
o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {2,3}, {2,5}, {3,4}, {3,5}} e as bicliques maximais
By ={1,2,5}, B, = {1,2,3}, By = {3,4,5} e B4 = {2,3,4}.
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Tabela 7.1: Intersec¢des das bicliques maximais de G com as arestas e ndo-arestas diferenciadoras em destaque.

A Tabela 7.1 descreve as intersec¢des entre as bicliques maximais de G. As linhas cheias
representam as arestas diferenciadoras e as linhas brancas tracejadas representam as nao-arestas
diferenciadoras. Temos, em G, que B e B, sdo diferenciadas pela aresta {3,5}, que B} e B3 sdo
diferenciadas pela aresta {2,3} e pelas ndo-arestas {1,3} e {2,4}, que B e B4 sdo diferenciadas
pela aresta {3,5} e pelas ndo-arestas {1,4} e {4,5}, que B, e B3 sdo diferenciadas pela aresta
{2,5} e pelas ndo-arestas {1,4} e {1,5}, que B; e By sdo diferenciadas pela ndo-aresta {1,4} e
que B3 e By sdo diferenciadas pela aresta {2,5}.

(a) (b)

By @) @v@
OO @A@

Figura 7.5: Grafos KByif(G) (a) € KBegit(G) (b).

A Figura 7.5 descreve o grafo KB4if(G) de bicliques maximais diferenciadas por
nao-aresta (a) e o grafo KB.gif(G) de bicliques maximais diferenciadas por aresta (b). Am-
bos os grafos possuem — assim como o grafo biclique KB(G) — os conjuntos de vértices
V(KBnpgif(G)) = V (KBedif(G)) = {B1,B2,B3,B4}. O grafo KB4if(G) possui o conjunto de
arestas E (KBygif(G)) = {{B1,B3}, {B1,Bs}, {B2,B3}, {B2,B4}} e 0 grafo KBc4it(G) possui o
conjunto de arestas E(KBeqif(G)) = {{B1,B2}, {B1,B3}, {B1,Ba}, {B2,B3}, {B3,Ba}}.

7.2 RELACAO COM INCLUSAO MUTUA

Nesta se¢do, mostramos que se duas bicliques maximais de um grafo G qualquer
sdo mutuamente inclusas entre si, entdo elas sdo diferenciadas por ndo-aresta, mas ndo sao
diferenciadas por aresta. Esse resultado implica que o conjunto de arestas E(KB,,(G)) estd
contido na diferenca entre conjuntos E (KBpgif(G)) \ E(KBedgif(G)).

Considere o enunciado do seguinte teorema que relaciona a propriedade de inclusio
mutua com a diferenciacdo por ndo-aresta.
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Teorema 7.2.1. Sejam G um grafo qualquer e By e By duas bicliques maximais. Se By e By sdo
mutuamente inclusas entre si, entdo sao também diferenciadas por ndo-aresta.

Prova. Considere as parti¢oes (X1,Y;) de By e (X»,Y>) de B,. Sem perda de generalidade,
considere que

X CXo,
»Ct.

Como a parte X; estd contida em X, temos que nenhum vértice de X; € adjacente a
vértice algum de X>. Da mesma forma, temos que nenhum vértice de Y, é adjacente a vértice
algum de Y.

Suponha que todos os vértices de Y sejam adjacentes a todos os vértices de X;. Como
Y1 e X, contém Y, e X| respectivamente, temos que (X; UX,) U (Y UY2) = B UB; é biclique
de G e, portanto, que B e B, ndo sao maximais. Logo, existe algum vértice v| € Y| que ndo é
adjacente a algum vértice v; € X>.

Como a parte X; estd contida em X, e que o vértice v| € Y| € adjacente a todos os
vértices de X, temos que a vinhanca Ng(v;) possui intersec¢cdo com By N B;. Da mesma forma,
também temos que Ng(v2) possui intersec¢do com By N B;. Logo, temos que

(NG(Vl) NB ﬂBz) U (N(;(vz) NB mB—2> Lo —

(Ng(vl) UN(;(Vz)) NBINBy # O.

Como o vértice v, pertence a X e a parte X; estd contida em X, temos que Ng(v2) ndo
possui intersec¢cdo com X;. Portanto, temos que

Ng(vy)NX) =9 = Ng(vi)NNg(n2)NX| = 2.
Da mesma forma, temos que
Ng(vi)NY, =@ = Ng(vi)NNg(va) Y, = @.
Logo, temos que
(Na(v1)NNG(2) X1 ) U (No(vi) NG (r2) N2 ) = & —
(Ng(vl) ﬁNG(vz)) N (X1 UY2> — .

Como X; C X, e Y, C Yy, temos que X; UY, equivale a By N B;. Logo, temos que
(NG(vl) UNG(v2)> N <Bl ﬂBz> =0.

Logo, temos que {vi,v>} é ndo-aresta diferenciadora entre B; e B;. Portanto, se B; e
B> s@o mutuamente inclusas, entdo B e B, sdo diferenciadas por ndo-aresta. O]

Considere, portanto, o enunciado do seguinte teorema.

Teorema 7.2.2. Sejam G um grafo qualquer e By e B, duas bicliques maximais. Se By e By sdo
mutuamente inclusas entre si, entdo B| e B> ndo sdo diferenciadas por aresta.
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Prova. Considere as parti¢oes (X1,Y;) de By e (X»,Y>) de By. Sem perda de generalidade,
considere que

X1 CXQ,
Y, Cr.

Como a parte ¥, estd contida em Y7, temos que todos os vértices de ¥, s@o adjacentes a
todos os vértices de X;. Como Y, e X sdo ambos conjuntos independentes e todos os vértices de
Y, sdo adjacentes a todos os vértices de X1, temos que a intersec¢ao Y> N X € vazia. De maneira
andloga, também temos que a intersec¢do Y| N X, € vazia. Logo, temos que

BA32:<&\XQU<n\n>

=Y\ Y.
De forma similar, também temos que
B>\ B =X\ X|.

Suponha que exista aresta diferenciadora {v;,v,} entre B; e B, onde v; pertence a B; e
vy pertence a B,. Por defini¢do, temos que v e v, ndo pertencem a intersec¢ao B N B,. Logo,
temos que

vi € By \Bz =Y \Yz,
V) € Bz\B] :Xz\Xl.
Como v; pertence a Y7, temos que v € adjacente a todos os vértices de X, isto €, que

X1 € Ng(v1). Da mesma forma, temos que ¥» C Ng(v2). Como vy e v, sdo vértices de bicliques,
temos que as vizinhangas Ng(v1) e Ng(v2) ndo sdo vazias. Logo, temos que

XiUY, C NG(Vl) UNg(VQ) #+ .

Pelas relacdes de inclusdo das respectivas partes, temos que a unido X; UY, equivale a
interseccdo B| M B, e, portanto, que

(NG(Vl) UNG(V2)> NB1NBy # @.

Como o vértice vy pertence a Y] e que a parte Y» estd contida em Y], temos que a
vizinhanga Ng(vi) ndo possui vértices de ¥, ndo possui vértices de ¥,. De maneira andloga,
temos que a vizinhanga Ng(v2) ndo possui vértices de X;. Como Bj N B, é equivalente a X; UY>,
temos que v| € v, ndo sdo adjacentes a um mesmo vértice de By N B,. Logo, temos que

(NG(Vl) ﬂNg(V2)> NBi1NBy, =3.

Temos, entdo, que {v;,v,} ndo é aresta diferenciadora entre B e B,. Portanto, se B; e
B sao mutuamente inclusas, entdo B e B, ndo sdo diferenciadas por aresta. O]

Pelo Teorema 7.2.1, temos — para todo grato G — que se duas bicliques maximais sdo
mutuamente inclusas, entdo elas sdo diferenciadas por ndo-aresta. Logo, o conjunto de arestas
E(KB,,(G)) esta contido no conjunto de arestas E(KBpgif(G)). Pelo Teorema 7.2.2, se duas
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bicliques maximais sdo mutuamente inclusas, entio elas nao sdo diferenciadas por aresta. Logo,
a intersec¢a@o entre o conjunto de arestas E(KB,,(G)) e o conjunto de arestas E(KBegif(G)) é
vazia. Podemos, portanto, enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 7.2.3. Seja G um grafo qualquer. Vale que

E(KBm(G)> c E(KBndif(G)> \E <KBed,~f(G)>.

E(KB,,(G)) E(KBpgit(G)) E(KBegit(G))

@@@@v@

C \

@@@@AQ

Figura 7.6: Relagdo entre as arestas do grafo KB,,(G) com as arestas do grafo KB,gi¢(G) e as arestas do grafo
KBeif(G).

A Figura 7.6 ilustra a relac@o entre os grafos KB,,(G), KBpgif(G) e KBegif(G) descrita
pelo Corolario 7.2.3. O grafo G é o mesmo grafo descrito pela Figura 7.4 na Secao 7.1. O
grafo KB,,(G) possui apenas a aresta {By,B4}. O grafo KB 4it(G) possui o conjunto de arestas
E(KByif(G)) = {{B1,B3},{B1,B4}, {B2,B3}, {B2,Ba}} e 0 grafo KB.4i(G) possui o conjunto
de arestas E(KBegif(G)) = {{B1,B2}, {B1,B3}, {B1,Ba}, {B2,B3}, {B3,B4}}. Para o exemplo
G, o conjunto de arestas E(KB,,(G)) é equivalente a diferenca E (KBpgit(G)) \ E (KBegit(G)) =

{{B2,B4}}.

7.3 CASO GERAL DE PROPRIEDADES DIFERENCIADORAS

Nesta Secdo, mostramos que todo par de bicliques maximais intersectantes sdo dife-
renciadas por aresta ou ndo-aresta. Isto €, nao hd uma terceira propriedade diferenciadora entre
bicliques maximais intersectantes. Como consequéncia, a unio entre os conjuntos de arestas
E(KBypif(G)) e E(KBegit(G)) de um grafo G equivale ao conjunto de arestas E(KB(G)).

Considere o enunciado do seguinte teorema.

Teorema 7.3.1. Sejam G um grafo qualquer e By e By duas de suas bicliques maximais inter-
sectantes. Se By e By ndo sdo diferenciadas por aresta, entdo B e By sdo diferenciadas por
ndo-aresta.

Prova. Para os vértices v' € By \ B, e V"' € B, \ By, considere os predicados Pg, P, € Pn tais que
Pe(V V') = {VV'} € E(G),
ROV = <NG(V') UNG(v”)> NBINB, % 2,

PV, = (NG(v’mNG(v”)) NB1NBy # &.
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Como B; e B; ndo sao diferenciadas por aresta, temos — para quaisquer vértices
Ve B \Bz eV’ e Bz\Bl — que

= (PE VYA (RSO VYV PR v”))) —
=Pe(V VYV (PL(V V)Y A=PL(V V).

Considere o vértice v| € By \ By e os conjuntos S, R, K e L tais que

S={veBy\B1|PR(vi,v) N\=P~(v1,v)},
R={veBy\By|~P,(vi,v)VPr(vi,v)},
K={veB NBy|Pe(vi,v)},
L={veBiNBy|—-Pg(v,v)}.

(a) (b)

‘
Figura 7.7: Conjuntos S e R (a) e conjuntos K e L (b).

A Figura 7.7 descreve os conjuntos S, R, K e L. Os vértices em K sdo vértices da
interseccdo que possuem adjacéncia com v; e os vértices de L sdo os vértices da interseccao
que nao possuem adjacéncia com vy. Os vértices em R possuem adjacéncia com 0s mesmos
vértices da intersec¢do By M By que o vértice v| possul ou ndo possuem caso v; também ndo
possua adjacéncia. Os vértices em S possuem adjacéncia com vértices distintos da intersec¢ao
que v possui.

Pelas defini¢cdes dos conjuntos, temos que SURUK UL = B;. Como B; e B sao
intersectantes entre si, temos que K UL # &. Como B; e B; sdo distintas e maximais, temos que
SUR# @.

Como B; e B, ndo sdo diferenciadas por aresta, temos que v; ndo € adjacente a vértice
algum em R. Como K e L estdo contidos em B; e que nenhum subconjunto de uma biclique
induz um vértice isolado de uma aresta, temos que todo vértice em K € adjacente a todo vértice
em L, caso nem K nem L sejam vazios.

Como nenhum dos vértices em S possui vizinhan¢ca em comum com v nos vértices da
interseccdo By N By, temos que nenhum vértice em S € adjacente a vértice algum em K. Como
todo vértice em K € adjacente a todo vértice em L, temos que todo vértice em S também ¢é
adjacente a todo vértice em L, caso nem S nem L sejam vazios.

Como nenhum dos vértices em L € adjacente a v, temos que nenhum dos vértices em
L ¢ adjacente a vértice algum em R. Como todo vértice em K € adjacente a todo vértice em L,
temos que todo vértice em K € adjacente a todo vértice em R, caso nem K nem R sejam vazios.



127

Como nenhum vértice em L € adjacente a vértice algum de R e que todo vértice em L é
adjacente a todo vértice em S, temos que todo vértice em S € adjacente a todo vértice em R, caso
nem S nem R sejam vazios.

(a) (b)
Bl B2 Bl ' B2
Figura 7.8: Parti¢@o da biclique maximal B, pelos conjuntos S, R, K e L.

Logo, temos que B; é bipartido em (SUK,RUL). A Figura 7.8 descreve a parti¢do da
biclique maximal B, pelos conjuntos S, R, K e L. Em (a), o vértice v; possui adjacéncia com
algum vértice da intersec¢do, isto €, vale que K # &. Em (b), o vértice v ndo possui adjacéncia
com vértice algum da intersec¢do, isto €, vale que K = .

Suponha que S seja vazio. Como SUR ndo € vazio, temos que R ndo € vazio. Como
SUK = K é uma das partes de B», temos que K nao € vazio. Como todo vértice em K € adjacente
a todo vértice em R, em L e ao vértice v;, temos que a unido KULURU{v;} =By U{v;} é
biclique de G e — como v| ndo pertence a By — que B, ndo € maximal. Temos, entao, que S
nao € vazio.

Suponha que todo vértice em S € adjacente a vi. Como v; € adjacente a todo vértice em
K, temos que SUKURULU{v;} = B, U{v;} é biclique de G e que B, ndo é maximal. Logo,
temos que existe algum vértice v, em S ndo adjacente a v;. Como v, pertence a S C B, \ B; e
vale que = Pg(vi,v2) A (Py(vi,v2) A—=PA(vi,Vv2)), temos que {vi,v,} é ndo-aresta diferenciadora
entre B ¢ B».

Portanto, se B; e By ndo sao diferenciadas por aresta, entdo By e B, sdo diferenciadas
por ndo-aresta. 0

Pelo Teorema 7.3.1, temos que se duas bicliques maximais intersectantes nao sao
diferenciadas por aresta, entdo sdo diferenciadas por ndo-aresta. Pela contrapositiva do teorema,
temos que se duas bicliques maximais intersectantes ndo sao diferenciadas por nao-aresta,
entdo sdo diferenciadas por aresta. Logo, vale que duas bicliques maximais intersectantes sao
diferenciadas por aresta ou por nio aresta. Podemos, portanto, enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 7.3.2. Seja G um grafo qualquer. Vale que

E (KB(G)) - E(KBnd,-f(G)> UE(KBed,-f(G)> .

A Figura 7.9 ilustra a relacd@o entre os grafos KB(G), KBpgit(G) e KBegif(G) descrita
pelo Corolario 7.3.2. O grafo G é o mesmo grafo descrito pela Figura 7.4 na Secdo 7.1,
o grafo KBygif(G) possui o conjunto de arestas E(KBpqir(G)) = {{B1,B3},{B1,B4}, {B2,B3},
{B2,B4}} e o grafo KBegit(G) possui o conjunto de arestas E (KBegit(G)) = {{B1,B2}, {B1,B3},
{B1,B4s}, {B2,B3}, {B3,B4}}. O grafo KB(G) possui, portanto, como conjunto de arestas a
unido E(KB(G)) = E(KByif(G)) U E(KBegif(G)).-
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E(KB(G)) E(KBnaif(G)) E(KBegir(G))
@@ (B) (3 @@
= U
@@ (B) () @@

Figura 7.9: Relacdo entre as arestas do grafo KB(G) com as arestas do grafo KBgif(G) e as arestas do grafo
KBeif(G).

7.4 GRAFOS LIVRES DE BICLIQUES MAXIMAIS DIFERENCIADAS

Nesta secdo, descrevemos as classes dos grafos livres de cada uma das propriedades
diferenciadoras. Mostramos que a classe dos grafos livres de bicliques maximais diferenciadas
por aresta € a mesma que a classe dos grafos livres de tridngulos e grafos ciclos de tamanho
5. Também mostramos que a classe dos grafos livres de bicliques maximais diferenciadas por
ndo-aresta € a mesma que a classe dos grafos livres do grafo caminho de tamanho 4 e do grafo
pata. A partir de tais resultados, derivamos caracterizacdes da classe de grafos sem bicliques
maximais intersectantes e da classe de grafos cujos grafos KB,4ir € KBegif ndo compartilham
aresta.

Considere a defini¢do a seguir.

Definicao 7.4.1. Dizemos que um grafo G ¢ livre de aresta diferenciadora se nenhum par de
bicliques maximais de G sdo diferenciadas por aresta.

(a) (b)

Figura 7.10: Grafo K3 (a) e grafo Cs (b).

Dado os grafos K3 (a) e Cs (b) descritos pela Figura 7.10, considere o enunciado do
seguinte teorema.

Teorema 7.4.1. Vale que um grafo G qualquer é livre de aresta diferenciadora se, e somente se,
também for livre de K3 e Cs.

Prova. =) Assuma que exista um subconjunto de vértices {vi,v;,v3} de G que induz um
triangulo (Figura 7.10 (a)). Considere as bicliques maximais B e B tais que

{vi,»3} C By,
{VQ,V3} C B».
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Temos que o vértice v3 pertence a intersec¢éio By N By, que v| pertence a By \ B, e que
v, pertence a By \ B;. Como v3 é adjacente tanto a v; quanto a v,, vale que

V3 GN(;(Vl)ﬂNg(Vz) NB1NB, # @.

Logo, temos que o par ndo-ordenado {vi,v,} € aresta diferenciadora entre B; e B;.

Assuma, portanto, que exista um subconjunto de vértices {vi,v,v3,v4,vs} de G que
induz um Cs onde (vi,v;,v3,v4,vs) é um ciclo sem cordas — Figura 7.10 (b). Considere as
bicliques maximais B e B tais que

{vi,v2,v3} C By,
{v3,va,vs} C By.

Como o subconjunto de vértices {vy,v3,v4} induz um vértice isolado e uma aresta em
G (um K| U K3), temos que v4 ndo pertence a Bj. Como o subconjunto de vértices {v3,vs,v; }
induz um vértice isolado de uma aresta, temos que vs ndo pertence a B;. De maneira andloga,
temos que os vértices vy € v ndo pertencem a B.

O vértice v3 pertence a intersec¢do B M B, e ndo € adjacente nem a v nem a vs. Assuma
que vy e vs ndo sdo adjacentes a vértice algum da intersec¢ao B M B,. Logo, temos que

(Ng(vl) UNg(V2)> NBiNB, =@.

Como v; € adjacente a vs, temos que {v;,vs} € aresta diferenciadora entre B e Bj.
Assuma, portanto, que v € adjacente a algum vértice v da intersec¢ao By M B;. Como v3 ndo é
adjacente a v1, temos que v3 € adjacente a v. Como v pertence a B, e que v3 ndo € adjacente a vs,
temos que v € adjacente a vs. Logo, temos que

Ve <NG(V1) ﬂNG(Vz)) NBINB, # J.

Portanto, temos que {vy,vs} é aresta diferenciadora entre B; e Bj.

Temos, entdo, que se G possui algum K3 ou Cs induzido, entdo G possui um par de
bicliques maximais intersectantes diferenciadas por aresta. Pela contrapositiva, se G € livre de
aresta diferenciadora, entdo G € livre de K3 e de Cs.

<) Considere as bicliques maximais intersectantes Bj e B, e a aresta diferenciadora
{vi,v2} entre By e B, tal que v| € B; e que v, € By. Suponha que existe algum vértice v da
interseccdo B1 M B, tal que

S Ng(vl) ﬂN(;(Vz) NB1NB,.

Como v e v, sdo adjacentes entre si e v € adjacente tanto a v| quanto a v, temos que o
subconjunto de vértices {v,vi,v;} induz um K3 em G.
Suponha, portanto, que

(Ng(vl) UNG(V2)> NB1NBy, =d.

Considere o vértice v da intersec¢do By N B,. Como v ndo € adjacente a vértice algum
da intersec¢do, temos que v; ndo é adjacente a Vv'. Como ambos os vértices v| e V' pertencem 2
biclique maximal By, temos que existe algum vértice v € B; \ B, adjacente tanto a v; quanto a
Vv'. De maneira andloga, existe algum vértice v, € B, \ By adjacente tanto a v, quanto a v'.
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Se v/ e v} sdo adjacentes entre si, entdo o subconjunto de vértices {v/,v/|,v}} induz um
Kzem G. Se \/1 ¢ adjacente a v,, entdo o subconjunto de vértices {vy, v’l ,v2 } induz um K3 em G.
De maneira andloga, se v’2 ¢ adjacente a vy, entdo {vy, v’z, v} induz um K3 em G. Caso nenhuma
de tais adjacéncias acontece, entdo o subconjunto de vértices {V',v|,vi,v2,v4} induz um Cs em
G.

Portanto, se G possui bicliques maximais intersectantes diferenciadas por aresta, entao
os grafos K3 ou Cs sdo subgrafos induzidos de G. Pela contrapositiva, se o grafo G € livre de K3
e de (3, entdo G € livre de aresta diferenciadora.

Temos, entdo, que G € livre de aresta diferenciadora se, e somente se, for livre de K3 e
Cs. [

Considere, portanto, a seguinte defini¢ao.

Definicao 7.4.2. Dizemos que um grafo G ¢é livre de ndo-aresta diferenciadora se nenhum par de
bicliques maximais de G sdo diferenciadas por ndo-aresta.

(a) (b)

C—
!
)

Figura 7.11: Grafo pata (a) e grafo Py (b).

Dado os grafos pata (a) e Py (b) descritos pela Figura 7.11, considere o enunciado do
seguinte teorema.

Teorema 7.4.2. Vale que um grafo G qualquer é livre de ndo-aresta diferenciadora se, e somente
se, também for livre de Py e do grafo pata.

Prova. =) Assuma que G possui um grafo pata induzido pelo subconjunto de vértices
{vi,v2,v3,v4} tal que {vi,v2,v3} induz um tridngulo em G e {v3,v4} é uma aresta de G —
Figura 7.11 (a). Considere as bicliques maximais B e B, de G tais que

{VI,VQ} g Blv
{Vz,V3,V4} CBs.

Como v3 € adjacente tanto a v{ quanto a v,, temos que v3 nao pertence a B;. Da mesma
forma, temos que v; ndo pertence a B;. Como v4 ndo € adjacente nem a v; nem a v, — que
sdo adjacentes entre si — temos que v4 ndo pertence a B;. Também temos que By e B, sdo
intersectantes entre si.

Considere, portanto, os subconjuntos S e R de vértices de G tais que

S={ve (BinNB)\{v,v3} | {vi,v} € E(G)},
R={ve (BiNB2)\{v2,v3} | {vi,v} £ E(G)}.
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Como o conjunto S estd contido em Bj e todo vértice de S € adjacente a vi — que €
vértice em B; —, temos que S induz um grafo sem aresta em G. Como v, € adjacente a v e
nenhum dos vértices em R C B € adjacente a v, temos que todos os vértices de R sdo adjacentes
a v e, portanto, que R induz um grafo sem aresta em G. Como todo vértice em S é adjacente a
v1 e todo vértice em R ndo € adjacente a vy, temos que todo o vértice em § € adjacente a todo
vértice em R.

Como v; € adjacente a v3 e todo vértice em R C B, € adjacente a v, temos que nenhum
vértice em R € adjacente a v3. Como v3 € adjacente a v4, temos que todo vértice em R € adjacente
avg.

fvas

V3
V4

&)

Figura 7.12: Adjacéncias entre os vértices dos conjuntos S e R caso o grafo pata seja subgrafo induzido de G.

Como todo vértice em R € adjacente a todo vértice em S — mas nenhum vértice em R é
adjacente a v3 —, temos que todo vértice em S C B, € adjacente a v3. A Figura 7.12 descreve as
adjacéncias entre os vértices em S, R e os que induzem o grafo pata em G.

Logo, temos que Ng(vi) "B N By = {v,} US e que Ng(v4) "B N B, = R e, portanto,
que

<NG(V1) UNG(V4)> NB1NBy = {n}USUR# 3,

<Nc;(v1) mNG(V4)> NBINBy = ({vz}US> NR=g.

Como v; € B; \ B; e v4 € By \ B ndo sdo adjacentes entre si, temos que {vy,v4} é
ndo-aresta diferenciadora entre B e B».

Assuma, portanto, que G possui um P4 induzido pelo subconjunto de vértices
{vi,v2,v3,v4} tal que (vi,v2,v3,v4) é um caminho sem atalhos de G — Figura 7.11 (b). Consi-
dere as bicliques maximais B e B de G tais que

{V],VZ,V:;} g Bl7
{V27V3,V4} C Bs.

Como v| € B e v» € By sdo adjacentes entre € v4 ndo € adjacente nem a v{ nem a vy,
temos que v4 ndo pertence a B1. Da mesma forma, temos que v; ndo pertence a B,. Também
temos que B e B sdo intersectantes entre si.

Considere os subconjuntos S e R de vértices de G tais que

S={ve (B1NB)\{v2,v3} | {vi,v} € E(G)},
R={ve (BiNBy)\{v2,v3} |{vi,v} ¢ E(G)}.
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V4

"

Figura 7.13: Adjacéncias entre os vértices dos conjuntos S e R caso o grafo Py seja subgrafo induzido de G.

De forma similar ao caso anterior, temos que Ng(vi) NB; N By = SU{v,}. Entretanto,
temos que Ng(v4) "By N By = RU{v3}. A Figura 7.13 ilustra tais adjacéncias entre os vértices
em S, R e os que induzem o grafo P, em G. Logo, temos que

(NG(vl) UN(;(V4)> NB1NBy = {m}USU{v;} UR # 2,

(NG(vl) ﬂNG(v4)> NB1NBy = ({vz}uS> N ({v3} UR) =

Portanto, se G possui algum grafo pata ou P, como subgrafo induzido, temos que G
possui bicliques maximais intersectantes diferenciadas por ndo-aresta. Pela contrapositiva, temos
que se G ¢ livre de ndo-aresta diferenciadora, entdo G € livre de P4 e do grafo pata.

<) Considere as bicliques maximais intersectantes B e B, de G e a ndo-aresta dife-
renciadora {vi, v, } entre elas tal que v pertence a By e v, pertence a B,. Considere também os
subconjuntos S, R, K e L de vértices de G tais que

S =Ng(vi)NB1NBy,
R:NG(Vz)ﬂBl NB,,
K={veB\By|{vi,v} €E(G)},
L={veBy\Bj |{v,v} € E(G)}.

Como SUK = B NNg(vi) e RUL =By NNg(v2), temos que tanto SUK quanto RUL
ndo sdo vazios. Como {v;,v,} é ndo-aresta diferenciadora entre B e B,, temos que a unido SUR
ndo € vazia e que a intersec¢do S MR € vazia. Logo, temos que nenhum vértice em R é adjacente
a v e que nenhum vértice em S € adjacente a v,. Como a unido SUR estd contida na interseccio
By N B;, temos que todo vértice em R € adjacente a todo vértice em S.

Figura 7.14: Adjacéncias entre os vértices v, v € os vértices dos conjuntos S, R, K e L.

Como todo vértice em K € adjacente a v| e nenhum vértice em R € adjacente a vy, temos
que todo vértice em K é adjacente a todo vértice em R. Da mesma forma, temos que todo vértice
em L € adjacente a todo vértice em S. Também temos que nenhum vértice em K € adjacente a
vértice algum em S e que nenhum vértice em L € adjacente a vértice algum em R. A Figura 7.14
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ilustra — de forma ndo exaustiva — as adjacéncias entre os vértices vy, vo € 0s vértices dos
conjuntos S, R, K e L.

B B

Figura 7.15: Grafo P4 induzido.

Suponha que v; ndo é adjacente a todo vértice em L e que v, ndo € adjacente a todo
vértice em K. Se nem S nem R sdo vazios, entdo — para todo vértice s € S e todo vértice r € R —
vale que o conjunto {vi,s,r,v,} induz um P, em G. A Figura 7.15 destaca o grafo P4 induzido
desse caso.

Se § € vazio, entdo temos que K e R ndo sdo vazios e — paratodo k € Ketodor € R —
que {v1,k,r, v} induz um P4 em G. Da mesma forma, se R € vazio, entdo — para todo s € S e
todo I € L — o conjunto {vy,s,/,v;} induz um Py em G. Como a unido SUR ndo é vazia, temos
que S e R ndo sdo vazios simultaneamente.

B B,

N
Figura 7.16: Grafo pata induzido.

Suponha, portanto, que o vértice v € adjacente a todos os vértices em L. Se R € vazio,
entdo L ndo é vazio e — para todo s € S e todo [ € L — que o conjunto {vi,s,/,v} induz um
grafo pata em G. A Figura 7.16 destaca o grafo pata induzido desse caso. Os demais casos sdo
andlogos ao caso de v; ndo ser adjacente a todo vértice em L.

De maneira anéloga, se v, é adjacente a todo vértice em K e se S € vazio, entdo temos

— para todo k € K e todo r € R — que o conjunto {vy,k,r,v,} induz um grafo pata em G. Os
demais casos sdo andlogos ao caso de v, ndo ser adjacente a todo vértice em K.

Logo, temos que se existe uma ndo-aresta diferenciadora entre B e B;, entdo Py ou 0
grafo pata sdo subgrafos induzidos de G. Pela contrapositiva, se G € livre de P4 e do grafo pata,
entdo G ¢é livre de ndo-aresta diferenciadora.

Portanto, temos que G € livre de ndo-aresta diferenciadora se, e somente se, € livre de
Py e do grafo pata. [

Pelo Corolario 7.3.2, temos que o conjunto de arestas do grafo biclique de qualquer
grafo G é a unido entre o conjunto de arestas de KBpgif(G) € o conjunto de arestas de KBegit(G).
O Teorema 7.4.1 enuncia que o grafo KB.4ir(G) ndo possui aresta se, e somente se, o grafo G
for livre de K3 e de Cs, quanto o Teorema 7.4.2 enuncia que o grafo KBpgif(G) ndo possui aresta
se, e somente se, o grafo G for livre de Py e do grafo pata. A Figura 7.17 ilustra tais relagdes
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’ Livres de Cj Livres de pata ‘
Y Y

’ Livres de Py Livres de triangulos ‘
Y Y

| NDIF free EDIF free |

Figura 7.17: Diagrama de inclusdo com as classes dos grafos livres de arestas e ndo-arestas diferenciadoras.

entre as classes. Como K3 € subgrafo induzido do grafo pata e o P4 € subgrafo induzido do grafo
Cs, podemos enunciar o seguinte corolario.

Corolario 7.4.3. Seja G um grafo qualquer. Vale que KB(G) ndo possui arestas se, e somente
se, o grafo G for livre de K3 e de Py.

Como o grafo pata contém um tridngulo induzido, temos que um grafo G com um grafo
pata induzido também possui bicliques maximais diferenciadas por arestas. De forma similar,
se um grafo G contém um Cs induzido — que contém um P4 induzido —, entdo G também
possui bicliques maximais diferenciadas por ndo-aresta. Portanto, podemos enunciar o seguinte
corolario.

Corolario 7.4.4. Seja G um grafo qualquer. Vale que E(KB,,4i{(G)) NE(KB,4if(G)) = @ se, e
somente se, o grafo G for livre do grafo pata e de Cs.
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8 GRAFO BICLIQUE DE UM JOIN

Uma das classes de interesse para o estudo do operador biclique € a classe dos cografos
— grafos que sdo obtidos pelos operadores de complemento e unido disjunta com outros cografos,
recursivamente, a partir do Kj. Tal classe € livre de bicliques maximais mutuamente inclusas
— por ndo permitir grafos P, induzidos e, portanto, diferencia¢do por nao-aresta —, o que nos
distancia das peculiaridades das bicliques maximais da classe dos grafos livres de tridngulos
— onde suas bicliques maximais intersectantes possui forte relagcdo com a inclusao mutua. O
Corolério 7.4.3 também mostra que a classe dos cografos livres de tridngulos € a mesma que a
dos grafos livres de intersec¢des entre suas bicliques maximais.

Entretanto, devido ao limite de nosso conhecimento as estruturas de bicliques maximais
em cografos, nos limitamos — neste capitulo — ao estudo do grafo biclique do grafo obtido
pelo operador join entre dois grafos.

O operador join entre dois grafos G e H equivale ao complemento da unido disjunta
entre o complemento de G e o complemento de H. Ou seja, vale a expressao

GVH=GUH.

Neste capitulo, estudamos as propriedades das bicliques maximais de um join entre
dois grafos para descrevemos o seu grafo biclique, onde categorizamos suas arestas em termos
de propriedades diferenciadoras, interseccao por aresta e pelas propriedades de inclusdo mutua.

(a) (b)

Figura 8.1: Grafo join GV H (a) e grafo biclique KB(GV H) (b).

A Figura 8.1 descreve o grafo join GV H (a) e o grafo biclique KB(GV H). O grafo
G possui o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3} e o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}}.
O grafo H possui o conjunto de vértices V(H) = {4,5,6} e o conjunto de arestas E(H) =
{{4,5},{4,6},{5,6}}. O grafo GV H possui o conjunto de vértices V(GVH) =V (G)UV(H) e
o conjunto de arestas E(GVH) = E(G)UE(H)U{{1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,4}, {2,5}, {2,6},
{3,4}, {3,5} {3,6}}. O grafo GV H possui as bicliques maximais {1,2}, {4,5}, {4,6}, {5,6},
{1,3,4}, {1,3,5}, {1,3,6}, {2,3,4}, {2,3,5} ¢ {2,3,6}.
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Na Sec¢do 8.1, mostramos que as bicliques maximais de um grafo G e de um grafo H
também sdo bicliques maximais do grafo join GV H. Também mostramos que seu conjunto
de bicliques maximais By y contém precisamente B, By e o conjunto I g, que denota o
conjunto de conjuntos independentes maximais da unido disjunta G U H.

Na Secao 8.2, descrevemos as intersec¢des entre as bicliques maximais de um join entre
dois grafos, onde derivamos certas propriedades de seu grafo biclique.

Na Secdo 8.3, descrevemos as arestas do grafo biclique de um join entre dois grafos em
termos de propriedades diferenciadoras, intersec¢@o por aresta e inclusdo mutua.

8.1 BICLIQUES MAXIMAIS DO JOIN ENTRE DOIS GRAFOS

Nesta secdo, mostramos quais sdo as bicliques maximais do join entre dois grafos.
Provamos que as bicliques maximais de dois grafos também sao bicliques maximais do grafo
Jjoin entre eles. Também provamos que a unido entre qualquer conjunto independente de um dos
grafos e qualquer conjunto independente de outro grafo é biclique maximal do grafo join e que
as bicliques maximais de cada grafo e os conjuntos independentes da unido disjunta de ambos os
grafos formam o conjunto de bicliques maximais do join entre eles.

Considere o enunciado da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 8.1.1. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale
que nenhuma biclique maximal de GV H contém simultaneamente uma aresta de um dos grafos
e um vértice de outro.

Prova. Considere os vértices g, g’ € V(G) adjacentes entre si e um vértice h € V(H) qualquer.
Como o conjunto {g,¢’,h} induz um tridngulo em GV H, temos que nenhuma biclique maximal
de GV H contém os trés vértices simultaneamente. L.ogo, nenhuma biclique maximal de GV H
contém uma aresta de G e um vértice de H. De maneira andloga, nenhuma biclique maximal de
GV H contém uma aresta de H e um vértice de G. ]

Considere, entdo, o enunciado do seguinte teorema.

Teorema 8.1.2. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
toda biclique maximal de G e toda biclique maximal de H sdo bicliques maximais de GV H.
Isto é, vale que

Beoun € Bovn-

Prova. Pela Proposicao 8.1.1, nenhuma biclique maximal de GV H contém uma aresta de G e um
vértice de H. Logo, toda biclique maximal que contém alguma aresta de G contém apenas vértices
de G e, portanto, as bicliques maximais de G sio bicliques maximais de GV H. Da mesma forma,
bicliques maximais de H sdo bicliques maximais de GV H. Como as bicliques maximais de
G U H sdo as mesmas que as bicliques maximais de G e de H, temos que By C Bgvy. L

Como o operador join requer dois grafos cujos conjuntos de vértices sejam disjuntos,
temos que nenhuma biclique maximal de um dos grafos intersecta biclique maximal alguma de
outro. Podemos, portanto, enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 8.1.3. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
KB(G U H) é subgrafo induzido de KB(GV H).
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Considere a seguinte proposi¢ao que relaciona os conjuntos independentes maximais
da unido disjunta de dois grafos com seus respectivos conjuntos independentes maximais.

Proposicao 8.1.4. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale

que
U {ivj} =96un.
iclg
J€Iu

Prova. Considere quaisquer conjuntos independentes maximais i € Jg e j € Jy. Como V(G)
e V(H) sdo disjuntos entre si e nenhum vértice em V(G) é adjacente a vértice algum em
V(H) em G U H, temos que iU j é conjunto independente de G U H. Como i é conjunto
independente maximal de G, temos que iU {v} U j, para qualquer vértice v € V(G) \ i, ndo é
conjunto independente maximal de G U H. Da mesma forma, vale que iU jU {v}, para qualquer
vértice v € V(H) \ j, ndo é conjunto independente maximal de G U H. Portanto, temos que iU j
€ conjunto independente maximal de G U H e que

U {iuj} SIsun.
iclg
J€In

Considere o conjunto independente maximal k de G U H. Como k CV(G U H) =
V(G)UV(H), temos que k admite uma particdo (kNV(G),kNV(H)). Como k é conjunto
independente, vale que KNV (G) também é conjunto independente. Como nenhum elemento de
kNV(G) é adjacente a elemento algum de V (H ), entdo kNV (G) possui 0 maior nimero possivel
de vértices de G, isto é, que kN V(G) é conjunto independente maximal de G. Da mesma forma,
temos que kNV (H) é conjunto independente maximal de H. Logo, temos que

Joun € |J {ivj}.
i€lg
J€Iu

Portanto, vale que

U {iuj} =96un.

iclg
JEIH

Podemos, portanto, enunciar o seguinte teorema.

Teorema 8.1.5. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que

Jeur € Bgvay-

Prova. Considere um conjunto independente maximal qualquer k de G U H. Pela Proposi-
cdo 8.1.4, temos que existem i € Jg e j € Jy tais que k = iU j. Como todo vértice v €i é
adjacente a todos os vértices em j em GV H, temos que a unido iU j induz um bipartido
completoem GV H.

Considere um vértice v qualquer de G tal que v ndo pertence ao conjunto independente
i. Como i é conjunto independente maximal de G, temos que v € adjacente a algum vértice V' € i.
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Pela Proposicao 8.1.1, temos que nenhuma biclique maximal de GV H contém a unido iU j e
a aresta {v,v'}. Portanto, temos que nenhum vértice que ndo esteja em i pertence a biclique
alguma de GV H que contenha iU j. Da mesma forma, temos que nenhum vértice de H que nio
esteja em j pertence a uma biclique que contenha iU j. Logo, temos que iU j = k € biclique
maximal de GV H. [

Considere, entdo, o enunciado da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 8.1.6. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale
que as bicliques maximais de GV H ndo contém simultaneamente alguma aresta de G ou de H e
alguma aresta do join entre G e H.

Prova. Se uma biclique maximal de GV H contém aresta de um dos grafos, temos — pela
Proposicdo 8.1.1 — que tal biclique maximal ndo contém vértice algum de outro grafo e,
portanto, ndo contém aresta do join entre G e H.

Se uma biclique maximal de GV H contém aresta do join entre G e H, vale que tal
biclique maximal contém vértices de G e de H. Pela Proposi¢do 8.1.1, vale que a biclique
maximal ndo contém aresta de G por possuir vértice de H e ndo contém aresta de H por possuir
vértice de G.

Logo, vale que as bicliques maximais de GV H nao contém simultaneamente alguma
aresta de G ou de G e alguma aresta do join entre G e H. [l

Proposicao 8.1.7. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale
que By \ Bgun equivale ao conjunto de bicliques maximais de GV H que contém arestas
do join entre G e H.

Prova. Pela Proposi¢ao 8.1.6, toda biclique maximal de GV H nao contém simultaneamente
uma aresta de G ou de H e uma aresta do join entre G e H. Pela Proposi¢do 8.1.1, se uma biclique
maximal de GV H contém aresta de G ou de H, entdo ndo possui vértice do outro grafo. Logo,
tal biclique — por ser maximal — pertence a Bg ou a By. Portanto, temos que as bicliques
maximais que contém arestas do join pertencem a By y \ Boun-

Como E(GVH) =E(G)UE(H)U{{g,h} | Vg € V(G),Yh € V(H)}, temos que o
conjunto de arestas de GV H admite uma particdo (E(G U H),E(GVH)\E(G U H)), isto é,
entre o conjunto de arestas de G ou de H e o conjunto de arestas do join entre G e H. Como toda
biclique maximal contém aresta, temos que a biclique maximal de GV H que ndo contém aresta
de G ou de H contém aresta do join entre G e H. Logo, temos que o conjunto By y \ Beun
estd contido no conjunto de bicliques maximais de GV H que contém arestas do join.

Logo, vale que Bgvy \ Beun equivale ao conjunto de bicliques maximais de GV H
que contém arestas do join. O

Podemos, portanto, descrever o conjunto de bicliques maximais do join entre dois grafos
pelo seguinte teorema.

Teorema 8.1.8. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que

Bevy =BeurnYUIlcun.

Prova. =) Pelos Teoremas 8.1.2 e 8.1.5, temos que

BeurnUIgur € Bevy-
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<) Pela Proposi¢io 8.1.7, temos que Bg vy \ Bsun € o conjunto de bicliques maximais
de GV H que contém arestas do join. Considere uma biclique maximal B € Bsvy \ Boun-
Pela Proposicao 8.1.6, temos que B ndo contém aresta de G ou de H. Logo, vale que BNV (G) e
BNV (H) sdo conjuntos independentes de GV H. Como G e H sio disjuntos e todo vértice de G
¢ adjacente a todo vértice de H em GV H, temos que B é bipartido em (BNV(G),BNV (H)).
Como B € maximal, vale que BNV (G) possui o maior nimero possivel de vértices de G, isto é,
que BNV (G) € conjunto independente maximal de G. Da mesma forma, vale que BNV (H) é

conjunto independente maximal de H. Logo, temos que B € Jeg, {iU j}. Pela Proposigdo 8.1.4,
J€IH
temos que B € Jg . Vale, entdo, que

Beovu \Beun CIgun =
<BGVH\BGUH) UBeur CIgurUBgun =

BeveUBgur CIcunUBgun.

Pelo Teorema 8.1.2, vale que By € Bsvy. Logo, temos que

Beve € Boun UIcun.

Portanto, vale que
Beve = BounUIgun.
O

Pelo Teorema 8.1.8, podemos descrever o grafo biclique do join entre dois grafos com
o enunciado do seguinte corolério.

Corolario 8.1.9. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
KB(GV H) equivale ao grafo de intersec¢do das bicliques maximais e conjuntos independentes
maximais de G U H.

Pela Proposicdo 8.1.7 e pelo Teorema 8.1.8, podemos enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 8.1.10. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale
que JguH € o conjunto de bicliques maximais de GV H que contém arestas do join entre G e H.

Como o grafo de intersec¢do dos conjuntos independentes de G U H € o grafo clique de
G U H e que os conjuntos By € Jguy sdo disjuntos entre si, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 8.1.11. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
K (G U H) ¢é subgrafo induzido de KB(GV H). Também vale que KB(G U H) UK (G UH) ¢
subgrafo gerador de KB(GV H).

8.2 INTERSECCOES ENTRE BICLIQUES MAXIMAIS DE UM JOIN

Nesta secdo, descrevemos as intersec¢des entre bicliques maximais de um join entre
dois grafos e derivamos algumas propriedades estruturais de seu grafo biclique. Tais propriedades
estruturais sao descritas em termos de operadores sobre grafos, levando a uma descri¢do parcial
do grafo biclique de um join.

Um dos operadores de interesse € o produto direto entre dois grafos, que € descrito pela
definicao a seguir.
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Definicao 8.2.1. Sejam G e H grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Chamamos
de produto direto ou de produto tensorial entre G e H o grafo denotado por G x H onde

* O conjunto de vértices V(G x H) equivale ao produto cartesiano V(G) x V(H); e

* Dois vértices (g,h) e (¢',h') — com g,g' € V(G) e h,i' € V(H) — sdo adjacentes
entre si se, e somente se, o vértice g for adjacente ao vértice g em G e o vértice h for
adjacente ao vértice h' em H.

G H GxH

0 @ (run)] ()] [(vi,u3)]
@ X @ = ’(vz,ul)‘ ’(vz,uz)‘ ’(V27”3)‘
@ @ ’(V3,M1)‘ ’(V3,u2)‘ ’(V37u3)‘

Figura 8.2: Produto direto entre os grafos Ge H.

A Figura 8.2 descreve os grafos G, H e o produto direto G x H. O grafo G possui o con-
junto de vértices V(G) = {v,v2,v3} e o conjunto de arestas E(G) = {{v,v2}, {v2,v3}}. O grafo
H possui o conjunto de vértices V(H) = {uj,up,u3} e o conjunto de arestas E(H) = {{uj,u},
{up,u3}}. O grafo G x H possui o conjunto de vértices V(G x H) =V (G) x V(H) = {(vi,uy),
(vi,uz), (vi,u3), (va,ur), (va,uz), (va,u3), (v3,uy1), (v3,u2), (v3,u3)} e o conjunto de ares-
tas E(G x H) = {{(vi,u1), (v2,u2) }, {(v1,u2), (va,u1) }, {(vi,u2), (va,u3) 1, { (vi,u3), (v2,u2)}
{(va,u1), (va,u2) . {(va,u2), (v3,u1) b, { (v, u2), (va,u3) b {(v2,u3), (v3,u2) } .

Podemos descrever as intersec¢des entre bicliques maximais que contém arestas do join
pelo enunciado do seguinte teorema.

Teorema 8.2.1. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que

o grafo K (5) x K (ﬁ) ¢ isomorfo ao grafo de intersec¢do das bicliques maximais de GV H que
contém arestas do join entre G e H.

Prova. Considere o grafo clique K (G) Vale, por defini¢iao, que seus vértices sao as cliques
maximais do grafo G que, por sua vez, sao conjuntos independentes maximais de G. Da mesma
maneira, os vértices de K (H ) s@o conjuntos independentes maximais de H. Logo, temos que

V(K(G) xK(H))=V(K(G))xV(K(H))
= jG x Jy.
Como os conjuntos de vértices de G e H sao disjuntos, temos que toda biclique maximal

formada pela unido iU j — parai € Jg e j € Jy — de GV H admite parti¢do (i, j) € Ig x Ip.
Também temos que, para todo par ordenado (i, j) € I x Iy, a unido i U j pertence ao conjunto

Uies {iUj}. Logo, existe a bijecdo entre os vértices de K (G) x K (H) e os elementos de
J€IH
U i€lg {l U .]}

J€IH
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Como os grafos K (6) eK (H) denotam os grafos de intersec¢do dos conjuntos inde-

pendentes maximais de G e H respectivamente, temos que os grafos K (6) e (ﬁ) sdo os grafos
de disjun¢do dos conjuntos independentes maximais de G e H respectivamente.
Sejam i e i’ conjuntos independentes maximais de G e j e j' conjuntos independentes ma-

ximais de H. Vale, portanto, que os vértices (i, j) e (i', j') sdo adjacentes no grafo K (G) x K (H)
se, e somente se, o conjunto i for disjunto do conjunto independente i’ e o conjunto independente
j for disjunto do conjunto independente j'. Logo, os vértices (i, j) e (I, j') sdo adjacentes no

grafo K (G) x K (H) se, e somente se, 0s conjuntos i € i possuem intersec¢ao ou se 0s conjuntos

j e j possuem intersec¢do. Temos, entdo, que (i, j) e (7, j') sdo adjacentes em K (6) x K (ﬁ)
sdo adjacentes se, e somente se, os conjuntos iU j e i’ U j’ possuem intersec¢@o.

Portanto, temos que o grafo K (G) x K (H) ¢é isomorfo ao grafo de intersec¢do dos

elementos de (Jeq, {iU j}. Pela Proposi¢do 8.1.4, temos que K (G) x K (H) ¢é isomorfo ao
J€IH

grafo de intersecgdo dos elementos de g . Pelo Coroldrio 8.1.10, temos que K (G) x K (H) ¢
isomorfo ao grafo de intersec¢do das bicliques maximais de GV H que contém arestas do join

entre Ge H. L]
h=Mn {h,h'} € E(K(H)) {h,i'} ¢ E(K(H))
g=¢ g=¢ g=¢

g=¢
h=H hoW h "
g8 g 8§ g g g
C D
(0.4} € EK(G) l
T D
h=H hoW h W
8 g 8 g g g
{g.¢'} ¢ E(K(G))
h=H hoW h "

Tabela 8.1: Relagdes de interseccdo entre bicliques maximais formadas pelas arestas do join entre G e H descritas
em fungdo de g,g' € V(K(G)) e h,h' € V(K(H)).
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A Tabela 8.1 descreve os diferentes tipos de interseccdes entre as bicliques maximais

de GV H presentes em ;e {iU j} em funcdo da adjacéncia dos vértices correspondentes
J€IH

de K(G) e de K(H) em K (G) x K (H). Como demonstrado na prova do Teorema 8.2.1, os

vértices de K (G) x K (H) sdo adjacentes entre si se, e somente se, os elementos de (J;eq, {iU j}
J€IH
correspondentes sdo intersectantes. A tabela é uma representacdo visual da prova.
Pelo isomorfismo entre o grafo de intersecdo das bicliques maximais de GV H que

contém arestas do join — que, pelo Corolério 8.1.10, é o grafo de intersec¢ao dos elementos de

Joug — e o grafo K (E) x K (ﬁ) — como apresentado pelo Teorema 8.2.1 — e pela inclusdo
de Jgu g ao conjunto de bicliques maximais de GV H — como apresentado pelo Teorema 8.1.5
—, podemos enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 8.2.2. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
K (5) x K (ﬁ) é isomorfo a algum subgrafo induzido de KB(GV H).

Pelo Corolario 8.1.11 e pelo Teorema 8.2.1, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 8.2.3. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que

a unido disjunta KB(G) U KB(H) UK (G) x K (H) ¢ isomorfo a algum subgrafo gerador de
KB(GV H).

Alternativamente, podemos fazer uso do seguinte teorema enunciado por Neumann-
Lara et al. (1978) — e também apresentado por Szwarcfiter (2003) — para chegarmos ao
Corolario 8.2.3.

Teorema 8.2.4 (Neumann-Lara et al., 1978, Szwarcfiter, 2003). Sejam G e H dois grafos com
conjuntos de vértices disjuntos. Vale que

K(GVH) ~K(G) x K(H).

Pelo Teorema 8.2.4, temos que K (GUH) =K (GUH) = K(GVH) é isomorfo a

K (G) xK (H). Pelo Coroldrio 8.1.11, vale que KB(G U H) U K (G) x K (H) € isomorfo a
um subgrafo gerador de KB(G V H). Entretanto, vale destacar a associa¢@o entre os conjuntos
independentes maximais de G U H e as bicliques maximais de GV H que contém arestas do join
enunciada pelo Teorema 8.2.1.

Vale notar que os enunciados dos Corolarios 8.1.11 e 8.2.3 ndo descrevem todas as
arestas do grafo KB(GV H), levando a descri¢des parciais do grafo biclique de um join. Mais
precisamente, as arestas do grafo biclique nao descritas pelos enunciados dos teoremas sao
aquelas que correspondem as intersecgdes entre as bicliques maximais dos dois grafos — G e H
— e as bicliques maximais que contém arestas do join, isto €, aquelas que descrevem interseccoes
entre as bicliques maximais de G U H e os conjuntos independentes maximais de G U H. Para a
descricdo de tais arestas, considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 8.2.2. Chamamos de bigrafo biclique de um grafo G com a particao (X,Y) das
bicliques maximais de G — isto é, onde Bg = X UY — o bigrafo de intersec¢do que admite
a biparticdo (X,Y) de Bg como modelo. Denotamos o bigrafo biclique de G com a parti¢do
(X,Y) das bicliques maximais de G por biKB(G,X,Y).
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Logo, as arestas do grafo biclique KB(G V H) ndo descritas pelos Corolarios 8.1.11
e 8.2.3 sdo as mesmas que sdo descritas pelo bigrafo biclique biKB (GVH Beuw,Igu H)
Portanto, vale o seguinte corolério.

Corolario 8.2.5. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos. Vale que

E(KB(GVH)) - E(KB(G UH)U K(GU—H)> UE(biKB(GVH,BGUH,JGUH)>.

8.3 ARESTAS DO GRAFO BICLIQUE DE UM JOIN

Nesta secao, categorizamos as arestas do grafo biclique de um join em termos de
propriedades diferenciadoras, intersec¢cdo por aresta e inclusdo mutua. Descrevemos grafos
isomorfos aos grafos KB, e KB,, do join entre dois grafos por meio de operadores e mostramos
quais arestas do grafo biclique correspondem a bicliques maximais diferenciadas por aresta por

nao-aresta.
Para a descri¢do do grafo isomorfo ao grafo KB, do join entre dois grafos, considere a
seguinte defini¢ao.

Definicao 8.3.1. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Chamamos
de produto forte entre G e H o grafo denotado por GIKXH com o conjunto de vértices equivalente
ao produto cartesiano V(G) x V(H) e dois vértices (g,h) e (¢',h') — com g,g € V(G) e
h,h' € V(H) — sdo adjacentes entre si se, e somente se, satisfazem qualquer das seguintes
condicoes:

s g=g e{hh}€EH); ou
s h="ne{g,g} € E(G), ou
» {g,¢gY €E(G)e{h,l} € E(H).

G H GXH

@ @ ’(Vl,ul)H(V1,M2)H(v1,u3)‘
@ . @ = 2w H (2, u2) [ (2, u3) |
@ @ ’(V37M1)H(V3,u2)H(V3’u3)‘

Figura 8.3: Produto forte entre os grafos G e H.

A Figura 8.3 descreve os grafos G, H e o produto forte G X H. O
grafo G possui o conjunto de vértices V(G) = {vi,v,v3} e o conjunto de ares-
tas E(G) = {{vi,v2},{v2,v3}}. O grafo H possui o conjunto de vértices V(H) =
{ur,ur,u3} e o conjunto de arestas E(H) = {{uj,ur},{uz,u3}}. O grafo G K
H possui o conjunto de vértices V(GXH) = V(G) x V(H) = {(vi,u1), (vi,u2),
(vi,u3), (vo,uy), (vo,uz), (vo,u3), (va,uy), (vs,uz), (v3,uz)} e o conjunto de arestas
E<G&H) = {{<V1=u1)7(V17”2)}’ {<V1au1)7(V2v”1)}’ {<V1au1)7(V2v”2)}’ {<V17u2)7(vlv”3)}’
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{(Vlvuz)v (VZvul)}’ {(V17u2)7 (VZ,MZ)}’ {(V17M2)7 (Vz,u3)}, {(v17u3)7 (VZ,MZ)}’ {(V17u3)7( I/t3)},
{(va,ur), (v2,u2) b, {(va, 1), (va,un) b, { (va,un), (va,u2) b, { (v, u2), (v2,u3) }, { (v, u2), (v3,u1) },
}Evzauzg,(%auz)} {(szuz)a(vsm)},{(Vzau3),(v3au2)},{(Vz,u3),(V3,u3)},{(V3,M1)7( ,uz)}

v3,u), (v3,u3)}}. Vale notar que o grafo G x H é subgrafo gerador de G
Considere também a seguinte defini¢ao.

b

Definicao 8.3.2. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Dizemos

que os elementos iU j e i'Uj de Uicg, {iUj} — com iU j# iU j — possuem intersecgio
J€IH

simultinea se ambas as intersec¢oes iNi' e jN j ndo sdo vazias. O grafo de intersecgdes

simultineas de | J;cy, {iU j} € o subgrafo gerador do grafo de intersecgoes de g, {iU j} onde
JEIH j€ly
vértices sdo adjacentes se, e somente se, possuem intersecc¢do simultdnea.

O enunciado do seguinte teorema descreve a relac@o entre o grafo de intersecgdes
simultaneas e o grafo KB, do join entre dois grafos.

Teorema 8.3.1. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
K (G) XK (17) é isomorfo ao grafo de intersec¢des simultdneas de | J ey, {iU j}.
J€IH

Prova. Vale que o conjunto de vértices de K (G) XK (H) equivale a

V(K(G)XK(H))=V(K(G))xV(K(H))
= jG X jH-

Temos, portanto, que existe bije¢do entre os vértices de K (G) KK (H) e os elementos
de Uiegg 11U j}-
JEIH
Considere os conjuntos independentes maximais i,/ € Jg e j,j € Jy com i e i ndo
necessariamente distintos e j e j/ ndo necessariamente distintos. Os vértices (i, ) e (¢, ') de
K (G) XK (H) sdo adjacentes entre si se, e somente se, vale algum de

ci=ie{j,j/} €E(K(H)); ou
« j=je{i,i'’} € E(K(G)); ou
* {i,/} € E(K(G)) e {),/'} € E(K(H)).

Em todos os casos, temos que as intersecgdes i N’ e jN j' ndo sdo vazias. Logo, se (i,i’)
e (j,j') sdo adjacentes em K (G) KK (H), entdo iU j e i' U j/ possuem intersec¢do simultdnea
cm UiEjG {lU.]}

J€IH
Se os elementos (U j e i’ U j' de ey, {iU j} possuem intersecgdo simultdnea — isto &,
J€IH

se ambas as intersec¢des i Ni' € jN j/ ndo sdo vazias e iU j # i’ U j/ —, entdo os vértices i e i’ de
K (G) sdo adjacentes entre si e os vértices j e j/ de K (H ) sdo adjacentes entre si. L.ogo, temos
que os vértices (i, j) e (7, j') de K(G) KK (H) sdo adjacentes entre si.

Portanto, temos que os vértices (i, j) e (i, /) de K (G) KK (H) sdo adjacentes entre
si se, e somente se, os elementos iU je i’ U j' de UiE?}G {iU j} possuem intersec¢do simultinea.

_ o J€Ju

Isto ¢, temos que o grafo K (G) KK (H) ¢ isomorfo ao grafo de intersec¢do simultanea de
Uiese {1V 7} u

J€Iu
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Temos, portanto, a seguinte descricdo de um grafo isomorfo ao grafo KB, do join entre
dois grafos.

Teorema 8.3.2. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
o grafo KBe(GV H) é isomorfo ao grafo KBe(G) U KBe(H) U K (G) KK (H).

Prova. Pelo Coroldrio 8.1.3, temos que o grafo unido KB(G) U KB(H) é subgrafo induzido de
KB(GV H). Logo, temos que KBe(G) U KB (H) € subgrafo induzido de KB.(GV H).
Pelo Teorema 8.3.1, temos que K (5) XK (ﬁ) € isomorfo ao grafo de intersec¢oes

simultaneas de J;eg,, {iU j}, equivalente — pela Proposi¢do 8.1.4 — ao conjunto Jgupy € —
J€IH

pelo Corolario 8.1.10 — ao conjunto de bicliques maximais de GV H que contém arestas do join

entre G e H. Pelo Teorema 8.1.8, temos que Bsvy = Bgury UIgun e, pela Proposicio 8.1.7,

temos que o conjunto |J;eg, {iU j} € disjunto de Bguy. Logo, temos que o grafo KBe(G) U
IS
KB.(H) UK (G) XK (H) ¢ isomorfo a algum subgrafo gerador de KB¢(GV H).
Pela Proposi¢ao 8.1.6, temos que ndo ha interseccdo por aresta entre as bicliques
maximais com arestas de G ou H e as bicliques maximais com arestas do join entre G e H.
Portanto, temos que

KB.(GVH) ~KB.(G) UKBe(H) UK (G) XK (H).
O

Com o enunciado do seguinte teorema, descrevemos a relacao entre bicliques maximais
que contém arestas do join em termos de propriedades diferenciadoras.

Teorema 8.3.3. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Para
quaisquer bicliques maximais intersectantes By e B, de GV H, vale que se B| e By contém aresta
do join entre G e H, entdo B e B> ndo sdo diferenciadas por ndo-aresta.

Prova. Pela Proposicdo 8.1.6, temos que By e By ndo contém aresta de G ou de H.
Suponha que exista ndo-aresta diferenciadora {vi,v,} ¢ E(GVH) onde vi € B\ B e
vy € By \B 1€

(NGVH(Vl) UNGVH("Z)) NBINBy,# e

(NGVH(Vl) ﬂNGVH(‘Q)) NB1NB, =@.

Considere o vértice V' € (NGVH(Vl) UNGVH(v2)> N B; NB,. Como vy € v, ndo sdo

adjacentes a um mesmo vértice na intersec¢do By N By, temos que se V' € adjacente a vy, entdo v/
ndo € adjacente a vo. Como B; e B, ndo contém aresta de G ou de H, temos que se v € adjacente
aV/, entdo {vy,v'} é aresta do join entre G e H. Logo, se V' € vértice de G, entdo v é vértice de
H e vice-versa.

Considere, sem perda de generalidade, que v, € adjacente a V', que V' € vértice de G
e que vy é vértice de H. Como V' nio é adjacente a v, em GV H, temos que v, é vértice de G
e, portanto, adjacente a vi. Logo, temos que o par ndo-ordenado {v;,v,} é arestade GV H e,
portanto, que ndo € ndo-aresta diferenciadora entre By € By. Da mesma forma, se V' € adjacente a
vy, entdo {vy, v, } ndo é ndo-aresta diferenciadora entre B| e B;.

Portanto, temos que B; e B, ndo sao diferenciadas por nao-aresta. [
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Com o enunciado do seguinte teorema, mostramos — em termos de propriedades
diferenciadoras — a relagdo de qualquer biclique maximal do grafo join com alguma biclique
maximal que contém aresta do join.

Teorema 8.3.4. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Para
quaisquer bicliques maximais intersectantes By e By de GV H, vale que se By contém aresta do
join entre G e H, entdo By e B; sdo diferenciadas por aresta.

Prova. Se By contém aresta do join entre G e H, temos — pelo Teorema 8.3.3 — que By e B>
nao sdo diferenciadas por ndo-aresta. Pela contrapositiva do Teorema 7.3.1, temos que B e B,
sdo diferenciadas por aresta.

Considere, portanto, que B ndo contém aresta do join entre G e H. Pela Proposi¢do 8.1.7
e pelo Corolario 8.1.10, temos que By ndo pertence a Jg . Pelo Teorema 8.1.8, temos que
Bj pertence a Bguy = BgU By, isto é, que B; € biclique maximal de G ou de H. Suponha,
sem perda de generalidade, que B; € biclique maximal de G. Também vale destacar que, pela
Proposicdo 8.1.6, temos que B, nao contém aresta de G ou de H.

Sejam v o vértice em By N By, v; o vértice em B adjacente a v e v o vértice em B,
adjacente a v. Logo, temos que {v,v;} é aresta de G e que {v,v,} é aresta do join entre G e H.
Isto €, temos que v e v sdo vértices de G e que v, € vértice de H. Temos, entdo, que v, é também
adjacente a v em GV H. Pela Proposicdo 8.1.1, temos que v, ndo € vértice de By. Como B;
nao contém aresta de G ou de H, v é vértice de B, e que v € adjacente a v, temos que v{ ndo é
vértice de B;. Portanto, temos que o vértice v| pertence a B \ By, que o vértice v, pertence a
By \ By e que {vi,v;} é aresta de GV H. Como tanto v; quanto v, sdo adjacentes a v, temos que

ve (NGVH(VI) ﬂNGVH(vz)> NBiNB, # 2.

Temos, entdo, que {v, v, } é aresta diferenciadora entre B| e B;. Da mesma maneira, se
B, € biclique maximal de H, entdo B e B> sdo diferenciadas por aresta.

Portanto, se B, contém aresta do join entre G e H, entdo B; e B; sdo diferenciadas por
aresta. Il

Como consequéncia dos Teoremas 8.3.2 e 8.3.4, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 8.3.5. Sejam G e H grafos com conjuntos de vértices disjuntos. Vale que
E <biKB(GVH, BGUH,JGUH)> CE (KBedUz(GVH)> \E(KBe(GVH)> .

A Figura 8.4 ilustra a composi¢do do grafo biclique de GV H em termos dos subgrafos
KB(G), KB(H) e do grafo de intersec¢do das bicliques maximais que contém arestas do join
— equivalente, pelo Corolario 8.1.10, ao grafo K (G UH ) Pelo Teorema 8.3.2, as arestas de
KB(GV H) que conectam vértices de KB(G) e de KB(H) aos vértices que correspondem as
bicliques maximais que contém arestas do join ndo sdo arestas do grafo KB.(GV H). Pelo
Teorema 8.3.3, as intersec¢Oes entre bicliques maximais que contém arestas do join ndo sao
diferenciadas por ndo-aresta. Pelo Teorema 8.3.4, qualquer biclique maximal de GV H e qualquer
biclique maximal que contém aresta do join sdo diferenciadas por aresta. As linhas apresentadas
na figura conectanto os subgrafos sdo as arestas de biKB(GV H,Bgun,Icun)-

Como bicliques maximais mutuamente inclusas sdo diferenciadas por ndo-aresta € ndo
sao diferenciadas por aresta — como enunciado pelos Teoremas 7.2.1 e 7.2.2 —, podemos
enunciar o seguinte coroldrio.
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em aresta de
(GVH)

Sem aresta de ! !
KBndif(GVH) < : K(G L H) : > = E(KBedlf(GVH))
\ \\ 777777777777777 /\
Sem aresta de
KB.(GVH)
AN N J
. KB(H)

Figura 8.4: Componentes do grafo KB(GV H).

Corolario 8.3.6. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Para
quaisquer bicliques maximais intersectantes By e B, de GV H, vale que se B, contém aresta do
join entre G e H, entdo By e By ndo sdo mutuamente inclusas entre si.

Portanto, descrevemos o grafo isomorfo ao grafo KB,, do join entre dois grafos pelo
enunciado do seguinte teorema.

Teorema 8.3.7. Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos entre si. Vale que
o grafo KB,,(GV H) é isomorfo ao grafo KB,,(G) U KB,,(H) U |Ig||9u|K;.

Prova. Pelo Teorema 8.1.8, temos que

Beve =BeunUIgun.

Pelo Corolario 8.1.10, temos que bicliques maximais em Jgu g contém arestas do
join entre G e H. Pelo Corolério 8.3.6, temos que nenhuma biclique maximal em Jguy €
mutuamente inclusa a qualquer outra biclique maximal de GV H. Pela Proposicao 8.1.1, temos
que as bicliques maximais em B sdo disjuntas as bicliques maximais em By.

Pela Proposi¢ao 8.1.4, temos que [Jgup| = [Uies, {iUj} = |I6||T=| e, portanto, que

J€Iu

KB, (GV H) ~ KB,,(G) U KB,,(H) U |J6||9u K.
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9 RESULTADOS ADICIONAIS E POSSIVEIS CAMINHOS

Apresentamos, neste capitulo, alguns resultados deste estudo que escapam dos temas
dos capitulos anteriores. Também propomos algumas ideias de estudo para trabalhos futuros.

Na Secdo 9.1, provamos que o quadrado do grafo de bicliques mutuamente inclusas de
todo grafo G € subgrafo gerador do grafo biclique de G. Também conjecturamos que um grafo
possui bicliques maximais mutuamente inclusas se, € somente se, possui um grafo P4 induzido
que nao esta contido em um grafo casa induzido.

Na Secao 9.2, apresentamos os operadores BP. de grafos de partes de bicliques cor-
respondentes, BP,4ir de grafos de partes de bicliques diferenciadas por ndo-aresta e BP.qir de
grafos de partes de bicliques diferenciadas por aresta. Mostramos, para todo grafo G, que o grafo
L(BP.(G)) é isomorfo a algum subgrafo gerador de KB(G).

9.1 PROPRIEDADE ADICIONAL DO GRAFO KB,

Nesta secdo, mostramos que o grafo quadrado do grafo de bicliques mutuamente
inclusas de todo grafo G é subgrafo gerador do grafo biclique de G. Também conjecturamos
que um grafo qualquer € livre de bicliques mutuamente inclusas se, e somente se, todo grafo Py
induzido € subgrafo induzido de algum grafo casa induzido.

Considere o enunciado do seguinte teorema.

Teorema 9.1.1. Para qualquer grafo G, vale que o grafo KBm(G)2 é subgrafo gerador de
KB(G).

Prova. Considere as bicliques maximais By, By € Bz de G tais que B, € mutuamente inclusa
tanto a By quanto a B3. Considere também as parti¢des (X1,Y;) de By, (X»,Y>) de By e (X3,13)
de B3.

Assuma que

((x1 CX)V (X C xl)) A ((x3 CX)V (X C x3)).

Se X1 C X3 e Xp C X3, entdo temos que X; C X3 e, portanto, que By e B3 se intersectam.
De maneira anéloga, se X3 C X, e X, C X, entdo B e B3 se intersectam.

Se X» C X1 e X» C X3, entdo temos que a parte X; estd contida na intersec¢do X N X3 e,
portanto, que B e B3 se intersectam.

Se X| C X, e X3 C X, entdo — como B; é mutuamente inclusa tanto a By quanto a B3
— temos que Y> C Y} e que Y, C Y3. Logo, temos que Y; estd contida na intersec¢do Y1 NY3 e,
portanto, que B; e B3 se intersectam.

Assuma, entdo, que

((Xl CXy)V(XyC X1)> A ((X3 Ch)Vv(¥rC X3)) .
Como B; e B3 sdo mutuamente inclusas entre si, temos que

((X3 Ch) = (XoC Y3)> A ((Yz CX3) = (13C X2)>.
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Logo, temos que

((Xl C X))V (X C Xl)) A ((X3 CH)V(hC X3)> —

((xl CX)V (X C xl)) A ((X2 CYV(Y;C X2)>.

Da mesma maneira ao caso anterior, temos que B; e B3 se intersectam.

Os demais casos sdo obtidos pela substituicao de todas as ocorréncias de X; por Y; ou de
todas as ocorréncias de Y; por X;, para i € [1..3].

Logo, se B, é mutuamente inclusa simultaneamente a B| e a B3z, entdo B e B3 se
intersectam. Portanto, temos que KB,,(G)? é subgrafo de KB(G). Como ambos KB,,(G)? e
KB(G) possuem o mesmo conjunto de vértices, temos que KB,,(G)? é subgrafo gerador de
KB(G). 0

O Corolério 7.2.3 mostra que toda inclusdo mutua entre bicliques maximais é uma
interseccao diferenciada por ndo-aresta que ndo € diferenciada por aresta. Pelos Teoremas 7.4.1
e 7.4.2, temos que as inclusdes mutuas sdo associadas ao grafo P, induzido. Pela andlise da
estrutura de grafos com Py induzido, notamos que existem casos onde a presenga do subgrafo —
como o caso do grafo casa ilustrado pela Figura 9.1 (a) — ndo implica a presenca de bicliques
maximais mutuamente inclusas. Tal peculiaridade nos permite enunciar a seguinte conjectura.

Conjectura 9.1.1. Seja G um grafo qualquer. Vale que G possui bicliques maximais mutuamente
inclusas se, e somente se, existe Py induzido de G que ndo é subgrafo induzido de algum grafo
casa induzido de G.

(a) (b)

Figura 9.1: Grafo casa (a) e grafo obtido pela insercéo de um vértice e uma aresta a partir de um grafo casa (b).

A Figura 9.1 descreve os grafos G (a) e G’ (b). O grafo G é o grafo casa com o conjunto
de vértices V(G) = {1,2,3,4,5}, o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4},
{3,5}, {4,5}} e as bicliques maximais B = {1,2,4}, B, = {1,3,5} e B3 = {2,3,4,5}. O
grafo G’ possui o conjunto de vértices V(G') = V(G) U {6}, o conjunto de arestas E(G') =
E(G)U{{4,6}} e as bicliques maximais B} = By, B}, = B, By = B3 ¢ B, = {2,4,5,6}. O grafo
G ndo possui bicliques maximais mutuamente inclusas entre si, enquanto as bicliques maximais
B’1 e BQ de G’ sao mutuamente inclusas entre si. O subconjunto de vértices {1,2,4,5} de G —
em destaque em (a) — induz um grafo P4, enquanto o subconjunto de vértices {1,2,4,6} de G’
— em destaque em (b) — induz um grafo P; que nao é subgrafo induzido de algum grafo casa
induzido.
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9.2 VARIACOES DO GRAFO DE PARTES DE BICLIQUE

Nesta secdo, apresentamos os operadores de grafo de partes de bicliques correspondentes
BP,, de grafo de partes de bicliques diferenciadas por nao-aresta BP,4ir € de grafos de partes de
bicliques diferenciadas por aresta BPgir. Provamos que o grafo L(BP.(G)), para um grafo G
qualquer, é subgrafor gerador do grafo KB(G).

Considere a seguinte defini¢do de grafo de partes de bicliques correspondentes.

Definicao 9.2.1. Chamamos de grafo de partes de bicliques correspondentes de um grafo G o
grafo, denotado por BP.(G), com o conjunto de vértices equivalente ao conjunto QA%G de partes
de biclique de G e dois vértices X e Y sdo adjacentes se, e somente se, sdo correspondentes, isto
é, se existe biclique maximal de G que admite a parti¢do (X,Y).

(a) (b)

m
9‘9 @] [B{s)

. {2,5} = {3,4}

ega o] [BG)]

Figura 9.2: Grafo G (a) e correspondéncias e inclusdes das partes de bicliques de G (b).

A Figura 9.2 descreve um grafo G (a) e as relagdes de correspondéncia e inclusao das
partes de bicliques de G (b). O grafo G possui o conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4,5,6}
e o conjunto de arestas E(G) = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {3,5}, {4,5}, {4,6}, {5,6}}.
As partes de bicliques de G correspondentes sdo conectadas por uma linha cheia e partes de
bicliques com relacdo de inclusdo sdo conectadas por uma seta tracejada que indica a dire¢do da
inclusdo. O grafo BP.(G) é o grafo cujos os vértices sdo as partes de bicliques de G e as arestas
sdo indicadas pelas linhas cheias pela figura.

Considere o seguinte teorema a respeito da relacdo entre o grafo BP. e o grafo KB de
qualquer grafo.

Teorema 9.2.1. Para qualquer grafo G, vale que L(BP.(G)) é isomorfo a algum subgrafo
gerador de KB(G).

Prova. Por definigdo, temos que os vértices de toda aresta de BP.(G) s@o as partes de alguma
biclique maximal de G. Também temos que toda biclique maximal de G possui uma aresta de
BP.(G) correspondente. Se duas arestas de BP.(G) sdo adjacentes, entdo as bicliques maximais
correspondentes compartilham uma mesma parte e, portanto, sao intersectantes. Logo, temos
que L(BP.(G)) é isomorfo a algum subgrafo gerador de KB(G). O

A Figura 9.3 descreve o grafo G (a) — isomorfo ao grafo completo K4 — e o grafo
L(BP.(G)) (b). Como é um completo, o grafo G é isomorfo ao seu grafo de partes de bicliques
correspondentes BP.(G), uma vez que cada vértice v; corresponde a parte de biclique {v;},
para i € [1..4]. Da mesma forma, todo vértice {{v;},{v;}}, para i, j € [1..4] distintos, de
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(a) (b)

(D) HVIL{M}}E{{V]},{W}}

(i), {va}} {{va}, {va}}

¢ ) {{V2}7{V4}}i{{Vz},{V3}}

Figura 9.3: Grafo G (a) e grafo L(BP.(G)) (b).

L(BP.(G)) corresponde a biclique maximal {v;,v;} de G. Para todo grafo completo K, vale que
L(BP.(K,)) ~ L(K,) = KB(K;)'.

Considere as seguintes variacdes das propriedades diferenciadoras no contexto de partes
de bicliques.

Definicao 9.2.2. Seja G um grafo qualquer. Dizemos que as partes de biclique X| e X, de G
sdo diferenciadas por ndo-aresta se a parte de biclique X\ possui correspondente Y1, a parte de
biclique X, possui correspondente Y, e as bicliques maximais By = X1 UY| e By = X, UY, sdo
diferenciadas pela ndo-aresta {vy,v,} C X; UX>.

Definicao 9.2.3. Seja G um grafo qualquer. Dizemos que as partes de biclique X| e X, de G
sdo diferenciadas por aresta se a parte de biclique X| possui correspondente Y|, a parte de
biclique X, possui correspondente Y, e as bicliques maximais By = X UY; e By = X, UY> sdo
diferenciadas pela aresta {vi,v2} C X1 UX>.

Podemos, entdo, definir os respectivos operadores em termos das variacdes das proprie-
dades diferenciadoras.

Definicdo 9.2.4. Seja G um grafo qualquer. Dizemos que o grafo de partes de biclique dife-
renciadas por ndo-aresta de G, denotado por BP,(G), € o grafo com o conjunto de vértices

V(BP,4if(G)) equivalente ao conjunto B¢ de partes de biclique de G e dois vértices sdo ad-
Jacentes se, e somente se, as partes de biclique de G correspondentes sdao diferenciadas por
ndo-aresta.

Definicao 9.2.5. Seja G um grafo qualquer. Dizemos que o grafo de partes de biclique diferencia-
das por aresta de G, denotado por BP.qi(G), é o grafo com o conjunto de vértices V (BP,4if(G))

equivalente ao conjunto B¢ de partes de biclique de G e dois vértices sdo adjacentes se, e
somente se, as partes de biclique de G correspondentes sdo diferenciadas por aresta.

A Figura 9.4 descreve os grafos BPpgif(G) (a) e BPgit(G) (b). O grafo G é o mesmo
descrito pela Figura 9.2. Enquanto as defini¢des dos grafos KBygif(G) e KBegir(G) apenas
descrevem a existéncia de — respectivamente — nao-arestas e arestas diferenciadoras entre as
bicliques maximais de G, os grafos BPy4if(G) e BPegir(G) descrevem a existéncia de nao-arestas
e arestas diferenciadoras entre as partes de bicliques envolvidas. Tal distingdo permite que os
grafos BP4if(G) e BPegir(G) sejam mais descritivos da estrutura de bicliques maximais de G
que os grafos KBpgit(G) € KBegit(G).

A equivaléncia entre o grafo biclique de um completo e seu grafo linha é enunciada por Cruz et al. (2020).
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(a) (b)
{14 [{2) (31 [{15}] {L4] [{2—3Y {15}
(2,5} [{3,4}
{26} [{4} {5}] {3.6}] {26} {4 }—{5] [{3.6}]

Figura 9.4: Grafo BP,4i¢(G) (a) e grafo BPgis(G) (b).

Conjectura 9.2.1. Seja G um grafo qualquer. Vale que é possivel computar os grafos isomorfos
a BP,,4if(G) e a BP.4if(G) — e, portanto, os grafos isomorfos a KB,4if(G), KB,gif(G) e KB(G)
— a partir do grafo H isomorfo a BP.(G) sobre a bijecdo © : V(H) — Bg e algum poset
P=(V(H),=) onde v <w se, e somente se, w(v) C w(w), para quaisquer v,w € V (H).

Essencialmente, a Conjectura 9.2.1 enuncia que basta conhecer as relagdes de corres-
pondéncia e inclusdo entre as partes de bicliques de um grafo G — sem precisar conhecer os
vértices que as compdem — para também conhecer as relagdes de diferenciamento por aresta e
ndo-aresta como intermedidrias e, portanto, obter o grafo isomorfo ao grafo biclique de G.

BP BPpair KBpait
KB

BP. BPeait KBeait

Figura 9.5: Diagrama da composic¢ao estrutural do operador KB pela Conjectura 9.2.1.

A Figura 9.5 ilustra, de um ponto de vista estrutural, a composicdo do operador KB
descrita pela conjectura. O operador KB € descrito como uma composicdo entre os operadores
KB gif € KBegif — refletindo o enunciado do Corolério 7.3.2 — e cada um desses dois operadores
€ descrito como uma composi¢ao dos respectivos operadores BP,gir € BPegir. O conhecimento
das partes de bicliques correspondentes e equivalentes — para a computagdo do grafo KBgif a
partir de BP,4ir € do grafo KBgir a partir de BP.4ir — e das bicliques maximais equivalentes —
para a computacdo do grafo KB a partir de KB gif € KB.gif — € inferido de forma implicita pelo
diagrama.

O Corolario 5.2.6 enuncia uma variacdo da conjectura onde o grafo G € livre de
tridngulos e usa a relacdo de inclus@o miutua como intermedidria em vez das propriedades
diferenciadoras. Entretanto, o caso livre de tridngulos garante que o poset que descreve a relacao
de inclusdo entre as partes de bicliques seja autotransposto livre de comparagdes antecessor-
sucessor de correspondentes.

A propriedade autotransposta do poset de inclusdo de partes de bicliques em grafos
livres de tridngulos descreve as suas relagdes de correspondéncia, o que torna restritiva para
o caso geral — onde o grafo BP, serve como generalizacdo da propriedade. Porém, ainda é
necessario investigar a estrutura do grafo BP,. para tirar conclusdes mais precisas do que se pode
computar a partir das relacdes de correspondéncias e inclusdo. A propriedade de ser livre de
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comparagdes antecessor-sucessor de correspondentes parece permitir uma variacdo para o caso
geral, onde a bijecdo da propriedade autotransposta € substituida pela vizinhanga no grafo BP,.
Um plano para a possivel computacao enunciada pelo Corolério 9.2.1 € inferir adja-
céncias entre os vértices dos grafos BP,gir € BPegis a partir de padrdes de correspondéncias e
inclusdes entre partes de bicliques. As seguintes tabelas conjecturam tais adjacéncias.

Caso | Correspondéncias e inclusoes | Conjectura sobre o grafo BP,qif

@ | E—E X

(b)
(©)

Tabela 9.1: Conjecturas sobre as arestas do grafo BPyir a partir das correspondéncias e inclusdes entre as partes.

Pela Tabela 9.1, conjecturamos a estrutura de um grafo BP,4;r a partir das correspon-
déncias e inclusdes entre as partes de bicliques pelos seguintes casos.

Para o caso (a), se a parte de biclique X; € correspondente a parte de biclique X; e
X5 esta contida na parte de biclique X3, conjecturamos que as partes de bicliques X; e X3 sdo
adjacentes no grafo BPgir.

Para o caso (b), se — para n € {1,2,3} — a parte de biclique X,, é correspondente
a parte de biclique Y, a parte de biclique Y; estd contida na parte de biclique X3 e a parte de
biclique Y, estd contida na parte de biclique Y3, conjecturamos — além das adjacéncias entre X
e X3 e entre X» e Y3 no grafo BP,4ir semelhantes ao caso (a) — que também valem as adjacéncias
entre X| e Y» e entre X, e Y| em BP,qit.

Para o caso (c), se — para n € {1,2,3} — a parte de biclique X, é correspondente a
parte de biclique Y, as partes de biclique X; e X3 estdo ambas contidas na parte de biclique
X, e a parte de biclique Y, estd contida tanto em Y] quanto em Y3, conjecturamos — além das
adjacéncias entre Y| e X3 e entre Y3 e X, no grafo BP,4ir semelhantes ao caso (a) — que também
valem as adjacéncias entre X; e ¥3 e entre X3 e Y| em BP4ir. O caso (c) descreve a biclique
maximal mutuamente inclusa a duas outras bicliques maximais, que € a configuracdo enunciada
pelo Lema 5.1.2.

Pela Tabela 9.2, conjecturamos a estrutura de um grafo BP.gis a partir das correspon-
déncias e inclusdes entre as partes de bicliques pelos seguintes casos.



Caso | Correspondéncias e inclusoes | Conjectura sobre o grafo BPq;¢
(a)

(b)

(©

(d)

()

® AR

Tabela 9.2:
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Conjecturas sobre as arestas do grafo BP.gir a partir das correspondéncias e inclusdes entre as partes.
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Para o caso (a), se as trés partes de bicliques Xi, X» e X3 sdo correspondentes entre
si duas-a-duas, conjecturamos que as trés partes de bicliques sdo diferenciadas por aresta e,
portanto, adjacentes entre si no grafo BPgjr.

Para o caso (b), se a parte de biclique X; € correspondente a parte de biclique Y7, a parte
de biclique X estd contida na parte de biclique X; e a parte de biclique Y; estd contida na parte
de biclique X3, conjecturamos que X; € adjacente a X3 no grafo BP.g;s.

Para o caso (c), se a parte de biclique X; € correspondente a parte de biclique Y7, a parte
de biclique X; estd contida na parte de biclique X; e a parte de biclique X3 estd contida na parte
de biclique Y;, conjecturamos que X, € adjacente a X3 no grafo BPgjr.

Para o caso (d), se — paran € {1,2} — a parte de biclique X,, é correspondente a parte
de biclique Y, e Y} estd contida em Y;, conjecturamos que X; € adjacente a X, no grafo BPegjs.

Para o caso (e), se a parte de biclique X é correspondente tanto a parte de biclique Y;
quanto a parte de biclique Y», conjecturamos que Y; e ¥> s@o adjacentes entre si no grafo BP,gis.

Para o caso (f), se — paran € {1,2,3,4,5} — a parte de biclique X, é correspondente a
parte de biclique Y,,, a parte de biclique X, estd contida tanto na parte de biclique ¥,,_> mod5)+1
quanto na parte de biclique ¥, yoq5)+1, conjecturamos que (Y1,Y4,Y2,Y5,¥3) é um ciclo no
grafo BPgir.

9.3 TRANSFORMACOES DA PRE-IMAGEM DO GRAFO KB

A partir do estudo da composicdo do operador KB em termos de outros operadores,
outro possivel caminho € estudar as transformagdes sobre um grafo G tal que o grafo biclique
do grafo resultante — em termos de isomorfismo entre grafos — seja resultado de algum outro
operador sobre o grafo KB(G). Com essa andlise, buscamos descrever o operador KB e sua
composi¢ao sobre os operadores KB4ir € KBgirf de um ponto de vista mais algébrico.

A partir desse caminho, também € possivel estudar que transformagdes preservam a
estrutura do grafo biclique, buscando uma generalizacao do resultado de Groshaus e Montero
(2013) sobre a preservagdo do grafo sob remogao ou insercdo de vértices falsos gémeos. Vale
notar que podemos definir tal preservacao nio apenas em termos de isomorfismo entre os grafos
biclique, mas também dos tipos de interseccdes entre bicliques maximais.

(a) (b)

Figura 9.6: Grafos K3 (a) e Ps e as intersecgdes entre suas bicliques maximais.

A Figura 9.6 descreve dois grafos G| (a) — isomorfo a um tridngulo — e G, (b) —
isomorfo ao grafo caminho Ps — tais que KB(G;) e KB(G>) sdo isomorfos entre si — nesse caso,
sao isomorfos ao grafo tridngulo. Entretanto, vale observar que os tipos de intersec¢des entre
suas bicliques maximais diferem. Em G, cada par de suas bicliques maximais sdo diferenciadas
por aresta, ndo sao diferenciadas por ndo aresta e intersectam apenas por vértices. Em G,, cada
par de suas bicliques maximais sdo diferenciadas por ndo-aresta, nenhum par € diferenciado por
aresta e apenas um par possui intersec¢ao apenas por vértice onde a terceira biclique maximal é
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mutuamente inclusa as demais. Uma transformagdo sobre um dos grafos que resulta em outro
preserva o isomorfismo entre seus grafos biclique, mas ndo os tipos de intersec¢do entre suas
bicliques maximais — além de ndo preservar o isomorfismo entre seus grafos KB,,, KB, KB,gif,
KBedif, BP, BP, BPygif € BPegis-

Transformagdes que preservam os tipos de intersec¢oes entre bicliques maximais podem
ser usadas para definir uma entidade matematica intermedidaria entre os grafos e seus grafos
biclique que agrupa — no ponto de vista de intersec¢des entre bicliques maximais — grafos
estruturalmente semelhantes. Tal entidade matemadtica simplifica a representacdo de tais grafos
e podem auxiliar o desenvolvimento de um algoritmo para a computagdo da pré-imagem de
um grafo biclique, deixando a constru¢do da pré-imagem como uma ultima etapa. Para o
prop6sito de reconhecimento de grafos biclique usando tal algoritmo, bastaria construir a
entidade intermedidria sem a necessidade de construir um grafo pré-imagem. A Conjectura 9.2.1
propde que um candidato a tal entidade intermediaria seja um par (H,P), onde H é um grafo
isomorfo ao grafo de inclusio de partes de bicliques de algum grafo G e P € o poset que descreve
as inclusoes entre as partes de bicliques de G.

Transformacdes que ndo preservam os tipos de intersecgdes entre bicliques maximais,
por sua vez, podem ser usadas para o estudo do problema de reconhecimento de grafos biclique.
Se for possivel associar os tipos de interseccdes entre bicliques maximais as arestas do grafo
biclique e computar uma pré-imagem ou a entidade matemadtica intermedidria, entio — em
tese — seria possivel decidir se algum grafo € um grafo biclique. Espera-se que tal associagcao
entre arestas do grafo e os tipos de intersec¢Oes entre bicliques maximais seja gradual durante a
computacao, onde um subconjunto de arestas é associado de acordo com a estrutura local do
grafo. Com a possibilidade da ocorréncia de uma inconsisténcia durante a associacdo — isto €&, de
um subconjunto de arestas nao admitir uma associagdo aos tipos de intersec¢des entre bicliques
maximais —, o conhecimento sobre as transformacdes que nao preservam tipos de intersec¢oes
pode contribuir com a decisdo de que se o grafo permite uma associacao alternativa de tipos de
interseccoes a arestas previamente associadas ou se tal grafo ndo aceita uma associacdo de tipos
de intersec¢des a suas arestas e, portanto, nao seja grafo biclique.
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10 CONCLUSAO

Nesta tese, abordamos o estudo de propriedades estruturais de grafos biclique com a
identificacdo e andlise de diferentes tipos de intersec¢des de bicliques maximais. Tal abordagem
nos permite decompor os grafos biclique pelas arestas que representam cada tipo de intersecc¢ao,
revelando suas contribui¢des para a estrutura do grafo. Um dos tipos de intersec¢do que este
trabalho se desenvolve sobre € a intersec¢do mutuamente inclusa, usada para descrever a estrutura
de grafos biclique de grafos bipartidos e de livres de tridngulos.

Também estudamos grafos biclique de subclasses de interesse para ter melhor controle
de suas estruturas, algumas vezes fornecendo modelos de representacdo alternativos que nos
permitem analisar as intersec¢des de bicliques maximais. Mostramos que os grafos de bicliques
mutuamente inclusas de bigrafos de inclusdo de intervalos sdo grafos de permutacio e que todo
grafo de permutacdo € subgrafo induzido de algum grafo de biclique mutuamente inclusa de
bigrafo de intervalo. Tais resultados mostram que o que separa os grafos de permutacdo dos
grafos de bicliques mutuamente inclusas de bigrafos de inclusdo de intervalos — e de bigrafos
de intervalos — ndo é uma propriedade definida em termos de subgrafos proibidos induzidos.

A partir do estudo das propriedades estruturais de grafos de bicliques mutuamente
inclusas em grafos bipartidos, apresentamos uma prova de que se um grafo bipartido possui
uma tripla bi-asteroidal, entdo seu grafo KB,, possui uma tripla asteroidal. Também mostramos
que um grafo bipartido possui um P4 induzido se, e somente se, possui bicliques mutuamente
inclusas; que possui intersecc¢ao por vértices apenas se o grafo Ps for subgrafo induzido e; que
possui um grafo dominé induzido se, e somente se, possui interseccdo nao mutuamente inclusa
por arestas.

Para o estudo dos grafos biclique de grafos livres de tridngulos, sugerimos o operador
BP — o operador grafo de inclusdo de partes de bicliques — para decompor o grafo de bicliques
mutuamente inclusas. Mostramos que o grafo BP de qualquer grafo livre de tridngulos €
um grafo IIC-comparabilidade autotransposto livre de comparagdes antecessor-sucessor de
correspondentes, onde derivamos uma caracterizacao da classe dos grafos biclique de grafos
livres de tridngulos em termos de ordens parciais. Também apresentamos — para um poset P
IIC autotransposto livre de comparacdes antecessor-sucessor de correspondentes — o grafo Gy,
onde todos os grafos Gp formam uma subclasse estrita dos grafos livres de triangulos cuja sua
classe de grafos biclique € a mesma que a classe dos grafos biclique de todos os grafos livres
de tridngulos. O grafo Gy também apresenta outras propriedades interessantes como ter seu
préprio grafo KB,, isomorfo a um subgrafo induzido de L(Gy)? e ter um subgrafo induzido
de L(Gy) isomorfo a um subgrafo gerador de L(KB,,(Gy)). Usamos tais propriedades para
descrever o problema de encontrar a pré-imagem de um grafo KB,, de livres de tridngulos como
uma variacdo de um problema sanduiche, onde um grafo linha de Gy estd entre dois grafos
construidos a partir do seu grafo KB,,.

Para refinar o critério de busca pelo grafo G intermediario em tal problema sanduiche,
derivamos a Regra do P3, a Regra do Tridngulo, a Regra das Cliques e a Regra do Diamante,
que descrevem propriedades da estrutura do grafo L(Gy). A partir das regras, sugerimos um
algoritmo para a computacio da pré-imagem de um grafo KB,, de um grafo livre de tridngulo que,
apesar de incompleto, fornece casos de estudo de propriedades relevantes para a caracterizacao
da classe. Mostramos que as regras nao sao suficientes para garantir que o algoritmo retorne uma
pré-imagem correta, mas cogitamos que elas sejam suficientes para o reconhecimento de grafos
KB,, de livres de tridngulos.
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Para descrever casos mais gerais de intersecdes de bicliques maximais, introduzimos
a interseccdo diferenciada por aresta e diferenciada por ndo-aresta — ambas denominadas
propriedades diferenciadoras — e os operadores KB 4ir € KBcg4if como as variagdes do operador
KB que descrevem as respectivas propriedades diferenciadoras. Mostramos que toda intersec¢do
por inclusdo mutua € diferenciada por ndo-aresta, mas nao € diferenciada por aresta. Também
mostramos que toda interseccdo de bicliques maximais apresenta alguma das propriedades
diferenciadoras e que a diferenciacio por aresta estd associada a presencga de K3 ou Cs induzidos
enquanto a diferenciac@o por ndo-aresta estd associada a presenca de Py ou grafo pata induzidos.

Com o intuito de estudar os grafos biclique de cografos — classe cujo seus grafos ndo
possuem intersec¢des mutuamente inclusas entre bicliques maximais —, analisamos o grafo
biclique de um join entre dois grafos. Descrevemos as bicliques maximais de um join entre dois
grafos como as bicliques maximais de cada grafo e os conjuntos independentes da unido disjunta
entre os dois grafos, onde derivamos certas intersec¢des em termos de operadores sobre os
grafos. Também decompomos as arestas do grafo biclique de um join em termos de propriedades
diferenciadoras, inclusao por aresta e inclusao mutua, onde derivamos a composi¢ao do grafo
biclique e expressodes que descrevem o grafo KB, e o grafo KB,.

Apresentamos, também, alguns resultados adicionais e conjecturas do estudo de grafos
biclique. Mostramos que o grafo KB,, de qualquer grafo € subgrafo gerador do grafo biclique
do mesmo grafo. Também apresentamos o operador BP, — o operador de partes de bicliques
correspondentes —, onde derivamos que o grafo linha do BP de um grafo é isomorfo a algum
subgrafo gerador do grafo biclique do mesmo grafo. Apresentamos variagdes BPpgir € BPegir
dos operadores BP e BP,. que descrevem as partes de bicliques participantes das propriedades
diferenciadoras. Conjecturamos que € possivel computar BP,4if € BP.4if — e, portanto, os grafos
KB gif, KBegif € KB — a partir dos grafos BP e BP.. Também sugerimos algumas formas de
continuidade do estudo de grafos biclique através de transformacdes sobre grafos que preservam
seu grafo biclique, seja permitindo ou ndo a preservagdo dos tipos de intersec¢des entre bicliques
maximais.

Tais resultados sao derivados pelo estudo de interseccoes de bicliques maximais. A
abordagem de identificacdo de tipos das intersec¢Oes permite que sejam analisadas as suas
condicdes estruturais e implicacdes quanto a estrutura do grafo biclique, estabelecendo rela-
¢oes com entidades matematicas usadas de forma auxiliar como modelos, posets e operadores
intermedidrios. A decomposi¢cdo dos grafos biclique pelas arestas que descrevem os tipos de
intersec¢oes ddao ao operador novas dimensdes a sua estrutura, revelando também novos opera-
dores, relacdes com subgrafos induzidos e relagdes entre os tipos de intersec¢des. Com essas
novas ferramentas, também se abrem novos caminhos para o estudo de grafos biclique e suas
propriedades estruturais.

Mesmo com a finalizagdo desta tese, esta revela diversas frentes para a continuacdo
do estudo de grafos biclique. Embora certas subclasses de grafos bipartidos tenham sido
abordadas, ainda cabe a um futuro trabalho a caracterizagdo e andlise do reconhecimento dos
grafos bicliques dessas classes. O estudo dos posets IIC — assim como a caracteriza¢iao dos
grafos IIC-comparabilidade — pode contribuir com novas caracteriza¢des dos grafos biclique
de livres de tridngulos e com a finalizacdo do algoritmo para a computacdo da pré-imagem
de grafos KB,,(Ks—free). As propriedades reveladas pela analise do grafo biclique de um
Jjoin podem ser usadas — como foram intencionadas — para a andlise dos grafos biclique de
cografos. A caracterizacdo dos grafos resultantes de cada operador relacionado ao grafo biclique,
as transformagdes que preservam ou ndo tipos de intersec¢des entre bicliques maximais e as
conjecturas enunciadas sao diferentes caminhos para o desenvolvimento do estudo de grafos
biclique.



159

REFERENCIAS

Albano, A. e do Lago, A. P. (2014). A convexity upper bound for the number of maximal
bicliques of a bipartite graph. Discrete Applied Mathematics, 165:12-24.

Alcén, L., Faria, L., de Figueiredo, C. M. e Gutierrez, M. (2009). The complexity of clique
graph recognition. Theoretical Computer Science, 410(21):2072-2083.

Alexe, G., Alexe, S., Crama, Y., Foldes, S., Hammer, P. L. e Simeone, B. (2004). Consensus al-
gorithms for the generation of all maximal bicliques. Discrete Applied Mathematics, 145(1):11
—21. Graph Optimization I'V.

Berge, C. (1960). Les problemes de coloration en théorie des graphes. Annales de I’ISUP,
IX(2):123-160.

Berge, C. (1961). Farbung von graphen, deren samtliche bzw. deren ungerade kreise starr sind.
Wissenschaftliche Zeitschrift.

Chudnovsky, M., Robertson, N., Seymour, P. e Thomas, R. (2006). The strong perfect graph
theorem. Annals of mathematics, paginas 51-229.

Corneil, D., Lerchs, H. e Burlingham, L. (1981). Complement reducible graphs. Discrete Applied
Mathematics, 3(3):163-174.

Cruz, E., Groshaus, M., Guedes, A. e Puppo, J. (2020). Biclique graphs of interval bigraphs.
Discrete Applied Mathematics, 281:134—143. LAGOS’17: IX Latin and American Algorithms,
Graphs and Optimization Symposium, C.I.R.M., Marseille, France - 2017.

Cruz, E. P. (2018). Grafos biclique de grafos de bi-intervalos e bi-arco-circulares. Dissertacao
de Mestrado, Universidade Federal do Parana.

Damaschke, P. (1992). Distances in cocomparability graphs and their powers. Discrete Applied
Mathematics, 35(1):67-72.

Dantas, S., de Figueiredo, C. M., da Silva, M. V. e Teixeira, R. B. (2011). On the forbidden
induced subgraph sandwich problem. Discrete Applied Mathematics, 159(16):1717-1725. 8th
Cologne/Twente Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW 2009).

Dantas, S., de Figueiredo, C. M., Maffray, F. e Teixeira, R. B. (2015). The complexity of forbid-
den subgraph sandwich problems and the skew partition sandwich problem. Discrete Applied
Mathematics, 182:15-24. Eighth International Colloquium on Graphs and Optimization (GO
VIII), 2012.

Dawande, M., Keskinocak, P., Swaminathan, J. M. e Tayur, S. (2001). On bipartite and multipar-
tite clique problems. Journal of Algorithms, 41(2):388 — 403.

Dias, V. M. E,, de Figueiredo, C. M. H. e Szwarcfiter, J. L. (2007). On the generation of bicliques
of a graph. dam, 155(14):1826—1832.

Dilworth, R. P. (1950). A decomposition theorem for partially ordered sets. Annals of Mathema-
tics, 51(1):161-166.



160

Dirac, G. A. (1961). On rigid circuit graphs. Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar
der Universitdat Hamburg, 25(1-2):71-76.

Dragan, F. F. (1989). Centers of graphs and the helly property. Ph. D. Thesis, Moldova State
University.

Duchet, P. (1984). Classical Perfect Graphs, pagina 67-96. Elsevier.

Dushnik, B. e Miller, E. W. (1941). Partially ordered sets. American Journal of Mathematics,
63(3):600-610.

Eppstein, D. (1994). Arboricity and bipartite subgraph listing algorithms. Information processing
letters, 51(4):207-211.

Farzad, B. e Karimi, M. (2012). Square-root finding problem in graphs, a complete dichotomy
theorem. arXiv preprint arXiv:1210.7684.

Feuilloley, L. e Habib, M. (2021). Graph classes and forbidden patterns on three vertices. SIAM
Journal on Discrete Mathematics, 35(1):55-90.

Foldes, S. e Hammer, P. L. (1976). Split graphs. Universitit Bonn. Institut fiir Okonometrie und
Operations Research.

Gallai, T. (1967). Transitiv orientierbare graphen. Acta Mathematica Academiae Scientiarum
Hungaricae, 18(1-2):25-66.

Gaspers, S., Kratsch, D. e Liedloff, M. (2012). On independent sets and bicliques in graphs.
Algorithmica, 62(3):637-658.

Glir, L. F. (2022). Reconhecimento de grafos iic-comparabilidade.

Golumbic, M., Kaplan, H. e Shamir, R. (1995). Graph sandwich problems. Journal of Algorithms,
19(3):449-473.

Groshaus, M. (2006). Bicliques, cliques, neighborhoods y la propiedad de Helly. Tese de
doutorado, Universidad de Buenos Aires. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.

Groshaus, M., Guedes, A. e Puppo, J. (2022). Biclique graphs of split graphs. Discrete Applied
Mathematics.

Groshaus, M. e Guedes, A. L. (2020). Recognition of Biclique Graphs: What we know so far.
Poster apresentado em LAWCG’20: IX Latin American Workshop on Clique in Graphs.

Groshaus, M. e Guedes, A. L. (2021). Biclique graphs of k3-free graphs and bipartite graphs.
Procedia Computer Science, 195:230-238. Proceedings of the XI Latin and American
Algorithms, Graphs and Optimization Symposium.

Groshaus, M. e Montero, L. P. (2013). On the iterated biclique operator. Journal of Graph
Theory, 73(2):181-190.

Groshaus, M. e Szwarcfiter, J. L. (2010). Biclique graphs and biclique matrices. Journal of
Graph Theory, 63(1):1-16.

Gély, A., Nourine, L. e Sadi, B. (2009). Enumeration aspects of maximal cliques and bicliques.
Discrete Applied Mathematics, 157(7):1447-1459.



161

Hamelink, R. C. (1968). A partial characterization of clique graphs. Journal of Combinatorial
Theory, 5(2):192—-197.

Harary, F., Kabell, J. A. e McMorris, F. R. (1982). Bipartite intersection graphs. Commentationes
Mathematicae Universitatis Carolinae, 023(4):739-745.

Hell, P. e Huang, J. (2004). Interval bigraphs and circular arc graphs. Journal of Graph Theory,
46(4):313-327.

Hell, P, Huang, J., Lin, J. C.-H. e McConnell, R. M. (2020). Bipartite analogues of comparability
and cocomparability graphs. SIAM Journal on Discrete Mathematics, 34(3):1969—1983.

Hermelin, D. e Manoussakis, G. (2021). Efficient enumeration of maximal induced bicliques. Dis-
crete Applied Mathematics, 303:253-261. Combined Special Issue: 1) 17th Cologne—Twente
Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW 2019); Guest edited by Johann
Hurink, Bodo Manthey 2) WEPA 2018 (Second Workshop on Enumeration Problems and
Applications); Guest edited by Takeaki Uno, Andrea Marino.

Ikeda, L. A. O. (2018). Grafos biclique em grafos de bi-intervalos. Trabalho de Conclusao de
Curso do Bacharelado em Ciéncia da Computacao da UFPR. Orientador: André Luiz Pires
Guedes. Defesa: 18/12/2018. Banca: Leandro M. Zatesko e Murilo V. G. da Silva.

Jung, H. (1978). On a class of posets and the corresponding comparability graphs. Journal of
Combinatorial Theory, Series B, 24(2):125-133.

Kloks, T. e Kratsch, D. (1995). Computing a perfect edge without vertex elimination ordering of
a chordal bipartite graph. Information Processing Letters, 55(1):11-16.

Kuznetsov, S. O. (2001). On computing the size of a lattice and related decision problems. Order,
18:313-321.

Legay, S. e Montero, L. (2019). On the edge-biclique graph and the iterated edge-biclique
operator. CoRR, abs/1908.06656.

Lekkerkerker, C. G. e Boland, J. C. (1962). Representation of a finite graph by a set of intervals
on the real line. Fundam. Math., 51:45—-64.

Li, X., Mitra, P, Zhou, R. e Nejdl, W. (2023). Quantum algorithm for maximum biclique
problem.

Liu, G., Sim, K. e Li, J. (2006). Efficient mining of large maximal bicliques. Em Tjoa, A. M. e
Trujillo, J., editores, Data Warehousing and Knowledge Discovery, paginas 437-448, Berlin,
Heidelberg. Springer Berlin Heidelberg.

Lovasz, L. (1972). Normal hypergraphs and the perfect graph conjecture. Discrete Mathematics,
2(3):253-267.

Makino, K. e Uno, T. (2004). New algorithms for enumerating all maximal cliques. Em
Scandinavian Workshop on Algorithm Theory, paginas 260-272. Springer.

Metelsky, Y. e Tyshkevich, R. (2003). Line graphs of helly hypergraphs. SIAM Journal on
Discrete Mathematics, 16(3):438-448.



162

Mirsky, L. (1971). A dual of dilworth’s decomposition theorem. The American Mathematical
Monthly, 78(8):876—877.

Montero, L. (2022). Vertex removal in biclique graphs. Discrete Applied Mathematics.

Miiller, H. (1997). Recognizing interval digraphs and interval bigraphs in polynomial time.
Discrete Applied Mathematics, 78(1):189 — 205.

Neumann-Lara, V. et al. (1978). On clique-divergent graphs. Problems Combinatoires et Théorie
des Graphes, Colloques internationaux du CNRS, Paris, 260:313-315.

Peeters, R. (2003). The maximum edge biclique problem is np-complete. Discrete Applied
Mathematics, 131(3):651 — 654.

Prisner, E. (2000). Bicliques in graphs i: Bounds on their number. Combinatorica, 20(1):109—
117.

Rafiey, A. (2022). Recognizing interval bigraphs by forbidden patterns. Journal of Graph Theory,
100(3):504-529.

Saha, P. K., Basu, A., Sen, M. K. e West, D. B. (2014). Permutation bigraphs and interval
containments. Discrete Applied Mathematics, 175:71-78.

Sen, M. e Sanyal, B. K. (1994). Indifference digraphs: A generalization of indifference graphs
and semiorders. SIAM Journal on Discrete Mathematics, 7(2):157-165.

Steiner, G. (1996). The recognition of indifference digraphs and generalized semiorders. Journal
of Graph Theory, 21(2):235-241.

Sumner, D. P. (1974). Dacey graphs. Journal of the Australian Mathematical Society,
18(4):492-502.

Szwarcfiter, J. L. (1997). Recognizing clique-helly graphs. Ars Combinatoria, 45:29-32.

Szwarcfiter, J. L. (2003). A Survey on Clique Graphs, paginas 109-136. Springer New York,
New York, NY.

Tennenhouse, C. M. (2010). Some extensions of graph saturation to edge colored, oriented, and
subdivided graphs. Tese de doutorado, University of Colorado at Denver.

Tutte, W. T. (1967). Antisymmetrical digraphs. Canadian Journal of Mathematics,
19:1101-1117.

West, D. B. (1998). Short proofs for interval digraphs. Discrete Mathematics, 178(1-3):287-292.

Zhang, Y., Phillips, C. A., Rogers, G. L., Baker, E. J., Chesler, E. J. e Langston, M. A. (2014).
On finding bicliques in bipartite graphs: a novel algorithm and its application to the integration
of diverse biological data types. BMC Bioinformatics, 15(1):110.



LI B W=

o XA AN R RN -

163

APENDICE A - IMPLEMENTACAO DA PRE-IMAGEM DO GRAFO KB,, DE LIVRE
DE TRIANGULOS

A.1 IMPLEMENTACAO DAS REGRAS DO ALGORITMO

Os seguintes programas implementam, respectivamente, as etapas de subdivisdo de
todas as arestas, Regra do P3, Regra das Cliques, Regra do Tridngulo e computagdo da pré-
imagem do grafo linha do Algoritmo 1 descrito na Secdo 6.2. Essas implementacdes sio parte de
uma implementag¢ao inicial do algoritmo — que ndo € mais usado — e tém como objetivo apenas
fornecer uma apresentacdo alternativa das etapas do algoritmo, ndo fazendo parte de outras
implementacdes deste trabalho. A Regra do Diamante nao € implementada pela descoberta do
Teorema 6.1.8 ocorrer apds a implementagdo inicial do algoritmo. As implementagdes também
diferem das etapas apresentadas por manterem as arestas originais do grafo de entrada, usadas
pela busca dos vértices descritos pelas etapas.

Os programas sdo implementados usando a linguagem gvpr de processamento do
grafos, parte do pacote de programas GraphViz, versdao 2.43.0. O Programa A.l imple-
menta a etapa de subdivisdo de todas as arestas, o Programa A.2 implementa a Regra do P,
o Programa A.3 implementa a Regra das Cliques, o Programa A.4 implementa a Regra do
Triangulo e o Programa A.5 implementa a computagao da pré-imagem do grafo linha.

Programa A.1: subdivide.gvpr

BEG_G {
graph_t g = graph ("TEMP_G", "US");
graph_t ori = subg(g, "ORIGINAI_EDGES");
}

N {
node_t n = clone(g, $);
n.tag = "MAIN";

}

E {

node_t h = clone(g, $.head);
node_t t = clone(g, $.tail);
edge_sg(ori, h, t, "");

n = node(g, h.name + ":" + t.name);
n.tag = "SUBD";
edge(n, h, "");
edge(n, t, "");

}
END_G { write(qg); }

Programa A.2: p3-rule.gvpr

BEG_G {

graph t g = $;

graph_t ori = subg(g, "ORIGINAL_EDGES");
}
N[tag == "MAIN"] {

node_t nX = $;

edge_t e, £;
for (e = fstedge_sg(ori, nX); e; e = nxtedge_sg(ori, e, nX)) {
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node_t nY = opp (e, nX);
for (f = nxtedge_sg(ori, e, nX); f; f = nxtedge_sg(ori,
node_t nZ = opp(f, nX);
node_t nXY = isNode (g, nX.name + ":" + nY.name);
nXY = nXY ? nXY isNode (g, nY.name + ":" + nX.name);
node_t nXZ = isNode (g, nX.name + ":" + nZ.name);
nX7Z = nX7Z ? nXZ isNode (g, nZ.name + ":" + nX.name);
node_t nYZ = isNode (g, nY.name + ":" + nZ.name);
nYZ = nYZ ? n¥YZ isNode (g, nZ.name + ":" + nY.name);
edge_t t = edge (nXY, nXz, "");
if (nYZ == NULL)
t.action = "keep";
else {
t.action = "decide";
t = edge (nXY, n¥Z, ""); t.action = "decide";
t = edge (nXZ, nYZ, ""); t.action = "decide";

END_G{ SO = g; }

£,

nX))

{
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Programa A.3: clique-rule.gvpr

BEG_G {
graph_t g = $;

graph_t ori subg (g, "ORIGINAL_EDGES");

}

E[head.tag == "SUBD" && tail.tag == "SUBD"] {
// $ = nXY -- nXz

edge_t tYZ = 3;
node_t nXY =
node_t nX7z =

edge_t e;

node_t nX;

for (e = fstedge (nXY)
nX = opp(e, nXY);
if (nX.tag != "MAIN
if (isEdge (nX, nXZz,

}

for (e = fstedge (nX);
node_t nXW = opp (e
if (isSubedge (ori,
if (nXW == nXY || n

edge_t t¥YW =
edge_t tzZW

isEdg
isEdg

if (tYW.action == "
if(tYZ.action !=
else exit (1) ;

}

if (tYW.action == "
if(tYZ.action !=
else exit (1) ;

tYZ.head;
tYZ.tail;

; e; e = nxtedge (e, nXY)) {
") continue;

"")) break;

e; e = nX)) |
, nX);
e)) continue;

XW == nXZ) continue;

nxtedge (e,

e (nXY,
e (nXz,

nxXw,
nxXw,

"");

"");

keep" && tZW.action == "keep") {
"delete") tYZ.action = "keep";

delete" && tZW.action == "delete") {
"delete") tYZ.action = "keep";
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}

if(tYW.action == "keep" && tZW.action == "delete") {
if(tYZ.action != "keep") tYZ.action = "delete";
else exit (1) ;

}

if(tYW.action == "delete" && tZW.action == "keep") {
if(tYZ.action != "keep") tY¥Z.action = "delete";

else exit (1);

}

}
END_G{ $O = g; }
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Programa A.4: triangle-rule.gvpr

BEG_G {
graph_t g = $;
graph_t ori = subg(g,
}
E[isSubedge (ori, $)] {
// S =X =X
node_t nX = $.head;
node t nY = $.tail;

nX.name + ":"

"ORIGINAL_EDGES");

e; e = nxtedge_sg(ori, e,

+ nY.name) ;

edge_t e;
for (e = fstedge_sg(ori, nX);
if (e == $) continue;
node_t nZ = opp(e, nX);
if (!isEdge (nZ, nY, "")) continue;
node_t nXY = isNode (g,
nXY = nXY ? nXY isNode (g,

node_t nXZ = isNode (g,
nXZ = nXZ ? nXZ isNode (g,
node_t nY¥Z = isNode (g,

nX.name + ":"

nY.name + ":"

nY.name + ":" + nX.name);
+ nz.name) ;
nz.name + ":" + nX.name);
+ nZ.name) ;

nYZ = nYZ ? n¥YZ isNode (g, nZ.name + ":" 4+ nY.name);
edge_t tX = isEdge (nXY, nXzZ, "");
edge_t tY = isEdge (nXY, nYz, "");
edge_t tZ = isEdge (nXZ, nYZzZ, "");
if (tX.action == "keep" && tY.action == "keep") {
if(tZ.action != "keep") tZ.action = "delete";
else exit (1);
}
if (tX.action == "delete") {
if(tY.action != "delete" && tZ.action != "delete™)
tY.action = "keep";
tZ.action = "keep";
} else exit(1l);
}
if(tY.action == "delete") {
if(tX.action != "delete" && tZ.action != "delete™)
tX.action = "keep";
tZ.action = "keep";

} else exit(1l);

{

{

nXx))

{
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}
END_G { SO = g; }

Programa A.5: preline.gvpr

BEG_G {
graph_t g = graph ("PREKBM", "US");
node_t STAY IN_A[];
}
N[tag == "MAIN"] {
node_t A = node(g, $.name + "-0");
node_t B = node(g, $.name + "-1");
edge_t AB = edge (A, B, "");
AB.style = "bold";
}
N[tag == "SUBD"] {
node_t nXYy = $;
node_t nX, nY;
edge_t e;
for (e = fstedge (nXY); e; e = nxtedge (e, nXY)) {
nX = opp(e, nXY); if(nX.tag == "MAIN") break;
}
for (e = nxtedge(e, nXY); e; e = nxtedge(e, nXY)) {
nY = opp(e, nXY); if(nY¥.tag == "MAIN") break;
}
node_t eX_A = node(g, nX.name + "-0");
node_t eX_B = node (g, nX.name + "-1");
node_t eY_A = node (g, nY.name + "-0");
node_t eY B = node (g, nY.name + "-1");
if (!STAY_IN_A[nX]) STAY_IN_A[nX] = nXY;
if (!STAY_IN_A[nY]) STAY IN_A[nY] = nXY;
if (STAY_IN_A[nX] == nXY || isEdge (STAY_ IN_A[nX], nXY, "")) {
if (STAY_IN_A[nY] == nXY || isEdge (STAY_IN_A[nY], nXY, ""))
edge (eX_A, eY_A, "");
else
edge (eX_A, eY_B, "");
} else {
if (STAY_IN_A[nY] == nXY || isEdge (STAY_IN_A[nY], nXY, ""))
edge (eX_B, eY_A, "");
else
edge (eX_B, eY_B, "");

}
}
END_G { write(g); }

A.2 IMPLEMENTACAO COMPLETA EM C

O Programa A.6 implementa o Algoritmo 7 — ao final da Sec¢do 6.3 —, que € a variacao
com escolha gulosa do Algoritmo 1. O programa ¢ implementado usando a linguagem de
programacao C e depende da biblioteca cgraph, que € distribuido juntamente com o pacote de
programas GraphViz, versdo 2.43.0.
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A implementacdo utiliza de uma representagdo em dois bits para a decisdo de cada par,
onde adotamos a seguinte interpretacao para cada valor:

0 (00) | Ainda ndo decidido

1 (01) | Inserir (manter o par)

2 (10) | Nao inserir (remover o par)
3(11) | Rejeitar o grafo

O vetor dearray € o vetor de pares a serem decididos, onde cada indice referencia um
par e seu valor descreve a decisdo tomada. Para as decisoes, sao usados outros vetores — um para
cada regra — que armazenam, para cada um de seus indices, os indices de dearray que sao
associados aos pares a serem decididos relevantes para a regra. O vetor k3array € usado para
as Regras do Triangulo e do P3, o vetor clarray € usado para a Regra das Cliques e o vetor
diarray € usado para a Regra do Diamante. A decisdo € feita pelas férmulas implementadas
pelos macros DECIDE_K3 (para a Regra do Triangulo), DECIDE_CLIQUE (para a Regra das
Cliques) e DECIDE_DIAMOND (para a Regra do Diamante), que usam os valores de decisdes e
retornam a decisdo a ser tomada para um dos pares. Caso haja inconsisténcia com as regras —
que acontece quando o grafo de entrada nao é um grafo KB,, de um grafo livre de tridngulos
—, as féormulas atribuem o valor de rejeicdo — 3 (11) — para o par. Se um dos pares possui tal
valor, as férmulas propagam o valor de rejeicdo. Tal comportamento foi planejado para uma
possivel futura implementacao paralela.

A implementagdo depende da biblioteca de fun¢des cgraph, que acompanha o pacote
de programas GraphViz, versdo 2.43.0.

Programa A.6: prekbm.c

#include <stdio.h>
#include <error.h>
#include <stdint.h>
#include <stdlib.h>
#include <graphviz/cgraph.h>

#ifndef TRUE
#define TRUE 1
#endif

#ifndef FALSE

#define FALSE O

#endif

#define OPP (e,v) (aghead(e)==(v)?agtail (e) :aghead(e))
#define DECISION_NONE

#define DECISION_KEEP
#define DECISION_DELE
#define DECISION_REJE

w N = O

#define BITO(d) ((d)&0x1)
#define BIT1(d) (((d)>>1)&0x1)

// x = AB, y = CD, z = EF
#define BIT CD_BD_AC_AB(x,y) (
BIT1 (y)) | (BIT1 (x)&BITO (x)))
#define BIT_CD_BC_AD_AB(x,y) ((BIT1l(y)&BITO(y)) | (BITO (x)&BIT1(y)) | (BIT1(x)&
BITO(y)) | (BIT1 (x)&BITO (x)))

(BIT1 (y) &BITO (y)) | (BITO (x) &BITO (v)) | (BITL (x)&
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#define BITO_CLIQUE (x,vy,z) (BITO(z) |BIT_CD_BD_AC AB((x), (vy)))

#define BIT1_CLIQUE (x,y,z) (BIT1(z) |BIT CD_BC_AD AB((x), (y)))

#define BITO_K3(x,y,z) (BITO(z) |BIT1 (x)|BIT1(y))

#define BIT1 K3 (x,vy,z) (BIT1l(z)|BIT_CD_BD_AC_AB((x), (y)))

#define DECIDE_CLIQUE (x,y,z) (((BIT1_CLIQUE ((x), (y), (z)))<<1l) |BITO_CLIQUE ( (

x), (y),(2)))
#define DECIDE_K3 (x,vV, z)

#define BIT1_DIAMOND (x,y)
#define BITO_DIAMOND (x,y)

(((BIT1_K3((x), (y), (z)))<<1)|BITO_K3((x), (y),(z)))

(BIT1(y) |BIT1 (x))
(BITO (y) |BITO (x))

#define DECIDE_DIAMOND (x,y) (((BIT1_DIAMOND ((x), (y)))<<1l) |BITO_DIAMOND ( (x)

r (¥)))

typedef uint8_t decision_ t;

typedef uint32_t index t;

typedef struct {
index t elidx;
index_t e2idx;
} idxduo_t;

typedef struct ({
index t elidx;
index t e2idx;
index t e3idx;
} idxtrio_t;

typedef struct ({
Agrec_t header;
index t index;
} rec_t;

void copy_graph (Agraph t
{
Agnode_t xv, =xu0, =*ul;
Agedge_t xe;

for (v = agfstnode (in);
u0

ul = agnode (out, agn
agedge (out, u0, ul,
}
}
}

char buffer[256];

xin, Agraph_t =xout)

v; v = agnxtnode (in, Vv)) {

= agnode (out, agnameof (v), TRUE);
for (e = agfstout(in, v); e; e = agnxtout(in, e)) {

ameof (aghead (e)), TRUE);
NULL, TRUE);

static char xsubd_name (Agedge_t =xe)

{
snprintf (buffer, 256, "
return buffer;

}

%$s:%s", agnameof (agtail (e)), agnameof (aghead(e)));

static char xconcat_name (Agnode_t *n, const char x*str)

{
snprintf (buffer, 256, "
return buffer;

}

%$s%s", agnameof (n), str);
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void subdivide_graph (Agraph t *in, Agraph_t =xout)
{

Agnode_t v, =xu, »ul, =*ul;

Agedge_t xe, *f, xd;

rec_t xrec;
int 1 = 0, j = 0;

for (v = agfstnode(in); v; v = agnxtnode(in, v)) {
u = agnode (out, agnameof (v), TRUE);
rec = agbindrec (u, "index", sizeof(rec_t), FALSE);
rec—>index = Jj++;
for (e = agfstedge(in, v); e; e = agnxtedge(in, e, v)) {

u0 = agnode (out, subd name (e), TRUE);

agedge (out, u, u0, NULL, TRUE);

for (f = agnxtedge(in, e, v); £f; f = agnxtedge(in, f, v)) {
ul = agnode (out, subd _name (f), TRUE);
agedge (out, u, ul, NULL, TRUE);
d = agedge (out, u0, ul, NULL, TRUE);

rec = (rec_tx)agbindrec(d, "index", sizeof (rec_t), FALSE);

rec—->index = i++;

decision_t xalloc_dearray (Agraph_t =xg, int =xlen)
{

Agnode_t *v;

decision_t x*dearray;

int ¢ =0, d, 1i;

for (v = agfstnode(g); v; v = agnxtnode(g, v)) {
d = agdegree (g, v, TRUE, TRUE);
ct+= d=*(d-1)/2;

}

*len = c;

dearray = malloc (sizeof (idxtrio_t) xc);

for(i = 0; i < c¢; i++)
dearrayl[i] = 0O;

return dearray;

}

idxtrio_t xalloc_k3array (Agraph t xg, int xlen)
{

Agnode_t *v;

idxtrio_t +k3array;

int ¢ = 0, d, 1i;

for (v = agfstnode(g); v; v = agnxtnode(g, v)) {
d = agdegree (g, v, TRUE, TRUE);
ct+= d=* (d-1)/2;

}

*len = c;

k3array = malloc (sizeof (idxtrio_t) xc);
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for(i = 0; i < ¢; i++) {
k3array[i].elidx = 0;
k3array[i] .e2idx 0;
k3array[i].e3idx = 0;

}

return k3array;

}

idxtrio_t xalloc_clarray (Agraph_t xg, int =xlen)
{

Agnode_t *v;

idxtrio_t =xclarray;

int ¢ = 0, d, 1i;

for (v = agfstnode(g); v; v = agnxtnode(g, v)) {
d = agdegree (g, v, TRUE, TRUE);
ct+= d=* (d-1)*(d=-2)/2;

}

*len = c;

clarray = malloc (sizeof (idxtrio_t) xc);

for(i = 0; i < ¢; 1i++) {
clarray[i].elidx = 0;
clarray[i].e2idx = 0;
clarray[i].e3idx = 0;

}

return clarray;

}

idxduo_t =xalloc_diarray (Agraph t xg, int «*len)
{

Agnode_t xvl, *v2, xv3, *v4;

Agedge_t xe, xf, *d;

idxduo_t *diarray;

int ¢ = 0, i;

for (vl = agfstnode(g); vl; vl = agnxtnode(g, vl)) {
for (e = agfstedge(g, vl); e; e = agnxtedge(g, e, vl)) {

v2 = OPP (e, v1);
for (f = agnxtedge(g, e, vl); f; f = agnxtedge(g,
v3 = OPP (f, vl);

if ('agedge (g, v2, v3, NULL, FALSE)) continue;

for (d = agfstedge(g, v2); d; d = agnxtedge (g,
v4 = OPP (d, v2);

(vd == vl || v4 == v3) continue;

(agedge (g, v1, v4, NULL, FALSE)) continue;

('agedge (g, v3, v4, NULL, FALSE)) continue;

+

4

if
if
if
c+
}
}
}

}

*len = c;

diarray = malloc (sizeof (idxduo_t) xc);

d,

£, v1))

v2))

{

{
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for(i = 0; i < ¢; i++) {
diarray[i].elidx = 0;
diarray[i].e2idx = 0;

}

return diarray;

}

void init_k3array (idxtrio_t +k3array, Agraph t =xg,
{

Agnode_t xv, *u0, =»ul, =*u2;

Agedge_t xe, xf, =*d;

Agedge_t =xx, =xy, *z;

rec_t xrec;

int i = 0;
for (v = agfstnode(g); v; v = agnxtnode(g, v)) {
for (e = agfstedge(g, v); e; e = agnxtedge(g, e,

for (f = agnxtedge(g, e, v); f; f = agnxtedge (g

u0 = agnode (subd, subd name(e), FALSE);

ul = agnode (subd, subd name (f), FALSE);

x = agedge (subd, u0, ul, NULL, FALSE);

rec = (rec_tx)aggetrec(x, "index", FALSE);
k3array[i].elidx = rec->index;

Agraph_t xsubd)

v)) |

o £,ov)) A

d = agedge (g, OPP(e,v), OPP(f,v), NULL, FALSE);

if(!'d) { i++; continue; }

uz2 = agnode (subd, subd name (d), FALSE);

y = agedge (subd, u0, u2, NULL, FALSE);

rec = (rec_tx)aggetrec(y, "index", FALSE);
k3array[i] .e2idx = rec->index;

z = agedge (subd, ul, u2, NULL, FALSE);

rec = (rec_tx)aggetrec(z, "index", FALSE);
k3array[i] .e3idx = rec->index;
i++;

void init_clarray (idxtrio_t *clarray, Agraph t =xg,
{

Agnode_t v, =»xul, =xul, =*u2;

Agedge_t xe, *f, *d;

Agedge_t *x, *y, *z;

rec_t xrec;

int i = 0;
for (v = agfstnode(g); v; v = agnxtnode(g, v)) {
for (e = agfstedge(g, v); e; e = agnxtedge(g, e,

for (f = agnxtedge(g, e, v); f; f = agnxtedge (g

for (d = agfstedge(g, v); d; d = agnxtedge (g,
if(d == e || d == f) continue;
u0 = agnode (subd, subd name (e), FALSE);
ul = agnode (subd, subd_name (f), FALSE);
u2 = agnode (subd, subd_name (d), FALSE);
x = agedge (subd, u0, ul, NULL, FALSE);
rec = (rec_tx)aggetrec(x, "index", FALSE);
clarray[i].elidx = rec—->index;

Agraph_t xsubd)

v)) |

o Erov)) A

d, v)) |
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void init_diarray (idxduo_t +diarray, Agraph_ t =xg,

{

y =
rec =

agedge (subd,
(rec_t~+)aggetrec(y,

clarray[i].e2idx

7 =
rec =

agedge (subd,
(rec_t~*)aggetrec(z,

clarray[i] .e3idx

i++;

ul,

u2, NULL, FALSE);

"index",

= rec—>index;

ul,

u2, NULL,

"index",

FALSE) ;

= rec—>index;

FALSE) ;

FALSE) ;

Agraph_t xsubd)

Agnode_t xvl, *v2, xv3, =*v4;
Agnode_t xu0, =*ul;
Agedge_t xe, *f, xd, xk;
Agedge_t *x;
rec_t xrec;
int i = 0;
for (vl = agfstnode(g); vl; vl = agnxtnode(g, vl)) {
for (e = agfstedge(g, vl); e; e = agnxtedge(g, e, vl)) {
v2 = OPP (e, Vvl1);
for (f = agnxtedge(g, e, vl); f; f = agnxtedge(g, £, vl)) {
v3 = OPP(f, vl);
if ('agedge (g, v2, v3, NULL, FALSE)) continue;
for (d = agfstedge(g, v2); d; d = agnxtedge(g, d, v2)) {
v4d = OPP (d, v2);
if(vd == vl || v4 == v3) continue;
if (agedge (g, v1, v4, NULL, FALSE)) continue;
k = agedge (g, v3, v4, NULL, FALSE);
if(!k) continue;
u0 = agnode (subd, subd_name (e), FALSE);
ul = agnode (subd, subd name (f), FALSE);
x = agedge (subd, u0, ul, NULL, FALSE);
rec = (rec_tx)aggetrec(x, "index", FALSE);
diarray[i].elidx = rec—->index;
u0 = agnode (subd, subd_name (d), FALSE);
ul = agnode (subd, subd _name (k), FALSE);
x = agedge (subd, u0, ul, NULL, FALSE);
rec = (rec_tx)aggetrec(x, "index", FALSE);

void process_decision (Agraph t xg, Agraph t =xline,

{

Agnode_t v,
Agedge_t xe,

rec_t
int i;

diarray[i].e2idx

i++;

*ul,
*f,
*rec;

*ul;
*d;

= rec—>index;

decision_t *dearray)
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for (v = agfstnode(g); v; v = agnxtnode(g, v)) {
for (e = agfstedge(g, v); e; e = agnxtedge(g, e, v)) {
for (f = agnxtedge(g, e, v); f; f = agnxtedge(g, f, v)) {

u0 = agnode (line, subd name(e), TRUE);

ul = agnode (line, subd name (f), TRUE);

d = agedge (line, u0, ul, NULL, TRUE);

rec = (rec_tx)aggetrec(d, "index", FALSE);

i = rec—->index;

if (dearray[i] == DECISION_DELE) agdeledge(line, d);

}
}

int p3_rule(decision_t =xdearray

{

int i, ¢ = 0;
for(i = 0; i < k3len; i++) {
if (k3array[i].e2idx != k3arr

dearray[k3array[i].elidx] =
c++;

}

return c;

}

int clique_rule (decision_t =xdea
{

int i, ¢ = 0;

int x, vy, z;

for(i = 0; i < cllen; i++) |
x = dearrayl[clarray[i].elidx
y = dearray[clarray[i].e2idx
z = dearrayl[clarray[i].e3idx

dearray[clarray[i].elidx] =
if (dearray[clarray[i].elidx]
if (dearray([clarray[i].elidx]
else return -1;

return c;

}

int k3_rule (decision_t +*dearray
{

int i, ¢ = 0;

decision_t x, vy, z;

for(i = 0; i < k3len; i++) {
if (k3array[i].e2idx == k3arr
x = dearray[k3array[i].elidx
y = dearray[k3array[i].e2idx
z dearray[k3array[i] .e3idx
dearray[k3array[i] .elidx] =
if (dearray[k3array[i].elidx]
if (dearray[k3array[i].elidx]

, idxtrio_t +*k3array, int k3len)

ay[i] .e3idx) continue;
DECISION_KEEP;

rray, idxtrio_t *clarray, int cllen)

17

17

17

DECIDE_CLIQUE (y, z, X);
== x) continue;

!= DECISION_REJE) c++;

, idxtrio_t xk3array, int k3len)

ay[i] .e3idx) continue;
17
17
1;
DECIDE_K3(y, z, X);
== x) continue;

!= DECISION_REJE) c++;
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else return -1;

}

return c;

}

int diamond_rule (decision_t =xdearray,

{
int i, ¢ = 0;

decision_t x, y;
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idxduo_t xdiarray, int dilen)

for(i = 0; i < dilen; i++) {
x = dearray|[diarray[i].elidx];
y = dearray[diarray([i].e2idx];

dearray[diarray[i].elidx] =
if (dearray[diarray[i].elidx]
if (dearray[diarray[i].elidx]
else return -1;

return c;

void decide_one (decision_t =xdearray,

unsigned int dilen)

{

DECIDE_DIAMOND (y,

X) ;
== x) continue;

!= DECISION_REJE) c++;

unsigned int delen, idxduo_t «*diarray,

continue;

unsigned int i, j, k;
int assigned = 0;
for(i = 0; 1 < delen; i++) {
if (dearray[i] != DECISION_NONE)
k = 1i;
assigned = 1;
for(j = 0; j < dilen; j++) {
if (i == diarrayl[j].elidx) {
dearray[i] = DECISION_KEEP;
return;

}
}
}
if (assigned)

}

dearrayl[k] =

void preline_graph (Agraph_t =x*g,
{
Agnode_t *v,
Agedge_t +e;
rec_t xrec;

«u, =*=ul, =*ul,

int i, n = agnnodes (g);
Agnode_t xxstay_in_a =

for(i = 0; i < n; i++)
stay_in_al[i] = NULL;

int 0, el;

for (v = agfstnode(g); v; v =
u0 = agnode (subd, agnameof (v),

*w0a,

agnxtnode (g,

DECISION_KEEP;

Agraph_t =xsubd, Agraph_t =xout)

*w0b, *wla, »*wlb;

malloc (sizeof (Agnode_t=«) *n) ;

v)) |
FALSE) ;
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431 wOa = agnode (out, concat_name (u0, "-0"), TRUE);
432 wOb = agnode (out, concat_name (u0, "-1"), TRUE);
433 agedge (out, wOa, wOb, NULL, TRUE);

434 rec = (rec_tx)aggetrec (ul0, "index", FALSE);

435 e0 = rec->index;

436 for (e = agfstedge(g, v); e; e = agnxtedge(g, e, Vv)) {
437 ul = agnode (subd, agnameof (OPP (e, v)), FALSE);
438 wla = agnode (out, concat_name (ul, "-0"), TRUE);
439 wlb = agnode (out, concat_name (ul, "-1"), TRUE);
440 rec = (rec_tx)aggetrec(ul, "index", FALSE);

441 el = rec->index;

442

443 u = agnode (subd, subd_name (e), FALSE);

444

445 if(!stay_in_a[e0]) stay_in_ale0] = u;

446 if(!stay_in_alel]) stay_in_alel] = u;

447

448 if(stay_in_a[e0] == u || agedge (subd, u, stay_in_a[e0], NULL, FALSE)) {
449 if (stay_in_alel] == | | agedge (subd, u, stay_in_a[el], NULL, FALSE))
450 agedge (out, wOa, wla, NULL, TRUE);

451 else

452 agedge (out, wlOa, wlb, NULL, TRUE);

453 } else {

454 if(stay_in_alel] == u || agedge (subd, u, stay_in_a[el], NULL, FALSE))
455 agedge (out, wOb, wla, NULL, TRUE);

456 else

457 agedge (out, w0Ob, wlb, NULL, TRUE);

458 }

459 }

460 }

461

462 free (stay_in_a);

463 |}

464

465 |int main ()

466 | {

467 Agraph_t xinput, =xline, *strict, =*preline;

468

469 input = agread(stdin, NULL);

470 if (!input) error (1,0, "input file is not in a valid DOT format");
471

472 strict = agopen (NULL, Agstrictundirected, NULL);
473 copy_graph (input, strict);

474 agclose (input) ;

475

476 if (agnnodes (strict) < 1) {

477 agwrite (strict, stdout);

478 agclose (strict);

479 return 0;

480 }

481

482 line = agopen (NULL, Agstrictundirected, NULL);

483 subdivide_graph (strict, line);

484

485 decision_t =*dearray; int delen;

486 idxtrio_t =*k3array; int k3len;

487 idxtrio_t *clarray; int cllen;

488 idxduo_t +diarray; int dilen;
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dearray = alloc_dearray (strict, &delen);
k3array = alloc_k3array(strict, &k3len);
clarray = alloc_clarray(strict, &cllen);
diarray = alloc_diarray(strict, &dilen);
init_k3array (k3array, strict, line);
init_clarray(clarray, strict, line);
init_diarray (diarray, strict, line);
int c_cl, c_k3, c_di;
int count = p3_rule(dearray, k3array, k3len);
do {
c_cl = clique_rule(dearray, clarray, cllen);
c_k3 = k3_rule(dearray, k3array, k3len);
c_di = diamond_rule (dearray, diarray, dilen);
// TODO: IIC rule
if(c_cl <0 |] c_k3 <0 || c_di < 0) break;
if(c_cl + c_k3 + c_di == 0) {
decide_one (dearray, delen, diarray, dilen);
count++;
}
count += c_cl + c_k3 + c_di;
} while (count <= delen);
if(c_cl <0 || c_k3 <0 || c_di < 0) error(2,0, "impossible to solve");

process_decision(strict, line,
free (dearray);

free(clarray);
free (k3array);
free (diarray)

dearray) ;

4

preline = agopen (NULL, Agstrictundirected, NULL);
preline_graph (strict, line, preline);
agclose(line);

agclose(strict);

agwrite (preline, stdout);

agclose (preline);

return O;

O Programa A.6 pode ser compilado com o comando gcc acompanhado pela referéncia
a biblioteca de fun¢des cgraph com a op¢cdo —1lcgraph.

gcc -Wall -Wextra -pedantic -03 -o prekbm prekbm.c -lcgraph

A partir de um grafo de entrada descrito por um arquivo input . dot, executamos a
implementagdo direcionando o conteido do arquivo para a entrada padrao do processo com o
seguinte comando.

./prekbm < input.dot
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A tabela a seguir descreve os casos particulares de subgrafos proibidos pela classe dos
grafos de comparabilidade. Cada grafo € descrito no formato dot (também conhecido como

formato gv) de descricdo de grafos.

x1.dot
X1 1 strict graph {
2 a-—b -—c¢c — a;
3 d ——e — £ — d;
4 a—{df};
5 b — {de};
6 c — { e f};
7 g -—{ de £ };
8 1}
x2 x2 .dot
1 strict graph {
2 a——b —c¢c — a;
3 d ——e —— f —— d;
4 a —— d;
5 b —— e;
6 d-—-—{cg}l-—{efl};
7 1}
x3 x3.dot
1 strict graph ({
2 a — { bcd};
3 b —{cde};
4 c — { df};
5 e — f —— g — e;
6 e — d — £;
7 1}
X4 x4 .dot
1 strict graph {
2 a —{bcdel};
3 b —c¢c-—d—-— e;
4 f —{bcd};
5 g -—{ cde};
6 }
x5 x5.dot
1 strict graph {
2 a-—b -—c¢c — a;
3 b —d-—e — ¢;
4 f——-—{bcdegl;
5}
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x6.dot
X6
1 strict graph {
2 a-——b-—c— a;
3 b-—-d--e--c;
4 f——-{bcdegl;
5 g —— €;
6 }
x7 x7.dot
1 strict graph {
2 a-—b-—c— a;
3 b-—-d-—-e - c;
4 f——{bcegl;
5 g-—{edl;
6 }
x8.dot
Xg 1 strict graph {
2 a-—b —c;
3 d —— e —— £;
4 a-——-—d-—Db-—e —c¢c —
£;
5 g — d;
6 }
x9.dot
Xo 1 strict graph {
2 a-—b-—c— a;
3 d--e - f - d;
4 g-——e —a—d-—c¢c —
g7
5}
x10.dot
Y10 1 strict graph {
2 a-—b-—c— a;
3 d--e-—f - d;
4 d —-a--g - c;
5 g-—{del;
6 }

Tabela B.1: Familia finita de subgrafos proibidos aos grafos de comparabilidade.

B.2 GERADORES

Os seguintes programas implementam ferramentas para a geracao de grafos das familias
F1(n), Fa(n), F3(n), F4(n), Fs(n), Fg(n), C, e seus complementos.

Programa B.11: comp.gvpr

BEG_G {

graph_t g = graph("COMP_" + $.name, "US");
}
N {
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node (g, $.name);
}
END_G {

node_t a;

node_t b;

for(a = fstnode ($5G); a; a = nxtnode(a))
for (b = nxtnode(a); b; b = nxtnode (b))
if(!isEdge(a, b, "")) {
node_t v = node (g, a.name);
node_t u node (g, b.name);
edge (v, u, "");
}
write (q);

}

O Programa B.11 retorna o complemento do grafo de entrada. Para o grafo de entrada
descrito pelo arquivo input .dot, basta direcionar seu conteudo para a entrada padrao do
processo com o seguite comando.

gvpr —f comp.gvpr < input.dot

Os seguintes programas implementam os geradores de grafos das familias F(n) (B.12),
F>(n) (B.13), F3(n) (B.14), F4(n) (B.15), Fs(n) (B.16), Fe(n) (B.17) e C, (B.18) respectiva-
mente. Esses programas requerem um argumento numérico passado como pardmetro pela opcao
—n.

Programa B.12: £1.sh

#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;

esac

done

if [ -z SN ]; then
>&2 echo "$0: expected —n<NON-NEGATIVE INTEGER>"
exit 2

fi

if ! [[ SN =~ ~[0-9]+$ ]]; then
>&2 echo "$0: -n: expected non-negative number"
exit 2

fi

echo "strict graph FI_SN {"
echo -n " "
for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo —n $i
if [ $1i -1t $(($N+1)) 1; then
echo -n " —— "
fi
done
echo ";"
echo -n " a —— ("
for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo —n $i
if [ $1 -1t S(($N+1)) ]; then
echo -n " "
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done
echo "};"
echo " b —— 1;"
echo " ¢ —— S((SN+1));"
echo H}H
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Programa B.13: £2.sh

#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;
esac
done
if [ -z SN ]; then
>&2 echo "$0: expected —n<NON-NEGATIVE INTEGER>"
exit 2

fi

if ! [[ SN =~ ~[0-9]+S$ 1]; then
>&2 echo "$0: —-n: expected non-negative number"
exit 2

fi

echo "strict graph F2_SN {"

echo -n " "

for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo —-n $i

if [ $i -1t $((SN+1)) ]; then
echo -n " —— "
fi
done
echo ";"
echo -n " v —— a — ("

for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo -n $i
if [ $1 -1t S((SN+1)) ]; then

echo -—n " "

fi

done

echo "};"

echo " b —— 1;"

echo " ¢ —— S ((SN+1));"

echo "}"

Programa B.14: £3.sh

#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;
esac
done
if [ -z SN ]; then
>&2 echo "$0: expected —-n<NON-NEGATIVE INTEGER>"
exit 2
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fi

if ! [[ $N =~ "[0-9]1+$ 11; then
>&2 echo "S$0: -n: expected non-negative number"
exit 2

fi

echo "strict graph F3_SN {"
echo -n " "
for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo —n $i
if [ $i -1t $((SN+1)) ]; then
echo -n " —— "
fi
done
echo ";"
echo " a — Db;"
echo -n " v —— {a b} —— ("
for i in S(seqg 1 $((SN+1))); do
echo —n $i
if [ $i -1t $((SN+1)) ]; then
echo -n " "
fi
done
echo "};"
echo " ¢ —— {a 1};"
echo " d —— {b S((SN+1))};"
echo "}"
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Programa B.15: £4.sh

#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;
esac
done
if [ -z SN ]; then
>&2 echo "$0: expected —n<NON-NEGATIVE INTEGER>"
exit 2

fi

if ! [[ SN =~ ~[0-9]+$ 1]; then
>&2 echo "$0: —-n: expected non-negative number"
exit 2

fi

echo "strict graph F4_SN {"

echo -n " "

for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo —n $i

if [ $1i -1t $((SN+1)) ]; then
echo -n " —— "
fi
done
echo ";"
echo -n " v —— {a b} —— {"

for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo -n $i
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if [ $i -1t $(($N+1)) 1; then
echo -n " "
fi
done
echo "};"
echo " ¢ — {a 1};"
echo " d —— {b S((SN+1))};"
echo "}"
Programa B.16: £5.sh
#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;
esac
done
if [ -z SN ]; then
>&2 echo "$0: expected —-n<NON-NEGATIVE INTEGER>"
exit 2
fi
if ! [[ SN =~ ~[0-9]+$ ]]; then
>&2 echo "$S0: -n: expected non-negative number"
exit 2
fi
echo "strict graph F5_SN {"

echo —n " "
for i in $(seq 1 $((SN+1))); do
echo -n $i

if [ $i -1t $(($N+1)) ]; then
echo -n " —— "
fi
done
echo ";"
echo -n " {a b} — {"
for i in S(seqg 1 $((SN+1))); do

echo —n $i
if [ $i -1t $((SN+1)) ]; then
echo -n " "
fi
done
echo "};"
echo " ¢ — {a 1};"
echo " d —— {b S (($N+1))};"
echo "}"
Programa B.17: £6.sh
#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;
esac
done
if [ -z SN ]; then
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>&2 echo "$0: expected —-n<NON-NEGATIVE INTEGER>"
exit 2

fi

if ! [[ SN =~ ~[0-9]+$ ]1]; then
>&2 echo "$0: -n: expected non-negative number"
exit 2

fi

echo "strict graph F6_SN {"
echo -n " "
for i in S$S(seqg 1 $((SN+1))); do
echo —-n $i
if [ $1 -1t S((SN+1)) ]; then
echo -n " — "
fi
done
echo ";"
echo " a — b;"
echo -n " {a b} — ("
for i in S$(seq 1 $((SN+1))); do
echo -n $i
if [ $i -1t $((SN+1)) 1; then
echo -n " "
fi
done
echo "};"
echo " ¢ —— {a 1};"
echo " d —— {b S ((SN+1))};"
echo "}"

Programa B.18: cycle.sh

#! /bin/bash
while getopts "n:" opt
do
case "Sopt" in
n ) N="SOPTARG" ;;
esac
done
if [ -z SN ]; then
>&2 echo "$0: expected -n<POSITIVE INTEGER>"
exit 2

fi

if ! [[ SN =~ ~[0-9]+$ ]]; then
>&2 echo "$0: -n: expected positive number"
exit 2

fi

if [ SN -1t 3 ]1; then
>§&2 echo "$0: -n: must be at least 3"
exit 2

fi

echo "strict graph C_SN {"
echo -n " "
for i in $(seq 1 $N); do
echo —-n "S$i"
if [ $1 -1t SN ]; then
echo -n " —— "
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fi
done
echo " —— 1;"
echo n}n

O seguintes comandos exemplificam a geracao de grafos pelos programas.

bash fl.sh —-nO0
bash f2.sh -nl
bash £3.sh —n2
bash f4.sh -n3
bash £5.sh —-n4
bash £6.sh —-nb
bash cycle.sh -n6

Para gerar o complemento do grafo, basta direcionar a saida do processo que executa o
gerador a entrada padrdo do processo que executa o Programa B.11.

bash

cycle.sh -n6 | gvpr —-f comp.gvpr
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APENDICE C - EXPERIMENTO

O seguinte programa testa a Conjectura 6.4.1, registrando em um arquivo run. 1og
a saida do problema de reconhecimento para os grafos das familias J(2n +3), Fa(n+1),
F3(n), F4(n), Fs(2n+3), Fs(2n+2) e C,16. O programa usa a implementagdo descrita pelo
Programa A.6 para o reconhecimento e os programas apresentados na Sec¢ao B.2 para a geracao

de grafos de tais familias.

Programa C.1: run. sh

#!/bin/bash
graph_comp () {
gvpr —f comp.gvpr
}
export —-f graph_comp

graph_cycle () {

bash cycle.sh —-n "$1"
}
export —-f graph_cycle

graph_£() {

bash f"$1".sh -n "$2"
}
export —-f graph_f

write_output () {
local i="s2"
local output="s51 $2 "
case "S1" in

"co-cycle") graph_cycle "$((i+6))" | graph_comp | ./prekbm &> /dev/null ;;
"E1M) graph_f 1 "S$S((2+1i+3))" | ./prekbm &> /dev/null ;;

"E5™) graph_f 5 "S$S((2+x1+3))" | ./prekbm &> /dev/null ;;

"FeM) graph_f 6 "S$S((2%x1+2))" | ./prekbm &> /dev/null ;;

"co-F2") graph_f 2 "$S((i+1))" | graph_comp | ./prekbm &> /dev/null ;;
"co-F3") graph_f 3 "$i" | graph_comp | ./prekbm &> /dev/null ;;

"co-F4") graph_f 4 "$i" | graph_comp | ./prekbm &> /dev/null ;;

esac
case "5?" in
0) output="Soutput ACCEPTED" ;;
2) output="S$output REJECTED" ;;
*) output="Soutput ERROR $?2" ;;
esac
echo "Soutput”

}

export —-f write_output

if command -v parallel &> /dev/null ; then
parallel 'write_output {2} {1} >> run.log’ \
{0..10000} \
{co-cycle,F1l,F5,F6,co-F2,co-F3,co-F4}

else
for i in S$(seq 0 10000); do
write_output "co-cycle" "S$i" >> run.log &

write_output "F1" "S$i" >> run.log &
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write_output "EF5" "Si" >>
write_output "F6" "Si'" >>

write_output "co-F2" "Si"
write_output "co-F3" "Si"
write_output "co-F4" "Si"
wait
done
fi

run.log &
run.log &
>> run.log &
>> run.log &
>> run.log &
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O seguinte comando executa o Programa C.1.

bash run.sh

Para limitar a execu¢do do programa por um limite de tempo, usamos o comando
timeout acompanhado pelo tempo limite.

timeout 10h bash run.sh




