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Resumo—Os efeitos da interação entre veículos, irregulari-
dades e pontes têm uma importância significativa nas diversas
aplicações dentro do campo de rodovias e ferrovias. Ao atravessar
uma ponte com certa velocidade, o veículo está sujeito aos
efeitos das irregularidades da via. O movimento de um veículo
sobre uma ponte já é, por si só, uma ação dinâmica sobre a
estrutura. Entretanto, irregularidades na pista tendem a excitar
dinamicamente o veículo que, por sua vez, desperta vibrações
adicionais na estrutura da ponte além daquelas produzidas pelo
seu próprio movimento. Essas vibrações tendem a aumentar o
grau de danificação estrutural, aumentando a magnitude e as
oscilações das respostas dinâmicas estruturais num mesmo inter-
valo de tempo se comparadas aos modelos dinâmicos lineares,
especialmente nas velocidades críticas do veículo, capazes de
provocar alguma ressonância. Além de modificar as respostas
dinâmicas transientes, o dano altera as frequências naturais de
vibração da estrutura. Tais efeitos não são possíveis de ser anali-
sados com modelos dinâmicos lineares. Efeitos de não linearidade
física ocorrem pelo fato das forças não dependerem linearmente
dos deslocamentos na medida em que ocorre danificação do
material. As irregularidades da via são representadas por funções
harmônicas senoidais, periódicas triangulares e retangulares e
aperiódicas aleatórias. Utiliza-se o modelo constitutivo de dano
de Mazars para o tratamento diferenciado do comportamento do
concreto à tração e à compressão. Considera-se a condição de
inversão de esforços devido à vibração. Para o aço estrutural
utiliza-se um modelo elastoplástico bilinear com encruamento. O
amortecimento estrutural é definido pelo método de Rayleigh. As
equações de movimento são obtidas através do equilíbrio dinâ-
mico não linear e integradas numericamente no tempo usando
o método de Newmark em conjunto com o método iterativo
e incremental de Newton-Raphson modificado. As excitações
ocorrem devido as variações de aceleração do veículo ao trafegar
nas diferentes formas de irregularidades da via apresentadas.
Este trabalho visa contribuir para o estudo do monitoramento
da saúde e da integridade estrutural de vigas de pontes ao avaliar
os efeitos dinâmicos não lineares produzidos em uma ponte de
concreto armado, por meio do método dos elementos finitos, cujo
grau de danificação é alterado ao longo do tempo devido a perda
de rigidez da estrutura pela mecânica do dano.

Palavras-chave—Mecânica do Dano, Interação Dinâmica, Mé-
todo dos Elementos Finitos, Dinâmica Não Linear, Modelagem
Computacional

I. INTRODUÇÃO

O aparecimento de sistemas estruturais complexos, sujei-
tos às ações preponderantemente dinâmicas, como estruturas
offshore, de prospecção e exploração em plataforma de petró-
leo, estruturas de pontes, etc., tem exigidos estudos dinâmicos
e materiais mais complexos nos projetos estruturais [1].

O aumento do transporte de cargas rodoferroviárias, espe-
cialmente no Brasil, com elevação da intensidade dos valores
das cargas sobre as estradas, tem produzido degradação em
muitas pontes. Este é um assunto de suma importância, pois
tem relação com a saúde estrutural de pontes e com a própria
questão da conservação da estrutura rodoferroviária [2].

Esse trabalho pretende contribuir para o estudo do moni-
toramento da saúde estrutural de vigas de pontes ao analisar
os efeitos dinâmicos não lineares produzidos por diferentes
irregularidades da via e acelerações de um modelo de veículo.

II. MODELOS CONSTITUTIVOS

Nesta seção serão apresentados os modelos constitutivos
para aço estrutural e para o concreto. Para o aço estrutural,
apresenta-se um modelo elastoplástico bilinear com deforma-
ção plástica. Já para o concreto adota-se o modelo constitutivo
de dano de Mazars, o qual diferencia o comportamento do
material para tração e para a compressão. Por fim, é apresen-
tado o modelo de rigidez equivalente de modo a acoplar as
diferentes camadas de material para cada elemento finito de
viga de Euler-Bernoulli, com funções de interpolação cúbicas
de Hermite.



A. Modelo Constitutivo Elastoplástico Bilinear com Encrua-
mento para o Aço Estrutural

Como nas estruturas de concreto armado as barras de aço
resistem fundamentalmente a esforços axiais, utiliza-se um
modelo uniaxial para descrever o comportamento do aço
estrutural. Neste sentido, um simples modelo elastoplástico
bilinear com encruamento é adotado para o aço, pelo fato
do material ter aproximadamente o mesmo comportamento
quando submetido à tração e à compressão.

Embora muito simplista, este modelo para o aço estrutural
é mais sensato que os modelos de cálculo e dimensionamento
elástico lineares normativos utilizados na maioria dos escritó-
rios de cálculo estrutural por considerar o encruamento por de-
formação plástica. A Fig. 1 apresenta o comportamento deste
modelo no diagrama tensão-deformação do aço estrutural.
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Figura 1. Modelo elastoplástico bilinear com encruamento para o aço
estrutural

Assim, neste modelo, se o aço estrutural é descarregado no
segundo trecho do diagrama apresentado na Fig. 1, o modelo
terá uma deformação permanente associada.

A tensão atuante no aço estrutural é determinara por

σ =

{
Esε ,−εsy ≤ ε ≤ εsy

σsy + Esy(ε− εsy) , otherwise (1)

onde Es é o módulo de Young inicial do aço estrutural, σsy é
a tensão de escoamento, εsy é a extensão de cedência do aço
e Esy é o módulo de Young longitudinal após o escoamento
do aço definido por

Esy = ksEs (2)

em que ks é a relação entre a o módulo de Young após o
escoamento do aço, Esy , e o módulo de Young inicialmente
elástico do aço, Es.

B. Modelo Constitutivo de Dano de Mazars para o Concreto

Rabotnov et al. [3] propuseram considerar a perda de rigidez
do material como resultado da fissuração. Posteriormente, a

mecânica do dano contínuo foi formalizada baseada na termo-
dinâmica de processos irreversíveis por Lemaitre e Chaboche
[4].

A evolução do dano no concreto é simulada através do
modelo constitutivo de dano proposto por Mazars [5]. Este
modelo é baseado em algumas evidências experimentais ob-
servadas em ensaios uniaxiais de corpo de prova em concreto,
tendo por hipóteses fundamentais [6]

– o dano é representado por uma variável escalar D (0 ≤
D ≤ 1) cuja evolução ocorre quando um valor de referência
para o ’alongamento equivalente’ é superado;

– localmente o dano é proveniente da existência de defor-
mações de alongamento;

– considera-se, portanto, que o dano seja isótropo, embora
análises experimentais mostrem que o dano conduz, em geral,
a uma anisotropia do concreto, o qual pode ser considerado
inicialmente como isótropo; e

– o concreto com dano se comporta como meio elástico,
portanto deformações permanentes, sejam elas de natureza
plástica, viscosa ou induzida pelo próprio processo de da-
nificação, evidenciadas experimentalmente numa situação de
descarregamento são desprezadas.

O quadrado da deformação equivalente é igual a soma dos
quadrados dos componentes de deformação principal positivos

ε̃2 =
∑
i

〈ε2
i 〉+ (3)

em que εi são as componentes de deformação principal e suas
parcelas positivas definidas por

〈εi〉+ =
1

2
[εi + |εi|] (4)

O estado de extensão é localmente caracterizado por um
alongamento ou uma deformação equivalente, expressa como
[6]

ε̃ =
√
〈ε1〉2+ + 〈ε2〉2+ + 〈ε3〉2+ (5)

Adota-se que o dano se inicia quando a deformação equi-
valente ε̃ atinge um valor de deformação de referência εd0

determinado em ensaios de tração uniaxial em correspondência
à tensão máxima. A Fig. 2 apresenta o comportamento do
modelo de dano de Mazars quando o material é submetido à
compressão, após atingir esta deformação de referência.

A relação constitutiva, no caso particular de estado unidi-
mensional de tensão, é dado por

σ = (1−D(ε))Ec0ε (6)

A variável de dano D é definida por uma combinação linear
das variáveis básicas de dano, DT e DC , por intermédio
de seus coeficientes de combinação, αT e αC , da seguinte
maneira

D(ε) = αTDT + αCDC , αT + αC = 1 (7)
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Figura 2. Diagrama tensão-deformação à compressão do modelo de dano de
Mazars

em que os valores dos coeficientes αT e αC estão contidos no
intervalo fechado [0, 1] e procuram representar a contribuição
de solicitações mecânicas à tração e à compressão para o
estado local de extensão, respectivamente [6].

As variáveis básicas de dano são definidas por

DT (ε̃) = 1− εd0 (1−AT )

ε̃
− AT

eBT (ε̃−εd0)
(8)

e

DC(ε̃) = 1− εd0 (1−AC)

ε̃
− AC

eBC(ε̃−εd0)
(9)

em que AT , BT , AC e BT são parâmetros característicos do
material em tração uniaxial e compressão uniaxial, respecti-
vamente, ε̃ é a deformação equivalente abaixo da qual não
ocorre danificação e εd0 é o parâmetro de deformação elástica
limite. Os subíndices T e C referem-se à tração e compressão,
respectivamente.

De modo a considerar o efeito de Poisson no concreto, a
deformação equivalente é dada por

ε̃ =

{
ε , if ε ≥ 0

−υ
√

2ε , de outra forma
(10)

em que υ é o coeficiente de Poisson do concreto.
Mazars [5] propôs os seguintes limites de variação para os

parâmetros AT , BT , AC e BT , obtidos a partir da calibração
com resultados experimentais [6]

0.7 ≤ AT ≤ 1 104 ≤ BT ≤ 105

1 ≤ AC ≤ 1.5 103 ≤ BC ≤ 2.103

10−5 ≤ εd0 ≤ 10−4
(11)

Este modelo constitutivo de dano, portanto, apresenta um
comportamento diferenciado do material quando submetido à
tração e à compressão. O comportamento do modelo perante
solicitações de compressão foi apresentado na Fig. 2. De
modo análogo, a Fig. 3 apresenta o comportamento do modelo
constitutivo de dano de Mazars perante solicitações de tração,
após ultrapassar o valor limite de deformação de referência.

O comportamento físico não linear, ou seja, a não linearidade
física é nitidamente observada em ambas as figuras.
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Figura 3. Diagrama tensão-deformação à tração do modelo de dano de Mazars

Uma maneira mais rigorosa de definir o dano é através do
tensor de quarta ordem de dano Dijrs que transforma o tensor
de elasticidade inicial do material íntegro no Eijkl no tensor
atual de elasticidade amaciado pelo dano Ẽijkl, da seguinte
forma

Ẽijkl = (Iijrs −Dijrs)Erskl (12)

De um ponto de vista puramente teórico, a relação demons-
trada na Eq. (12) não produz uma variável real de estado
porque exige o conhecimento de um determinado comporta-
mento do material, como a elasticidade [7]. Entretanto, essa
relação permite determinar indiretamente a variável de dano
para materiais elásticos a partir de medições do módulo de
Young realizadas em ensaios com ciclos de carregamento e
descarregamento.

No caso uniaxial de dano isotrópico sem o efeito de
fechamento das microfissuras na compressão, o valor médio
das microtensões é obtido do equilíbrio de forças [3]. Dessa
forma, a tensão efetiva pode ser escrita como

σ̃ =
F

S̃
=

F

S(1−D)
=

σ

(1−D)
(13)

em que F é a força aplicada no elemento de volume represen-
tativo, S̃ é a área efetiva, a qual é a área intacta S subtraída
da área defeituosa SD, e σ é a tensão atuante.

O estado de deformações unidimensional ou tridimensional
de um material com dano é obtido da lei de comportamento
do material íntegro onde a tensão normal é substituída pela
tensão efetiva [4]. Assim, a deformação equivalente εe pode
ser definida por

εe =
σ̃

E
=

σ

(1−D)E
(14)

em que E é o módulo de Young do material sem danos, ou
íntegro.



Consequentemente, o módulo de Young do material dani-
ficado Ẽ para um meio contínuo de resposta equivalente ao
material com imperfeições é obtido por

Ẽ = (1−D)E (15)

Embora este modelo negligencie a deformação permanente
na situação de descarregamento, o dano é irreversível e cumu-
lativo. Portanto, se um material com dano tem o carregamento
atuante removido, o módulo de Young E é atualizado para o
módulo de Young danificado Ẽ e não retorna ao seu estado
inicial, ou seja, só é possível ocasionar maiores danos ao
material, reduzindo ainda mais o módulo de Young.

De modo a considerar o acoplamento de ambos os materiais
no elemento, bem como a implantação de algumas considera-
ções de modo a captar alguns efeitos dinâmicos, a subseção
II-C apresenta o modelo de rigidez equivalente dos materiais.

C. Modelo de Rigidez Equivalente

A seção transversal retangular dos elementos de viga são
divididas em n camadas, como vigas de compósitos laminados,
de modo a determinar a rigidez equivalente de cada elemento.
A Fig. 4 apresenta essa divisão.
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Figura 4. Seção transversal da viga de ponte dividida em n camadas

Para o caso particilar de simetria nas vigas de compósitos
laminados com largura constante b, a rigidez equivalente
EIeqv é determinada por

EIeqv =
1

3

n∑
i=1

Ei(y
3
i − y3

i−1) (16)

em que n é o número de camadas, b é a largura constante
da seção transversal retangular, Ei é o modo de Young da
iésima camada, no caso EC para as camadas de concreto e ES

para as camadas de aço estrutural, yi e yi−1 são os valores
das coordenadas no eixo y dos iésimos pontos divisores que se
subtraídos resultam na altura da referida camada.

Quanto o concreto ou o aço apresentam comportamento
físico não linear, a posição da linha neutra varia e é recalculada

a cada iteração numérica de acordo com a danificação ou
plasticação de cada camada por

yLN =

∑(
yi−yi−1

2

)
EiAi∑

EiAi
(17)

em que Ai é a área da iésima camada e yLN é a posição
recalculada da linha neutra no eixo y.

Como a mecânica do dano e a plasticidade são calculadas
dinamicamente, é necessário avaliar tais efeitos em cada
camada de cada seção transversal dos elementos de viga para
cada iteração dentro de cada passo de tempo. Ainda, nesse
sentido, considerando a variação da linha neutra em função
do dano e da plasticidade é possível captar a condição de
inversão de esforços devido, entre outros motivos, à vibração
da estrutura.

III. MODELOS MATEMÁTICOS

Nesta seção, são apresentados os modelos de veículo aco-
plado com as irregularidades da via e o modelo matemático
para a análise dinâmica não linear da ponte através da mecâ-
nica do dano.

A. Modelo Matemático de Veículo Acoplado com Irregulari-
dades da Via

O modelo de veículo pode ser desenvolvido através da
associação de corpos rígidos interconectados a sistemas de
suspensões com eixos acoplados a rodas. Cada sistema de
suspensão é formado por uma mola elástica linear e um
amortecedor com comportamento viscoso linear. Admite-se
que a roda é indeformável e não possui defeitos locais, ou
mossas. Desconsideram-se os efeitos térmicos nos materiais.
Neste trabalho, é utilizando um veículo simples com 1 grau
de liberdade, composto por uma massa da roda indeformável
m1, uma massa suspensa m2 e uma suspensão formada por
uma mola e um amortecedor, conforme apresentado na Fig. 5.
Neste, o veículo é acoplado com as irregularidades da via.
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Figura 5. Modelo matemático de veículo acoplado com irregularidades da
via e irregularidades periódicas - (a) harmônicas senoidais, (b) triangulares,
(c) retangulares



B. Modelo Matemático Dinâmico Não Linear pela Mecânica
do Dano para a Ponte

No caso da deterioração do material, as forças não são
mais linearmente dependentes dos deslocamentos. Este modelo
considera que o dano afeta diretamente a rigidez do sistema
e consequentemente o amortecimento estrutural, mas não
afeta a massa estrutural, como o caso de um lançamento de
um foguete, fazendo, assim, com que a matriz de rigidez
previamente constante se torne instantânea, caracterizando não
linearidade física como mostrado abaixo [8]

[KB ] = [KB ({uB(~x, t)})] (18)

Observa-se, na Eq. (18), que a matriz de rigidez previa-
mente fixa agora se torna instantânea. Esta é dependente dos
deslocamentos que, por sua vez, são função do vetor posição
~x e, também, do tempo t.

Os valores preditores, ou das estimativas, das velocidades e
dos deslocamentos no tempo t em relação ao tempo t + ∆t
são, respectivamente, definidos como

{˜̇uB}t+∆t = {u̇B}t + (1− γ){üB}t∆t (19)

e

{ũB}t+∆t = {uB}t +{u̇B}t∆t+
(

1

2
− β

)
{üB}t∆t2 (20)

em que γ e β são parâmetros do método de Newmark
determinados para obter precisão e estabilidade na integração
numérica.

Devido às não linearidades físicas, a equação de movimento
global, previamente linear, apresentada na Eq. (21) se torna
dinâmica não linear e deve ser resolvida de forma iterativa
e incremental, combinando a técnica iterativa de Newton-
Raphson com o operador de integração implicita no tempo
do método de Newmark. Nesse sentido, a equação dinâmica
não linear de movimento global para a ponte danificada pode
ser escrita como [9]

[MB ]
(i−1)
t+∆t {üB}

(i)
t+∆t + [CB ]

(i−1)
t+∆t {u̇B}

(i)
t+∆t

+ [KB ]
(i−1)
t+∆t {∆u}

(i) = {∆FB}
(21)

onde
{∆FB} = {F ext

B }t+∆t − {F int
B }

(i−1)
t+∆t (22)

em que i é a iteração atual, {F ext
B }t+∆t, {F int

B }t+∆t e
{∆FB}t+∆t são, respectivamente, o vetor de forças externas,
o vetor de forças internas e o vetor de forças desbalanceadas no
tempo t+∆t e {∆u} é o vetor incremental de deslocamentos.

Pode-se observar que ao combinar a técnica iterativa de
Newton-Raphson com o método de Newmark e com os valores
preditores, as forças internas buscam o equilíbrio dinâmico não
linear em cada iteração dentro de cada passo de tempo, a fim
de fazer com que o vetor de forças desbalanceadas tenda ao
vetor nulo conforme um critério de convergência.

Aplicando as Eq. (19) e Eq. (20) na Eq. (21), tem-se

(
[M ]

(i−1)
t+∆t

β∆t2

)
{uB}(i)t+∆t + [KB ]

(i−1)
t+∆t {∆u}

(i) =

{F ext
B }t+∆t +

[M ]
(i−1)
t+∆t

β∆t2
({uB}t + {u̇B}t∆t

+ (0.5− β){üB}t∆t2)(i) + [C]
(i−1)
t+∆t

(
γ

β∆t
{uB}t+(

γ

β
− 1

)
{u̇B}t +

(
γ

2β
− 1

)
{üB}t∆t

)
− {F int

b }
(i−1)
t+∆t

(23)

O vetor de forças internas global busca a configuração
de equilíbrio dinâmico não linear. Seus componentes são as
parcelas de força provenientes das tensões que atuam em cada
camada da seção transversal de cada elemento, as quais são
obtidas, numericamente, em cada iteração dentro de cada passo
de tempo da seguinte forma [10]

{F int
B }

(i−1)
t+∆t =

∑
m

∫
V

(m)
t+∆t

[B]
(m)T

t+∆t [σ]
(m)
t+∆t dV (m)

t+∆t (24)

Fazendo uso da técnica da quadratura de Gauss, o vetor de
forças internas global que busca a configuração de equilíbrio
dinâmico não linear em cada iteração da técnica iterativa de
Newton-Raphson, dentro de cada passo de tempo do método
de Newmark é definido como

{F int
B }

(i−1)
t+∆t =

nel∑
m=1

npint∑
p=1

[B]
(p,m)T

t+∆t [σ]
(p,m)
t+∆t J

(m)W p
Gauss

(25)

em que nel é o número de elementos finitos, np é o número de
pontos de integração de Gauss, [B] é a matriz de deformações,
[σ] é o tensor de tensões, WGauss é o peso associado aos iésimos

pontos e J é o valor do integral calculado de acordo com a
quadratura de Gauss que, neste caso, é definido como

J =
L

2
(26)

O critério de convergência utilizado é um critério de energia
que inclui tanto termos de forças como termos de deslocamen-
tos, comparando o incremento de energia interna durante cada
iteração, o qual é a quantidade de trabalho realizado pelo vetor
de forças desbalanceadas nos incrementos de deslocamento,
com o incremento de energia interna inicial. Este critério é
definido por [10]

{∆u}(i)
T
(
{F ext

B }t+∆t − {F int
B }

(i−1)
t+∆t

)
≤

tolE

(
{∆u}(1)T

(
{F ext

B }t+∆t − {F int
B }t

)) (27)

em que tolE é a tolerância de convergência energética.



Quando a convergência é alcançada, chega-se ao fim do
processo iterativo de Newton-Raphson e as respostas dinâ-
micas não lineares para um determinado passo de tempo
correspondem aos valores obtidos na última iteração, isto é

{uB}t+∆t = {uB}(i+1)
t+∆t

{u̇B}t+∆t = {u̇B}(i+1)
t+∆t

{üB}t+∆t = {üB}(i+1)
t+∆t

(28)

Após obter-se as respostas dinâmicas não lineares ao final
da iteração dentro do passo de tempo de interesse, um novo
passo de tempo é iniciado sempre que se pretender calcular os
deslocamentos, velocidades, acelerações, etc., para um novo
tempo até se atingir o tempo final de análise, em que o
processo é encerrado.

IV. ANÁLISES NUMÉRICAS, RESULTADOS E DISCUSSÕES

Nesta seção, cada simulação computacional das vigas de
ponte são realizadas considerando as mesmas inicialmente
íntegras, ou seja, não está sendo verificado o processo de
danificação perante a passagem sucessiva de múltiplos veí-
culos. Contrariamente, analisam-se as respostas dinâmicas e a
evolução do processo de danificação das vigas de ponte perante
a passagem de um único veículo em cada uma das diferentes
formas de irregularidade da via de modo a comparar os efeitos
das mesmas no processo de danificação do concreto através
de uma análise dinâmica não linear. Além disso, varia-se a
aceleração do veículo de modo a examinar a evolução do dano,
a partir da ponte íntegra, conforme variações de aceleração.

As Tab. I, Tab. II e Tab. III apresentam, respectivamente, os
dados de entrada para as análises computacionais.

Tabela I
DADOS DE ENTRADA DO MODELO DE VEÍCULO ACOPLADO COM AS

IRREGULARIDADES DA VIA

Veículo Irregularidades
m1 = 5000 kgf y1 = harmônicas senoidais
m2 = 15000 kgf y2 = periódicas triangulares
k = 9120 kN/m y3 = periódicas retangulares
c = 86 kNs/m y4 = aleatórias
v = 30 km/h l = 0.2 m
a = 1 à 3 m/s2 A2

max = 5 mm
3903 à 7200 Passos de Tempo A2

min = −5 mm

Tabela II
DADOS DE ENTRADA DOS PARÂMETROS FÍSICOS E DO MODELO DE DANO

DE MAZARS

Parâmetros Físicos e Discretização Parâmetros
por Elementos Finitos de Dano

20 Elementos AT = 0.995
2 gl/elemento BT = 30000
tolu = 0.00001 AC = 1.2
tolF = 0.00001 BC = 1050
tolE = 0.00001 εd0 = 5e−5

ζ = 0.025
γ = 0.5
β = 0.25

dt = 7.2e−4 s
7200 Passos de Tempo

Tabela III
DADOS DE ENTRADA DE PARÂMETROS MATERIAIS E GEOMÉTRICOS DA

PONTE

Parâmetros Materiais Parâmetros Geométricos
Ec = 29.43 GPa b = 0.5 m

νc = 0.2 h = 2 m
40 Camadas de Concreto Ib = 0.2667 m4

Es = 210 GPa 42 Camadas
νs = 0.3 Ac = 0.7857792 m2

2 Camadas de Aço As = 0.0142208 m2

ks = 0.85 d = 1.81 m
ρ = 0.0180977% d′ = 0.19 m

m = 2495.9902556 kg/m Lb = 72 m

A Fig. 6 apresenta o modelo de veículo, as condições de
contorno, os valores dos vãos e as irregularidades aleatórias.
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Figura 6. (a) Modelo teórico de veículo acoplado com irregularidades, (b)
Formas aleatórias das irregularidades da via

Embora aleatórias, essas formas de irregularidades são trata-
das de modo determinístico, como o caso de um mapeamento
mecânico do pavimento. Aqui, já é possível perceber que
variações na aceleração do veículo provocam variações nas
excitações, o que justifica a diferente evolução do dano perante
variações na aceleração veicular.

As Fig. 7 e Fig. 8 são, respectivamente, as respostas
dinâmicas de velocidade e deslocamento no centro da ponte.
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Figura 7. Respostas dinâmicas de velocidade no centro da ponte para
diferentes formas de irregularidades da via e veículo em movimento retilíneo
uniforme

As Fig. 9 e Fig. 10 apresentam, respectivamente, as configu-
rações danificadas das vigas de ponte para as irregularidades
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Figura 8. Respostas dinâmicas de deslocamento no centro da ponte para
diferentes formas de irregularidades da via e veículo em movimento retilíneo
uniforme

aleatórias e retangulares, conforme variação da aceleração do
veículo. Analogamente, as Fig. 12 e Fig. 13 apresentam os da-
nos nas vigas de ponte para todas as formas de irregularidades
da via sob ação do veículo em velocidade constante.
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Figura 9. Configuração danificada da ponte para as irregularidades aleatórias
devido às variações de aceleração - (a) harmônicas senoidais, (b) periódicas
triangulares, (c) periódicas retangulares, (d) aleatórias
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Figura 10. Configuração danificada da ponte para as irregularidades periódicas
retangulares devido às variações de aceleração

Embora há semelhanças nas configurações danificadas da
mesma forma de irregularidade ao variar-se as acelerações
do veículo, é nitidamente possível observar as diferenças
nas respostas, tanto em termos de intensidade da danificação
quanto na região danificada da peça estrutural. Isso ocorre por
conta do equilíbrio dinâmico não linear.
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Figura 11. Respostas dinâmicas de deslocamento no centro da ponte para
diferentes formas de irregularidades da via (av = 1 m/s2)



A Fig. 11 apresenta os deslocamentos no centro da ponte
para av = 1 m/s2. Observa-se o efeito do amortecimento
estrutural.

Tabela IV
COMPARAÇÃO ENTRE AS FREQUÊNCIAS NATURAIS DE VIBRAÇÃO DA

PONTE ÍNTEGRA COM A PONTE DANIFICADA OBTIDAS DA ANÁLISE DNL

Frequências Ponte Danificação DNL Danificação DNL
Naturais Íntegra pelas Irreg. pelas Irreg.

de Vibração Harm. Senoidais P. Triangulares
1a 50.13600 49.33730 48.56075
2a 60.69442 59.47986 58.56373
3a 91.30320 90.08450 89.19339
4a 137.6982 132.7867 129.8001
5a 146.7564 142.1732 140.3285

Frequências Ponte Danificação DNL Danificação DNL
Naturais Íntegra pelas Irregularidades pelas Irregularidades

de Vibração P. Retangulares Aleatórias
1a 50.13600 42.62518 48.33682
2a 60.69442 54.49036 58.06989
3a 91.30320 81.45699 88.80299
4a 137.6982 106.2330 129.4920
5a 146.7564 136.4679 139.1264
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Figura 12. Danos - (a) harmônicas senoidais, (b) periódicas triangulares
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Figura 13. Danos - (c) periódicas retangulares, (d) aleatórias

Observa-se as variações do dano conforme a excitação.

Ao analisar a Tab. IV, observa-se redução em todas as
frequências naturais de vibração das vigas de ponte danifi-
cadas. Como as frequências naturais são, também. função da
rigidez estrutural, a é reduzida conforme ocorre a danificação
do material.
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