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Resumo—No contexto da analise dinAmica de estruturas, uma
das limitacoes do Método dos Elementos Finitos (MEF) é a
dificuldade de aproximar as altas frequéncias. Essa falta de pre-
cis@o se torna mais significativa a medida que os carregamentos
excitem os modos com frequéncias mais altas. Visando abordar
esse tipo de problema é possivel utilizar 0 Método dos Elementos
Finitos Generalizados/Estendido (MEFG/MEFE) para enriquecer
o espaco de aproximacao e representar melhor esses modos de
alta frequéncia. No entanto, as matrizes do MEFG/MEFE podem
ser consideravelmente mal-condicionadas, podendo resultar em
uma perda de acuracia da aproximacio, e até mesmo resultando
em matrizes numericamente singulares. Assim, neste trabalho
apresentam-se duas propostas para contornar o problema de
sensibilidade do MEFG: uma adaptacdo do Método dos Ele-
mentos Finitos Generalizados Estabilizado voltada a Analise
Dindmica e uma estratégia de pré-condicionamento das funcoes
de enriquecimento. Um exemplo classico na andlise transiente
unidimensional é apresentado e os resultados sdo discutidos,
mostrando que as implementacdes propostas possibilitam captar
melhor frequéncias mais elevadas mantendo-se caracteristicas de
estabilidade numeérica.

Palavras-chave—MEFG, MEFGE, Analise Dindmica, Analise
transiente.

I. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é
um método de Galerkin aplicado a subdominios. Nesse mé-
todo sdo adicionadas funcdes de enriquecimento que refletem
caracteristicas particulares do problema que visam melhorar
a qualidade da aproximagdo. Para simular a propagacdo de
trincas, por exemplo, podem ser utilizadas funcdes que conte-
nham singularidades ou descontinuidades. Analogamente, para
problemas da dindmica de estruturas, podem ser utilizadas
fun¢des que contenham termos trigonométricos.

Os trabalhos de [1] e [2] foram apresentadas aplicacdes
do Método dos Elementos Finitos Generalizados na andlise
dindmica. Em [1] foram estudadas metodologias de enrique-
cimento para a andlise modal de estruturas reticuladas. A
eficiéncia da abordagem se comprovou com a obtengdo de
bons resultados em termos do espectro de frequéncias. No
entanto, a aplica¢do de sucessivas camadas de enriquecimento
resultam no aumento de sensibilidade do problema numérico.

Posteriormente, o trabalho de [2] deu continuidade aos estudos
do MEFG em dindmica, estendendo as aplicagdes ao dominio
bidimensional e envolvendo andlises modais e transientes.

Baseando-se nesses trabalhos, o trabalho de [3] estende os
estudos do MEFG a anélise dindmica elastoplastica propondo
solucdes para as dificuldades numéricas presentes na aborda-
gem por MEF. Os resultados obtidos sdo bastante satisfatérios
mas, no entanto, a problemadtica de sensibilidade numérica
continua presente.

Visando tratar os problemas de sensibilidade numérica que
surgem na aplicacdo das propostas de enriquecimento, sio
apresentadas duas alternativas: aplicagdo dos conceitos do
Método dos Elementos Finitos Generalizados Estabilizado e
aplicacdo de modificagdes de pré-condicionamento nas fun-
¢des de enriquecimento.

O MEFG Estabilizado foi proposto pelo trabalho de [4] para
tratar o problema de mal-condicionamento dos sistemas de
equacdes gerados pela aplicacdo do MEFG. Esta solucao con-
siste numa simples modifica¢do das fun¢des de enriquecimento
antes de associa-las a Particdo da Unidade. O trabalho de [4]
apresenta também o embasamento matematico que garante que
o condicionamento desses sistemas pré-condicionados € tdo
bom quanto os resultantes do MEF. Neste trabalho, testa-se a
extensdao dessa proposta a andlise modal, que resulta em um
problema de autovalores e autovetores generalizado.

Seguindo a ideia de que pequenas alteragdes nas funcdes
de enriquecimento podem alterar o condicionamento numérico
do problema, sem perdas significativas das propriedades de
acurdcia do MEFG, este artigo propde uma sutil modificacio
nas funcdes utilizadas para andlise unidimensional apresenta-
das no trabalho [1]. Esta proposta se mostrou bastante eficaz,
aumentando significativamente a estabilidade do método na
andlise modal, conforme exposto em [5]. Dessa forma, &
apresentada a influencia dessas abordagens de estabilizagdo no
contexto da andlise dindmica transiente resultante da aplicacio
de um carregamento de Heaviside.



II. METODOLOGIA

O presente trabalho aplicou duas abordagens visando a
melhora da acuricia e da estabilidade da aplicacio do MEFG
em andlise dindmica, gerando um aperfeicoamento dos re-
sultados e aumento da aplicabilidade, consistindo no estudo
de modificacdes pré condicionantes aplicadas as funcdes de
enriquecimento, conforme [5].

A. Andlise Dindmica Transiente

No contexto deste trabalho foi estudado um problema sim-
ples, seguindo a tendéncia encontrada na Andlise Modal (ver
[5D.

O modelo analisado neste trabalho consiste em uma barra
com uma extremidade engastada e a outra extremidade livre,
onde ¢é aplicado o carregamento, como mostrado na figura 1.
Para as aplicagdes dos enriquecimentos trigonométricos foi
adotado /1 = ?jf, devido a boa performance dessa escolha
nos exemplos de andlise modal (ver [5, 6]).

f(t)
=

PSESSRaN

Figura 1. Barra engastada-livre sujeita a forca dependente do tempo na
extremidade.

Segundo [7], as matrizes K e M do problema dindmico
estdo associadas a discretizacdo e aproximacdo por Elementos
Finitos do Problema Variacional de Valor de Contorno (PVVC)
referente ao equilibrio dindmico do sistema. Ou seja, as
matrizes K (matriz de Rigidez) e M (matriz de Massa) podem
ser escritas como:

K:[kij]:/cpi,z@j 40 (1)
Q »
Q

sendo ® as funcdes de interpolagdo,® ,, em notacdo indicial,
sua primeira derivada e €2 o dominio global do problema.

A andlise transiente se resumiu na aplicacdo do Método de
Newmark utilizando as matrizes de massa e rigidez geradas
pela aplicacdo do MEFG com as diferentes abordagens. Foram
adotados pardmetros unitrios ( % = ¢ = 1) e uma malha
uniforme de 20 elementos finitos. Para a discretizacdo tempo-

ral, o intervalo de andlise de 20 segundos foi analisando em
2000 passos de 10~2 segundos.

B. Construcdo do Espaco de Aproximacdo do MEFG

Conforme [8], o MEF pode ser visto como um caso parti-
cular do Método dos Elementos Finitos Particdo da Unidade
(MEFPU). Assim, as propriedades do MEF, e consequente-
mente do MEFG, sdo herdadas do MEFPU. A seguir sio
estabelecidas as condigdes as quais a aproximacdo deve estar

submetida para que sejam vélidas as propriedades da Particdo
da Unidade.

Particdo da Unidade € um espago topoldgico de funcdes
{¢i} subordinadas a uma cobertura {€2;} C IR que possuem
as seguintes propriedades:

o suporte{¢;} C {€;}, ou seja {¢;} tem suporte compacto
em {Q;}

. ZZ{¢1} =1lem ()

Com a definicdo deste ente topoldgico pode-se estabelecer
o conceito do espaco de aproximac¢do do MEFPU.

Seja §2; uma cobertura aberta de {€2;} C IR e seja uma
Particio da Unidade {¢;} correspondente. Seja, ainda, um
espago V; C HY(Q; N ). Entdo o espago

Vigrry = Y 6iVi 2

¢ definido como espacgo de aproximacgdo do MEFPU.

Os espagos de aproximacdo V; apresentam as seguintes
propriedades de aproximacao:

Sendo v; € V; e assumindo que os espacos de aproximacio
locais V; satisfagam

lu =il L2 (g,nq) < €1(2) 3)

|V (u— Ui)|L2(QmQ) < ea(i) 4

Entdo a fungdo wy, satisfaz,

(&)

lu—unllp2) < Coo

IV (u = un)ll 2 <

2 (6)
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Com os conceitos pertinentes do MEFPU embasados, pode-
se escrever que a solu¢do aproximada do MEFG é composta
da soma de duas parcelas:

Up = UMEF + UENR @)

onde up;gppr corresponde a parcela descrita pelas fungdes
de aproximacdo classicas do MEF e ugnypg corresponde a
aproximacdo feita pelas fun¢des de enriquecimento que visam
incorporar aspectos particulares do problema estudado.

1) Enriquecimento Trigonométrico: Para o problema de
vibrag¢do livre foi proposto por [1] um bloco de funcdes de
enriquecimento para o problema de andlise dindmica com o
MEFG. Esse grupo de fungdes consiste na constru¢do de um
par de nuvens, uma senoidal e uma cossenoidal, subordinadas
a cobertura do né enriquecido. Essas nuvens sdo escritas no
dominio do elemento como dois pares de fungdes seno e
cosseno. O dominio elementar é considerado para € (0, +1).



Nuvem senoidal:

Y15 = sen(B;jLeE) 8
Yoj = sen(B;Le(§ — 1))

Nuvem cossenoidal:

@15 = cos(fiL:E) — 1 )
p2j = cos(BjLe(§ — 1)) — 1

Onde L. é o comprimento do elemento e 3; = jm é um
parimetro de enriquecimento hierdrquico proposto por [1] para
7 niveis de funcdes.

C. Pré Condicionamento do Enriquecimento

1) Modificacdo baseada no MEFGE: O Método dos Ele-
mentos Finitos Generalizados Estabilizado (MEFGE) € pro-
posto como uma alternativa para melhorar o condicionamento
numérico do MEFG [4]. Este método consiste na aplicacio
de uma modificacdo simples nas funcdes de enriquecimento
antes da sua inclusdo no espaco de aproximacdo do MEFG
([9, 10D).

No MEFGE, modifica-se localmente as fungdes de enrique-
cimento empregadas antes da sua multiplicacdo pela Particdo
da Unidade (PU). O processo de modificacdo consiste no
descrito pela Eq.10:

Pi(w) = pi(z) — L, (pi(7)) (10)

Onde,

e (p;: i-ésima fungdo enriquecedora estabilizada

e ;: i-ésima fun¢do enriquecedora

o I, (pi(z)): interpolante linear por parte da i-ésima fungdo
enriquecedora subordinada ao suporte w

A estabilizacdo do 1° nivel de enriquecimento proposto é
ilustrado na Fig.2.

= 12 Nuvem de enriquecimento
= 22 Nuvem de enriquecimento .
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Figura 2. Processo de estabilizacdo das fungdes do primeiro nivel de
enriquecimento.

2) Modificagdo Heuristica: Segundo [11], um processo que
pode resolver um determinado problema sem a garantia de que
realmente ird resolvé-lo é uma heuristica. Com esta definicao
em mente, uma abordagem proposta baseou-se na observacao
de testes numéricos para inferir um processo que reduzisse a
sensibilidade do MEFG com enriquecimentos trigonométricos
sucessivos.

Assim, o presente trabalho propde uma alteracdo no grupo
de fungdes de enriquecimento visando estabilizar sua aplicacio
sucessiva que visa evitar a construgdo de espagos de aproxima-
¢do que tendem a dependéncia linear. A modificagdo proposta
consiste basicamente na eliminacdo do pardmetro L. e um
ajuste no parametro 3; a cada novo nivel de enriquecimento de
forma automadtica. Assim, as fungdes utilizadas na aplicacdes
foram escritas no dominio de { € (—1,+1) da seguinte forma:

Nuvem senoidal:

715 = sen(B;(§ + 1)) (11)
Yo; = sen(B;(§ — 1))
Nuvem cossenoidal:
w1, =cos(B;(€+1)) —1 (12)
p2j = cos(B;(§ — 1)) — 1
Pardmetro f3;
Bj=[2(j—1)+[ﬂ7r j>1 (13)

III. RESULTADOS E DISCUSSOES
A. Andlise Transiente

O enriquecimento trigonométrico no contexto do MEFG
aplicado a andlise transiente unidimensional foi abordado
anteriormente por [2] e [3] contemplando diversos exemplos.
Alternativas de estabilizacdo na andlise transiente, como o
HHT utilizado por [3], foram evitadas com o intuito de manter
a andlise voltada as interacdes do processo de enriquecimento
e as propostas do presente trabalho.

Dessa forma o exemplo consiste em uma forga f () contem-
plando o caso da For¢ca de Heaviside - Carregamento stibito
que permanece ao longo do tempo (exemplo 3.1) e apresenta
saltos na velocidade [12].

O carregamento € ilustrado na figura 3.
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Figura 3. Andlise transiente - For¢a de Heaviside



Exemplo 3.1: O carregamento externo ¢é aplicado subi-
tamente com valor igual a 1/N e mantido até o final da
andlise, caracterizando uma for¢a de Heaviside. Os graficos de
deslocamento e velocidade ao longo do tempo da extremidade
livre sdo apresentados a seguir para diferentes estratégias de
aproximacdo. A resposta transiente para a aproximagdo feita
com MEF Linear, MEFG com 1 nivel de enriquecimento e a
adaptacao do MEFGE a dinamica € apresentada na figura 4 e
visando complementar a andlise, apresentam-se os resultados
correspondentes para aceleragdo nas figuras 5 e 6.
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Figura 4. Andlise transiente - (a) Deslocamentos na extremidade livre, (b)
Velocidades na extremidade livre.
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Figura 5. Andlise transiente (refino p) - Aceleracdes na extremidade livre
(apenas MEF).
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Figura 6. Andlise transiente (refino p) - Aceleragdes na extremidade livre
(MEF, MEFG ¢ MEFGE).

O refino p € aplicado até 4 niveis de enriquecimento para
as trés abordagens: MEFG, MEFGE e Modificacdo Heuristica.
Os resultados sdo apresentados na figura 7.
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Figura 7. Anilise transiente (refino p) - (a) Deslocamentos na extremidade
livre, (b) Velocidades na extremidade livre.

Ainda com o refino p aplicado até 4 niveis de enriqueci-
mento, sdo apresentados os resultados em termos de aceleracao
na figura 8.
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Figura 8. Andlise transiente (refino p) - (a) Aceleracdes na extremidade livre
(MEFG, MEFGE e Modificacdo Heuristica), (b) Aceleracdes na extremidade
livre (MEFG e Modificagdo Heuristica).

Levando o refino p até alta ordem, visando destacar a
estabilidade da proposta, tem-se os resultados apresentados nas
figuras 9 e 10.
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Figura 9. Andlise transiente (refino p de alta ordem) - Deslocamentos na
extremidade livre.
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Figura 10. Andlise transiente (refino p de alta ordem) - Velocidades na
extremidade livre.

Os resultados em termos de acelerag@o sdo apresentados na
figura 11.
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Figura 11. Anilise transiente (refino p) - Aceleragdes na extremidade livre.

IV. CONSIDERACOES FINAIS

O exemplo 3.1 apresentou o estudo da aplicacdo de uma
forca unitdria de Heaviside ao longo do tempo na extremidade
da barra considerada. Primeiramente a aproximacio foi feita
pelo MEF Linear, pelo MEFG com 1 nivel de enriquecimento
e a estabilizacdo correspondente do MEFGE. Como pode
ser observado na figura 4, a resposta para deslocamentos &
razoavelmente acurada, mesmo para o MEF Linear, enquanto
que a resposta para velocidade apresenta grande perturbagao,
uma vez que esse tipo de carregamento gera um salto na
velocidade ao longo tempo [12]. E possivel notar que, para
a aproximacao de velocidades, o MEFG possui uma resposta
melhor comportada do que as outras duas alternativas. Em ter-
mos de aceleracéo, como mostrado na figura 5, as aproximagao
sdo espurias para as trés abordagens, uma vez que o campo
de aceleragdes é consideravelmente dificil de ser aproximacao
por funcdes continuas.



Levando o refino p até 4 niveis de enriquecimento, a figura
7 apresenta a comparacdo entre o MEFG, MEFGE e Mo-
dificacdo Heuristica. As aproximagdes correspondentes para
deslocamentos sdo consideravelmente proximas. No entanto, a
resposta para velocidades apresenta comportamentos bastante
distintos, sendo que a Modificagdo Heuristica resultou em uma
aproximacao melhor comportada ao longo do tempo, ao ponto
que o MEFGE tem sua resposta deteriorada rapidamente.
Problemas de estabilidade numérica sao ressaltados na aproxi-
magdo do campo de aceleragdes apresentado na figura 8, onde
¢ possivel notar que o MEFGE tem sua resposta drasticamente
deteriorada a medida que a andlise avanca no tempo. O
MEFG também sofre significativa deterioracdo, porém mais
limitada. Por sua vez, a Modificagdo Heuristica demonstrou
um comportamento mais estdvel, apesar de ter uma resposta
com certa perturbacdo.

Testando a estabilidade da proposta de Modificacdo Heu-
ristica, as figuras 9 e 10 mostram os resultados da aplicacdo
de 20 niveis de enriquecimento. Aparentemente esse refino
p de alta ordem ndo implicou em ganhos expressivos em
acurdcia, tanto para deslocamentos como para velocidades.
No entanto, é vdlido ressaltar que a aplicacdo de diversos
niveis de enriquecimento ndo comprometeu a estabilidade
numérica da aproximagdo, seguindo a tendéncia apresentada
na andlise modal, inclusive para a resultados em termos de
aceleracdo, como exposto na figura 11. A aplicacdo de um
método de superposicdo modal pode tirar proveito dessas
caracteristicas ao extrair autovalores gerados pelas andlise
modal para construir a resposta transiente com menor esforgo.

O campo de aceleragdes do exemplo 3.1 corresponde a
segunda derivada do campo de deslocamentos que € de classe
CY e, consequentemente, ¢ descontinuo. Dessa forma, a difi-
culdade numérica de aproximacdo é consideravel, visto que o
modelo do problema ¢é baseado em deslocamentos. Estendendo
essa andlise para os demais casos de carregamento, optou-se
por omitir os resultados em termos de aceleracdes nos demais
exemplos, visto que os resultados sdo espurios para todos o
métodos numéricos adotados por este trabalho e que os demais
exemplos constituem casos onde o campo de aceleragdes € no
maximo de mesma regularidade que o encontrado no exemplo
3.1.
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