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Resumo—O método dos elementos de conservaciio espacial-
temporal ou, de modo abreviado, método CE/SE (Method of
Space-Time Conservation Element and Solution Element) é um
método robusto e acurado utilizado em sistemas de equac¢des na
forma conservativa e que produz bons resultados para aplicacoes
em equacoes de aguas rasas. Suas variaveis de marcha dependem,
no entanto, do inverso da profundidade o que o torna invidvel
em problemas em que a profundidade atinge valores nulos. Neste
sentido, este trabalho objetiva apresentar o desenvolvimento de
esquemas modificados que contornem esta limitacdo. A partir
da forma reduzida da equacio da quantidade de momento
linear deduz-se equacdes auxiliares a serem utilizadas nos casos
de profundidade nula. Os experimentos numeéricos realizados
comprovam a acuricia e robustez do método na passagem entre
os perimetros seco e molhado.

Palavras-chave—Método CE/SE; Equacées de Saint Venant;
Profundidade Nula.

I. INTRODUCAO

As equacdes de Saint Venant constituem um dos modelos
mais comumente usados na andlise de fluxo de dguas rasas em
rios ou dreas costais [8]. Sua forma conservativa unidimensi-
onal, para um canal retangular sem resisténcia ao escoamento
[2], ¢é

Oh  O(uh)
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em que h(z,t) é a profundidade do fluxo (m); wu(z,t) a
velocidade média do escoamento (m/s) na direcdo x; x €
a distancia ao longo do canal (m); ¢ € o tempo (s); g € a
aceleracdo da gravidade (m/s?) e Sy, € a inclinagdo do fundo
do canal.

Molls e Molls (1998) [6] e Zhang et al. (2012) [9] foram os
primeiros a desenvolverem esquemas numéricos pela formu-
lacdo do método CE/SE (Method of Space-Time Conservation
Element and Solution Element) para as equagdes de dguas ra-
sas unidimensionais e bidimensionais, simulando os problemas
de ruptura de barragem e ressalto hidraulico.
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Para aplicar o método CE/SE, as formas conservativas (1)
e (2) sdo reescritas, respectivamente, como

dqr. | Opr B
em que
Q = (QIaQQ) = (ha Uh)a (4)
P = (p1.p2) = (02, B/ +943/2), (5)
F = (f1,f2) =(0, g1 5,) - (6)

No método CE/SE a varidvel fluxo Q e o gradiente espacial
Q.. sdo considerados como incdgnitas e sdo resolvidos simul-

taneamente [10], de modo que o esquema resultante (conforme

J Jj—1/2

secdo II a seguir) é dependente de (p2)1;11//22 e [(pg)t]iil/Q,
que ndo podem ser avaliados quando a profundidade for nula,
isto é, (ql)f;ll//g = 0. Em outras palavras, os esquemas
resultantes ndo podem ser utilizados em situacdes em que
a profundidade atinge valores nulos. Este trabalho tem por
objetivo apresentar uma soluc@o para essa questdo.

Para cumprir este objetivo, o presente artigo serd estruturado
da seguinte maneira: na secdo II, resume-se os fundamentos
do método CE/SE; a abordagem proposta é desenvolvida na
secdo III; extensivos experimentos numéricos sdo realizados
junto a se¢do IV; o trabalho ¢é finalizado com as conclusdes e
considera¢des finais apresentados na se¢do V.

II. FORMULACAO DO METODO CE/SE

Pelo teorema da divergéncia de Gauss em R?, tem-se que as
equacdes do sistema em (3) representam as formas diferenciais
das leis integrais de conservagao

Q.ds:/fldv e f P~ds:/f2dV, 7)
S(V) v S(V) 1%

em que S(V) representa o contorno de uma regido espago-
tempo V C RZ



Para cada ponto (i,j) da malha associa-se um elemento
de solugdo, denotado por SE(i,5) e definido como sendo o
interior de uma regido espago-tempo limitada por uma curva
pontilhada, conforme figura la. Note-se que o elemento de
solucdo é basicamente uma vizinhanga dos segmentos de reta
horizontal e vertical centrados em (i, j).
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Figura 1. Defini¢ao dos elementos de solugdo, vilidos sobre as aproximagdes

em (8)-(10) e elementos de conservagdo utilizados nas formas integrais de
conservagdo em (12) e (13).

Para todo (x,t) € SE(3,j), qx(z,t) e pr(x,t) sdo apro-
ximados por polindmios de Taylor de primeira ordem dados
por

gr(r.t51.9) = (@)} + [(g)al] (@ — 20) +
[an)ei(t=t5), k=12 ®)

pi(z.t:1.9) = (o)) + [(pr)al] (@ — 23) +
[(pr)ei (= 25), b =1,2.(9)

Por outro lado, como o termo fonte possui derivada de uma
ordem a menos em relagdo as funcdes py € g, aproxima-se o
mesmo por fungdes constantes, isto é

Nestes termos, os campos vetoriais em (4) e (5) s@o apro-
ximados por Q* = (¢}, q¢3) ¢ P* = (p},p3), de modo que as
correspondentes leis integrais em (7) se tornam

Q*-ds:/fl*dV e ]{ P*~ds:/f2*dV.
S(V) % 5(V) v
1D
As integrais anteriores sdo avaliadas sobre os volumes de
controle, aqui denotados por elementos de conservacdo CE,

conforme Fig. 1c e Fig. 1d, isto &,

para todo i,j e k =1,2. (10)

7{ Q" -ds= / frdv (12)
S(CE+(i.j)) CE4(i.j)

7{ P*.-ds = / fadV. (13)
S(CE+(i,5)) CE4(i,5)

A. Avaliagdo de qy,

Substituindo as equacdes (9)-(10) em (12) e (13), apds as
simplifica¢des, obtém-se o esquema

o1, il
(@i = 5 [@: + @] k=12 a4
em que
. Az At At? At
qx = q + T(qk)m + Fxpk + m(pk)t + ?fkv (15)
. Az At At? At
9k = gk — T(qk)m — Fxpk - m(pk)t + ?fk (16)

B. Avaliagdo de (qi)s

Para evitar oscilagdes causadas por descontinuidades,
calcula-se [(qx),]! por meio de uma média ponderada entre
as diferencas regressivas e progressivas [9]

(ae)el] = WHl(g) 1 (a2 )0}, k=12, (A7)
onde a fungdo W ¢ definida como [1]
0 ,sex=y=0
W(z,y,a) =1 |z| z+ Iy\afc Csela 4y >0 0 U9
|| + |y

(@2 = %5 (@) — (@)l k=12
(19)

L At e
[(qk)a:]iil/g =q9qr + 7(@1@)1& , k=12 (20)

i+1/2

A média ponderada das derivadas de primeira ordem ¢é
controlada pelo parametro «. Quando o = 0, W € equivalente
a diferencas finitas centrais e ¢ adequado para regides suaves,
enquanto que « igual a um ou dois sdo usados em regides
com descontinuidades [9]. Neste trabalho, utiliza-se o = 1.



C. Erro de truncamento, consisténcia e estabilidade

Na hipétese de que as fungdes g sejam suaves, isto é, qx €
C>(V), k=1,2, entdo p;, € C°(V). Neste caso, as fungdes
qx, Pk, k = 1,2 podem ser expandidas em série de Taylor
na vizinhanga do ponto (z;,t;_1/2) € V C R2. O mesmo é
possivel para suas derivadas utilizadas no esquema (14), isto &,
(qk)z, (pr):. Substituindo estas expressdes em série de Taylor
nas equacdes (3) e (14) e subtraindo-as, logo em seguida, apds
as simplificacdes serd obtido

= O(At) + O(AtAz?) + O(At2Ax?)
+0(AzY), k=1,2. 1)

T (x4, t5_1/2)

A equacdo (21) representa o erro de truncamento decorrente
ao aproximar-se (3) por (14), supondo que as fung¢des solugdes
sejam suaves. O esquema €, neste sentido, consistente visto
que 7% — 0 quando A,Axz — 0. A condicdo de
estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é

CFL = %max (|u\ + @) ,

em que o nimero de Courant satisfaz 0 < CFL <1 [9].

(22)

ITII. UTILIZANDO A FORMA REDUZIDA DA EQUACAO DA
QUANTIDADE DE MOMENTO LINEAR

Observa-se das equagdes (14)-(16) que p2 = ¢3/q1 + 94> /2
¢ utilizado:

« No cilculo de (g1)?, para se avaliar (p1); = (q2)¢ =

—(p2)« + f2, pela equagio (3);

« No cdlculo de (g2)7, a fim de se obter (p2);.

Assim, o presente esquema € invidvel quando a profundi-
dade h = p; € nula, uma vez que p, ndo tem sentido nestes
casos.

Para sanar este problema, serd utilizado a forma reduzida
da equagdo da quantidade de momento linear (2), isto €

% + 83 (;uQ + gh> = 950,
para se calcular a velocidade u, de modo que se possa obter
o valor da varidvel p, agora reescrita como:

(23)

P2 = ugs + 9q; /2. (24)
Observe que a forma integral de (23) é
]{ R ds = / fdV, (25)
S(V) v
em que
R = (ry,r1) = (u*/2+ gh,u) = (r1/2+ gq1,m1)  (26)

e f3 = gSp,. Pode-se aproximar 1 e f3 por polindmios de
Taylor como (8) e (10), respectivamente, de modo a obter, a
partir dos mesmos argumentos apresentados na secdo II, um
esquema equivalente aquele em (14)-(16), qual seja:

. 11 i e
() = 5 [0y s + i) @7)
em que
. Ax At At? At
rL=r1+ T(Tl)x + ETQ + m(ﬁ)t + 7]037 (28)
A Ax At At? At
=7 — T(Tl)z - EW - m(ﬁ)t + 7f2 (29)

No que diz respeito a obten¢do da varidvel de marcha
[(r1)])], utiliza-se a mesma estratégia apresentada na secio
II-B.

IV. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Sao realizados alguns experimentos numéricos a fim de se
validar as mudangas desenvolvidas. As solucdes analiticas dos
problemas tratados nesta se¢do podem ser encontradas em [3],
[4] ou [7].

A. Ordem de convergéncia experimental

Esta secdo é destinada ao estudo de convergéncia do
presente esquema. Considera-se, para tal fim, um fluxo em
regime transcritico sem formacdo de choque, em um canal
com topografia dada por

se 8 < x <12,
caso contrario,

_ _ 2
(@) :{ 0,2 0,08(30 10)2, 30)

com condigdes iniciais: (h + z)(z,0) = 0,66 m, ¢(z,0) =0

m?/s e condigdes de contorno: ¢(0,t) = 1,53 m?/se h(L,t) =
0,66 m.

O nimero de Courant € fixado em C'F'L = 0,96 de tal
modo que o incremento At se torna dependente de Ax por
meio da relagdo (22) e, refinando-se neste sentido, o esquema
se torna de ordem O(Az?), conforme equagdo (21). A Tab. I
dispde os erros £, € €, computados na norma L', bem como
as estimativas da ordem de convergéncia (ver [5, p. 150]) que
confirmam esta observagdo. A Fig. 2 é construida a partir
da referida tabela e contém, ainda, uma reta com coeficiente
angular 2 fazendo referéncia a ordem 2.

Tabela I
ERROS EM NORMA L! E ESTIMATIVAS DA ORDEM DE CONVERGENCIA,
AVALIADOS A PARTIR DO PROBLEMA DE FLUXO TRANSCRITICO, SEM
FORMACAO DE CHOQUE, FIXADOS L =25 M E CFL = 0, 96.

Ax €n Ordem Eq Ordem
L/25 0,2173 1,2419
L/50 | 0,0540 2,0100 0,3089  2,0073
L/100 | 0,0138 1,9684  0,0807  1,9365
L/200 | 0,0038 18408 0,227 1,8300
L/400 | 0,0012 1,7311  0,0067 1,7563
L/800 | 0,0004 11,5577 0,0022 11,6236
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Figura 2. Gréfico em escala log-log dos incrementos espaciais versus erro
numérico em norma L, bem como curva de referéncia indicando ordem 2.

B. Problema de Riemann

Seja o problema de Riemann definido num dominio plano
e sem friccdo com condigdes iniciais

(o0 = { G

Quando a hy >0, hy, >0 e up —u; > 2,/g(Vhr +VIy) a
solucdo possui uma zona intermedidria seca [4].

Fixamos os parametros acima em h; = 5 m, h, = 10 m,
u, = 0 mfs, u, = 40 m/s para x € [—200,400]. Fig. 3 e
Fig. 4 apresentam os resultados numéricos da profundidade
e descarga, respectivamente, simulados em diferentes tempos.
Utilizou-se nestas simula¢des uma malha com n + 1 = 201
pontos e o nimero de Courant fixo em CFL = 0, 98.
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Figura 3. Solugdes analitica e numérica da profundidade h para o problema
de Riemann em diferentes tempos com 200 células uniformes.

C. Ruptura de barragem sobre um dominio seco

Considera-se nesta se¢do um segundo problema de Riemann
conhecido como problema de ruptura de barragem sobre
um dominio plano e sem friccdo, com condigdes iniciais
descontinuas

(hvu)(l',O) = { (hl’o)v

(0,0),

se 0 <z <z,

se xg < x < L. (32)
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Figura 4. Solugdes analitica e numérica da descarga ¢ para o problema de
Riemann em diferentes tempos com 200 células uniformes.

Consiste na simulacdo do fendmeno que ocorre apds a
remocdo instantdnea de uma parede vertical que separa a 4gua
no meio de um canal. Os pardmetros utilizados nas simulagdes
correspondem a h; = 10 m, g = 1000 m e L = 2000 m.
Foram computados sobre uma malha com n+ 1 = 201 pontos
e CFL = 0,96 (veja Fig. 5 e Fig. 6).
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Figura 5. Solugdes analitica e numérica da profundidade h para o problema
de ruptura de barragem em dominio seco, em diferentes tempos e com 200
células uniformes.
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Figura 6. Solugdes analitica e numérica da descarga ¢ para o problema de
ruptura de barragem em dominio seco, em diferentes tempos e com 200 células
uniformes.



D. Oscilacdes de uma superficie plana em uma bacia para-
bolica

Este problema, assim como o anterior (se¢do IV-C), simula a
habilidade do método em captar a transicéo entre os perimetros
seco € molhado. Neste caso, os contornos movimentam-se
periodicamente ao longo do tempo. A topografia é uma bacia

parabdlica dada por
1 L\’ .
(= Z=2) =
a? 2 ’

e as condi¢des iniciais sao

2(x) = ho (33)

. [1- (2%, sela+ (1- D)2 <a,
0, caso contrario
(34)
e u(x,t) = 0 m/s. Este problema tem solu¢do periddica
com periodo T' = 27/w e w = /2ghg/a. Utilizou-se, nas
simulacdes a seguir apresentadas, os seguintes pardmetros:
a=1m, hg=0,5me L =4 m.

2 T T T T T T T
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0 - .
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Figura 7. Solugdes analitica e numérica da profundidade h para o problema
de oscilagdes periddicas em diferentes tempos e com 100 células uniformes.
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Figura 8. Solugdes analitica e numérica da descarga ¢ para o problema de
oscilagdes periddicas em diferentes tempos e com 100 células uniformes.

Nas Fig. 7 e Fig. 8 encontram-se os graficos das funcdes
de profundidade e de descarga, respectivamente, em diferentes

tempos calculados com n+1 = 101 pontos de malha e nimero
de Courant fixo em CFL = 0, 98.

V. CONCLUSAO

O presente artigo teve por objetivo contribuir com a teoria
do método CE/SE no que tange as solugdes numéricas das
equagdes de Saint Venant unidimensionais. O ponto de partida
¢ a observagdo de que quando a varidvel profundidade é
nula o esquema ndo € aplicdvel, uma vez que as varidveis

de marcha %}, (h.)!,q¢/ e (g.)] dependem do inverso da

profundidade no tempo j — 1/2. A solucdo apresentada para
esta questdo é a dedugdo de equagdes auxiliares utilizando a
forma reduzida da equagdo da quantidade de momento linear.
Experimentos numéricos foram realizados com o objetivo de
validar a mudanga proposta. Os resultados obtidos mostram
que as solucdes numéricas sdo coerentes com as solugdes
analiticas dos problemas.
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