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Torres articuladas sdo estruturas offshore complacentes
economicamente atrativas na industria de oleo e gdas, e sdo
geralmente modeladas por barras rigidas unidas por juntas
universais. Quando submetidas aos carregamentos de alto-mar,
essas plataformas podem exibir grandes deslocamentos, exigindo
uma andglise ndo linear. Neste trabalho, a técnica dos modos
normais ndo lineares é utilizada para a obtencdo de modelos de
ordem reduzida a fim de estudar a vibragdo de uma torre
triarticulada. Uma andlise utilizando dados numéricos é realizada,
e os modelos obtidos apresentam bons resultados quando
comparados a solugdo numérica do problema.

Palavras-chave: Estruturas offshore, vibragcdo ndo linear,
modos normais ndo lineares.

I. INTRODUCAO

Torres articuladas sdo wuma classe de estruturas
complacentes muito comumente utilizadas na industria de 6leo
e gas, como uma alternativa de projeto atraente a partir de
certas profundidades de exploracdo oceanica, uma vez que sao
mais leves que plataformas fixas [1]. Enquanto estruturas
offshore fixas sdo dimensionadas para resistir as agdes do
ambiente sem deslocamentos consideraveis, estruturas
complacentes, possuindo frequéncias naturais de vibragdo de
baixa magnitude, sdo projetadas para permitir grandes
deslocamentos [2]. Devido a natureza dos carregamentos aos
quais a torre ¢ submetida e as considerag¢des de projeto, uma
analise dindmica nao linear deve ser efetuada para uma correta
abordagem do problema. Além disso, o grande numero de
graus de liberdade necessarios para descrever o problema de
maneira satisfatoria uma andalise paramétrica da estrutura fica
limitada com métodos usuais de dimensionamento, como o
Método dos Elementos Finitos [3]. Uma alternativa para
contornar estas dificuldades é a utilizagdo de modelos de
ordem reduzida do problema.

Os modos normais ndo lineares (MNN) sdo uma
ferramenta utilizada para obter de maneira precisa modelos de
ordem reduzida na andlise ndo linear de sistemas oscilatorios
[4]. Pela captura da esséncia ndo linear do problema e por
manter explicitamente a dependéncia da dinadmica estrutural
por parametros fisicos, podem-se obter modelos analiticos de
ordem reduzida que facilitam uma andalise paramétrica. O
modelo reduzido leva a um melhor entendimento do
comportamento ndo linear da estrutura. Os MNN surgiram

como uma extensdo da teoria linear. No entanto, eles ndo
exibem algumas das caracteristicas fundamentais da andlise
modal linear como o principio da superposi¢do dos efeitos e
singularidade de solugdes. Neste trabalho, a defini¢do baseada
nas variedades invariantes dos MNNs ¢ utilizada para estudar
a vibragdo ndo linear forgada de uma torre offshore do tipo tri-
articulada [5]-[6]. As equagdes de movimento sdo obtidas
utilizando a equacdo de Euler-Lagrange. O modelo de ordem
reduzida ¢ inicialmente utilizado para o estudo do
comportamento nao linear da torre em vibragdo livre. A
analise da vibracao livre ¢ utilizada para ganhar entendimento
para a resposta da torre para o caso de vibragdo forcada sob a
acdo de uma for¢a harmonica externa. A excitagdo harmonica
dos osciladores de um grau de liberdade obtidos com a andlise
pelos MNNs ¢ estudada, mostrando informagdes importantes
acerca da resposta da torre as excitagdes externas dinamicas,
como a agdo de correntes, ventos e ondas.

II. MODELO ESTRUTURAL

O modelo estrutural é baseado em membros rigidos unidos
por juntas universais [7]. Forgas restauradoras sdo modeladas
como molas rotacionais de rigidez k;. As cargas da plataforma
¢ instalacOes sdo modeladas como uma massa concentrada m
no topo da torre. Cada membro estrutural do modelo possui
comprimento /;, secdo transversal de area A;, peso especifico
de material y e é considerado um membro rigido.

O modelo resulta em um problema de trés graus de
liberdade, os angulos de rotac¢do de cada articulagdo - 6;, como
mostrado na Fig. 1. As equagdes de movimento sdo obtidas
pela aplicagdo de técnicas variacionais, resultando em trés
equagoes diferenciais acopladas em termos das coordenadas
generalizadas 6. As equagdes de movimento resultantes sdo
transformadas para a forma de equagdes de Cauchy, utilizando
a regra de Cramer para realizar o desacoplamento dos termos
de inércia. As equagdes resultantes sdo expandidas como uma
série polinomial retendo os termos ndo lineares de até terceira
ordem.

A energia potencial total, I, € expressa por:

IT=U+V (1)



Fig. 1. Modelo estrutural para torre offshore tri-articulada.

sendo U a energia interna de formacao elastica, dada por (2), e
V o potencial das cargas externas atuantes sobre a estrutura. A
energia interna de deformagdo resultante da deformacdo das
molas rotacionais € expressa por:

U= Y1k (0-6.)1.6,=0 @

V=-w 3)

O potencial das cargas externas ¢ igual ao negativo do
trabalho realizado por tais forgas, como mostrado em (3). As
cargas externas consideradas na analise elastica sdo o peso da
plataforma e das colunas da torre, o empuxo e a forca de
corrente, cujos trabalhos compdem o escalar total:

w=Ww

plataforma

+W AW, @)

colunas empuxo

O trabalho do peso da plataforma é dado por:

3
Wplaqunrma = mgz [l[ (1 - COSQ{ )] (5)
i=1

O trabalho associado ao peso das colunas é dado por:

[,(1-cos@)
————5————} (6)
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O trabalho realizado pelas forgas de empuxo atuando sobre a
estrutura submersa ¢ dado por:

[,(1-cos@)
————5————} (7
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VVempuxo = _gzpwlev |:zlj(l —cos ej) +
i=1 J=i

A energia cinética total da estrutura, T, depende somente
dos deslocamentos dindmicos da mesma e ¢ composta de trés
parcelas: devido & massa da plataforma, Taaforma, devido a
massa da coluna, T s € devido a massa adicionada, T,
pelo fato de a estrutura vibrar dentro d’agua, que sdo
respectivamente iguais a:
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O Lagrangeano obtido para o sistema considerado ¢:
Lg=T-11 (11)

Pela aplicacdo de técnicas variacionais a (11), a dinamica
global do sistema ¢é governada por trés equagdes de
movimento obtidas por:

Ols _didle)_ ;3 (12)
a9, di\ a0

III. MODOS NORMAIS NAO LINEARES

A andlise modal ndo linear realizada neste trabalho utiliza
a aproximagdo baseada na teoria das variedades invariantes,
proposta por Shaw e Pierre [8]. Essas podem ser interpretadas
como os subespagos de solu¢do que governam o
comportamento dos graus de liberdade do sistema. Um modo
normal ndo linear, definido de acordo com essa teoria,
corresponde a um movimento limitado pela superficie descrita
pelo espaco fase do sistema (subespago das relacdes
deslocamento-velocidade de um dado grau de liberdade). Esta
superficie ¢ tangente, na posi¢ao de equilibrio, ao autoespaco
formado pelos modos lineares de vibragdo obtidos pela
linearizag@o do problema [9]. O movimento correspondente a
um modo normal ndo linear pode ser parametrizado pelo
deslocamento e¢ velocidade de um grau de liberdade do
sistema, chamado de par mestre. Todos os demais graus de
liberdade, chamados pares escravos, sdao relacionados ao par
mestre através de equagdes de restricdo. As equagdes de



restrigdo determinam a geometria da superficie gerada pelo
espaco fase do sistema para cada modo, que compde a solucao
do sistema. Caso essa func¢do de restri¢do seja dada por uma
constante, a geometria da superficie ¢ caracterizada por um
plano no espago fase do sistema, ¢ o modo correspondente ¢
chamado um modo similar, por ser analogo a um modo normal
linear. Isso quer dizer, a relagdo entre deslocamento e
velocidade de um dado grau de liberdade ¢ constante durante o
movimento modal. Caso a func¢do de restricdio ndo seja
constante, 0 modo € chamado nao similar e a superficie modal
correspondente ¢ curvilinea [10], caracterizando o modo nao
linear.

Neste trabalho, o método assintdtico ¢ utilizado para
obtencdo dos modos nao lineares. Nesse método, as equagdes
ndo lineares de movimento resultantes para o sistema devem
ser reescritas na forma de equagdes de primeira ordem de
Cauchy:

o

sendo & as coordenadas (rotagdes) e y; as correspondentes
velocidades. O vetor de forcas generalizadas {f} consiste de
momentos ndo lineares fungdes de {8/} e {f}. O ponto sobre as
variaveis denota a primeira derivada temporal. Como o
sistema de equacdes de movimento resultantes da aplicagdo de
(12) ndo esta na forma de Cauchy, isto €, possui acoplamento
nos termos inerciais, a regra de Cramer ¢ aplicada para realizar
o desacoplamento. Entdo, um par deslocamento-velocidade
pode ser escolhido arbitrariamente como par mestre. Neste
trabalho, o par deslocamento-velocidade referente ao primeiro
grau de liberdade ¢ escolhido como par mestre, &, e y;:

u=09
V=>"

(14)

Os demais pares escravos sao representados em termos de
u e v pelas fungdes de restricao P; e Q;:

6 =Pu,v),i=1.3

. (15)
Y, =0,u,v),i=1.3

onde particularmente, P;(u,v) = u e Q;(u,v) = v. O proximo
passo ¢ eliminar a dependéncia explicita do tempo das
equacdes. Isto ¢ feito derivando as fungdes de restricdo com
relagdo a variavel temporal. Pela substituicdo das derivadas
temporais resultantes da utilizacdo da regra da cadeia nas
equagdes de movimento, (13), e pelo uso das definigdes de
pares mestres e escravos em (14) e (15), o seguinte sistema de
equagdes diferenciais parciais de segunda ordem ¢ obtido:

0, (u,v) = 513’;””) SEACRD £, P, ), ..
u

o P (u,v);v,0,(,v),...,0,(u,v)),i =1..3

(16)

L, P(u,v),.... P (u,v);v,0,(u,v),...,0,u,v)) =

_90wy) | 0 wY) £, Bty Vs, P (V). (17)
ou ov

3,0, (u,v),...,0,w,v)),i=1.3

A determinacdo das equagdes de restricdo leva a uma
reducdo da ordem do problema, tendo em vista que sua
substituicdo nas equagdes de movimento originais leva a
obtengdo de um oscilador modal de um grau de liberdade.
Exceto por casos muito particulares, ndo existe solugdo exata
fechada para as solugdes parciais que governam a geometria
dos subespacos (variedades invariantes) expressos em (16) e
(17). A solugdo pode ser obtida de maneira aproximada
utilizando expansdes em séries de Taylor sobre uma
configuracdo de equilibrio, tomada nesta analise como {6,}=0.
Desta maneira, as fungdes de restrigdo sdo reescritas,
mantendo até os termos de linearidade ctbica:

P(u,v) = a,u+a,v+a,u’ +a,uv+a;v’ + (18)

3 2 2 3 -
+agu’ +a,uv+aguv +agv,i=1.3

O,(u,v)=bu+b,v+bu’ +buv+b,y’ + 19)

3 2 2 3 .
+bu” +buv+buv +b,v,i=1.3

A substitui¢do de (16) e (17) no sistema de equacdes de
movimento do sistema dado por (13) resulta num sistema
algébrico de equagdes fungdo apenas dos coeficientes a; € by,
que podem ser determinados de maneira sequencial, dos
conjuntos de menor para maior ordem de ndo linearidade. A
solug¢do obtida é valida localmente, ¢ o dominio de validade
ndo ¢ conhecido a priori, sendo determinado apenas pela
comparagdo com solu¢des numéricas do problema original.

A obtengdo dos modos normais nao lineares de um sistema
pode ser sistematizada em suas etapas principais, para um
melhor entendimento dos procedimentos adotados [11]:

1) Escolha do par de coordenadas mestre u e v,

2) Expressar as coordenadas escravas em fun¢do das
coordenadas mestre, pelas suas fung¢oes de restrigio P(u,v) e
O(u,v);

3) Utilizar a técnica das variedades invariantes para
eliminar a dependéncia explicita do tempo,

4) Encontrar uma solugdo local aproximada utilizando
expansdes polinomiais para as fungdes de restri¢do;

5) Substituir as expansées nas equagdes diferenciais
parciais que governam a geometria das variedades
invariantes,

6) Resolver as expansées polinomiais de P(u,v) e Q(u,v)
pelo sistema de equagées algébricas resultante;

7) Substituir as coordenadas escravas pelas suas
expansoes polinomiais, as eliminando do sistema, isto é, das
equagdes de movimento.

Por meio destes passos obtém-se os osciladores nao
lineares de um grau de liberdade relativos aos modos ndo
lineares de vibrag@o do sistema, tantos quantos forem os graus



de liberdade do problema, em fungdo das coordenadas modais
uev.

IV. ANALISE MODAL LINEAR

O exemplo numérico desenvolvido neste trabalho utiliza
parametros de experimentos fisicos, sumarizados na Tabela I.

As equagdes de movimento do sistema sdo obtidas com a
utilizagdo dos dados apresentados na Tabela I na aplicagdo da
metodologia apresentada na secdo 2 deste trabalho em (12). A
linearizagdo do sistema de equacdes de movimento obtido
resulta no sistema linear desacoplado:

60,2146, — 60,8036, +21,0956, =0
80,7456, —121,0706, + 62,0656, = 0 (20)
20,0106, — 77,5216, + 56,5396, = 0

A solug@o do problema de autovalor para o sistema em
(20) resulta nas frequéncias e modos normais lineares de
vibragdo da estrutura, ¢ compde a analise modal linear do
problema estudado. As trés frequéncias naturais de vibragdo
para o sistema resultam ay; = 0,426 rad/s, a, = 6,047 rad/s e
ay; = 14,180 rad/s. Sob a finalidade de ganhar um melhor
entendimento do modelo, calculam-se as frequéncias naturais
de vibracdo para o modelo desconsiderando a atuagdo do
empuxo ¢ o efeito da massa adicionada, resultando nas
seguintes frequéncias naturais de vibracdo: 0,617
rad/s,an, = 9,240 rad/s e ay; = 21,273 rad/s. Como pode ser
observado, a consideracdo dos efeitos hidrostaticos provoca a
diminui¢do das frequéncias naturais de vibracdo da estrutura,
isto significa que a rigidez efetiva da estrutura diminui quando
esta vibra sob efeito do fluido em seu entorno, devido ao
aumento ocasionado dos termos de massa da estrutura. Os
autovetores resultantes do sistema dado por (20) representam
os modos normais lineares de vibragdo do sistema, e cujas
configuragdes estdo representadas graficamente na Fig. 2.

TABELA L

Parametros numéricos utilizados
Material Aluminio
Massa especifica das colunas, p; 2770,000 kg/m?
Massa da plataforma, m 0,236 kg
Rigidez das molas, k; 38,800 Nm/ra
Comprimento das colunas, /; 1,270 m
Diametro das colunas, dj 0,025 m
Area da segdo transversal, 4; 1,110 10* m?
Massa especifica da agua, p; 999,000 kg/m?
Coeficiente de massa adicionada, C, 1,000
Coeficiente de inércia, Cy, 2,000
Coeficiente de arraste, Cp 1,000

-2 -15 -1 -0.5 0 05
X

|'— Primeiro modo Segundo modo = - = Terceiro modo

Fig. 2. Modos nomais lineares de vibragao.

V. ANALISE MODAL NAO LINEAR

Para construgdo da geometria dos subespacos de solugéo
que governam os modos normais ndo lineares, ¢ escolhido
como par mestre o deslocamento e velocidade referentes ao
primeiro grau de liberdade, 6; e 6;; as coordenadas e
velocidades relativas aos demais graus de liberdade sdo
reescritas entdo pelas fungdes de restricdo, fungdo do par
mestre, respectivamente:

0, =u,6,=v
6, =P, (u,v),0, =0, (u,v) 1)
o, :}’3(14,\/),9'3 :Qs(”"’)

Pela aplicagdo da metodologia descrita na secdo 3, obtém-
se os trés osciladores de um grau de liberdade (tantos
osciladores quantos graus de liberdade originais do sistema),
escritos em fun¢do do deslocamento modal do grau de

liberdade escolhido como mestre (6, e 91 ):
i +0,182u —0,260uv” +0,412u° =0 (22)
ii+36,572u +6,378uv* —191,968u" = 0 (23)

ii+201,070u +32,802uv* —6155,259%° =0 (24)

Estes osciladores correspondem aos modos normais nao
lineares de vibragdo do sistema. Como na sistematiza¢do do
processo de composicao das equagdes que geram a geometria
dos subespacos de solugdo (variedades invariantes) os
osciladores sdo determinados de forma aleatoria, é necessario



identificar a correspondéncia entre estes ¢ os modos de
vibra¢do do sistema. Isso pode ser realizado pela analise da
constante que multiplica o termo linear de deslocamento, u, de
cada oscilador, que ¢ igual ao quadrado da frequéncia natural
de vibragao do modo correspondente, obtida na analise linear,
ou seja, @’. Por essa correspondéncia, pode-se verificar que o
oscilador representado por (22) corresponde ao primeiro modo
ndo linear, (23) ao segundo modo e (24) ao terceiro modo de
vibracao nao linear.

Uma caracteristica particular de sistemas nao lineares
possivel de ser capturada pela analise modal ndo linear, ¢ que
a relacdo entre frequéncia de vibragdo e energia no sistema
ndo ¢ linear, ao contrario do que ocorre na analise linear. Isto
pode ser verificado pela analise das curvas de ressonancia do
sistema. Nestas curvas, com o aumento da amplitude de
movimento, ou seja, aumento da energia imposta ao sistema,
pode ser verificada uma variagdo da frequéncia natural de
vibracdo do mesmo.

As curvas de ressonidncia sdo obtidas com aplicacdo do
método do balango harmonico, onde admite-se a seguinte
substitui¢ao nos osciladores modais representados em (20):

u(t)=Xsen(wr) (25)

Com a introdu¢do do parametro adimensional (2 que
representa a relagdo entre a frequéncia de vibracdo do sistema
e a frequéncia natural de vibracdo relacionada ao modo nao
linear, w/w;, as relagdes frequéncia-amplitude para os trés
modos de vibragdo ficam iguais a:

—0,426X,Q° +0,729.X; +0,426 X, -0,028X;Q>  (26)
—6,047.X,Q° —23,808X; +6,047X, +9,642X'Q° (27)
~14,180.X,Q° —325,562X; +14,180.X, +116,282X’Q> (28)

A equacdo (26) apresenta relacdo de ganho de rigidez com
o aumento da amplitude de vibragdo do sistema, como
mostrado na Fig. 3; (27) e (28) apresentam relacdes de perda
de rigidez com o aumento da amplitude de movimento do
sistema, como pode ser visto na Fig. 4. Junto das solugdes
obtidas dos modelos reduzidos, sdo mostrados pontos
referentes as solugdes numéricas das equagdes originais de
movimento do sistema, obtidas por (12), utilizando integracao
numérica pelo método de Runge-Kutta. Observa-se nas Fig. 3,
4 e 5 a validade da expansdo das equagdes originais em série
de Taylor para obtencdo dos modelos reduzidos, para os trés
modos ndo lineares, a medida que as solucdes se afastam da
posicao de equilibrio inicial, 2= 1.

Outra ferramenta utilizada para analisar o comportamento
dos modelos reduzidos ¢ o espaco fase do sistema, para cada
modo. Cada 6rbita mostrada nas Fig. 6 a 8 ¢ gerada a partir de
uma condicdo inicial dada para a estrutura, mostrando a
relacdo entre deslocamento, u, e velocidade modais, v, preditas
enquanto a estrutura vibra livremente.
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X (rad) 0
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+
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|+ Solugiodergfaréncia Modelo redizido |

Fig. 3. Curva frequéncia-amplitude para o primeiro modo ndo linear de
vibragéo.
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Fig. 4. Curva frequéncia-amplitude para o segundo modo ndo linear de
vibragao.
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Fig. 5. Curva frequéncia-amplitude para o terceiro modo ndo linear de
vibragéo.
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Fig. 7. Espago fase para o segundo modo ndo linear de vibragao.
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Fig. 8. Espago fase para o terceiro modo néo linear de vibragdo.

Em cada grafico de espago fase sdo mostradas também
orbitas obtidas pela integracdo numérica das equacdes de
movimento originais do sistema, de maneira andloga as curvas
de ressonancia, as linhas continuas correspondendo as orbitas
obtidas da integragdo numérica das equacdes originais de
movimento do sistema, enquanto as linhas tracejadas sdo
obtidas pela integragdo do modelo reduzido. Pode ser
observada a perda de precisdo conforme a solugdo se afasta
dos pontos de origem ¢ o surgimento de um comportamento
dindmico oscilatdrio cadtico.

VI. CONCLUSOES

A metodologia apresentada e utilizada neste trabalho
permite obter modelos de ordem reduzida para problemas de
vibragdo que demandem a consideragdo de nao linearidades.

Os modelos de ordem reduzida permitem rapida analise
paramétrica do comportamento do sistema oscilatorio
estudado, compondo uma de suas grandes vantagens no estudo
de vibragdes ndo lineares. Além disso, apresentam bons
resultados quando comparados aos resultados da integragéo
numérica. Por meio das ferramentas apresentadas, curvas de
ressonancia e espago fase do sistema, é possivel analisar os
dominios de validade do modelo reduzido, sendo estes fungdo
também das necessidades de projeto do problema estudado no
que diz respeito ao erro admissivel da solugao.

Este estudo ¢ parte de um trabalho em andamento, € o
trabalho completo incluird analise multimodal do problema e
uma consideragdo de efeitos de correntes e ondas marinhas
sobre a estrutura.
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