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Resumo—Este trabalho apresenta o método numérico de Newton
Raphson Multivaridvel (MNM) aplicado para determinar os
valores de tensdo CC nas fungdes exponenciais proprias de cada
um dos dois diodos do modelamento do transistor Ebers-Moll
utilizando o Matlab. E utilizado a analise nodal modificada para
equacionar o circuito, comparando os resultados de tensdao em
Corrente Continua (CC) com os obtidos no simulador QUCs.
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I. INTRODUCAO

O modelamento matemético dos componentes num circuito
elétrico permite predizer ou analisar o comportamento de cada
um dos elementos conectados em termos de tensdo, corrente e
poténcia. Assim, o equacionamento dos circuitos é atividade
prépria do projetista, que analisa e ajusta os parametros dos
componentes  ativos  mantendo,  principalmente, o0
funcionamento fora das condi¢cdes de ndo linearidade. Para o
caso de Transistores de Jungdo Bipolar — BJT, os modelos
utilizados para baixo sinal consideram todos os elementos do
circuito como dipolos que sdo elementos de dois terminais.

Considerando que o modelo Ebers-Moll (EM) possui so
elementos de dois terminais, propomos neste trabalho um
circuito com EM e elementos resistivos para efeitos da
polarizacdo em CC do transistor, comparando os resultados
obtidos na andlise matemética com um programa de desenho
assistido por computador para circuitos elétricos denominado
QUCs.

Il. CONSIDERACOES INICIAIS

O modelo EM apresentado na Fig. 1, possui dois diodos que
caracterizam a corrente reversa entre a base (B) e o coletor (C)
assim como a corrente direta entre B e o Emissor (E) com
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equacbes exponenciais, como apresentado em (1) e (2),
determinam a néo linearidade, em que Ig; € I Sdo correntes de
saturacdo ou de escalamento dos dois diodos com fator de
propor¢do 2 a 50 sendo Iz > s [1], em que Vi € um valor
também constante proprio de cada diodo de forma que a corrente
estd em funcdo da tensdo entre seus terminais. Portanto, o
comportamento exponencial determina a abordagem néo linear
multivaridvel considerando também que é um sistema em
regime estavel ou permanente.

Ipg = Isp (exp(vpg /Vr) — 1) 1)
Inc = Isc(exp(vpc/Vr) — 1) )
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Fig. 1. Modelo Ebers-Moll (EM) do transistor de jung&o bipolar (BJT).



O modelo EM possui duas fontes de corrente dependentes
que modelam a caracteristica de transistor como dispositivo de
corrente controlado pela corrente de entrada na base. Sera assim
necessario utilizar a Analise Nodal Modificado (ANM) para o
equacionamento de circuitos eletrénicos definindo o
comportamento elétrico de cada componente em funcdo da
tensdo, para que do ponto de vista nodal, obedega a lei de
Kircchoff para Correntes (LKC), em que a soma algébrica das
correntes a um nd seja zero em todo instante [2].

A matriz resultante do sistema, é processada com o Método
de Newton-Raphson Multivaridvel (MNM) conforme
apresentado em (3), com n equagdes do sistema, n variaveis x;
igualadas a zero. Os resultados obtidos neste método devem
convergir a valores obtidos em simuladores de circuitos
elétricos.

f1(x1, x5, ey %) =0
f2(x1, %5, .:..,xn) =0 @)

f‘l’l(xl! xZ; ""‘x‘l’l) = 0

111. EQUACIONAMENTO DO CIRCUITO

O circuito proposto apresentado na Fig. 2 apresenta a
topologia de um transistor com duas fontes de tenséo V; e V,,
uma fonte de corrente I;, 6 resistores e 7 nds considerando a
referéncia também.
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Fig. 2. Circuito com transistor para analise de corrente continua (CC).

O circuito apresentado na Fig. 3 apresenta a topologia do
circuito com elementos de dois terminais no modelo do
transistor EM, e 0s nos propostos também na Fig. 2. Deverao ser
calculadas as tensBes em cada um dos 7 nds, e as correntes nas
fontes de tensdo, como apresentado no conjunto de incégnitas
Inc = {nV,,nV,,nV;,nV,,nVs,nVg, I, I,,} € as variaveis
auxiliares sobre cada dipolo ndo problematico sao representadas
por Va = {Izy, Ira, Irs) Iras Irs) Ires Iprs IpF -

O equacionamento em cada um dos nds seguindo o0 ANM,
determina os coeficientes das variaveis que caracterizam a
equagdo em cada matriz como apresenta a equagao (4).
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Fig. 3. Circuito com modelo Ebers Moll (EM) equivalente.

fi=ly1+Ipg —Igy — Gy " Ipp =0

f2 = Gilpp + Galpg + Ipg — Igy — Ipg — Ipp = 0
f3=1Ipy + Ips —Ips — Igs =0

ﬁl—=IR4+11=0 (4)
fs = Ipp — I1—Igz — Gylpg — Igg = 0

foe=1Iyz +1re =0

f7=Vie=Vn1 —V2=0

fe=Vi—Vu =0

O sistema multivariavel da equacéo (4), apresenta os valores
G, e G, nas fungdes f;, f, e fs como fator multiplicador de uma
corrente no circuito determinando o valor em cada uma das
fontes de corrente dependentes. Seguidamente é expressa a
equacdo caracteristica de cada elemento relacionando as
variaveis auxiliares com as incognitas [2]. Na Tabela I, séo
apresentadas as equages caracteristicas dos resistores.

TABELA 1. EQUAGCAO CARACTERISTICA DOS DIPOLOS
Elemento Equacéo Caracteristica

Ip1 (an - Vnz)/Rl

Ig, (Vnz - Vns)/Rz

IR3 (VnS - Vn3)/R3

Irg (Vns - Vn4)/R4

IRS (Vn3 - O)/RS

1R6 (VnS - Vn6)/R6

Ipg Us/ag) - (€xp((Vnz — Vo) /Vr) — 1)

Ipp Us/ar) - (exp((Vnz — Vus)/Vr) — 1)




As correntes dos diodos nas duas Gltimas linhas da Tabela I,
sdo determinadas por uma diferenca de tensdo de
comportamento exponencial, assim como a relacdo entre
constantes Ig, ay € ag equivalem a Igg e I na equacdo (1) e (2).

Com a equacéo caracteristica dos elementos em fungéo das
varidveis auxiliares obtemos um sistema matricial, cujos
elementos séo apresentados em (7) [3].

1% (V)

0-
Vo f2(V) 0
Vs (V) 0
_ Vn4 _ f4 (V) _ 0 7
V=i W) = fS(V),o_ 0 (7
Vne fe(V) 0
Ivy (V) 0
Hya! 00l 0

As fungdes de f,(V), fo(V) e fs(V) possuem expressdes
exponenciais entre seus elementos devido ao comportamento
dos diodos conforme equacdo (4). Dessa forma, para aplicacdo
do algoritmo de Newton Raphson Multivariavel foi utilizado o
Matlab, em especial a instrugdo fsolve.

IV. ALGORITMO

O algoritmo proposto permite calcular os valores da matriz
V com pouco custo computacional sem requerer um método
exaustivo de busca de convergéncia. As fontes sdo iniciadas em
zero e hd um aumento do valor de forma proporcional em
valores discretos até atingir o valor de energia nas fontes,
conforme o circuito proposto, determinando o valor de tenséo
nos dipolos em cada iteragdo ou realizando o célculo da matriz
Jacobiana em cada iteragdo. Para este algoritmo é implementada
a MNM em Matlab.

1) Determinar o ndmero de iteragdes: O nlUmero de
iteracBes incrementa a tenséo nas fontes tanto de tensdo como
de corrente, com intervalos que evitem o rapido crecimento dos
valores gerados nas fungdes que possuem comportamento
exponencial. Para este caso foram utilizadas 10 iteracdes.

2) Valor de incremento das fontes: Determinar qual é o
primeiro valor das fontes de tensdo e corrente, que serdo
calculados, dividindo o valor da fonte no circuito em regime
permanente, pelo nimero de itera¢Bes, definido no passo 1.
Neste ponto séo discretizados os valores da fonte

3) Inicializar vetor de solugdes parciais: As solucdes
parciais nas iteracGes consideram o resultado como condicdo
inicial para a iteracdo seguinte. Assim, na primeira iteracéo os
valores de tensdo e corrente do vetor de solugdo V sdo zero,
emulando a condicdo em que ndo ha energia no circuito.

4) Loop de incrementos das fontes: Neste loop ¢é
considerado o incremento gradativo das fontes com o nimero
de iteracdes, segundo o passo 1. Sdo realizados dois passos
dentro deste loop. A Aplicacdo do MNM do sistema em
conformidade as condi¢des inciais e o armazenamento dos
resultados do vetor Inc., é descrita a seguir:

a) Aplicacdo de MNM ao sistema de equacles: Para
aplicar o método de MNM ¢ utilizado o estado incial de tenséo
e das correntes dos elementos problematicos considerados em
Inc no vetor solucéo V, a funcdo que modela o sistema f(V), o
valor das fontes V,, V, e I,. Em cada iteracéo o valor das fontes
sdo determinados pelo valor anterior somado ao incremento
correspondente em conformidade ao passo 2. “Utilizamos a
funcéo fsolve do Matlab ou, de forma alternativa, estimamos a
matriz Jacobiana conforme indicado na equacao (8). Assim para
cada equacéo de f(V) realiza-se uma nova iteragdo aplicando
MNM que de forma geral esta definido em (9) [5].

df /dt =~ (f(t +dt) — f(t))/dt ®)

p(V) =V -=(W/f V) 9)

b) Armazenamento dos resultados parciais: Na equacéo
(9) (V) obtemos o resultado parcial nas iteracfes do loop
definidas no passo 1, sendo utilizado para a iteracdo
seguinte, como condig&o incial na fungdo ¥V em (9).

V. CASO NUMERICO

Para analisar a eficiéncia numérica do algoritmo, séo
considerados no circuito da Fig. 3 os seguinte valores V; = 17,
V, =3, I, = 1le-3, R, = 28000, R, = 35000, R; = 410, R, = 330,
R = 150, Rg =500, I = 1e-10, V; = 25e-3 e ap = 0.98, ay =
0.15; O processamento do algoritmo foi realizado em Matlab
comparando os resultados com o programa de simulacdo de
circuitos QUCs. Na Tabela Il s8o apresentados os resultados
obtidos para o vetor solugdo V, os resultados do simulador CAD,
o método de MNM e as porcentagens de diferenca relativa.

Os resultados obtidos sdo relacionados a partir do erro
relativo entre estes e a média geral dos erros. No caso o erro da
média geral é de 0,0153% considerado aceitavel devido aos
parametros de temperatura que ndo foram considerados na
simulagdo. Somente na quarta casa decimal no QUCs apresenta
diferenga com 0 MNM com 10 iteragdes.

TABELA Il.  COMPARAGAO SIMULAGAO DE CIRCUITOS E RESTULTADOS DO
ANALISE DO METODO NRM
v | aues | NRm Erro

|4 17,0000000 17,00000| 0,0000%
V, 10,7251000 10,72700| 0,0177%
Vs 2,9209100 2,92030| 0,0209%
V, 3,2509100 3,25030| 0,0188%
Vs 10,4033000 10,40100| 0,0221%
Ve 20,0000000 20,00000| 0,0000%
I 0,0194727 0,01947| 0,0190%
I, 0,0191934 0,01920| 0,0240%

0,0153%



VI. COMENTARIOS FINAIS

Os resultados apresentados na Tabela Il, considera 0 MNM
como um método numérico de importante precisdo para
simulacdo de circuitos elétricos ndo lineares, onde a
convergéncia tem uma velocidade de forma quadratica.
Incrementar o valor das fontes é um método estavel que permite
a convergéncia do resultado com um ndmero de iteragdes
relativamente baixo. Para os ensaios do algoritmo foram
configurados valores discretos das fontes na ordem da decima
parte do valor original obtendo um erro consideravelmente baixo
sendo aceito para maioria de analise de circuitos com BJT, onde
0 modelo de EM seja utilizado para baixo sinal e baixa
frequéncia.

Para obter maior precisdo, 0 custo computacional deve ser
maior, o que implica no aumento de tempo nas iteragBes no
passo quatro do algoritmo. Também é necessario ajustar o
pardmetro de temperatura na simulagdo principalmente na
caracteristica do modelo dos dipolos ndo lineares. Neste trabalho
¢ utilizada a temperatura de 20°C.

Os valores de tensdo, corrente e poténcia sdo calculados a
partir das equac@es caracteristicas dos elementos em Tabela | e
os valores calculados do vetor V. Na Tabela 111 sdo apresentados
os valores de tensdo a partir do CAD.

TABELA IIl.  VALORES DE TENSAO NOS ELEMENTOS DO CIRCUITO.

Tensdo Valor (V)

Ver  6,27490
Vey  7,80419
Ves  7,48239
Vea  -0,33000
Ves  2,92091
Vee  -9,59670
Vee  -6,27490
Vgz  0,32180
Vor  -6,27490
Vpr  0,32180
V,,  7,15239

Os valores de corrente obtidos no CAD sdo apresentados na
Tabela IV com unidades de amperes. Os célculos de poténcia
sdo o fruto da multiplicagdo dos resultados de tensdo pela
corrente em cada um dos elementos.

Finalmente, propde-se um trabalho futuro validando a
convergéncia do método numérico MNM aplicado a Ebers-Moll
implementando o circuito transistorizado. Espera-se que o

MNM tenha restricGes de uso para alguns casos assim como o
método utilizado aqui como base de Newton-Raphson [4].

TABELA IV. VALORES DE TENSAO NOS ELEMENTOS DO CIRCUTO

Corrente Valor (A)

I,  0,000224
I,  0,000223
Iz 0,01825
Irs  -0,001

Is  0,019473
I  -0,019193
Igc  -2,53E-11
Igg  563E-05
Ipr  -2,53E-11
Ips 5,63E-05
Ig;  0,0194727
I, 00191934
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