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Resumo—O Oxigénio Dissolvido e a Demanda Bioquimica
de Oxigénio (DBO) sio parametros utilizados para indicar a
qualidade de agua em corpos hidricos. A modelagem de OD
e DBO acontece através da solucio das equacdes diferenciais
parciais que descrevem as variacoes de concentracbes com o
tempo e o espaco devido ao transporte advectivo, difusivo e as
reacoes cinéticas. Nesse contexto, o presente trabalho desenvolveu
uma solucao numérica que resolve de forma acoplada as equacoes
do modelo OD-DBO, as quais foram discretizadas no tempo
pelo método do fatoramento implicito e no espaco pelo método
de diferencas finitas, utilizando um esquema centrado. Foram
realizadas simulacdes de lancamento de cargas organicas para
quatro cenarios distintos, sendo que no cenirio 1 foi usada
uma solucdo numérica mais simples e os resultados gerados
foram convergentes com a solucdo analitica de Streeter-Phelps,
validando assim a solu¢iio proposta. Ja nos Cenarios 2, 3 e 4 foi
utilizada uma solu¢do numérica mais complexa e também foram
gerados resultados satisfatorios. Portanto, o esquema numérico
usado mostrou-se capaz de resolver a dinimica da poluicao das
aguas por lancamentos de cargas de matéria organica.

Palavras-chave—oxigénio dissolvido; demanda bioquima de
oxigénio; modelagem ambiental.

I. INTRODUCAO

Diversos parametros podem representar a qualidade da dgua,
caracterizando efeitos de poluicdo por despejos organicos.
O Oxigénio Dissolvido (OD) é o principal dentre esses
parametros, uma vez que sua presenca € fundamental para
os organismos aerdbicos e a redugdo dos seus niveis pode
implicar na morte de diversos seres aquaticos. Essa reducdo é
causada pela presenca da matéria organica, geralmente advinda
de lancamentos de esgotos, posto que durante o uso e a
estabilizacdo da mesma, micro-organismos consomem OD nos
seus processos metabdlicos. O teor de matéria orginica é
indiretamente medido pela Demanda Bioquimica de Oxigénio
(DBO), fato que a torna um indicador do potencial consumo
de OD [9]. Portanto, o OD e a DBO sdo pardmetros bastante
utilizados para indicar a qualidade de d4gua em corpos hidricos
[1].

A gestao da qualidade dos recursos hidricos possui como
grande desafio garantir 4gua de boa qualidade e em quantidade
suficiente para a populagdo [7]. Nesse contexto, a modelagem
ambiental ¢ uma importante ferramenta que auxilia na tomada
de decisdes diante de cendrios adversos, permite uma visao
integrada da dindmica dos processos ambientais na massa
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liquida de estudo e consegue prever situagdes simulando cena-
rios futuros, tornado-a indispensdvel para planejar operacdes
de contencdo de poluentes advindos de derrames acidentais,
langamentos de efluentes, etc [4].

O modelo OD-DBO ¢ desenvolvido através da solucdo
da equacdo diferencial parcial que descreve as variagdes das
concentragdes com o tempo e o espago devido ao transporte
advectivo, difusivo e as reagdes cinéticas. Os primeiros traba-
lhos de modelagem nos meios aqudticos surgiram na década
de 1920, como o modelo desenvolvido por Streeter e Phelps
em 1925, que tinha como foco a avaliacdo das concentracdes
de OD em rios e estudrios, servindo de base para diversos
modelos utilizados nos dias atuais. Em meados de 1970, a
atencdo voltou-se para problemas de eutrofizacdo em ecossis-
temas aqudticos e os primeiros modelos que representariam a
dindmica da cadeia alimentar aquética foram desenvolvidos,
como os de Chen (1970), Chen e Orlob (1975) e Di Toro,
Thomann e O’Connor (1971). Atualmente, o desenvolvimento
de modelos estd voltado a problemas envolvendo substincias
toxicas, patogénicos e metais pesados, dado que os mesmos
comprometem a saide humana [2].

Modelos refinados de qualidade de dgua para OD e DBO
foram desenvolvidos por [5] considerando um grande nimero
de pardmetros fisicos e varidveis de entrada, como o efeito
da carga difusa, demanda bent6nica de oxigénio, fotossintese,
respiracdo, sedimenta¢do da matéria organica e variacio longi-
tudinal do fluxo de massa baseada em reacdes de decaimento
de primeira ordem da matéria orginica. A aplicabilidade do
modelo foi validada através da comparacdo com dados de
qualidade de dgua coletados no Rio Kali, na india.

[6] desenvolveram um modelo analitico unidimensional de
DBO com condig¢do de contorno que descreve o langamento de
efluentes com concentragdes representadas por uma variacio
senoidal. Os resultados gerados com este modelo foram va-
lidados com dados coletados no Rio Gomti, na India, e com
conjuntos de dados disponiveis na literatura que ja haviam
sido usados para a validagdo de modelos analiticos comumente
utilizados.

Assim sendo, os modelos de OD e DBO cada vez mais
sdo utilizados como instrumentos que permitem diagnosticar
e prognosticar cendrios de qualidade de dgua, possibilitando
compreender e visualizar o meio ambiente de forma integrada.



Devido a complexidade desses modelos, muitas vezes ndo
hd uma solucdo analitica para os mesmos, implicando na
necessidade de simplificd-los. Usualmente as simplificacdes
sao feitas para que seja possivel resolver de forma separada
as equagdes diferenciais parciais de OD e DBO, visto que sio
equagdes ndo lineares e dependentes.

Nesse contexto, o presente trabalho propde uma solucio
numérica para o modelo OD-DBO que resolva essas equacdes
de forma acoplada, ou seja, todas as varidveis do problema sio
determinadas simultaneamente. A partir disso espera-se obter
resultados mais realisticos e uma maior acurdcia do modelo
quando comparado com a solug¢do analitica das equagdes de
Streeter-Phelps, por exemplo.

II. MATERIAIS E METODOS

Nesta secdo serdo apresentadas as equagdes do modelo
unidimensional OD-DBO aplicado a rios, a solu¢cdo numérica
adotada para este modelo, a extrapolacao utilizada e a solucdo

analitica que € usada como referéncia para validar essas
solugdes.

A. Modelo matemdtico

As equagdes de transporte advectivo-difusivo das concen-
tracdes do OD (C') e DBO (L) sdo, respectivamente [8].
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Equacgdes (1) e (2) sdo formadas por trés parcelas: o
transporte advectivo, o transporte difusivo e os processos de
transformacdo que sdo resultantes das reacdes cinéticas [4]
representadas por R e R e definidas, respectivamente, por
(3) e (4). U ¢é a velocidade longitudinal e Dy, € o coeficiente
de dispersdo longitudinal, sendo que ambos s@o considerados
uniformes e permanentes neste trabalho.

C SOD
Ro = ko(Cs = C) — kq <C’+ks)L_H €))
- _ c _'Us<1_fD)
Rp = —ka (C+ks>L H L “)

A reac@o cinética de OD ¢é representada por (3) e possui as
parcelas de reaeracdo, oxida¢do e demanda de oxigé€nio pelo
sedimento. As parcelas de nitrificacdo, fotossintese, respiracdo
de fitoplancton e zooplancton ndo foram consideradas neste
trabalho. A reagdo cinética de DBO, definida por (4), possui
as parcelas de decomposicio, dependente da concentracio de
OD, e de sedimentagdo, ja as parcelas de ganho de matéria
orginica por detritos de herbivoria e morte de fitoplancton e
zooplancton também ndo foram consideradas neste trabalho.
(3) e (4) sdo descritas pela cinética de Michaelis-Menten.

A Tabela I apresenta as defini¢des, valores e unidades dos
parametros utilizados em (1), (2), (3) e (4).

Tabela I
PARAMETROS UTILIZADOS NAS EQUACOES DE OD E DBO.

’ Simbolo ‘ Parametro Valor Unidade
Cy Concentragao de saturagido de OD 9,02 mg L™t
Dy, Coeficiente de dispersao longitudinal 25,00 m2s !
o Fracdo da DBO dissolvida 0,50 —

H Altura da coluna d’agua 4,00 m
ka Coeficiente de reaera¢do 1,38 dia™?!
ka Coeficiente de decomposi¢do da DBO 0,90 dia=?!
ks Constante de meia saturagio para 0,50 mgOD L~}
oxidagdo da DBO
SOD Demanda de oxigénio no sedimento 1,00 gOam™2d™ !
U Velocidade média longitudinal 0,20 ms !
Vg Velocidade de sedimentagdo de 0,01 mdia™?t
substéncias organicas

As condigdes iniciais e de contorno para (1) e (2) sdo
definidas por:

Clant=0) = Gy, 5)
L(z,t = 0) = Ly, (6)
Clz =0,t) = Oy, %
L(e = 0,t) = Lo, ®)

ve - D00 = fe ©)
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onde Cy, e Ly, sdo as concentracdes iniciais de OD e DBO
no rio e Uy, e Ly, sdo as concentragdes de OD e DBO na
secdo z = 0m.

Em (9) e (10), fo e fr s@o os fluxos prescritos para OD
e DBO na secdo x = £. As partes advectivas de (9) e (10)
podem ser desconsideradas em situacdes de efluxo advectivo
no contorno, ou seja, as concentracdes de OD e DBO na dgua
que sai é definida pelo escoamento interno [4].

B. Solugcdo numérica

Para a formulacdo da solu¢do numérica, as derivadas de (1)
e (2) sdo discretizadas no tempo pelo método do fatoramento
implicito [1] e no espago pelo método de diferencgas finitas,
utilizando um esquema centrado, dados por:
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onde C7' e L} representam, respectivamente, as concentra-
¢des de OD e DBO conhecidas no tempo n para uma secao
transversal i e Cf“ e L?H representam, respectivamente, as
concentragdes de OD e DBO a serem descobertas no tempo
n + At. Az é o espagamento entre as n, se¢des transversais
calculadas e At é o passo de tempo adotado.
Rearranjando e isolando no lado esquerdo os termos no
tempo n + At, obtém-se:

aCi ' + B,CPH 4 (0CT) LT +4C7H = A (13)
aLPh + (0L7) CP @ L AL =1 (14)
onde
Ky = ko, - 298 (15)
Ky = U J0) (16)
¢= ijk (17
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V= The ~ 2Ae ay
g 281 (22)
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O termo C7, contido em ¢, precisa ser extrapolado e, para
isso, foi utilizada a seguinte fun¢do quadratica:

C; = 1.875C} —1.25C] " +0.375C) 2 (25)

onde os valores de OD no tempo n+ At sdo extrapolados para
cada secdo transversal ¢ utilizando os valores conhecidos nos
tempos anteriores n, n — At e n — 2At [1].

C. Procedimento de cdlculo

O sistema gerado por (13) e (14) € resolvido segundo o
modelo a seguir, onde as duas equacdes sdo acopladas, sendo
que as linhas impares representam o célculo das concentragdes
de OD e as pares o cdlculo das concentragdes de DBO.
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¢ € a matriz pentadiagonal com dimensdo 2n, X 2n, dos
parametros constantes, exceto por [3; e ¢;, que contém o0s
termos extrapolados previamente definidos. J4 W é o vetor
com dimensdo 2n, que contém os termos independentes, ou
seja, os valores conhecidos no tempo n. Por dltimo, x é o
vetor com dimensdo 2n, dos valores a serem calculados no
tempo n + At.

Para resolver o sistema acima foi desenvolvido um cédigo
computacional em linguagem Fortran que utiliza o conjunto
de rotinas da biblioteca Lapack (Linear Algebra Package).

D. Solucdo analitica

O modelo analitico leva a uma solu¢do exata [9] e por
isso ele ¢ utilizado para validar modelos numéricos. Porém, o
modelo analitico possui algumas desvantagens em relacio ao
numérico utilizado neste trabalho, em razao de ndo ter depen-
déncia temporal e ndo possuir o termo SOD, o qual representa
a demanda de oxigénio para decompor a matéria organica
presente no sedimento. Além disso, no modelo analitico Dy,
e U sdo obrigatoriamente constantes e k; ndo depende das
concentragdes de OD, dado que a constante de meia saturagao
ks € nula.




As solucdes analiticas de OD e DBO utilizadas neste
trabalho sdo baseadas nas equacdes de Streeter-Phelps [8],
dadas por:
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A concentracdo de OD ¢ funcdo de Dpp (déficit de OD):

C=Cs;—Dop 29)
As solucdes de (27) e (28) sdo dadas por [8]:
L = Ly, el2®) (30)
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Para que seja vidvel comparar a solucio numérica com
a analitica, € necessdrio fazer a simulacdo numérica das
concentragdes em um tempo suficientemente grande para que
o sistema atinja o regime permanente.

III. RESULTADOS E DISCUSSAO

Na presente se¢@o serdo apresentadas as simulagdes reali-
zadas do langamento de cargas orgénicas, representado pelas
concentragdo L, de DBO, na secdo localizada em = = 0m
para quatro cendrios distintos. Para os quatro cendrios, foi
considerado que o trecho simulado do rio tem eixo longitudinal
¢ predominante, ou seja, ndo sdo consideradas as variagdes
transversais de concentragcdo. Foram utilizados o espagamento
de grade de Az = 100m e o passo de tempo de At = 100s
para todos os cendrios.

A. Cendrio 1

O Cenirio 1 € simulado a fim de validar o modelo numérico.
Assim, € necessdrio tornar esse modelo mais simples para que
seja possivel comparar com o modelo analitico e, para isso,
foi considerado que SOD =0, ks =0 e vy = 0, ou seja, ndo
sdo consideradas a demanda de oxigénio pelo sedimento e a
sedimentacdo da matéria orgénica. O trecho simulado possui
comprimento igual a 30000 m e as condicdes iniciais adotadas
para o cendrio 1 sdo Cy, = Cs e Ly, =0 mgL~1, as condicdes
de contorno sdo C,, = Cs e Ly, = 20mgL~! e os fluxos
prescritos fc e fr, sdo considerados nulos.

A Fig. 1 representa a evolugdo temporal dos resultados
obtidos para a solucdo numérica de OD e DBO para a
secdo localizada em x = 18000m em relacdo ao ponto de
lancamento. Através dela é possivel observar que o modelo
numérico atinge o regime permanente ap6s um dia, o que torna
possivel a comparacio entre a solucdo numérica e a solucio
analitica apds cinco dias de simulacdo. Observa-se também
que a concentragdo de OD diminui conforme a concentracio
de DBO aumenta, mostrando o consumo de oxigénio para
decompor a matéria orginica existente nessa segio.
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Figura 1. Evolucdo temporal da solucdo numérica das concentragdes de
OD e DBO para o Cendrio 1 na secdo localizada a 18000 m do ponto de
langcamento.

A Fig. 2 representa os resultados obtidos para as concentra-
¢oes de OD e DBO para todo o eixo longitudinal apés cinco
dias de simulacdo. J4 a Fig. 3 representa os erros relativos de
OD e DBO obtidos para o Cendrio 1, que foram calculados
por (36).

| SOlnum - SOlanal. |
SOlanal.

x 100 (36)
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Figura 2. Evolugdo espacial da solucdo numérica e solucdo analitica das
concentracdes de OD e DBO para o Cenario 1, apés 5 dias de simulagao.
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Figura 3. Evolucéo espacial do erro relativo da concentragdo de OD e DBO
para o Cendrio 1, apds 5 dias de simulagao.

Os resultados (Fig. 2 e 3) mostram que existe uma boa
concordancia entre a solucdo numérica e analitica, gerando
erros relativos percentuais que ndo passam de 4% para o trecho
simulado, validando o modelo proposto neste trabalho.

Através da Fig. 3 é possivel observar que o erro relativo
das concentra¢des de OD sofre uma ligeira elevagdo no inicio
do trecho e depois cai gradualmente. Nota-se também que
as condi¢gdes de contorno em z = Om sdo diferentes para
a solucdo numérica e analitica, fato que é explicado pelos
efeitos dispersivos préximos a fonte. J4 o erro relativo das
concentragdes de DBO permanece menor do que o erro de
OD em quase todo o dominio.

B. Cendrio 2

No Cendrio 2 a simulagdo € mais complexa do que no
Cenario 1 porque os pardmetros SOD, ks e vg passam a
integrar a solu¢do numeérica, assumindo os valores mostrados
na Tabela I. O trecho simulado possui comprimento igual a
30000 m e as condigdes iniciais adotadas sdo: Cy, = Cs e
Ly, = 0mgL~!, as condigdes de contorno sio C,, = C,
e L,, = 20mgL~! e os fluxos prescritos fc e fr sdo
considerados nulos.

A Fig. 4 representa os resultados obtidos para as concentra-
¢des de OD e DBO para todo o eixo longitudinal apés cinco
dias de simulagdo e a Fig. 5 apresenta os erros relativos obtidos
no Cendrio 2.
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Figura 4. Evolugdo espacial da solucdo numérica e solucdo analitica das
concentracdes de OD e DBO para o Cendrio 2, apds 5 dias de simulag@o.
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Figura 5. Evolugdo espacial do erro relativo da concentragdo de OD e DBO
para o Cendrio 2, apds 5 dias de simulag@o.

As Fig. 4 e 5 mostram uma piora na concordancia entre
a solu¢do numérica e a analitica, quando comparado com o
Cendrio 1, fato ja esperado, visto que houve a inclusdo das
perdas de OD para o sedimento e da corre¢cdo da oxidacdo
a partir das concentra¢des de OD. A solucdo numérica, tanto
para OD como para DBO, apresenta valores maiores do que
a solucdo analitica em praticamente todo o trecho simulado
(Fig. 4), ou seja, a decomposi¢do da matéria orginica é mais
lenta e, por consequéncia, o consumo de oxigénio também.

O erro relativo das concentragdes de OD aumenta até
aproximadamente metade do dominio, onde atinge valores
préximos de 12%, e depois diminui. J4 o erro relativo das
concentragdes de DBO aumenta gradativamente, apresentando
valores préximos de 20% no final do dominio.

Através da Fig. 5, nota-se uma subida brusca dos erros rela-
tivos percentuais de OD e DBO perto da secdo transversal em



x = 30000 m. Isso ocorre por causa das condi¢des de contorno
fc = 0 e fr = 0 impostas somente na solucdo numérica e
ndo na analitica, implicando que as concentracdo da solucio
numérica na dltima se¢do transversal seja igual a da pendltima
secdo. Porém, se o trecho simulado for suficientemente longo,
¢ esperado que essas condicdes de contorno passem a ser
vélidas para a solugdo analitica (ver Cendrio 3).

C. Cendrio 3

Neste cendrio também sido considerados os paridmetros
SOD, ks e vs (ver Tabela I), o trecho simulado possui
comprimento igual a 80000 m e as condicdes iniciais adotadas
sdo: Cy, = Cy e Ly, = 0mgL~!, as condigdes de contorno
sdo Cy, = Cs, Ly, = 20mgL~" € os fluxos prescritos fc e
f1r sdo considerados nulos.

A Fig. 6 representa os resultados obtidos para as concentra-
¢des de OD e DBO para todo o eixo longitudinal ap6s cinco
dias de simulacdo e a Fig. 7 apresenta os erros relativos obtidos
no Cenaério 3.
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Figura 6. Evolugdo espacial da solucdo numérica e solucdo analitica das
concentracdes de OD e DBO para o Cendrio 3, apds 5 dias de simulag@o.
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Figura 7. Evolugdo espacial do erro relativo da concentragdo de OD e DBO
para o Cendrio 3, apds 5 dias de simulag@o.

Analisando a Fig. 7, € possivel notar que a subida brusca
do erro relativo, tanto para OD como para DBO, observada no

Cendrio 2 (ver Fig. 5) é suavizada quando o trecho € estendido
de 30000 m para 80000 m.

Através da Fig. 7 também € possivel notar que o erro relativo
das concentragdes de DBO cresce linearmente ao longo do
dominio, atingindo valores préximos a 40%, e no fim do trecho
comeca a cair novamente.

J4 o erro relativo das concentracdes de OD sobe no comeco
do dominio, atingindo seu pico préximo a 12%, comeca a
cair e atinge valores proximos de 0% na se¢do transversal em
aproximadamente x = 30000 m, onde volta a subir, mantendo
seus valores proximos a 5%.

D. Cendrio 4

Neste cendrio também sdo considerados os pardmetros
SOD, ks e vs (ver Tabela I), o trecho simulado possui
comprimento igual a 30000 m e as condicdes iniciais adotadas
sdo: Cy, = C5 e Ly, = 0mgL~1, as condicdes de contorno
sdo Cy, = Cs, Ly, =40 mgL~! e os fluxos prescritos fo e
f1 sdo considerados nulos.

A Fig. 8 representa os resultados obtidos para as concentra-
¢oes de OD e DBO para todo o eixo longitudinal apés cinco
dias de simulagdo. Para este cendrio a solu¢do numérica nao
foi comparada com a analitica, visto que a solucdo analitica
utilizada neste trabalho ndo é adequada para ser usada com
altas cargas de DBO.
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Figura 8. Evolugdo espacial da solucdo numérica e solucdo analitica das
concentracdes de OD e DBO para o Cendrio 4, apds 5 dias de simulag@o.

Com o aumento da carga organica introduzida no sistema,
houve o aumento da taxa de desoxigenagdo, o que levou
a solucdo numérica a apresentar concentracdes de OD que
ficam préximas de 0mgL~!, atingindo o estado andxico, e
que come¢am a aumentar de forma sutil no fim do dominio.
Através da Fig. 8 também nota-se que as concentragdes de
DBO comegam a cair de forma linear. Esse decaimento é
devido somente a sedimentacdo da matéria organica, ja que os
micro-organismos nao conseguem consumi-la por causa dos
baixos niveis de OD.

IV. CONCLUSAO

Neste trabalho foi desenvolvida uma solu¢do numérica que
resolve de forma acoplada as equagdes dos modelos matema-



ticos de OD e DBO, ndo fazendo simplificacdes geralmente
feitas em outros modelos. Neste modelo foram incluidas as
parcelas de difusao, adveccdo e de processos de transformacao
resultantes das reacgdes cinéticas e o eixo longitudinal foi
considerado predominante, implicando em um escoamento
unidimensional. Assim, foram simulados quatro cendrios dis-
tintos com especificas condi¢des iniciais e de contorno.

A solucdo numérica proposta neste trabalho foi capaz de
gerar resultados convergentes com a solucao analitica dada por
Streeter-Phelps, validando assim o modelo numérico desenvol-
vido. Isso foi observado pelos resultados obtidos no Cendrio
1, onde o modelo numérico € simplificado a fim de se adequar
ao analitico, gerando erros relativos percentuais abaixo de 5%.

J4 para os Cendrios 2, 3 e 4, onde o modelo é mais complexo
do que o analitico, foi possivel observar que a matéria orginica
¢é consumida mais rapidamente no modelo analitico, o que leva
a menores concentragdes de OD no corpo hidrico. Este fato
torna o modelo analitico pouco eficiente para casos onde ha
uma maior descarga de matéria organica (Cendrio 4).

Portanto, conclui-se que a solu¢do numérica desenvolvida
neste trabalho possui a capacidade de resolver a dindmica
da poluicdo das dguas por lancamentos de cargas de matéria
organica, como lancamento de esgotos, em conjunto com as
concentragdes de OD ao longo do trecho simulado e, por isso,
espera-se que novos trabalhos referentes a este modelo possam
ser desenvolvidos.
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