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Resumo—A condutividade térmica efetiva de compositos perié-
dicos bifasicos fibrosos, com fibra de geometria arbitraria e com
fases em contato térmico imperfeito, isto €, com barreira térmica
nas interfases é obtida através da combinacdo dos métodos de
homogeneizacio assintética, decomposicio de dominios e elemen-
tos finitos. O método de homogeneizacio assintética é utilizado
na construcdo dos chamados problemas locais sobre a célula
de periodicidade, de cujas solucdes depende a condutividade
efetiva. A resolucio numérica dos problemas locais requer um
tratamento especial por causa da descontinuidade da tempera-
tura nas interfases devido a barreira térmica. Assim, se propoe
decompor em dois problemas, um para cada fase, integrados
mediante uma equacéo de enlace. O método de elementos finitos,
implementado no software livre FreeFEM++, é utilizado para
resolver ambos os problemas. O enfoque de FreeFEM++, baseado
na formulacio variacional dos problemas, permite considerar
geometrias arbitrarias tanto da secio transversal da fibra quanto
da célula periodica. Resultados para o caso de célula periddica
quadrada e fibra de secio transversal dado pelo interior da
superelipse em trés casos sao apresentados.

Palavras-chave—contato térmico imperfeito; condutividade
térmica efetiva; homogeneizacio assintética; decomposicio de
dominios; elementos finitos

I. INTRODUCAO

Materiais compésitos fibrosos artificiais e naturais com
propriedades rapidamente oscilantes aparecem em diversas
aplicagdes, por exemplo na construgdo civil [1], na biome-
dicina [2], dentre outros. Por isso o estudo do seu com-
portamento, baseado no conhecimento de suas fases consti-
tuintes e dos processos que ocorrem neles, € uma drea de
pesquisa e desenvolvimento muito importante. O estudo dos
fendmenos de transporte em materiais compdsitos, como a
condutividade térmica, € uma 4rea de pesquisa de considerdvel
interesse, ver [3], [4], [5], [6], [7], [8]. Em particular, existe
evidéncia experimental [5], [9], [10], [11], que indica que a
condutividade térmica efetiva é afetada pela existéncia de uma
barreira térmica resistiva nas interfases entre as constituintes
dos compdsitos.

Neste trabalho, considera-se o célculo da condutividade
térmica efetiva de compdsitos condutivos bifasicos formados
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por uma matriz contendo fibras de geometria arbitraria, pe-
riodicamente distribuidas na microescala e que apresentam
uma barreira térmica nas interfases. A abordagem inicial estd
baseada no método de homogeneizacdo assintética (MHA),
cujos fundamentos matemadticos podem ser encontrados em
[12], [13], dentre outros. O MHA procura a solu¢cdo do
problema de valores de contorno/iniciais com coeficientes
rapidamente oscilantes que modela o comportamento fisico
do compdsito periddico na forma de uma série assintética
em duas escalas em termos das poténcias de um parametro
pequeno que representa a separagdo das escalas estruturais
do compdsito. Para resolver os chamados problemas locais
que resultam da aplicacdo do MHA, utiliza-se o método de
elementos finitos (MEF) [14], [15], o qual permite considerar
geometrias arbitrdrias para as se¢Oes transversais das fibras e
da célula basica cuja replicacdo periddica gera o compdsito sob
estudo. Em particular, utiliza-se a implementacdo do MEF em
FreeFEM++ [16], o qual é um software livre projetado para
resolver sistemas de equacdes diferenciais cuja particularidade
consiste em discretizar diretamente a formulag¢do variacional
correspondente, ou seja, ¢ muito proximo da formulacdo
matemdtica do MEF.

Solucdes analiticas e numéricas de problemas com contato
térmico imperfeito t€m sido reportadas em casos de geo-
metrias e materiais especificos como em [7], [17]. De fato,
a existéncia de uma barreira térmica entre as fases requer
um tratamento numérico especial do termo que contém a
integral de superficie na formulac@o variacional. Em [17], para
uma célula de geometria hexagonal com inclusdo circular, se
duplicam os graus de liberdade dos nds globais da interfase
para aplicar o MEF na sua forma tradicional; em [3] propde-
se uma formulagdo variacional dual hibrida, se compara com
a formulacdo variacional de Galerkin descontinua de [18], e
se apresentam resultados numéricos para uma regido circular
com uma inclusdo circular. Neste trabalho, para o tratamento
do contato térmico imperfeito, propde-se aplicar um método de
decomposicido de dominios (MDD) [19], [20] e em cada itera-
¢do procurar a solucdo via MEF em cada subdominio (de fato,



¢ possivel aplicar métodos de aproximacdo diferentes em cada
subdominio). As ideias iniciais do MDD foram desenvolvidas
por Schwarz [21] para regides com subdominios sobrepostos,
e modificacdes posteriores foram introduzidas em [22] para
regides com uma quantidade arbitrdria de subdominios ndo
sobrepostos. Nossa proposta introduz uma modificagdo no
algoritmo de [22].

Este trabalho estd organizado como segue: a se¢do 2 apre-
senta a formulag@o do problema da distribuicio estaciondria da
temperatura em um meio condutivo periddico bifdsico fibroso;
a sec¢do 3 contém as ideias basicas do MHA e a formulago dos
problemas locais sobre a célula periddica; a se¢dio 4 apresenta a
combinagdo do MDD e do MEF na formulagdo variacional que
permite a implementa¢do em FreeFEM++ desta estratégia de
solucdo dos problemas locais; a secdo 5 contém os resultados
da abordagem semianalitica proposta para trés geometrias da
fibra diferentes; as conclusdes sdo apresentadas na secdo 6.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Neste trabalho, considera-se o problema da distribuigcdo
estaciondria da temperatura em compdsitos condutivos bifa-
sicos formados por fases constituintes isotropicas organizadas
como uma matriz de condutividade térmica K ™) contendo
uma distribuicdo microperiédica de fibras paralelas idénti-
cas de secdo transversal arbitrdria e condutividade térmica
K. Ainda, considera-se que existe uma barreira térmica
nas interfases. Dado que a heterogeneidade destes compoési-
tos é bidimensional, sua caracterizacdo geométrica pode ser
obtida a partir da secdo transversal a dire¢do das fibras. O
cardter microscOpico da heterogeneidade € especificado pelo
parametro geométrico ¢, 0 < ¢ < 1, que caracteriza a
separacdo de escalas estruturais, sendo que a macroescala e
a microescala sdo percorridas nas varidveis global x € R?
e local y = x/e, respectivamente. Seja 2 C R? a regido
ocupada pela secdo transversal do compdsito, na qual as
regides ocupadas pelas secdes transversais da matriz, as fibras
e as interfases sdo 25, (27 e I'°, respectivamente, de maneira
que x € Q = Q5,UQ5UI'*. A periodicidade da microestrutura
¢ descrita pela replicacdo de uma célula bésica Y* = €Y,
em que a matriz, a fibra e a interfase ocupam as regides
Yu, Yr e T' = £7'T'%, respectivamente, de maneira que
yeY =Yy UYrUT, ver Fig. 1. Ainda, as interfases estdo
caracterizadas pelas condutincias global 3¢, x € I', e local

B=¢c"1p5, yel.

Fig. 1. Secdo transversal de um compdsito bifdsico periédico formado por
uma matriz contendo fibras paralelas idénticas de secdo transversal arbitrdria.

Para cada € > 0, o problema da distribui¢do estaciondria da
temperatura 7°°(x) nos compdsitos descritos acima consiste
em encontrar 7° € H!_ (Y*) tal que

per
V- (KFOVTW) = f(x), x €T, ()
KE(x)VT*(x) -n =[], xeI*, (2
[K°(x)VT® -n] =0, x €T*, 3)

T°(x) =0, x € 09, 4

em que H), . (Y) = {T° € H'(Q) : T° é Y*-periddica},

e [] é o operador de salto ao atravessar I'* da matriz a
fibra. Ainda, f € L?(Q) é a densidade das fontes de calor,
e n representa o vetor normal unitdrio exterior as fibras.
O coeficiente K¢(x) = K(x/e) é o tensor de segunda
ordem da condutividade térmica, Y ¢-periddico, simétrico e
definido positivo, ou seja, K;; = K7;, e existem constantes
a_,ar € Ry, a_ < ay, tais que, para todo x € O\I's,
|62 < K*(x)€ - € < ay[¢]? para todo € € R2,

Observe que K¢(x) é constante por partes, ou seja,
K€|Q§w = KWM) ¢ K5|Q§ = K ¢, consequentemente, para &
suficientemente pequeno, K ¢(x) oscila rapidamente. Este fato,
junto com a complexidade da geometria e a presenca de des-
continuidades nas interfases, faz com que a resolugdo analitica
direta seja praticamente impossivel. Por outro lado, a aplicacao
direta de um método numérico requereria uma discretizacao
muito fina do dominio para capturar o cardter rapidamente
oscilante do coeficiente, o qual aumentaria consideravelmente
0 custo computacional e comprometeria a convergéncia do
método. Uma alternativa matematicamente rigorosa e eficiente
para resolver estes problemas é o método de homogeneizacao
assintdtica, o qual serd descrito a seguir.

[II. METODO DE HOMOGENEIZACAO
ASSINTOTICA

O MHA, cujos fundamentos matemdticos podem ser en-
contrados em, por exemplo, [12], [13], é um dos métodos
de homogeneizagdo matemadtica para resolver problemas de
valores de contorno/iniciais para equacdes diferenciais em
derivadas parciais com coeficientes rapidamente oscilantes que
modela o comportamento fisico de meios heterogéneos que
satisfazem a hipétese do continuo e apresentam separacio de
escalas estruturais caracterizada pelo pardmetro pequeno e.
Sob tais condigdes, prova-se que o meio heterogéneo cumpre a
hipdtese de homogeneidade equivalente, isto €, que existe um
meio homogéneo ideal modelado por um problema de valores
de contorno/iniciais para equacdes diferenciais em derivadas
parciais com coeficientes constantes que é o limite fraco
quando ¢ — 07 da sequéncia de problemas (1)-(4) indexada
por e. Tal convergéncia é o sentido da frase “homogeneizagdo
matemdtica”. O problema limite para o meio homogéneo ¢
chamado de problema homogeneizado e seus coeficientes sao
os chamados coeficientes efetivos do meio heterogéneo. Em
particular, o MHA procura uma solugdo assintética formal do
problema (1)-(4) que, neste caso, é uma expansdo assintdtica
da solugdo exata T°(x) como segue:

T4 (x) ~ To(x) + eN (;) VTh(x) + O(e2),  (5)



em que N (y) = (N1(y), Na2(y)), e To(x) é a solugdo do
problema homogeneizado

—V - (K"VTy(x)) = f(x), x€Q, (6)

Ty(x) = 0, x € I, )

cujo coeficiente efetivo K é um tensor constante de segunda
ordem e estd rigorosamente definido mediante o processo
assintético. Neste caso, as componentes K Z’}C do tensor efetivo
K" sdo dadas por:

8A@<y>>7 (&

Kl = <Kik(y) + Kij (y) 9y
J

em que (-) = [,.(-)dy é o operador de valor médio sobre a
célula periddica Y. Ainda, as fungdes Ni(y), k = 1,2, sdo
as solucdes periddicas dos chamados problemas locais sobre
a célula periddica Y':

V(K(y)V(Nk(y) +yk)) =0, y € Y\I )
K(y)V(Ni(y) +yx) - n=—B[Np(y)], yeT' (10
[K(y)V(Ne(y) +yx) -n] =0, yel' (11)
(Ni(y)) =0. (12)

E possivel provar (ver [13]) que a solucio exata T°(x) do
problema original (1)-(4) converge no sentido fraco a solucao
To(x) do problema homogeneizado (6), (7) quando & — 07:
|T¢ — To|lr2¢a) — 0. Neste trabalho se presta aten¢do a
solucdo dos problemas na célula periddica (9)-(12).

IV. SOLUCAO NUMERICA DOS PROBLEMAS NA
CELULA PERIODICA

Para abordar a condi¢do de contato imperfeito na inter-
fase, neste trabalho aplica-se uma variante do Método de
Decomposi¢do de Dominios (MDD), [19], [20]. A ideia bésica
destes métodos consiste em decompor a regido de interesse em
subdominios, o qual permite aproximar a solu¢cdo de maneira
independente em cada subdominio. Assim, a solucdo sobre a
regido como um todo pode ser obtida mediante subestruturacao
iterativa como mostra-se em [23] ou, como aqui, enlacando os
subdominios mediante condigdes na interfase como é feito em
[22] e [24].

Neste trabalho, a regido primdria é aquela ocupada pela
célula periédica Y = Yp; UY; UL C R%, em que M e [
denotam a matriz e a fibra, respectivamente, e I' € a interfase
entre elas. Observe que Yy, e Y; definem uma decomposicio
de Y em subdominios conexos disjuntos.

A. Decomposicdo de dominios

A seguir, o MDD ¢ aplicado ao problema local (9)-(12) para
k = 1 para obter N1 (y). Para obter N»(y), o desenvolvimento
¢ similar. Para simplificar a notagdo, considere u = N7 neste
problema. Assim, tem-se que encontrar v € H} (V) que
satisfaca (9)-(12). A ideia é resolver de maneira alternada o
problema na matriz e na fibra. Seja u™) = uly,,, uD) = uly,,
ny; = —n e n; = n. Para calcular u™) e u!) emprega-se a

seguinte modificacdo do esquema iterativo de Lions [22].

A 1 M
Encontrar as sequéncias { 51 )} S usl )
nenN

e ()
neN

uéM) e uéﬁ, tais que

€ H).,(Yu),

ul e H L(Y7), conhecidos os termos iniciais

Ve (K009 (u] +m)) =0, y € Var, (13)
KMy (ufﬁz + y1> g+l
=puM + (A= p)ulD), yerl, (14)
€
V. (Kmv (uﬁfll +y1)) —0, yev;, (15)
K4 )V( ¢ +y1) 'n1+()\*5)“£ﬁrl
=(A—B)ul n+17 yel. (16)

O pardmetro A > 0 é uma constante utilizada para controlar
a convergéncia do processo iterativo definido por (13)-(16).
Com este esquema tem-se que

KMy ( + yl) ‘ny + KOV (“521
=8 (w0 —u)) + = 8) (u —ul)y).

Logo, para (11) ser satisfeita, é necessdrio que

|

para n — oo, o qual fornece o critério de parada do processo
iterativo.

(M)

I
Up41 N —uld

un+1 n ’

(M) ‘

L2(Y) ¢ ’ L2(Y)

B. Aproximagdo por elementos finitos com FreeFEM++

Neste trabalho, a solu¢do numérica dos problemas na matriz
(13), (14) e na fibra (15), (16) € obtida mediante a aplica¢do do
MEF [14], [15], implementado no software livre FreeFEM++
[16]. Diferentemente de outros softwares comerciais, 0s quais
focam em aplicagbes para engenharia e funcionam como
caixa preta (sistema fechado de alta complexidade e estrutura
interna desconhecida), o FreeFEM++ constréi a aproximacao
por elementos finitos partindo da formulacdo variacional do
problema. Dado que a eficiéncia do MEF depende da ordem de
aproximacdo atingida com as fungdes de interpolagdo definidas
pelos elementos finitos e da consisténcia entre o modelo
continuo original e o modelo discreto dado pelo MEF, se
propde utilizar polindmios de interpolagdo lineares por partes
definidos por elementos triangulares de trés nds.

A formulagdo variacional do problema definido por (13),
(14) é como segue. Seja H. pe, (Yar) o espaco das fungdes teste
definido por

H,.,(Yar) = {ve H" () : v é Ya-periddica} .
Encontrar us\ﬂ € H,.,(Yy) tal que, para todo v €
Hper(YM)

a (ugﬂ,v) =1I(v) (17)



em que a(.,.) é uma forma bilinear,

a (Ug\ﬁa 11) = / Vo - (K(M)V (uff\ﬁ + y1>) dy
Yum

+f{ xoulM)ds,  (18)
T
e I(.) é uma forma linear,
I(v) = 74 v (ﬁug‘“ds (A —5) u;”) ds. (19
T

Similarmente, a formulac¢do variacional do problema definido
por (15), (16) é: Dado u?ﬁ € HI}ET(YM) solugdo de (17),

encontrar ufﬁ_l € H'(Y7) tal que, para todo w € H'(Y7),

a (ug_‘)_l,w) = l(w), (20)
a (ugﬁ_l,w) = /Y Vuw - (K(I)V (ugﬁl + y1)) dy
+% A=05) wugllllds (21)
r
l(w) = ﬁ A=0) wugl]\ﬁds. (22)

A discretizagio Y}, da regido Yj; ocupada pela matriz na
célula basica mediante uma malha de elementos finitos de
dimensio J leva a considerar o espago funcional H;QT(Y]‘CI) -
H}..(Yar). Logo, a aproximagdo aMh e H).,(Y3) via FEM
(M) (Yar) € tal que, para todo v € H},,.(Y})),

de u, ., € H)
a (ﬂfﬁ%,v) =(v).

per

Analogamente, da formulacdo variacional (20) tem-se que
a aproximagao ﬂ7(11+)1 € HY(Y?) c H*(Y7) via FEM de U;I+)1
é tal que, para todo w € H(Y}),

a (ﬁiﬁ_l,w) = l(w).

FreeFEM++ € utilizado para a aplicacdo do MEF. Este € um
software livre, o que permite que os cddigos desenvolvidos
sejam disponibilizados para toda a comunidade cientifica.
Sua particularidade consiste em trabalhar direitamente com
a discretizacdo da formulag@o variacional associada dada por
uma forma bilinear a(u,v), uma forma linear /(v), e con-
dicdes de contorno definidas parametricamente, a partir da
qual FreeFEM++ constréi o sistema de equacdes lineares
correspondente (para mais detalhes, ver [16]). Para resolver
o sistema de equagdes lineares resultante, FreeFEm++ uti-
liza fundamentalmente trés métodos: CG (método iterativo
de gradiente conjugado para matrizes simétricas definidas
positivas), UMFPACK (método direto baseado em fatoracdo)
e GMRES (método iterativo do residuo minimo generalizado
para matrizes de grandes dimensdes e com poucos elementos
ndo nulos). Neste trabalho, utiliza-se GMRES.

(23)

(24)

V. ALGUNS RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados numéricos apresentados a seguir foram ob-
tidos utilizando um processador Intel Core i7-3632QM @
2.20GHz, com 6 GB RAM, e 64-bits OS.

Considera-se um compdésito formado por uma matriz iso-
trépica de condutividade K (M) reforcada por fibras com
condutividade K(!) e secdo transversal dada pelo interior da
superelipse |£|" 4- |#|" = 1, em que os comprimentos a e b
dos semieixos e o expoente 1, a,b,n € R*, determinam seu
formato (n = 1 é o losango, n = 2 é a elipse, e n — o©
é o retangulo). Aqui, consideram-se os trés casos tipicos, a
saber, n < 1,1 <n<2en>2 paraa=>», ver Fig. 2. O
comportamento efetivo deste tipo de compdsito € isotrdpico.

A discretizacdo da célula periddica deste composito foi
realizada por elementos finitos triangulares de trés nds lineares
continuos por partes. A Fig. 3 apresenta a discretizacdo da
célula basica com fibra de se¢fo transversal supereliptica para
n =07 n=13¢en =4 com semieixos a = b = 0.5.
Observa-se a maior densidade de elementos nas regides pro-
ximas aos vértices.

As solugdes dos problemas locais Ni(y), k = 1,2, foram
obtidas pelo método de decomposi¢do de dominios descrito
acima, aplicando o método de elementos finitos em cada
iteragdo. As Figs. 4 e 5 apresentam o comportamento destas
solugdes locais N1(y) e Na(y), respectivamente, para as trés
geometrias da secdo transversal da fibra descritas acima para
vérios valores do nimero de Biot. As colunas correspondem
an=07n=13en =4, e as linhas a Bi = 10* com
k = —3,1, 3, respectivamente. Os valores correspondentes da
condutividade efetiva normalizada K7, /K ™) sio apresenta-
dos na Tabela I.

Fig. 2. Célula quadrada com fibra de se¢do transversal supereliptica para
a=ben<l,l1<n<2en>2

Fig. 3. Discretizagdo por elementos finitos da célula bdsica com fibra de
secdo transversal supereliptica coma = b =05en = 0.7, n = 13 e
n =4.
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Tabela I
ESTIMACOES DE K{II/K(M) (FIBRA SUPERELIPTICA)

k| n=07 n =13 n=4

-3 | 0.797487 | 0.723803 | 0.620335
0.936109 | 0.912538 | 0.900320

3 | 1.055890 | 1.109740 | 1.167200

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvida uma combinagdo do mé-
todo de decomposi¢do de dominios com o método de ele-
mentos finitos para resolver numericamente os problemas
locais que surgem da aplicacio do método de homogenei-
zacdo assintdtica. Ao melhor do nosso conhecimento, tal
abordagem semianalitica € original, e permitiu a obtencao
das propriedades efetivas de compdsitos condutivos forma-
dos por uma matriz contendo uma distribuicdo periddica de

fibras de secdo transversal arbitrdria, sendo a célula bésica

de tais compdsitos também de geometria arbitraria, e com
uma barreira térmica nas interfases. A implementagdo destas
técnicas analiticas e numéricas no software livre FreeFEM++
traz diversas vantagens, dentre elas: i) a discretizacdo direta
da formulagdo variacional do problema contribui fortemente
tanto a diversidade de problemas que podem ser estudados
quanto a maior precisdo dos resultados obtidos; ii) ndo ser um
software do tipo caixa preta permite um maior controle dos
processos de resolucdo; iii) ser um software livre permite que
os cddigos desenvolvidos sejam disponibilizados para toda a
comunidade cientifica; iv) € possivel a integragdo com outros
softwares como, por exemplo, Matlab®. Tendo evidenciado a
potencialidade da abordagem semianalitica apresentada neste
trabalho, vdrias aplicacdes e generalizagdes estdo em estudo
e/ou desenvolvimento.
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