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Resumo—A condutividade térmica efetiva de compósitos perió-
dicos bifásicos fibrosos, com fibra de geometria arbitrária e com
fases em contato térmico imperfeito, isto é, com barreira térmica
nas interfases é obtida através da combinação dos métodos de
homogeneização assintótica, decomposição de domínios e elemen-
tos finitos. O método de homogeneização assintótica é utilizado
na construção dos chamados problemas locais sobre a célula
de periodicidade, de cujas soluções depende a condutividade
efetiva. A resolução numérica dos problemas locais requer um
tratamento especial por causa da descontinuidade da tempera-
tura nas interfases devido à barreira térmica. Assim, se propõe
decompor em dois problemas, um para cada fase, integrados
mediante uma equação de enlace. O método de elementos finitos,
implementado no software livre FreeFEM++, é utilizado para
resolver ambos os problemas. O enfoque de FreeFEM++, baseado
na formulação variacional dos problemas, permite considerar
geometrias arbitrárias tanto da seção transversal da fibra quanto
da célula periódica. Resultados para o caso de célula periódica
quadrada e fibra de seção transversal dado pelo interior da
superelipse em três casos são apresentados.

Palavras-chave—contato térmico imperfeito; condutividade
térmica efetiva; homogeneização assintótica; decomposição de
domínios; elementos finitos

I. INTRODUÇÃO

Materiais compósitos fibrosos artificiais e naturais com
propriedades rapidamente oscilantes aparecem em diversas
aplicações, por exemplo na construção civil [1], na biome-
dicina [2], dentre outros. Por isso o estudo do seu com-
portamento, baseado no conhecimento de suas fases consti-
tuintes e dos processos que ocorrem neles, é uma área de
pesquisa e desenvolvimento muito importante. O estudo dos
fenômenos de transporte em materiais compósitos, como a
condutividade térmica, é uma área de pesquisa de considerável
interesse, ver [3], [4], [5], [6], [7], [8]. Em particular, existe
evidência experimental [5], [9], [10], [11], que indica que a
condutividade térmica efetiva é afetada pela existência de uma
barreira térmica resistiva nas interfases entre as constituintes
dos compósitos.

Neste trabalho, considera-se o cálculo da condutividade
térmica efetiva de compósitos condutivos bifásicos formados

por uma matriz contendo fibras de geometria arbitrária, pe-
riodicamente distribuídas na microescala e que apresentam
uma barreira térmica nas interfases. A abordagem inicial está
baseada no método de homogeneização assintótica (MHA),
cujos fundamentos matemáticos podem ser encontrados em
[12], [13], dentre outros. O MHA procura a solução do
problema de valores de contorno/iniciais com coeficientes
rapidamente oscilantes que modela o comportamento físico
do compósito periódico na forma de uma série assintótica
em duas escalas em termos das potências de um parâmetro
pequeno que representa a separação das escalas estruturais
do compósito. Para resolver os chamados problemas locais
que resultam da aplicação do MHA, utiliza-se o método de
elementos finitos (MEF) [14], [15], o qual permite considerar
geometrias arbitrárias para as seções transversais das fibras e
da célula básica cuja replicação periódica gera o compósito sob
estudo. Em particular, utiliza-se a implementação do MEF em
FreeFEM++ [16], o qual é um software livre projetado para
resolver sistemas de equações diferenciais cuja particularidade
consiste em discretizar diretamente a formulação variacional
correspondente, ou seja, é muito próximo da formulação
matemática do MEF.

Soluções analíticas e numéricas de problemas com contato
térmico imperfeito têm sido reportadas em casos de geo-
metrias e materiais específicos como em [7], [17]. De fato,
a existência de uma barreira térmica entre as fases requer
um tratamento numérico especial do termo que contém a
integral de superfície na formulação variacional. Em [17], para
uma célula de geometria hexagonal com inclusão circular, se
duplicam os graus de liberdade dos nós globais da interfase
para aplicar o MEF na sua forma tradicional; em [3] propõe-
se uma formulação variacional dual híbrida, se compara com
a formulação variacional de Galerkin descontínua de [18], e
se apresentam resultados numéricos para uma região circular
com uma inclusão circular. Neste trabalho, para o tratamento
do contato térmico imperfeito, propõe-se aplicar um método de
decomposição de domínios (MDD) [19], [20] e em cada itera-
ção procurar a solução via MEF em cada subdomínio (de fato,



é possível aplicar métodos de aproximação diferentes em cada
subdomínio). As ideias iniciais do MDD foram desenvolvidas
por Schwarz [21] para regiões com subdomínios sobrepostos,
e modificações posteriores foram introduzidas em [22] para
regiões com uma quantidade arbitrária de subdomínios não
sobrepostos. Nossa proposta introduz uma modificação no
algoritmo de [22].

Este trabalho está organizado como segue: a seção 2 apre-
senta a formulação do problema da distribuição estacionária da
temperatura em um meio condutivo periódico bifásico fibroso;
a seção 3 contém as ideias básicas do MHA e a formulação dos
problemas locais sobre a célula periódica; a seção 4 apresenta a
combinação do MDD e do MEF na formulação variacional que
permite a implementação em FreeFEM++ desta estratégia de
solução dos problemas locais; a seção 5 contém os resultados
da abordagem semianalítica proposta para três geometrias da
fibra diferentes; as conclusões são apresentadas na seção 6.

II. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA
Neste trabalho, considera-se o problema da distribuição

estacionária da temperatura em compósitos condutivos bifá-
sicos formados por fases constituintes isotrópicas organizadas
como uma matriz de condutividade térmica K(M) contendo
uma distribuição microperiódica de fibras paralelas idênti-
cas de seção transversal arbitrária e condutividade térmica
K(I). Ainda, considera-se que existe uma barreira térmica
nas interfases. Dado que a heterogeneidade destes compósi-
tos é bidimensional, sua caracterização geométrica pode ser
obtida a partir da seção transversal à direção das fibras. O
caráter microscópico da heterogeneidade é especificado pelo
parâmetro geométrico ε, 0 < ε � 1, que caracteriza a
separação de escalas estruturais, sendo que a macroescala e
a microescala são percorridas nas variáveis global x ∈ R2

e local y = x/ε, respectivamente. Seja Ω ⊂ R2 a região
ocupada pela seção transversal do compósito, na qual as
regiões ocupadas pelas seções transversais da matriz, as fibras
e as interfases são ΩεM , ΩεI e Γε, respectivamente, de maneira
que x ∈ Ω = ΩεM∪ΩεI∪Γε. A periodicidade da microestrutura
é descrita pela replicação de uma célula básica Y ε = εY ,
em que a matriz, a fibra e a interfase ocupam as regiões
YM , YI e Γ = ε−1Γε, respectivamente, de maneira que
y ∈ Y = YM ∪ YI ∪ Γ, ver Fig. 1. Ainda, as interfases estão
caracterizadas pelas condutâncias global βε, x ∈ Γε, e local
β = ε−1βε, y ∈ Γ.

Fig. 1. Seção transversal de um compósito bifásico periódico formado por
uma matriz contendo fibras paralelas idênticas de seção transversal arbitrária.

Para cada ε > 0, o problema da distribuição estacionária da
temperatura T ε(x) nos compósitos descritos acima consiste
em encontrar T ε ∈ H1

per(Y
ε) tal que

−∇ · (Kε(x)∇T ε(x)) = f(x), x ∈ Ω\Γε, (1)
Kε(x)∇T ε(x) · n = −βε JT εK , x ∈ Γε, (2)
JKε(x)∇T ε · nK = 0, x ∈ Γε, (3)

T ε(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (4)

em que H1
per(Y

ε) = {T ε ∈ H1(Ω) : T ε é Y ε-periódica},
e J·K é o operador de salto ao atravessar Γε da matriz à
fibra. Ainda, f ∈ L2(Ω) é a densidade das fontes de calor,
e n representa o vetor normal unitário exterior às fibras.
O coeficiente Kε(x) = K(x/ε) é o tensor de segunda
ordem da condutividade térmica, Y ε-periódico, simétrico e
definido positivo, ou seja, Kε

ij = Kε
ji, e existem constantes

α−, α+ ∈ R∗+, α− < α+, tais que, para todo x ∈ Ω\Γε,
α−|ξ|2 ≤ Kε(x)ξ · ξ ≤ α+|ξ|2 para todo ξ ∈ R2.

Observe que Kε(x) é constante por partes, ou seja,
Kε|Ωε

M
= K(M) e Kε|Ωε

I
= K(I) e, consequentemente, para ε

suficientemente pequeno, Kε(x) oscila rapidamente. Este fato,
junto com a complexidade da geometria e a presença de des-
continuidades nas interfases, faz com que a resolução analítica
direta seja praticamente impossível. Por outro lado, a aplicação
direta de um método numérico requereria uma discretização
muito fina do domínio para capturar o caráter rapidamente
oscilante do coeficiente, o qual aumentaria consideravelmente
o custo computacional e comprometeria a convergência do
método. Uma alternativa matematicamente rigorosa e eficiente
para resolver estes problemas é o método de homogeneização
assintótica, o qual será descrito a seguir.

III. MÉTODO DE HOMOGENEIZAÇÃO
ASSINTÓTICA

O MHA, cujos fundamentos matemáticos podem ser en-
contrados em, por exemplo, [12], [13], é um dos métodos
de homogeneização matemática para resolver problemas de
valores de contorno/iniciais para equações diferenciais em
derivadas parciais com coeficientes rapidamente oscilantes que
modela o comportamento físico de meios heterogêneos que
satisfazem a hipótese do contínuo e apresentam separação de
escalas estruturais caracterizada pelo parâmetro pequeno ε.
Sob tais condições, prova-se que o meio heterogêneo cumpre a
hipótese de homogeneidade equivalente, isto é, que existe um
meio homogêneo ideal modelado por um problema de valores
de contorno/iniciais para equações diferenciais em derivadas
parciais com coeficientes constantes que é o limite fraco
quando ε → 0+ da sequência de problemas (1)-(4) indexada
por ε. Tal convergência é o sentido da frase “homogeneização
matemática”. O problema limite para o meio homogêneo é
chamado de problema homogeneizado e seus coeficientes são
os chamados coeficientes efetivos do meio heterogêneo. Em
particular, o MHA procura uma solução assintótica formal do
problema (1)-(4) que, neste caso, é uma expansão assintótica
da solução exata T ε(x) como segue:

T ε(x) ≈ T0(x) + εN
(x
ε

)
· ∇T0(x) +O(ε2), (5)



em que N (y) = (N1(y), N2(y)), e T0(x) é a solução do
problema homogeneizado

−∇ · (Kh∇T0(x)) = f(x), x ∈ Ω, (6)
T0(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (7)

cujo coeficiente efetivo Kh é um tensor constante de segunda
ordem e está rigorosamente definido mediante o processo
assintótico. Neste caso, as componentes Kh

ik do tensor efetivo
Kh são dadas por:

Kh
ik =

〈
Kik(y) +Kij (y)

∂Nk (y)

∂yj

〉
, (8)

em que 〈·〉 =
∫
Y

(·)dy é o operador de valor médio sobre a
célula periódica Y . Ainda, as funções Nk(y), k = 1, 2, são
as soluções periódicas dos chamados problemas locais sobre
a célula periódica Y :

∇ · (K(y)∇(Nk(y) + yk)) = 0, y ∈ Y \Γ (9)
K(y)∇(Nk(y) + yk) · n = −β JNk(y)K , y ∈ Γ (10)

JK(y)∇(Nk(y) + yk) · nK = 0, y ∈ Γ (11)
〈Nk(y)〉 = 0. (12)

É possível provar (ver [13]) que a solução exata T ε(x) do
problema original (1)-(4) converge no sentido fraco à solução
T0(x) do problema homogeneizado (6), (7) quando ε → 0+:
‖T ε − T0‖L2(Ω) → 0. Neste trabalho se presta atenção a
solução dos problemas na célula periódica (9)-(12).

IV. SOLUÇÃO NUMÉRICA DOS PROBLEMAS NA
CÉLULA PERIÓDICA

Para abordar a condição de contato imperfeito na inter-
fase, neste trabalho aplica-se uma variante do Método de
Decomposição de Domínios (MDD), [19], [20]. A ideia básica
destes métodos consiste em decompor a região de interesse em
subdomínios, o qual permite aproximar a solução de maneira
independente em cada subdomínio. Assim, a solução sobre a
região como um todo pode ser obtida mediante subestruturação
iterativa como mostra-se em [23] ou, como aqui, enlaçando os
subdomínios mediante condições na interfase como é feito em
[22] e [24].

Neste trabalho, a região primária é aquela ocupada pela
célula periódica Y = YM ∪ YI ∪ Γ ⊂ R2, em que M e I
denotam a matriz e a fibra, respectivamente, e Γ é a interfase
entre elas. Observe que YM e YI definem uma decomposição
de Y em subdomínios conexos disjuntos.

A. Decomposição de domínios

A seguir, o MDD é aplicado ao problema local (9)-(12) para
k = 1 para obter N1(y). Para obter N2(y), o desenvolvimento
é similar. Para simplificar a notação, considere u = N1 neste
problema. Assim, tem-se que encontrar u ∈ H1

per(Y ) que
satisfaça (9)-(12). A ideia é resolver de maneira alternada o
problema na matriz e na fibra. Seja u(M) = u|YM

, u(I) = u|YI
,

nM = −n e nI = n. Para calcular u(M) e u(I) emprega-se a
seguinte modificação do esquema iterativo de Lions [22].

Encontrar as sequências
{
u

(M)
n

}
n∈N

, u(M)
n ∈ H1

per(YM ),

e
{
u

(I)
n

}
n∈N

, u(I)
n ∈ H1(YI), conhecidos os termos iniciais

u
(M)
0 e u(I)

0 , tais que

∇ ·
(
K(M)∇

(
u

(M)
n+1 + y1

))
= 0, y ∈ YM , (13)

K(M)∇
(
u

(M)
n+1 + y1

)
· nM + λu

(M)
n+1

= βu(M)
n + (λ− β)u(I)

n , y ∈ Γ, (14)

e

∇ ·
(
K(I)∇

(
u

(I)
n+1 + y1

))
= 0, y ∈ YI , (15)

K(I)∇
(
u

(I)
n+1 + y1

)
· nI + (λ− β)u

(I)
n+1

= (λ− β)u
(M)
n+1, y ∈ Γ. (16)

O parâmetro λ > 0 é uma constante utilizada para controlar
a convergência do processo iterativo definido por (13)-(16).
Com este esquema tem-se que

K(M)∇
(
u

(M)
n+1 + y1

)
· nM +K(I)∇

(
u

(I)
n+1 + y1

)
· nI

= β
(
u(M)
n − u(M)

n+1

)
+ (λ− β)

(
u(I)
n − u

(I)
n+1

)
.

Logo, para (11) ser satisfeita, é necessário que∥∥∥u(M)
n+1 − u(M)

n

∥∥∥
L2(Y )

→ 0 e
∥∥∥u(I)

n+1 − u(I)
n

∥∥∥
L2(Y )

→ 0,

para n→∞, o qual fornece o critério de parada do processo
iterativo.

B. Aproximação por elementos finitos com FreeFEM++

Neste trabalho, a solução numérica dos problemas na matriz
(13), (14) e na fibra (15), (16) é obtida mediante a aplicação do
MEF [14], [15], implementado no software livre FreeFEM++
[16]. Diferentemente de outros softwares comerciais, os quais
focam em aplicações para engenharia e funcionam como
caixa preta (sistema fechado de alta complexidade e estrutura
interna desconhecida), o FreeFEM++ constrói a aproximação
por elementos finitos partindo da formulação variacional do
problema. Dado que a eficiência do MEF depende da ordem de
aproximação atingida com as funções de interpolação definidas
pelos elementos finitos e da consistência entre o modelo
contínuo original e o modelo discreto dado pelo MEF, se
propõe utilizar polinômios de interpolação lineares por partes
definidos por elementos triangulares de três nós.

A formulação variacional do problema definido por (13),
(14) é como segue. Seja H1

per(YM ) o espaço das funções teste
definido por

H1
per(YM ) =

{
v ∈ H1(ΩM ) : v é YM -periódica

}
.

Encontrar u
(M)
n+1 ∈ H1

per(YM ) tal que, para todo v ∈
H1
per(YM ),

a
(
u

(M)
n+1, v

)
= l(v) (17)



em que a(., .) é uma forma bilinear,

a
(
u

(M)
n+1, v

)
=

∫
YM

∇v ·
(
K(M)∇

(
u

(M)
n+1 + y1

))
dy

+

∮
Γ

λvu
(M)
n+1ds, (18)

e l(.) é uma forma linear,

l(v) =

∮
Γ

v
(
βu(M)

n ds + (λ− β)u(I)
n

)
ds. (19)

Similarmente, a formulação variacional do problema definido
por (15), (16) é: Dado u

(M)
n+1 ∈ H1

per(YM ) solução de (17),
encontrar u(I)

n+1 ∈ H1(YI) tal que, para todo w ∈ H1(YI),

a
(
u

(I)
n+1, w

)
= l(w), (20)

a
(
u

(I)
n+1, w

)
=

∫
YI

∇w ·
(
K(I)∇

(
u

(I)
n+1 + y1

))
dy

+

∮
Γ

(λ− β)wu
(I)
n+1ds (21)

l(w) =

∮
Γ

(λ− β)wu
(M)
n+1ds. (22)

A discretização Y δM da região YM ocupada pela matriz na
célula básica mediante uma malha de elementos finitos de
dimensão δ leva a considerar o espaço funcional H1

per(Y
δ
M ) ⊂

H1
per(YM ). Logo, a aproximação ũ(M)

n+1 ∈ H1
per(Y

δ
M ) via FEM

de u(M)
n+1 ∈ H1

per(YM ) é tal que, para todo v ∈ H1
per(Y

δ
M ),

a
(
ũ

(M)
n+1, v

)
= l(v). (23)

Analogamente, da formulação variacional (20) tem-se que
a aproximação ũ(I)

n+1 ∈ H1(Y δI ) ⊂ H1(YI) via FEM de u(I)
n+1

é tal que, para todo w ∈ H1(Y δI ),

a
(
ũ

(I)
n+1, w

)
= l(w). (24)

FreeFEM++ é utilizado para a aplicação do MEF. Este é um
software livre, o que permite que os códigos desenvolvidos
sejam disponibilizados para toda a comunidade científica.
Sua particularidade consiste em trabalhar direitamente com
a discretização da formulação variacional associada dada por
uma forma bilinear a(u, v), uma forma linear l(v), e con-
dições de contorno definidas parametricamente, a partir da
qual FreeFEM++ constrói o sistema de equações lineares
correspondente (para mais detalhes, ver [16]). Para resolver
o sistema de equações lineares resultante, FreeFEm++ uti-
liza fundamentalmente três métodos: CG (método iterativo
de gradiente conjugado para matrizes simétricas definidas
positivas), UMFPACK (método direto baseado em fatoração)
e GMRES (método iterativo do resíduo mínimo generalizado
para matrizes de grandes dimensões e com poucos elementos
não nulos). Neste trabalho, utiliza-se GMRES.

V. ALGUNS RESULTADOS NUMÉRICOS

Os resultados numéricos apresentados a seguir foram ob-
tidos utilizando um processador Intel Core i7-3632QM @
2.20GHz, com 6 GB RAM, e 64-bits OS.

Considera-se um compósito formado por uma matriz iso-
trópica de condutividade K(M) reforçada por fibras com
condutividade K(I) e seção transversal dada pelo interior da
superelipse |xa |

n + |yb |
n = 1, em que os comprimentos a e b

dos semieixos e o expoente n, a, b, n ∈ R∗+, determinam seu
formato (n = 1 é o losango, n = 2 é a elipse, e n → ∞
é o retângulo). Aqui, consideram-se os três casos típicos, a
saber, n < 1, 1 < n < 2 e n > 2, para a = b, ver Fig. 2. O
comportamento efetivo deste tipo de compósito é isotrópico.

A discretização da célula periódica deste compósito foi
realizada por elementos finitos triangulares de três nós lineares
contínuos por partes. A Fig. 3 apresenta a discretização da
célula básica com fibra de seção transversal superelíptica para
n = 0.7, n = 1.3 e n = 4 com semieixos a = b = 0.5.
Observa-se a maior densidade de elementos nas regiões pró-
ximas aos vértices.

As soluções dos problemas locais Nk(y), k = 1, 2, foram
obtidas pelo método de decomposição de domínios descrito
acima, aplicando o método de elementos finitos em cada
iteração. As Figs. 4 e 5 apresentam o comportamento destas
soluções locais N1(y) e N2(y), respectivamente, para as três
geometrias da seção transversal da fibra descritas acima para
vários valores do número de Biot. As colunas correspondem
a n = 0.7, n = 1.3 e n = 4, e as linhas a Bi = 10k com
k = −3, 1, 3, respectivamente. Os valores correspondentes da
condutividade efetiva normalizada Kh

11/K
(M) são apresenta-

dos na Tabela I.

Fig. 2. Célula quadrada com fibra de seção transversal superelíptica para
a = b e n < 1, 1 < n < 2 e n > 2.

Fig. 3. Discretização por elementos finitos da célula básica com fibra de
seção transversal superelíptica com a = b = 0.5 e n = 0.7, n = 1.3 e
n = 4.



Fig. 4. Solução local N1(y) para fibra de seção transversal superelíptica.

Fig. 5. Solução local N2(y) para fibra de seção transversal superelíptica.

Tabela I
ESTIMAÇÕES DE Kh

11/K
(M) (FIBRA SUPERELÍPTICA)

k n = 0.7 n = 1.3 n = 4

-3 0.797487 0.723803 0.620335

0 0.936109 0.912538 0.900320

3 1.055890 1.109740 1.167200

VI. CONCLUSÕES

Neste trabalho, foi desenvolvida uma combinação do mé-
todo de decomposição de domínios com o método de ele-
mentos finitos para resolver numericamente os problemas
locais que surgem da aplicação do método de homogenei-
zação assintótica. Ao melhor do nosso conhecimento, tal
abordagem semianalítica é original, e permitiu a obtenção
das propriedades efetivas de compósitos condutivos forma-
dos por uma matriz contendo uma distribuição periódica de
fibras de seção transversal arbitrária, sendo a célula básica

de tais compósitos também de geometria arbitrária, e com
uma barreira térmica nas interfases. A implementação destas
técnicas analíticas e numéricas no software livre FreeFEM++
traz diversas vantagens, dentre elas: i) a discretização direta
da formulação variacional do problema contribui fortemente
tanto à diversidade de problemas que podem ser estudados
quanto à maior precisão dos resultados obtidos; ii) não ser um
software do tipo caixa preta permite um maior controle dos
processos de resolução; iii) ser um software livre permite que
os códigos desenvolvidos sejam disponibilizados para toda a
comunidade científica; iv) é possível a integração com outros
softwares como, por exemplo, Matlab R©. Tendo evidenciado a
potencialidade da abordagem semianalítica apresentada neste
trabalho, várias aplicações e generalizações estão em estudo
e/ou desenvolvimento.
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