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Resumo—Este trabalho desenvolve uma formulacio do Método
dos Elementos de Contorno (MEC) para analise estatica do
problema de vigas sobre base elastica. Essa analise é feita com
a formulacdo baseada na teoria cldssica de vigas (teoria de
Euler-Bernoulli). Sao desenvolvidas equacdes para o calculo de
deslocamento, rotacio, momento fletor e esforco cortante para
pontos no dominio da viga.

Palavras-chave—viga sobre base elastica, Método dos Elemen-
tos de Contorno, teoria de Euler-Bernoulli.

I. INTRODUCAO

Vigas sdo elementos estruturais presentes na engenharia. O
célculo de sua deformacdo e esforgos internos ¢ utilizado para
seu dimensionamento e verificacdio. Esse cdlculo pode ser feito
com a teoria cldssica de vigas, ou teoria de Euler-Bernoulli,
que adota algumas hipéteses. Essas hipdteses, encontradas em
[1] e [2], assumem que: (i) a viga € prismdtica e possui um eixo
central reto; (ii) a se¢do transversal da viga possui um eixo de
simetria; (iii) as se¢des perpendiculares ao eixo central reto
permanecem planas apds a deformagdo; e (iv) as deformacdes
transversais sdo pequenas.

Quatro tipos comuns de vigas sdo a biapoiada, biengastada,
engastada-apoiada e engastada-livre. Cada tipo de apoio impde
condicdes de contorno diferentes, conforme [1], [3] e [4].

A base eldstica, presente em toda a extensdo da viga, agrega
uma caracteristica ao problema: a constante de rigidez da
mola. Com a consideracdo da base eldstica, vigas apoiadas
sobre o0 solo, ou vigas baldrame, podem ser analisadas. Nesses
casos, a constante da mola representa o efeito do solo na
estrutura [5].

II. VIGAS SOBRE BASE ELASTICA

A equacio unidimensional da viga sobre base eldstica obtida
com a teoria classica (ou de Euler-Bernoulli) é

au

dax?
onde u = u(x) é o deslocamento transversal, ¢ = g(z) é o
carregamento externo, k é a constante de mola associada a
base elastica, £ é o médulo de elasticidade longitudinal,
¢ a inércia da segdo transversal da viga e x é a coordenada
espacial. Neste problema, 0 < x < L, onde L € o vao da viga.
A obtencdo desta formulagdo pode ser vista em [5] e em [6].
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Raphael Fernando Scuciato
Departamento de Construcdo Civil
Universidade Federal do Parana
Curitiba, Brasil
raphael.scuciato @ufpr.br

As propriedades citadas anteriormente podem ser visualiza-
das na Fig. 1.
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Figura 1. Arranjo esquematico de viga sobre base eldstica

As condi¢des de contorno essenciais do problema sao
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Em (2), 6 é a rotagdo da secdo transversal ap6s a deforma-
¢ao.
As condi¢des de contorno naturais do problema sdo
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Em (3), M é o momento fletor e () é a forca cortante apds
a deformacao.

Cada tipo de apoio define quais condi¢des de contorno sio
conhecidas. No apoio simples, por exemplo, o deslocamento
e o momento fletor sdo conhecidos enquanto que no engaste o
deslocamento e a rotagdo sao conhecidas. Estes e outros tipos
de apoio podem ser vistos em [1] e [4].

III. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A abordagem do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) simplifica a solu¢do do problema, pois trabalha so-
mente com a discretizacdo do contorno [7]. Como a formula-
¢do0 desenvolvida € unidimensional, os contornos se resumem
aos extremos da viga estudada. Especificamente, para uma
viga de comprimento L, o contorno serd constituido dos nds
x =0ex = L. Apés a obtengdo dos valores das incégnitas
no contorno, o cdlculo de deslocamentos, rota¢cdes, momentos
fletores e forcas cortantes para os pontos internos sdo obtidos
numa etapa de pds-processamento.



A formulac¢do do MEC pode ser obtida partindo da aplicacio
da técnica de residuos ponderados em (1). A partir daqui, u
refere-se a solugcdo aproximada.

Para o desenvolvimento da formulacao, foi considerada uma
viga apoiada-apoiada, que contém deslocamentos € momentos
fletores prescritos nos nés do contorno, ou seja, u(0) = 4(0),
u(L) = u(L), M(0) = M(O) e M(L) = M(L).

O resultado é

L 4
d
/ (Efdff + ku) wdz +
0

(w— @) W],_,+ (M - M)

+ 4)

=0

L
:/ quw dzx,
=L 0

onde w, W, W, w e w sdo as fungdes de ponderacio.
A escolha das funcdes de ponderacdo é
Bw — dBw = dw dw
Transformando a primeira integral de (4) com a integracao
por partes, dividindo por EI e considerando as igualdades em
(2), (3) e (5) chega-se a
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Ao retirar a indicacdo dos valores prescritos em (6), a
expressdo se torna geral, para todo tipo de viga.

A escolha da solucdo fundamental como a fun¢ido de pon-
deracdo w € a principal caracteristica do MEC [7]. A solucdo
fundamental, que ndo depende das condic¢des de contorno, para
este problema € a que atende a seguinte igualdade

d*w k
@+Elw_5(x_£) (7)

onde o lado direito da equagdo contém uma funcio delta de
Dirac aplicada em x = £. O ponto £ é denominado ponto fonte
e um ponto x do dominio € denominado ponto campo.
Ao aplicar esta igualdade em (6), a integral que envolve u
¢é cancelada devido as propriedades da funcdo delta de Dirac.
A solugdo de (7) pode ser encontrada em [8] e é

w=u*(€ ) = %a?’ exp (\%r) sin <j/% + Z) , (8
onde r =|{ —z| e a= Vk/EL

Substituindo (8) em (6), chega-se a
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Ao substituir £ = 0 e & = L em (9), duas equacdes sdo
obtidas. Porém, elas ndo sdo suficientes para solucionar o
problema.

Derivando (9) em relacdo a &, resulta em
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Escrevendo (10) em & = 0 e £ = L, outras duas equacdes
s@o obtidas, possibilitando a solu¢do do problema.

Ao resolver o sistema de equacdes, todos as varidveis (u,
0, M e @) ficam conhecidas no contorno. Assim, pode-se
calcular o valor destas para os pontos internos do dominio.

O deslocamento e a rotacdo sdo calculados substituindo
& pela coordenada de interesse em (9) e (10). O momento
fletor e a forca cortante, que sdo de grande interesse para o
dimensionamento de vigas, sdo obtidos com um procedimento
andlogo ao utilizado na obtencdo de (10).

Ao derivar (9) duas vezes em relacdo a £ e considerar a
igualdade em (3), tem-se
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=0

(10)

9 (Q N\ 82/ Mou\|""
BIM() = ag(EI“ ) » *ag(m e ) »
92 92 z=L 52 Bu* z=L
o (0% )| L, ~ o (8 )|,
¢ o2 )| _, ¢ ox*
52 5(] .
_ 8§2< ; ﬁu d:z:) 8§2</ —u dx),
(11)

que é a equagdo do momento fletor para um ponto ¢ perten-
cente ao dominio. Para a forga cortante, deriva-se (9) trés vezes
em relacdo a & e, considerando a igualdade em (3), chega-se
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IV. EXEMPLOS NUMERICOS

Com a formulag@o descrita anteriormente, todo tipo de viga
em equilibrio pode ser calculado. As vigas analisadas foram a
biapoiada, ou apoiada-apoiada, com apoio simples nos dois
nés do contorno e a biengastada, ou engastada-engastada,
com engaste nos dois nés do contorno. Os resultados obtidos,
adotando . = 2 m, ¢ = 32,75 kN/m, £ = 1 kN/m,
E =210 GPa, I = 1,893 x 10~* m* e 19 pontos internos,
foram comparados com a solugdo analitica, disponivel em [5].



A. Apoiada-Apoiada B. Engastada-Engastada

As Fig. 2, Fig. 3, Fig. 4 e Fig. 5 representam, respectiva- As Fig. 6, Fig. 7, Fig. 8 e Fig. 9 representam, respectiva-
mente, o deslocamento, a rotacdo, o momento fletor e a forca mente, o deslocamento, a rotacdo, o momento fletor e a forga

cortante ao longo da viga biapoiada. cortante ao longo da viga biengastada.
©0,00E+00 0,00E+00
\ Analitica N Y
2,006-05 - | MEC o | 4 5,00E-06 8 #
4,00E-05 \ v o 4
~ \ @ = 1,00E-05
€ 6,006-05 & E
° \ / o o) o]
£ 8,00E-05 £ 1,50E-05
Q 0)
£ £
S 1,00E-04 S 2,00E-05
o o
S 3
" 1,20E-04 " ,
3 & 2,50E-05
1,40E-04 O
o, b "
1,60E-04 e ot 3,008-05 " | Analitica
60 o o MEC _©
1,80E-04 3,50E-05 1
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
Posicao (m) Posicdo (m)
Figura 2. Deslocamento transversal para a viga apoiada-apoiada. Figura 6. Deslocamento transversal para a viga engastada-engastada.
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Figura 3. Rotag@o para a viga apoiada-apoiada. Figura 7. Rotagdo para a viga engastada-engastada.
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Figura 4. Momento fletor para a viga apoiada-apoiada. Figura 8. Momento fletor para a viga engastada-engastada.
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Figura 5. Forga cortante para a viga apoiada-apoiada. Figura 9. Forga cortante para a viga engastada-engastada.



V. CONSIDERACOES FINAIS

Da andlise das Fig. 2 até Fig. 9, percebe-se que bons
resultados foram obtidos com o MEC, desde o calculo de
deslocamentos até o de forcas cortantes.

Assim, partindo desta formulagdo, podem ser analisados
outros problemas encontrados frequentemente na engenharia,
tais como vigas continuas e andlise dindmica de vigas.
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