Anadlise Isogeométrica aplicado ao problema de
concentracao de tensoes

Diego Cadena de Almeida
PPGMNE-UFPR
Universidade Federal do Parana
Curitiba-PR, Brasil
diegoepc @gmail.com

Resumo—Neste trabalho a Analise Isogeométrica (AIG) é
aplicada ao problema classico de uma chapa com furo circular
sob tensdo. Afim de avaliar as concentracoes de tensoes ao redor
do furo utiliza-se a formulacdo da AIG baseada nas funcoes
NURBS junto com os refinamentos h,p,k. Nota-se que a AIG
consegue representar muito bem a concentracio de tensdes ao
redor do furo, além de reter a exata geometria em todos os niveis
de discretizacao.

Palavras-chave—Anilise Isogeométrica; NURBS; Concentra-
¢ao de Tensoes.

I. INTRODUCAO

Andlise Isogeométrica (AIG) foi introduzida por [1] como
um novo método para andlise de problemas governados por
equacdes diferenciais parciais, baseado no uso das fungdes
NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) e no conceito
isoparamétrico. O método apresenta caracteristicas comuns ao
Método dos Elementos Finitos (MEF) e tem como principal
objetivo fazer uma ligacdo entre a industria CAD (Computer
Aided Design) e a indudstria de softwares de andlise com-
putacional. Foram testadas diversas aplicacdes utilizando a
AIG, como em problemas da mecénica dos sélidos, vibragdes,
propagacdes de ondas, regimes transientes, mecanica dos flui-
dos, iteracdo fluido-estrutura, nos quais foram obtidos 6timos
resultados que comprovam a eficiéncia do método. Além dos
refinamentos h e p, semelhantes ao do MEF, foi proposto
também um novo esquema de refinamento, o refinamento k.

Além da fungdes NURBS, novas formulagdes surgiram para
serem utilizadas na AIG. Em [2] € proposto o uso das fungdes
T-splines afim de corrigir algumas deficiéncias relacionadas as
NURBS, principalmente pelo fato de permitirem refinamentos
locais, e solucionarem problemas de vazios e sobreposi¢des
de malhas.

Neste trabalho emprega-se a Andlise Isogeométrica para o
estudo de problemas de concentragdo de tensdes no regime
elastico-linear

II. NURBS

A compreensio das funcdes NURBS se inicia com o estudo
das fungdes B-splines.
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As fungdes B-splines sdo definidas a partir de um vetor de
noés, ou knot vector. Um vetor de nds, em uma dimensio,
é um conjunto ndo decrescente de coordenadas no espaco
paramétrico, escrito como = = {&1,&2, ..., Enqpr1}, Onde &; €
R € o i-ésimo nd, 7 o indice do né que varia de i=1,2,...,n+p+1,
p a ordem do polindmio, e n o nimero de fun¢des base que
compreendem as B-splines. As fungdes de base B-spline sdo
definidas recursivamente com a utiliza¢do da férmula de Cox-
de Boor. Inicia-se, primeiramente, pelas fungdes definidas por
partes de ordem p = O:
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e segue-se na sequéncia, para as ordens p=1,2,3,..., cujas
fungdes sdo definidas da seguinte maneira:
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Figura 1. Funcdes B-splines geradas com base no vetor de nés = =
[0,0,0,0.5,1,1,1]ep=q=2

A grande vantagem das fungdes NURBS vista pela industria
CAD, é que estas permitem representar as mais variadas
entidades geométricas como circulos, elipses, entre outros. As
formas geométricas baseadas em NURBS sdo obtidas através
de projecdes das geometrias geradas com as B-Splines no
espago R4*+1 para um espago R?. Os pontos de controle no
espaco R? sdo obtidos pela projecdo dos pontos de controle
dada por [3]:
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onde (B;) ; € a j-ésima componente do vetor B;, e w; €
referido como o i-€simo peso.

Portanto, as func¢des bases racionais e as curvas NURBS
sdo dadas por:
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As superficies e sélidos racionais podem ser definidos de
forma andloga em termos de funcdes racionais:
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III. ANALISE ISOGEOMETRICA

Segundo [3] existem duas definicdes de malhas na AIG, as
malhas de controles e as malhas fisicas. Os pontos de controle
definem a malha de controle, e a malha de controle interpola
estes pontos de controle. A malha fisica € uma decomposicao
da geometria atual e h4 dois importantes elementos que a
compdem, os chamados patches e os knot spans. Os patches
sdo imagens das malhas retangulares do espago paramétrico
mapeadas no espago fisico, e podem ser entendidos como
um macro elemento ou subdomino. Os patches, por sua vez,
podem ser decompostos nos knot spans. Knot span é um
intervalo de valores paramétricos entre dois sucessivos nds em
que sdo definidas as funcdes bases, e podem ser entendidos
como micro elementos porque sdo as menores entidades.

Uma configuragdo esquemadtica da Anadlise Isogeométria
pode ser vista na Figura 2. No espago indicial é possivel
observar os elementos que possuem dreas ndo nulas destacados
na cor verde, além disso tem-se o inicio do suporte das
funcdes NURBS destacadas pela numeracdo global escrita
na cor vermelha. No espago paramétrico pode-se observar os
knot spans e os elementos formados pela intersec¢do destes,
e também as funcdes B-Splines nas direcdes £ e 7. No
espaco fisico observa-se o mapeamento dos elementos do
espaco paramétrico, dado pela combinacdo linear dos pontos
de controle e das funcdes NURBS. O dominio auxiliar € o
local onde sdo escolhidos os pontos de integracdo para a
integracdo numérica.
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Figura 2. Configuracdo Esquematica da Anélise Isogeométrica

A. Mapeamento

O mapeamento do espago paramétrico {2 para o espaco
fisico 2 é realizado conforme:
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onde z{, y<, z¢ sdo as componentes do ponto de controle
B., R, as funcdes NURBS locais que possuem suporte no
elemento Qe, € €e, 0 nimero de fungdes locais.

Na Andlise Isogeométrica utiliza-se o conceito isoparamé-
trico, no qual as fungdes base que definem a geometria do
elemento sdo utilizadas para aproximagdo do campo que se
deseja conhecer. Assim sendo, o campo de deslocamento pode
ser construido de maneira similar:
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onde 4" : Q) = R, u4 sdo as varidveis de controle, R4 sdo
as funcdes globais, e n,, o nimero de fungdes globais.

O mapeamento do dominio auxiliar )¢ para o espago
paramétrico (2 é realizado com as seguintes equacdes:
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A matriz Jacobiana do mapeamento do dominio auxiliar
para o dominio fisico é dada por:
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e o Jacobiano dado pelo determinante da matriz Jacobiana:

] 13)

Y.a
dx
% (14)

B. Matriz de Rigidez e de Forca

Com base nas equagdes de equilibrio do estado plano de
tensdes [4] - [S] dada elas expressoes:
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das devidas condi¢des geométricas de contorno:
u = em I'p
g1 D, (16)
v=g2 em [Ip,
e condi¢des mecanicas de contorno:
OgNg + Tayhy = h1 em Ty, (17)
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Obtém se a a forma fraca de Galerkin pela seguinte expres-
sdo:

t/BTD(Bu)dQ:t/RfdQ+t Rhdl'  (18)
Q Q

'y

A qual pode ser representada pelo sistema de equagoes:
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onde:
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Sendo R, f, h, as fungdes NURBS, as forgas de corpo e as
forcas de superficie, respectivamente.
Sendo B a matriz composta por:
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e D a matriz com as relagdes relagdes constitutivas [6]
representada por:
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C. Integracdo Numérica

A integracdo numérica é realizada por quadratura de Gauss
com base em um elemento no dominio auxiliar de coordenadas
Eeij
D. Refinamento h

No refinamento h um novo né & € [, £ 1[ € inserido den-
tro do vetor de nés = = {&1, &, ..., &, +p+1}. As novas n+1
fungdes bases B-Splines sdo formadas recursivamente segundo
o novo vetor de n6s = = {&1,&2, -+, &k, &, Ekt1s os Enppra )
Os novos n + 1 pontos de controle, {B1, Bs,..., Byi1}
sdo formadas a partir dos pontos de controles originais

{Bi, Bs, ..., B, }, dado por:
Bi = a;B; + (1 + a;)Bi1 (24)
onde:
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m [1] é proposto uma técnica para selecio do né que
deve ser inserido dentro do vetor de nds, que consiste numa
combinacdo da iteracio de Newton para encontrar os nés &;
e & através do procedimento de inversio do ponto [7], e a
utilizacdo de uma média ponderada dada por:
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Dessa maneira obtém-se uma malha melhor distribuida
dentro de um patch. Como pode ser comparado nas Figuras 3
e 4.

Figura 3. Refinamento h

Figura 4. Refinamento h com escolha do melhor local para inserir o né &

E. Refinamento p

No refinamento p a ordem das funcdes sdo elevadas. Du-
rante o refinamento, cada né dentro de um vetor de nds tem
a sua multiplicidade aumentada, afim de que a continuidade
CP~F das funcdes B-splines sejam preservadas.

F. Refinamento k

O refinamento k € uma combinacdo de seguidos refina-
mentos p e entdo de refinamentos h. Aplica-se o refinamento,
elevando-se a ordem das func¢des B-Spline e inserindo-se um
novo no, dentro do vetor de néds, logo na sequéncia. Com isso
elevam-se as fungdes de ordem p para q, e a continuidade de
CP~1 para C?~1. Segundo [8] o refinamento k, diferente dos

refinamentos h e p, ndo se aproveita do refinamento anterior
para uma posterior nova etapa de refinamento, pois sempre
parte da malha mais grosseira, ou malha inicial, a cada nivel
de refinamento. Ou seja, s6 se torna possivel a manutengdo da
continuidade CP~! ao longo do dominio, se o refinamento k
partir de um tnico elemento.

IV. RESULTADOS

Foi estudado o problema de uma chapa com furo circular
central sob tensdo. A configuragdo do problema pode ser vista
na Figura 5.
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Figura 5. Chapa com furo circular sob tensdo

O resultado obtido com a formulagdo da AIG pode ser
observado na Figura 6.

Figura 6. Resultado obtido com a AIG baseada nas fungdes NURBS

V. CONCLUSAO

Com a Andlise Isogeométrica foi possivel obter uma boa
representacdo da concentracdo de tensdo ao redor do furo
circular. Observou-se que com o refinamento k tem-se uma
menor propagacdo dos graus de liberdade quando comparado
com o refinamento hp. No refinamento k a continuidade das



fungdes passam de CP~! para C9~! quando a ordem das fun-
¢oes sdo elevadas de p para ¢, no entanto, isso somente € valido
quando o refinamento parte de uma malha grosseira, formada
por um dnico elemento, caso contrdrio os nds internos tem sua
multiplicidade aumentada afim de se manter a continuidade
inicial das fungdes.
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