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Resumo—O do caixeiro viajante é um problema classico de
otimizacdo, amplamente estudado na literatura. Se por um lado
ha muitos procedimentos exatos e heuristicos para esse problema,
por outro pouco foco foi dado a processos de enumeracio.
Este artigo apresenta um novo procedimento de enumeracio
implicita de busca de inicio guloso para o problema do caixeiro
viajante. Esse procedimento oferece complexidade quadratica de
complexidade em memoria em relacdo ao nimero de cidades.
A enumeracdo é baseada em um limitante local também aqui
descrito. Com o algoritmo, problemas de pequeno tamanho
(20 cidades) foram resolvidos em segundos, problemas modesta-
mente maiores (40 cidades) levaram muito mais tempo. Solucoes
otimas apresentaram poucas decisoes nao-gulosas, indicando uma
direciio para possiveis heuristicas. Se por um lado, o algoritmo
pode nio ser pratico para problemas grandes, por outro ele pode
resolver problemas de tamanho pratico. Direcoes para melhora
de performance sao apresentadas bem como dicas para adaptar
a técnica desenvolvida para outros problemas.

Palavras-Chave—Problema do Caixeiro Viajante, Enumeracao
Implicita, Limitante Local

I. INTRODUCAO

O problema do caixeiro viajante (CV) é um problema
classico de otimizacdo combinatorial [1]. O objetivo é mini-
mizar o custo de um circuito que visita todas as cidades dados
os custos de viajem entre cada par de cidades. H4 uma ampla
variedade de procedimentos de solugcdo para esse problema,
desde heuristicos [2], meta-heuristicos [3], até exatos [4].

Variantes exatas para CV sdo frequentemente baseadas
em Branch-and-Cut [5] ou programacdo dinamica [6], am-
bas podendo requerer complexidade exponencia de memoria
(0(2Y)) em relacdo ao nimero de cidades N. Procedimentos
de Enumeracdo sdo frequentemente desconsiderados devido
ao nimero de solugdes possiveis: (N —1)!/2 para o problema
simétrico e (N —1)! para o problema assimétrico. Isso significa
que se for possivel enumerar 3 bilhdes de solucdes por
segundo, um problema simétrico de 20 cidades demoraria 230
dias para ser enumerado exaustivamente, (jA um de 40 cidades
requereria 10%% anos).

No entanto, ndo € necessdrio enumerar todas as solucdes
se for possivel estabelecer um limitante local para solugdes
parciais. Esse € o conceito chave por trds de algoritmos
de enumeracdo implicita [7]: codificar solugdes em partes

e estabelecer limitantes para solugdes parciais. Isso permite
desconsiderar inimeras solugdes sub-6timas rapidamente, mas
requer o cdlculo de um limitante local. O presente trabalho é
baseado nos principios de enumeracdo implicita descritos em
[8], comumente referido como método de Balas.

A Secido II apresenta o pseudocédigo do algoritmo desen-
volvido e descreve o seu funcionamento. A Se¢do III descreve
em maior detalho o limitante local empregado no processo
de enumeracdo. A Segdo IV apresenta um exemplo ilustrativo
de um problema de 20 cidades. A Secdo V discute os resul-
tados obtidos bem como algumas considera¢des praticas. A
Secdo VI descreve dire¢des para trabalhos futuros, melhorias
e adaptagdes. A Secdo VII conclui o artigo e resume suas
contribuicoes.

II. ALGORITMO

O algoritmo geral possui a estrutura ilustrada pela Figura 1:
Decisdes sdo tomadas em uma busca gulosa em profundidade
até que um limitante local determine que as solucdes remanes-
centes sdo necessariamente piores que a incumbente. Quando
isso ocorre essas solucdes sdo consideradas implicitamente
enumeradas e descartadas. DecisOes sdo entdo desfeitas, as
ultimas primeiro, até que o limitante aponte a possibilidade
de novas solucdes ou a enumeracdio esteja concluida. Se a
enumeragdo nao estiver concluida, o processo de busca gulosa
continua em profundidade.

Initialization (INI)

DO UNTIL D=0

[ IFUB >LLB

| | Greedy Depth First Search Routine (GDFSR)

[ ELSE

| | Undo Last Decisions Routune (ULDR)

| | Set Decision to Next Option Routine (SDNOR)
|

E

ENDIF
ND DO
END
Figura 1. Pseudocddigo do Algoritmo Principal, sub-rotinas cujos pseu-

docddigos estdo apresentados estdo destacadas en negrito entre parenteses



O processo de inicializagdo essencialmente carrega a
informagdo do problema, define as cidades como objetos que
contem e define listas (chamada Vizinhos) que contem todas as
demais cidades, ordenadas pelas distancias. Esse procedimento
€ descrito pela Figura 2 e também € responsavel por configurar
o valor de D como 1. Isso significa que a decis@o atual a ser
tomada € para onde ir a partir da primeira cidade.

BEGIN INI

| Create Cities

| Define Distance Matrix

| FOR EACH City

| | Include all (N-1) other Cities in the City's Neighbors List
| | Sort this list in order of the closest first
| NEXT
| D<-1
ENDINI

Figura 2. Processo de Inicializagdo: cada a cidade é dada uma lista de todas
as demais cidades ordenada pela distancia em relacdo a cidade que possui
a lista. Essas listas sdo empregadas no processo decisorio para simplificar a
busca.

O procedimento de tomada de decisdes guloso em um
profundidade € descrito pela Figura 3. Ele pode ser visto
como um passo da heuristica do vizinho mais préximo: cada
cidade deve se conectar ao vizinho disponivel mais préximo.
O principio em jogo aqui € que boas solucdes devem seguir
essa regra para a maioria das cidades, logo deve-se avaliar
essas solucgdes antes. Isso deve acontecer se o limitante inferior
local (LIL) for melhor que a incumbente ou limitante superior
(LS), caso contrario as solugdes serdo garantidamente sub-
otimas: quanto mais decisdes forem tomadas, mais restrito é
o subproblema restante e pior o LIL sera.

BEGIN GDFSR

| Set Dth City Decision to Best Remaining Option
| D<- D+1

| Update LLB

| IF Solution is Complete AND LLB<UB

[ I UB < LLB

| | Set Incumbent to Solution

[ ENDIF

END GDFSR

Figura 3. Sub-rotina gulosa de tomada de decisdao em profundidade: Decisoes
sdo tomadas nessa parte do cdigo seguindo um passo da heuristica do vizinho
mais proximo. Se a solucdo parcial for completa, ela € aqui comparada a
incumbente

Quando o limitante local se torna pior ou igual a incum-
bente, entende-se que as decisdes anteriormente tomadas ndo
podem levar a solucdes melhores. Infere-se que elas devam
ser desfeitas e substituidas, se possivel, por alternativas ime-
diatamente “menos gulosas”. Para fazer isso, primeiramente se
desfazem as udltimas escolhas até que o LIL se torne melhor
que o LS, ou incumbente. Este procedimento é descrito pela
Figura 4.

A sub-rotina ULDR em geral desfaz apenas algumas, ou
mesmo uma, decisdo no inicio da execucdo. No entanto,
conforme melhores incumbentes sdo obtidas e as solugcdes

BEGIN ULDR

| WHILE LLB >= UB AND D>0

| I D<- D-1

| | Undo the Dth Decision
| | Update LLB

| END WHILE

END ULDR

Figura 4. Procedimento de Desfazer Decisdes, sua fungio é implicitamente
enumerar uma série de solu¢des dominadas

gulosas iniciais substituidas, esse processo desfaz multiplas
decisdes simultaneamente, acelerando a enumeragao conforme
maiores conjuntos de solu¢des sdo implicitamente dominados.

E possivel ainda que em um dado nivel a decisio atual
seja a menos gulosa possivel: A primeira cidade pode se
conectar a qualquer uma das N — 1 demais, a segunda a
qualquer das N — 2 restantes, a Mm™+ cidade a uma das
N — M restantes. Se o algoritmo chega a (N — M)ma decisdo
para a Mm™= cidade, ao invés de buscar a (N — M + 1)t
alternativa, a decisdo do nivel anterior deve ser desfeita. Isso
deve ocorrer ainda que LIL<LS e é absolutamente necessario
para o progresso adequado da enumeragdo. Isso é umas das
funcdes da sub-rotina de Mudanca de Decisio (SDNOR),
descrita pela Figure 5.

BEGIN SDNOR

DO Until Decision is made or Enumeration is complete

| IF There are Remaining Available Options to Dth Decision
| | Set Dth Decision to Next Available Value

| | Update LLB

| | EXITDO Decision is made

| ELSEIF D>1

| | D<-D-1

| | Undo the Dth Decision

| | Update LLB

|
|
|
|

| D<-0

| EXITDO Enumeration is Complete

Loop

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
END SDNOR

Figura 5. Procedimento de Mudanca de Deciséo, sua funcédo central € realizar
a operacdo ap6s a condi¢do ELSEIF: mudar a direcdo de busca para a
alternativa mais gulosa ainda ndo explorada.

Esse procedimento é o que determinard a conclusdo da
enumeragdo quando a ultima decisdo para a primeira cidade
for enumerada juntamente ao espago de busca subsequente:
Quando isso ocorrer o problema esta implicitamente enume-
rado e a condi¢cdo de otimalidade esta satisfeita.

III. LIMITANTE INFERIOR LOCAL

Para poder enumerar implicitamente todas as solucdes, é
preciso obter um limitante seguro da qualidade de todas
as possiveis solugdes dada uma solugdo parcial. No caso
particular do algoritmo proposto para o CV, uma solugdo
parcial é dada por um conjunto inicial de conexdes: Cidade A
conecta a B, Cidade B conecta a Cidade C, etc..



O procedimento de conexdo segue o algoritmo descrito
na secdo anterior, no qual as decisdes sdo sequenciais: Elas
sempre partem da tltima cidade conectada, o que facilita a
implementa¢do e previne subciclos. Dado um conjunto de
conexdes realizadas, é seguro afirmar que o “custo estabe-
lecido”’por essas conexdes ¢ um limitante inferior de solucdes
contenedoras da atual parcial. No entanto, a dificuldade estd
em limitar a qualidade do resto da solugdo, ao invés de sua
parte inicial.

Da mesma forma que a escolha das conexdes € definida
em termos do conjunto ordenado de Vizinhos de cada cidade,
o limitante local € calculado com base nesses conjuntos:
Todas as cidades somam metade das distancias das duas
cidades disponiveis mais proximas. Esse € um uso sinérgico
dos procedimentos de ordenacdo da inicializagdo, ji que a
informag@o obtida com as listas ordenadas ¢ usada tanto na
busca gulosa em profundidade quanto no limitante inferior. A
Figura 6 ilustra como o limitante local é calculado, somando
ao “custo estabelecido”(linhas em preto das decisdes tomadas)
ao limite do minimo custo restante das decisdes subsequentes
(linhas em vermelho).

SN
=

Zero Connections Made Eight Connections Made Sixteen Connections Made

Figura 6. [Ilustracdo do funcionamento do limitante inferior, calculado
conforme decisdes sdo tomadas. Sempre que conexdes sdo feitas ou desfeitas,
o limitante € atualizado. As linhas em preto representam a solucdo parcial,
enquanto as vermelhas o minimo custo restante.

Esse limitante é baseado em um limitante da literatura
definido em programacgdo linear [9], no qual a cada cidade
¢ associado um raio e o objetivo é a maximizacdo da soma
dos raios de forma que os mesmos ndo se sobreponham. Os
autores suspeitam que o limitante proposto seja mais forte que
sua inspiracdo, mas nenhum estudo estatistico foi realizado
para verificar tal relagdo. A Figura 7 ilustra um caso em que
o limitante proposto é mais forte que o da maximizagdo da
soma dos raios em algumas partes e mais fraco em outras.

O limitante da minimiza¢do dos raios [9] é dado pela
Maximizagdo de > . B¢, onde R; € o raio da cidade ¢ sujeito
a R;+R; < D;; para todo par de cidades diferentes i e j.
Ha dois problemas com esse limitante: Primeiramente, seria
necessdrio adapté-lo para oferecer limitantes para solugdes par-
ciais. Em segundo lugar, mas mais importante, ele requer um
software de resolucdo de programacdo linear que precisara ser
usado iterativamente muitas vezes. Tecnicas de re-otimizacio
poderiam ser empregadas para ndo requere reinicios crus,
mas requiriria sofisticadas conversdes entre linguagens de
programacio e escrita de arquivos texto.

Figura 7. Comparacio entre o limitante inferior desenvolvido e sua inspiragio,
a relaxacgdo linear da maximizacdo da soma radial. O circulo cinza escuro
indica um né para o qual o limitante proposto oferece limite mais fraco. O
contrario ocorre nos nés cinza claro e uma equivaléncia ocorre nos demais.
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Figura 8. Ilustragdo de como o limitante local muda apenas para os nds
conectados e para os nos que estavam ligados aos conectados pelo limitante
inferior.

Essas sdo duas vantagens do método proposto: Ele pode
ser executado na mesma linguagem do algoritmo e incorpora
o aspecto local. Uma terceira vantagem esta no fato de que
apds uma conexdo, o limitante s6 é alterado para os nds
relacionados a conexdo, conforme ilustrado pela Figura 8: o
limitante inferior € o mesmo para praticamente todos os nos.
Uma consequéncia direta desse fato é a oportunidade de, ao
invés de recalcular o limitante a cada iteragdo, simplesmente
atualizé-lo nos nds relevantes.

IV. EXEMPLO ILUSTRATIVO

Tlustramos a execucdo do algoritmo para um problema
simétrico de 20 cidades cujas coordenadas foram aleatori-
amente geradas (Tabela I). As distancias foram calculadas
pelo arredondamento da distancia euclidiana para o inteiro
mais proximo. O problema foi resolvido até otimalidade em
menos de 10 segundos de tempo computacional com 14
incumbentes encontradas durante a execugdo, quatro das quais
estdo ilustradas na Figura 9, note que essas sdo sa mesmas
cidades cuja solucdo gulosa ¢ ilustrada em constru¢do na
Figura 6.

Essas solu¢des podem ser codificadas de acordo com suas
decisdes X[D], cada qual responde a pregunta: Na Dme



Tabela I
COORDENADAS PARA CIDADES NO PROBLEMA ILUSTRATIVO DE CV,
ARREDONDE OS CUSTOS PARA O INTEIRO MAIS PROXIMO PARA OBTER OS
VALORES NA FIGURA 9 E FIGURA 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
46 94 99 38 17 62 95 41 40 35
65 42 8 75 23 67 66 17 88 95
12 13 14 15 16 17 18 19 20
95 54 68 95 77 11 39 63 59 7

9 8 79 94 7 25 8 30 10 35

= X Z| < Xz

6th Incumbent
Z=468

1st Solution
72=476
(Nearest Neighbor Heuristic)

14th Solution
Z* =394
(Optimal)

11th Incumbent
Z=405

Figura 9.
enumeracao.

Quatro das quatorze solu¢des incumbentes obtidas durante a

cidade, dentre as alternativas disponiveis, para qual o caixeiro
deve is? A resposta dada por X[D] é “Para a X™ mais
préoxima”. Nesse sentido podemos esperar que boas solucdes
tenham a maioria (mas ndo todas) X[D] configuradas em
valores pequenos ou mesmo em um , indicando a escolha
do vizinho mais préximo. De fato, os cédigos obtidos para
cada uma as solugdes tem um grande nimero de s, a
resposta 6tima foi a que teve o maior nimero de decisdes ndo
gulosas (quatro dentre dezenove). Os codigos correspondentes
as quatro solugdes mostradas na Figura 9 sdao mostrados na
Figura 10

A codificacdo apresentada (Figura 10) para a solug@o 6tima
oferece uma dica de um possivel procedimento heuristico: Para
a maioria das cidades a melhor escolha era a escolha gulosa.
Para apenas algumas, a resposta era: vd para a segunda ou
terceira cidade mais préxima. Uma possivel busca heuristica
seria baseada em iterativamente distribuir excec¢des a regra do
vizinho mais préximo. Isso poderia também ser executado em
paralelo ao algoritmo principal para acelerd-lo, pela obtencao
de melhores incumbentes.

E importante remarcar que para processar somas e

Decision Codes
Itinerary’ 14 1

1st Incumbent Z=_476
Decision Codes
Itinerary 20 1

6st Z= 468
Decision Codes
Itinerary’
11st b Z= 405
Decision Codes
Itinerary’
Optimal Solution

[E
NS
©
=
5=
-
5 e
-
@
S
~N e
N
-
=y
[P
-
0o
-
o
®© =
-
<
[T
i
o
N
N
o
B

[N
NS
© -
o
B e
-
]
i
&
S
~ e
N oo
=
B e
=
B w
-
B e
w e
-
5e
i
o
-
5 e
© =
¢ e
-
5 e

S
NI
© -
o
5 e
o
]
-
]
o~
o
R e
N e
[N
o
=
w
=
5o
=
2w
o
&
0 =
-
]
LI
-
5 e
~
S
-

[N
NS
© -
5 =
IN]
o =
~
-
-
w
-
-
w
-
s
-

1314 7 2 3 11 15 19 18 8 17 5 16 20 1
7*= 394

Figura 10. Quatro dentre as quatorze solucdes obtidas durante a Enumeragdo

subtragdes mais rapidamente, foram consideradas distancias
inteiras, levando a resposta de Z = 394, mas se custos reais
forem considerados, a solugdo 6tima teria valor Z = 394.248
e as cidades 9 e 10 teriam suas posi¢des trocadas no circuito
6timo. O mesmo circuito pode ser obtido pelo algoritmo
proposto, multiplicando as coordenadas por by 10 obtendo os
custos inteiros da mesma forma.

V. RESULTADOS E DISCUSSOES

Esse método foi aplicado para pequenos problemas de CV
gerados aleatoriamente por coordenadas, solucdes dtimas fo-
ram obtidas em segundos e sua prova ocorreu em mais alguns
segundos. O exemplo ilustrativo foi resolvido em menos de
10 segundos até otimalidade.

Casos com mais cidades levaram significativamente mais
tempo: CVs com tamanho 30 demoraram mais de uma hora
para ser enumerados. O maior caso resolvido foi um CV de 40
cidades implicitamente enumerado em pouco menos que trés
dias de tempo computacional. Considerando que o problema
tem 39!/2 solugdes, dado que o computador usado opera a
2.3GHz, se for possivel avaliar uma resposta por operacio
do relégio entdo apenas 5.84 - 10732% das solugdes do
problema de 40 cidades foram enumeradas, uma performance
interessante.

Esse algoritmo naturalmente ndo compete com algoritmos
de branch-and-cut de estado da arte, que ji foram usados
para resolver instancias com mais de 20000. No entanto para
alcancar tais resultados esses algoritmos empregam clusters
e supercomputadores requeridos por um longo periodo de
tempo.

Por outro lado um problema de roteamento de um unico
veiculo que de fato use uma formula¢do em Caixeiro Viajante
no mundo real dificilmente realizard mais de 20 entregas por
dia: Com uma entrega a cada 15 minutos, um turno de quatro
horas realizard 16 entregas.

O algoritmo apresentado € simples, oferece otimalidade para
pequenos problemas, ndo requer computacao paralela ou uma
licenca de software comercial e tem uma baixa complexidade
em memoéria de O(N?). Comparados por exemplo com vari-
antes exatas de programacdo dindmica, sua complexidade é
0(2") (isto é exponencial).

VI. TRABALHOS FUTUROS

Cinco dire¢des de possiveis trabalhos futuros foram iden-
tificadas pelos autores. A primeira consiste em fortalecer a



informacgdo adquirida pela matriz de distdncias. A segunda em
acelerar a aquisicao de limites superiores para o problema. A
terceira em fortalecer e acelerar o limitante inferior. A quarta
na expansdo da proposta formulacdo para outros problemas
similares. A quinta em uma heuristica baseada na distribuicio
de escolhas ndo gulosas.

O problema deve ter sua resolucdo significativamente ace-
lerada se sua matriz de distdncias passar por um processo
de geracdo de zeros similar ao ocorrido no problema de
designacdo quando resolvido pelo método Hungaro [10]. A
matriz final do referido método oferece informagdes mais for-
tes que podem mudar quais cidades estdo mais “proximas’uma
das outras avaliando as consequéncias de conexdes no pro-
blema da designacdo, que é uma relaxacdo do problema do
caixeiro viajante.

O processo de enumeracdo tende a ser significativamente
melhorado se o limitante superior inicial for melhor que
a heuristica do vizinho mais préximo. Bons limitantes pri-
mais podem ainda ser buscados em paralelo ao processo de
enumeragdo, possivelmente inspirados na codificagdo esperada
da solugdo 6tima do problema como mencionado na Sec¢do IV.
A enumeracio propriamente dita pode também ser paralelizada
a partir da primeira cidade.

Os limites duais, ou limitante inferior, podem ser melhora-
dos ou pela implementagao de técnicas de atualiza¢do (quando
comparadas a recalcular o limitante do inicio) ou pelo emprego
de limitantes mais fortes, por exemplo inspirados em proble-
mas de arvore geratriz minima [11], ou o préprio problema
de designacdo. Provavelmente tais limitantes também poderdo
ser atualizados de ao invés de totalmente recalculados.

Além disso, problemas de roteamento de veiculos sio
candidatos naturais para adaptacdo dos métodos propostos: Os
conceitos sdo semelhantes, apesar da necessidade de signifi-
cativas alteracOes para considerar caracteristicas como janelas
de tempo, multiplos veiculos e limitagdes de capacidade. Por
outro lado, o algoritmo de enumera¢do é um procedimento
de busca em profundidade orientado possibilidade (guloso
primeiro) cujos principios bdsicos podem ser adaptados a
qualquer problema cujas solu¢des podem ser escritas como
composicdo de uma sequencia de decisdes e ordenadas das
mais gulosas as menos gulosas

Por fim, foi verificado que solucdes 6timas possuem poucas
decisdes ndo gulosas. Isso pode ser empregado para desenvol-
ver procedimentos de busca para obter solugdes escolhendo
aleatoriamente quais cidades devem evitar decisdes gulosas.

VII. CONCLUSOES

Um novo procedimento de enumeracdo implicita para pe-
quenas instancias do problema do caixeiro viajante foi apre-
sentado. O procedimento é baseado em uma busca gulosa em
profundidade ao qual um limitante inferior foi incorporado. O
algoritmo mostrou-se eficiente na produgdo de solu¢des 6timas
para problemas com vinte cidades, mas requer muito mais
tempo computacional para problemas maiores.

Se por um lado hd técnicas mais rdpidas para resolver
problemas de larga escala (dezenas de milhares de cidades),

por outro a técnica desenvolvida oferece uma complexidade
em memodria enxuta de O(N?). Além disso, o algoritmo
dispensa o uso de licengas de softwares comerciais ou su-
percomputadores empregados para resolver algumas das mais
desafiadoras instancias do caixeiro viajante.

Dire¢des para trabalhos futuros sdo apresentados, desde
melhorias ao procedimento de enumeracdo em si a aplicacio

N

do algoritmo & outros problemas e possiveis procedimentos
heuristicos que podem ser desenvolvidos com base no conceito
principal deste algoritmo.
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