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Resumo— Neste trabalho é¢ implementado o algoritmo de
Comprimento de Arco de Riks-Wempner para a solucdo de uma
trelica especial com nao linearidade geométrica, cuja trajetoria
de equilibrio apresenta pontos limites com os fenémenos de snap-
through e snap-back. Sdo comparados métodos diretos e iterativos
para a solugdo do sistema de equagdes lineares gerado a cada
iteracdo da formulagdo de Elementos Finitos.
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I. INTRODUGCAO

Uma dificuldade inerente ao método convencional de
Newton - Raphson, que tem como estratégia a manutengéo do
pardmetro de Forca Constante durante o ciclo iterativo, é a
solucdo proxima a pontos limites na trajetéria de equilibrio
divergir devido ao mau condicionamento da matriz de rigidez
tangente, ou simplesmente porque para o nivel de forca
estabelecido ndo ha solugdo [1]. A formulacdo de Elementos
Finitos Posicional é uma abordagem alternativa para problemas
ndo lineares. Desenvolvida originalmente por [2], essa
formulacdo considera as posi¢cBes nodais como varidveis do
sistema ndo linear em vez dos deslocamentos [3]. Neste artigo,
faz-se uma anéalise estética ndo linear com o software Matlab,
utilizando essa formulagdo, num problema de trelica espacial
com ndo linearidade geométrica encontrado na literatura, com
0 objetivo de validar o cddigo computacional desenvolvido. A
solucdo do problema estrutural é obtida com o método de
Newton - Raphson Modificado associado a técnica de
continuagdo Comprimento de Arco criada por Riks [4]-[5] e
Wempner [6]. Em adi¢do, o sistema de equagBes lineares
gerado da discretizacdo por Elementos Finitos durante o ciclo
iterativo é resolvido com métodos diretos (Fatoragdo LU e
Eliminacdo de Gauss) e métodos iterativos (Gradiente
Conjugado - GC, Gradiente Conjugado Quadrado - GCQ,
Gradiente Bi-Conjugado Quadrado - GCBQ e Gradiente Bi-
Conjugado Estabilizado - GCBE). No método do Comprimento
de Arco incrementa-se simultaneamente a forca e as
coordenadas. Para tal, uma nova equacdo ou restricdo é
adicionada ao sistema de equagBes de equilibrio e, por
consequéncia, uma nova incognita - o fator de forga A.

Il. METODO DE SOLUCAO
A equacgdo que governa o equilibrio estatico de um sistema
estrutural pode ser descrita pela equacéo [7]:

g =AF. — F_in_t: 1)
sendo g o vetor de forgas desequilibradas, Fi,; 0 vetor de forcas
internas (avaliado em funcédo do vetor de coordenadas nos nos

da estrutura - a), e A o parametro de forga responsavel pelo
escalonamento do vetor F,, sendo este um vetor de referéncia e
de magnitude arbitraria. A estimativa para o vetor de
deslocamentos residuais 8u € determinada pelo seguinte
sistema de equacoes:

Kéu =g, 2
sendo K a matriz de rigidez representativa do sistema
estrutural. Os pardmetros incrementais de forca (AA) e de
deslocamentos (Au) no passo de forga t+At e iteracdo k séo
avaliados, respectivamente, por:

A = AAED 4 530 3)

Au® = AukD + §u®, 4)

Os parametros totais de forca (A) e de deslocamentos (u)
sdo atualizados por, respectivamente:

A0 = A=) 4 AR, (5)

u® = &b L Ap®, (6)

Para a solucdo do problema ndo linear, é utilizado o

algoritmo de Riks-Wempner com o Método de Newton-

Raphson Modificado, em que a matriz de rigidez tangente (K)

é calculada uma Unica vez no inicio de cada passo forga (0

algoritmo é apresentado na Fig. 1). O critério de convergéncia

é expresso pela norma da forga residual normalizada pela
norma da forca total aplicada:

llgll < tol [|Fl. ()

1. SIMULACAO NUMERICA

Considere a trelica espacial com 12 barras, conforme
ilustrada na Fig. 2, cuja rigidez axial adimensional das barras
EA =1,0. Os trés n6s do topo da trelica sdo livres e os restantes
fixos. Esta estrutura foi estudada por [8] e [3]. Os parametros
considerados nas simulagdes sdo: comprimento de arco inicial
Al = 0,1; nmero maximo de ciclos Ny = 76; nmero maximo
de iteracBes em cada ciclo ins = 10; nimero de iteracdes
desejadas Nd = 2; e tolerancia tol = 10“ Na Fig. 3 é
apresentada a trajetdria de equilibrio (deslocamento vertical v
no nd 7 versus fator de forga) com varios pontos limites de
forca (snap-throughs) e pontos de viragem (snap-backs). O
ponto limite de forca € um ponto extremo (ponto de maximo ou
minimo) no caminho de equilibrio, em que a tangente é
horizontal; e o ponto de viragem é um ponto no caminho de
equilibrio cuja tangente € vertical. Quando a estrutura atinge 0s
pontos criticos, a mesma pode tornar-se instavel; por isso, a
identificacdo deles € de grande importancia para um projeto de
engenharia. Na Tabela | aparecem os tempos de processamento
obtidos com os métodos diretos Eliminacdo de Gauss e



Fatoracdo LU e o métodos iterativos GC, GCQ, GCBQ e
GCBE. Para a solucdo do problema estrutural ndo linear num
procedimento incremental e iterativo, o sistema de equacgdes
lineares decorrente da formulacdo do MEF é resolvido a cada
iteracdo no passo de forca corrente até que se atinja a
convergéncia sendo, em geral, 0 processo que demanda maior
esforco computacional durante a simulagdo. Nas analises com
0s métodos implementados ndo houve problemas de
instabilidade numérica. O método direto Fatoracdo LU
apresentou 0 menor tempo de processamento.

1. u=0,Au=0,7.=0 14, k= (Aw Su)/(Aum "8u,)
2. Paran=1_..  fp; 15, 8u=3du, + 32 du,

3. Computar K 16. Au=Au+du

4 du,=K'F, 17.  AL=AL+3

5. Ak =Al||Aw 18.  g=(r+AN)F, - Fyu(u+An)
6. SeAu'du, <0 19.  Se gl < tol [IF,|

7. Ab=-Ak 20 Terminar a execugdo do Parg)
8. Fim-Se 21.  Fim-Se

9. Awy = Ak Bu, 22. Fim-Para

10. Au=Aw 23, u=u+Au

11 g=(A+AL) Fy - FfutAu) 24, h=h+Ah

12, Parai=1,. . g 25. Al=AlNdD™

13 du, = K! g 26. Fim-Para

Fig. 1. Algoritmo de Comprimento de Arco de Riks-Wempner.

Fig. 2. Trelica espacial de 12 barras. Fonte: adaptado de [3].
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Fig. 3. Trajetorias de equilibrio.

O método de Newton-Raphson Modificado pode ser bem
eficiente quando se usa Fatoragdo LU para resolver os sistemas
lineares, visto que a matriz de rigidez tangente € fatorada uma
Unica vez no inicio do passo de forga (primeira iteracdo), e a
mesma fatoracdo € reaproveitada para resolver os sistemas
lineares das iteragdes seguintes do ciclo. Dentre os métodos

iterativos, 0 método GC conseguiu 0 melhor desempenho; no
entanto, pode apresentar instabilidade numérica quando o
sistema linear for mal condicionado. Para solucionar essa
questdo, tem-se utilizado técnicas de pré-condicionadores que
visam melhorar o condicionamento do problema e acelerar a
convergéncia do método.

TABELA I TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS.

GCBE 0,222172
GCBQ 0,237679
GCQ 0,238632
GC 0,21754
Gauss 0,217683
LU 0,214861

IV. CONCLUSAO

O cddigo computacional desenvolvido mostrou-se eficiente
devido a simplicidade de implementagdo e ao razoavel
desempenho no exemplo numeérico estudado demonstrando,
assim, potencialidade na sua aplicacdo em andlises ndo lineares
de trelicas espaciais. Evidencia-se a necessidade da utilizacdo
de um método incremental-iterativo para a solugdo adequada
de problemas com ndo linearidade geométrica. O programa
desenvolvido conseguiu obter o caminho completo de
equilibrio da estrutura, identificando e ultrapassando pontos
criticos de forca e de viragem existentes. Ademais, € de grande
importancia na analise estrutural o projetista calculista estimar
a capacidade resistente Gltima da estrutura, quanto ao
carregamento de colapso e ao deslocamento maximo
correspondente.
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