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Resumo—Este trabalho descreve uma analise da passagem do
glébulo vermelho humano por poros cilindricos longos. Sé&o
deduzidas expressdes relacionando a area da superficie da
membrana e o volume da célula vermelha do sangue com os
elementos que definem o perfil geométrico dos poros no qual o
glébulo é capaz de transpor. As aplicacdes praticas do modelo sdo
ilustradas e apresentadas, bem como outras consideracdes sobre
o fendmeno de filtracdo dos glébulos vermelhos na polpa
vermelha do ba¢o humano.
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I. INTRODUCAO

O glébulo vermelho humano maduro é uma célula cujo
citosol é constituido de um liquido, contendo principalmente
agua, eletrélitos e hemoglobina, sendo livre de nicleo e
organelas. Sua membrana tem caracteristica de um liquido
bidimensional, podendo assumir em principio qualquer forma
apresentando, porém, alta resisténcia a dilatagdo sob tenséo
isotropica. Ao longo de sua vida de aproximadamente 120 dias
a area de superficie e o volume tendem a diminuir
proporcionalmente. No entanto, a area de superficie da
membrana e o volume do glébulo vermelho podem ser
considerados constantes por um determinado periodo de
tempo (um dia, por exemplo) [1-2]. Assim, do ponto de vista
pratico, o glébulo vermelho pode ser considerado um volume
constante em forma liquida delimitada por um “liquido
bidimensional” com area de superficie constante.

A capacidade desta célula se deformar advém do excesso
de érea de superficie de membrana em relagdo a seu volume
interno quando comparado a uma esfera de igual volume. A
travessia e a deformabilidade do glébulo é colocada a prova,
no caso de poros longos, quando da sua passagem pela rede
reticular esponjosa dos corddes de Billroth na polpa vermelha
do bago. Os glébulos vermelhos sdo forcados a ultrapassar
aberturas de varios formatos geométricos encontrados na
microcirculagdo deste sistema. Isto caracteriza o baco como
um 6rgdo de filtragdo mecanica. De qualquer maneira a forma
fisica que a célula vermelha do sangue assume ao atravessar
estes poros introduz novos problemas em biomatematica, onde
andlises fisicas e equacdes diferenciais podem ser utilizadas
para se derivar formulas relacionando o volume e a érea da
superficie da membrana (constantes celulares utilizadas para
caracterizar o glébulo) com os elementos que definem os
poros através dos quais a célula é capaz de transpor. Os canais
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pelas quais atravessam passam os glébulos vermelhos no baco
podem ser canais com perfil topoldgico cilindrico (aberturas
radiais interendoteliais).

A passagem do eritrécito por um poro cilindrico curto ja
foi descrita na literatura [2] e, posteriormente, a discussao foi
estendida para um numero qualquer de poros cilindricos curtos
[3-4]. Por outro lado, visualizando-se micrografias eletrénicas,
em que se observam globulos vermelhos atravessando a
parede do seio esplénico (por exemplo, ver [5]), inferiu-se que
0s poros ndo sdo exatamente cilindricos e isto motivou uma
investigacdo da passagem da célula por poros que tenham
outro perfil geométrico (por exemplo, poros de perfil conico
curto [6], dentre outros). A determinacdo do perfil geométrico
ndo é uma tarefa simples, pois o corte histolédgico nao
necessariamente ocorre perpendicular ao poro.

Neste trabalho analisar-se-4 a passagem do gl6bulo
vermelho através de dois poros cilindricos longos. Discute-se
qual é caso que tem validade matematica (equacionamento),
deduzindo-se, a partir do modelo geométrico considerado,
relagbes e férmulas envolvendo a area de superficie da
membrana e o volume do glébulo, com os elementos
geométricos que definem o0s poros longos (raios e
comprimentos do canal e distancia entre eles). Indica-se como
0 novo modelo pode ser utilizado como um filtro mecénico
artifical, Gtil para avaliar a deformabilidade do glébulo
vermelho (como uma micropipeta de succao).

Finalmente, apresentam-se ilustracbes e graficos das
curvas limite de passagem geradas pelo modelo matematico.
Discutem-se outras peculariedades do fendmeno de filtracdo
dos glébulos vermelhos quando da passagem pelos corddes de
Billroth na polpa vermelha do bago, contribuindo para melhor
explicar a funcionalidade da anatomia geométrica dos
capilares do baco no processo de selecdo dos globulos.

1. O GLOBULO VERMELHO HUMANO

O glébulo vermelho maduro, em repouso, em um corte de
perfil, se apresenta em forma de disco bicobncavo com as
dimensBes aproximadas dadas em micrometro (um) e
apresentadas na Fig. 1. A Tabela | exibe valores médios da
area da superficie da membrana e volume celular para trés
tipos de glébulos vermelhos: jovens, tipicos e senis (idosos)
no adulto [7].



TABELA L. AREA DA MEMBRANA E VOLUME DO ERITROCITO MADURO EM
TRES ESTAGIOS DA SUA VIDA [7]

L . Area Volume
Estagio da vida
¢ (um?) (um’)
Jovem 148 98.1
Tipico 134 89.8
Idoso 118 78

Para o eritrdcito normal, o excesso de membrana
plasmatica em relacdo ao seu contetdo permite a deformacéo
da célula sem a necessidade de distender a membrana. Embora
a deformacdo da célula e, consequentemente, da membrana
seja extremamente complexa, estudos demonstraram que para
um material eléstico bi-dimensional, incompressivel, tal como
a membrana da célula vermelha do sangue, a deformacédo
sempre consiste de uma ou mais dentre trés tipos fundamentais
de deformac@es independentes [8-10]: (1) dilatacdo uniforme
(expansdo) da membrana sem cisalhamento ou dobras
resultante de uma tenséo isotropica com méddulo médio de 0,4
N/m, demonstrando uma forte resisténcia para a dilatacdo de
rea; (2) extensdo (alongamento) da membrana sem aumentar
a area com modulo medio de 6-9 uN/m, demonstrando
pequena resisténcia & deformacdo para area constante; (3)
dobramento da membrana (momento de dobramento) com
médulo médio de 2.10™° N/m, demonstrando uma pequena
resisténcia ao dobramento da membrana. Deste modo, o
citoplasma se comporta como um liquido newtoniano tendo
em concentracdo fisiolégica uma viscosidade relativamente
baixa e que a membrana se comporta como uma solucéo
viscoelastica bidimensional [8-9].

Deste modo, a capacidade do glébulo em assumir um
determinado formato depende essencialmente do excesso de
area de superficie da membrana em relagdo ao volume, pois a
drea e o volume sdo constantes. Portanto, com estas
caracteristicas, pode-se discutir a passagem do glébulo por
poros de perfis topol6gicos variados (a principio, para aqueles
que generalizem o poro cilindrico ja bem discutido na
literatura). Com respeito as considera¢fes acima, infere-se
que o glébulo vermelho pode ser modelado como um
involucro maledvel ndo preenchido totalmente (caso fosse
preenchido completamente assumiria o formato esférico) de
volume constante envolvido por uma membrana de area de
superficie constante com alta deformabilidade.
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Fig. 1. lustracdo das dimensdes de um glébulo vermelho
em um corte de perfil

Fig. 2. llustracdo de glébulo vermelho assumindo formato de
halter na passagem por um so poro cilindrico: (a) poro longo,
(b) poro curto

I1l. MODELO GEOMETRICO DO GLOBULO VERMELHO NA
TRAVESSIA POR DOIS POROS CILINDRICOS

Das consideracfes acima, na passagem por poros
cilindricos, a forma geométrica que o glébulo vermelho
assume ao ocluir os poros é a de um halter (preenche os
cilindricos e dos lados de fora do poro assume formato de
quase esferas) — figura geométrica de menor area possivel para
um volume dado. A Fig. 2 ilustra o caso para um s poro
cilindrico: (a) poro longo, (b) poro curto. Para o caso de dois
poros cilindricos curtos, paralelos, coaxiais e separados por
uma distancia d, a Fig.3 ilustra o formato geométrico do
modelo em que a célula é composta de trés esferas (de raios
R., Ru e Rg) e dois cilindros (de dimensdes (ry, Ly), (r2, L2)),
subtraidas as quatro calotas esféricas sobrepostas (as partes
das esferas que penetram nos canais cilindricos) com alturas
denotados por hy, h;, hy, hg, da esquerda para a direita,
respectivamente [6]. Por razdes geométricas, a célula toma na
parte central a forma de uma esfera, enquanto ha &rea e
volume suficiente entre os dois poros - a esfera gerada por
revolugdo sobre o eixo coaxial pela circunferéncia circunscrita
a um trapézio isésceles. Devido a unicidade da esfera central
(pois a circunferéncia geradora dessa esfera é Unica ja que
circunscreve um quadrilatero com angulos  opostos
suplementares), tem-se que esse formato no espaco central
permanece constante durante o fluxo do glébulo.
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Fig. 3. llustracdo do globulo vermelho na passagem por dois
poros cilindricos curtos, coaxiais e paralelos.



As condi¢des deduzidas na literatura para o glébulo
atravessar 0s poros sdo dadas pelas condicdes (a) e (b) a seguir
[6]: (a) os pares de valores (ry, Ly), (2, L,) devem estar dentro
da faixa de valores que permitem a travessia no caso de um s
poro isoladamente (estas condigdes também sdo suficientes
quando a distdncia d entre os poros for suficientemente
grande, pois, nesse caso, a travessia da célula acontece
isoladamente através dos poros); (b) como o preenchimento
esférico entre os poros permanece constante, a outra crucial
condicdo é a de que a célula atinja a simetria esférica dos
lados extremos de fora dos poros, R, = Rg, como no caso de
um s6 poro. Dai, nesta condicdo limite a célula transpde os
poros. Através do modelo genérico da Fig. 3 tem-se que a area
(A) e o volume (V) do glébulo podem ser escritos como:

A=2an + 2ty + 47RE ~27R | hy +47RE ~ 22Rghg +41RZ — 21y, by ~27Ry 1 hy )

4
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V=g ooty + o RE - AN (3R —hy )+ 2RR ~SAR(3Rg ~fig)

1
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Outras relacGes geométricas Uteis do modelo séo:

R :I‘12+hf R rpthis R :rlz"'hlZ (3)
ST TS "o 2n
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Com estas relacbes (3), pode-se simplificar mais ainda as
equacdes (1) e (2). Como A e V sdo independentes, derivando-
se, em ambas as equagdes (1) e (2), hg em relacdo a h_ e
igualando estas derivadas, obtém-se, apds simplificaces,
justamente a condicao de simetria esférica R_ = Ry [6]. Dali, as
féormulas que relacionam a &rea e o volume da célula com os
elementos que definem os poros na qual a célula é capaz de
transpor na situacéo limite de simetria esférica séo:

4r*h? 4 4 (4)
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Aqui, consegui-se uma férmula implicita (5) em que
primeiramente se determina o valor de hg (via Matlab) e
entdo, uma vez dados os pardmetros do 2° poro e distancia
entre eles, pode-se, por (4), eshocar os graficos das curvas
limite de L; em funcdo de r;. Os demais parametros hy, h, e
uma equagdo para a estimativa da distancia d entre os poros
sdo dados por:

(@ )+ (d? rF —12)? - 4d 2
B 2d

hy

(A7 1) (A7 1 1) +4d ]

h
2 2d

d=33(v —arL)
v

Fig. 4. llustracédo do glébulo vermelho na travessia por dois
poros cilindricos (um curto seguido de outro longo).

A distancia d pode ser estimada utilizando-se o valor do
volume para uma célula tipica (Tabela I), e, d <2um garante
uma passagem concomitante pelos dois poros em que o
glébulo preenche a parte central [6].

IV. PASSAGEM CONCOMITANTE POR DOIS POROS CILINDRICOS
LONGOS, PARALELOS E COAXIAIS

Para o caso de poros longos, a Fig. 4 poderia ser um
formato geométricopossivel em que a distancia d entre poros
faria sentido. No entanto, o parametro d ndo apresenta um
significado fisico ao sistema ja que uma varia¢do no valor de d
ndo muda o modelo geométrico assumido pela célula.
Observa-se que o globulo continua “tangente” pela parte
interna do segundo poro como ilustra a Fig. 5 na qual esta é,
de fato, a forma geométrica a ser considerada para o modelo.
Neste caso, tem-se:

rlz + hl2 — h (6)
2h, F

Ry =, =

O valor de r,, na condi¢do de poro longo r, = hg, ja estd
dentro do dominio de passagem do glébulo por um poro longo
isolado (neste caso, a passagem independente do comprimento
L, [2]), dada pela equagdo:

3 3Ar 3V )

enquanto que os pares (r, L;) ja satisfazem o limite de
passagem por um s@ poro curto. Para um eritrécito tipico
(Tabela I) encontra-se por (7): r = 1,432 um.

Fig. 5. Formato geométrico assumido pelo glébulo na
travessia por um poro curto seguido de um poro longo.



Estas condicdes colocadas acima sdo necessarias e,
acrescentando-se a condi¢do de contorno limite, R. = Ry (que
¢ equivalente nesse caso, a h, = h; = hg), juntas, formam um
conjunto de condigdes suficientes para o eritrécito transpor os
poros. O eritrécito oclui o poro quando R, > Ry. Escrevendo-
se as formulas de A e V encontra-se:

4nR? 4nR? (8)

A=47R% +2ar,L, —27R h + —27R, h, +271,L, +

ou, substituindo-se Ry = r, e R dado em (3) com h. = hy,

obtém-se:
4

r
A:;r[hl—2+ r?+2rL, +2r,L, +4r? —-2r,h] 9)
1
Um procedimento analogo com o volume da:
6 4 3 3
V=;z[L3+L+rle+r22L2+4L—hfr2+h—1] (10)
6h’  2h, 3 3

Como o segundo poro é longo, ndo interessa o valor de L, que

deve ser eliminado na combinacdo das equacbes (9) e (10).

Fazendo-se os calculos obtém-se:

1 1 N nA ¢ rnont

2r)-rnr, 7 & 30 h? h (11)
3 3

r’r, + 4% +2h’r, —2r7h, —%]

onde h; é dado por h =r,— /r;—rf que se obtém de (6)

observando-se o fato de que r »0=h —0. A condigdo

r2-r?>0 € automatica, pois para eritrocitos tipicos

r221432ym (o segundo poro é longo) e o primeiro poro é

curto (r; < 1,432um . Pelas mesmas observagdes, h, >0 € 0

limite superior de r, usado aqui serd 1,7um por razbes de
significado fisico.

Quanto aos outros casos de poros longos: primeiro
poro longo com o segundo curto é uma situacdo analoga a que
foi discutida acima (com r; = Ry, em vez de r, = Ry). No caso
dos dois poros serem longos a passagem se d& sem restricdes
adicionais, pois a auséncia de poro curto ndo proporciona
formatos esféricos ‘“inchados”, permanecendo a célula
“murcha”, permitindo que esta siga o fluxo ultrapassando
ambos 0S poros.

V. RESULTADOS E CONSIDERAGOES

A Fig. 6 ilustra uma familia de curvas limite, variando-
seovalorder,(1,432,1,5,1,6 e 1,7 um) geradas pelo Matlab.
As curvas obtidas em formato de 'U' no quadrante positivo sdo
tais que o glébulo transpbe os poros na situagdo limite de
simetria esférica, ocluem internamente aos valores (ry, L;)
internos & 'U' e transpbe 0s poros para valores abaixo da
curva, como ocorria nos outros estudos da literatura [2-3],[6].
Verifica-se que & medida em que se aumenta o valor do raio
do segundo poro, facilita-se a passagem da célula. Assim,
pode-se testar a seletividade dos glébulos vermelhos através
da construcdo de um filtro mecénico artificial como o aparato
geométrico da Fig. 5 em que o poro longo faz o papel de uma
micropipeta de succdo facilitando o processo de fluxo.

Finalmente, a construcéo de filtros artificiais com mais
de um canal cilindrico, obviamente, tem um custo mais alto do

L4 (micrometro)

r,= 1.432 #m

1] [E 0.4 0.5 0.8 1 11 14
ry(micrometra)

Fig. 6. Curvas limite de passagem do glébulo vermelho tipico
por dois poros, sendo o segundo longo, variando-se o valor do
raio do segundo poro.

que a construgdo que utiliza um Unico cilindro. No entanto,
espera-se que 0 novo modelo matematico e as anélises
apresentadas contribuam para a elaboragdo de um modelo
mais adequado da passagem do gl6ébulo vermelho através dos
corddes de Billroth na polpa vermelha do baco, pois a
passagem neste local pode ser concomitante por poros tanto
curtos como longos e/ou s6 longos.
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