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Resumo—Este trabalho apresenta um estudo comparativo
dos erros de discretizagdo para o método de volumes finitos
baseado em elementos. A partir de malhas cartesianas, foram
estudadas a estimativa de erro de Richardson e a avaliagéo
comparativa com o método classico de volumes finitos. Neste
caso, verificou-se que o método de volumes finitos baseado em
elementos apresentou erros sensivelmente menores. Um breve
estudo para malha ndo estruturada também é apresentado, no
qual foram comparados os métodos de elementos finitos e
volumes finitos baseado em elementos. No exemplo estudado, o
método de volumes finitos baseado em elementos apresentou
erros ligeiramente inferiores ao método de elementos finitos.
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I. INTRODUCAO

O método dos volumes finitos baseado em elementos
(MVFbE) combina robustez do método dos volumes finitos
porque calcula as derivadas das equacBes aproximadas a partir
de balancos de massa, quantidade de movimento e energia nos
volumes discretos (volumes de controle) com a caracteristica
da flexibilidade geométrica do método dos elementos finitos,
porque utiliza malhas ndo estruturadas com as interpolacGes
nos elementos realizadas via fungdes de forma [1, 2].

O método de volumes finitos cléassico define o volume de
controle delimitado pelos nés da malha como a regido do
dominio onde as equacgBes diferenciais governantes sao
integradas, ou seja, o conceito tradicional usado em volumes
finitos estabelece que o elemento da malha e o volume de
controle sdo entes geométricos coincidentes (cell centered
construction), como demonstrado na Fig. 1a. Percebe-se que
os nos fornecidos pelo gerador de malha servem para delimitar
espacialmente o volume de controle, mas as propriedades sdo
calculadas no seu centro geométrico. No MVFbE, por sua vez,
o volume de controle ndo coincide mais com o elemento, e é
construido ao redor dos nds da malha (cell vertex
construction), conforme mostrado na Fig. 1b, através da unido
de parcelas (sub-volumes de controle) provenientes dos
elementos que rodeiam determinado no [1,4].

A utilizacdo do método MVFbE d& origem a volumes de
controle com um maior nimero de vizinhos, em fungéo do uso
das funcBes de forma definidas no elemento, com potencial
aumento da precisdo do método [1, 3].

Elemento
de malha
7

Volume de
, controle

Elemento
de malha

i
} oA | "~ Ponto de

(a) (b)

Volume de
controle

Ponto de
integragdo

Fig. 1 - Definicdo dos elementos e volumes de controle no (a) Método de
Volumes Finitos (MVF) e (b) no Método de Volumes Finitos baseado em
Elementos (MVFbE). [4]

No método de volumes finitos baseado em elementos,
todos os calculos utilizados para a construcdo das equagdes
discretizadas sdo realizados em nivel de elemento, por isso o
nome ‘“baseado em elementos”. Depois, mediante a um
processo de montagem, semelhante ao empregado no método
dos elementos finitos, obtém-se as equacbes de balanco
referidas aos volumes de controle. Para tanto, em cada
elemento é considerado um sistema de coordenadas locais, no
qual sdo expressos todos os termos das equagfes diferenciais
discretizadas. Apds serem calculadas elemento por elemento,
todas as contribuicfes sdo somadas a fim de construir as
equacdes de balanco de todos os volumes de controle na
malha computacional [2].



Il. FORMULAGAO DO PROBLEMA E DISCRETIZAGAO

O problema de conducdo de calor bidimensional em
regime permanente sem fonte de calor é caracterizado pela
equacdo diferencial

div[g,]=0, @)

onde g, € a Lei de Fourier, g, =-KVT, e Kk €é o tensor

condutividade térmica. Para material isotropico, o tensor k
reduz-se a um escalar k constante.

Deste modo, a equacdo geral para o problema de
transferéncia de calor em regime permanente é:

div[VT]=0, @)

que, em coordenadas cartesianas, pode ser representada por:

o*T  o°T
axz + ? = O . (3)
Integrando a equagcé&o diferencial (3) no volume, tem-se
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Utilizando o método dos residuos ponderados-Galerkin
para a obtencdo da equacdo discretizada, obtém-se

jwV[VT]dvzo, (5)
VvC

Aplicando em (5) o Teorema da Divergéncia tem-se:
IWVT-ndA:O, (6)
sC

onde N representa o vetor unitario ortogonal a face do volume
de controle. Transformando na forma matricial obtém-se:
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No método de volumes finitos, os balangos de conservacao
para se obter as equacGes aproximadas sdo realizados sobre 0s
volumes de controle. Entretanto, conforme mencionado

anteriormente, a base da metodologia do método de volumes
finitos baseado em elementos é realizar todas as operacfes em
nivel de elementos, e ndo trabalhar diretamente com os
volumes de controle. Sendo assim, é conveniente definir um
sistema local de coordenadas para o elemento, o que permite
um tratamento independente qualquer que seja sua forma
geométrica especifica. Este elemento de tamanho e forma
arbitrario em relagdo ao sistema global é mapeado em um
elemento regular de tamanho e forma fixos, quando
representado num sistema de coordenadas local apropriado.
Consequentemente, a representacdo, em coordenadas locais,
de qualquer expressdo matematica envolvida nas equacgdes de
conservacdo, se torna idéntica para qualquer elemento da
malha.
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Fig. 2 — Transformac&o de coordenadas para elemento quadrilatero:
(a) Elemento no plano real, (b) Elemento no plano transformado. [2]

As equagdes de conservacdo e a geometria da malha estdo
definidas com base nas coordenadas globais (cartesianas)
(x, y), sendo assim, € necessario que as equacles sejam
transformadas para o sistema de coordenadas local do
elemento, denotado como (&), através de relagBes
matematicas. Precisam-se definir relagdes que mapeiem
qualquer ponto no interior ou sobre as fronteiras de um
elemento, do espaco fisico (coordenadas globais) para um
elemento regular do espaco transformado (coordenadas locais)
e deste poder retornar ao espago fisico, por meio da relacdo
inversa (Fig. 2). Ambos os sistemas de coordenadas podem ser
relacionados por equacdes de transformacao escritas na forma
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onde as funcdes de forma sao dadas por
NED=4a-Oa-n) . a0
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N3(§,77)=%(1+§)(1+77) , 12)
N, (&.7) =%(1—§)(1+77) | 13)

A aproximacdo local da temperatura pode ser calculada
através de:

T(£7) =ZNi(§,f7)Ti : (14)

onde N, (&,7) sdo fungdes de forma e T, sdo valores nodais
correspondentes a temperatura.

Aproximagdo do gradiente de temperatura pode ser feito
pela equagdo:
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sendo que:
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onde [J] € a matriz Jacobiana de transformacéo e [D] éa

matriz de derivadas das fungdes de forma.
Utilizando as Equacgbes (16), (17), (18) e (19) pode-se,

finalmente, obter a forma matricial do gradiente de
temperatura:
Tl
1 T2
vT =[3]*[D] : (19)
T3
T4

onde {Ti } é o vetor com os valores nodais da temperatura no
elemento que estamos analisando.

Como ¢é utilizado o método dos residuos ponderados-
Galerkin para a obtencdo da equacdo discretizada, tem-se que
a funcdo peso é igual a w = 1 para 0 MVFbE, portanto

IVT-n dA=> (VT -n,AA) =0 (20)
e i
onde i representa os pontos de integracédo (Fig. 1).

Esta consideracdo faz com que esta equagdo seja
transformada em um conjunto de n equagdes, dando origem a
um sistema de equacdes lineares com a seguinte forma geral:

[K]{T}+{f}=0 (21)

onde {T} € um vetor contendo as varidveis do problema
(temperatura), [K] € a matriz dos coeficientes, também

conhecida como matriz de rigidez global, e {f} é o vetor
independente.

I1l. RESULTADOS E DISCUSSOES

A avaliacdo de convergéncia do MVFbE é feita através da
comparacdo da solugdo numérica com a solugdo analitica para
0 problema de conducéo de calor em uma placa plana com
temperatura prescrita nas fronteiras. Neste caso, as condigBes
de contornosdo T(x =0,y) =T(x =L, y)=T(x,y=0)= 0e
T(x, y = H) = Tm sen (7 x/L). A solucdo analitica adimensional
da equacdo é

senh(zx/L)

. sen(z x/L) (22)
senh(zH /L)

TXY)=T

ondeH=L=1eTn=1.

Além da avaliacdo através da comparacdo da solucdo
analitica, os erros de discretizacdo também s&o verificados pela
estimativa de Richardson [5]. Deste modo, pretende-se
investigar a precisdo desta aproximagao com vistas a emprega-
la em problemas mais complexos.

O erro de Richardson exige que [6] (i) a solugcdo seja
suficientemente suave para que Se possa assumir que a
expansdo em série de Taylor do erro seja justificada, (ii) a
ordem de convergéncia do erro, p, seja conhecida e (iii) a
convergéncia seja monotdnica e assintética. Em geral, a ordem
de convergéncia do erro ndo é conhecida a priori, assim uma
estimativa pode ser feita, de modo que a estimativa da ordem e
0 erro sdo aproximados por

~ Ts-T, T.-T 23)
p= Iog{h3 h2J/Iog(r) e sl =T T, = (
T2 =Ty " " re-1

onde hs > h, > h; representam o tamanho das malhas e r = hy/h;
= hs/h; é a razdo de refino da malha. A medida global do erro
de Richardson é feita pela estimativa média quadratica (RMS),
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onde Ngr é o nimero total de nés coincidentes das malhas hy, h;
e h3.

As simulac@es foram feitas para seis malhas estruturadas de
volumes quadrilaterais com razéo de refino r = 2, sendo que a
malha mais refinada possui 64 x 64 volumes, totalizando 4225
nos (tamanho caracteristico h = 0,015625). A solucdo pelo
MVFbE foi também comparada com aquela obtida pelo método
classico de volumes finitos (MVF) em uma tentativa de
estabelecer o nivel relativo de precisdo do primeiro. O MVF é
resolvido usando interpolacdo linear com um ponto de
integracdo em cada face da superficie de controle (ver Patankar
[7] para maiores detalhes da formulagéo pelo MVF).

A Figura 3 apresenta o erro local exato e a estimativa de
Richardson para os MVFbE e MFV ao longo da coluna central
(x = 0,5) para as malhas 64 x 64 (h = 0,015625) e 32 x 32 (h =
0,03125) volumes. Os resultados mostram que o erro de
Richardson apresenta uma boa estimativa do erro exato (em
ambos os casos a ordem de convergéncia observada foi
préxima a 2). E relevante o fato que o0 MVFbE apresenta erros
locais substancialmente menores do que aqueles observados
para 0 MVF, ou seja, eV = 0,5 gM'F para todos os pontos
ao longo da coluna central (onde ocorrem 0s maiores erros
locais, conforme pode ser visto na Figura 4). A maior precisao
exibida pelo MVFbE se deve ao nimero de pontos de
integragdo na fronteira: o MVFbE utiliza 8 pontos de
integragdo enquanto que o MVF calcula a integral de superficie
utilizando apenas 4 pontos (interpolacéo linear).
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Fig. 3 Erros locais exatos e de Richardson na coluna central para as malhas
32 x 32 e 64 x 64 volumes.

Os erros globais (erro médio quadratico) exato e de
Richardson sdo apresentados na Figura 5. Os erros globais
refletem diretamente o comportamento local descrito nos

paragrafos anteriores, i.e. (i) o erro de Richardson aproxima o
erro exato global com boa precisdo e (ii) 0 MVFbE apresenta
erros globais menores do que aqueles exibidos pelo MFV. A
Figura 5 também apresenta 0 ajuste de curva para 0s erros
globais para ambos os métodos de discretizagéo:

MVF: g = 0.10981xh"** (25)
MVFbE : g, |, =0.0056892x h**#
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Fig. 4 Erro de Richardson para o MVFbE para a malha 64 x 64 volumes.
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Fig. 5 Erro médio quadratico exato e de Richardson.

A maior vantagem do MVFbE sobre o método de volumes
finitos classico é a capacidade do primeiro em poder utilizar
malhas ndo estruturadas (estrutura de dados baseada no
método de elementos finitos). Assim, um breve estudo
comparativo com o método de elementos finitos (MEF) sera
apresentado. Maiores detalhes sobre o MEF podem ser
encontrados em [8].



A malha ndo estruturada utilizada pelos MVFbE e MEF
apresenta uma grande distorcdo e contém 666 elementos
quadrilaterais e 707 nds. E interessante notar que hé
basicamente trés tipos de volumes de controle no que tange o
namero de pontos de integracdo na face: 6, 8 e 12 pontos para
volumes compartilhando o0s no6s centrais com 3, 4 e 6
elementos, respectivamente. Ressalta-se que a solucdo pelo
MEF  utiliza uma aproximagdo linear, elementos
isoparamétricos com integracdo no volume efetuada pela regra
de quadratura de Gauss com 4 pontos de integracao.
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Fig. 6 Erro local exato para 0 MVFbE.

As Figuras 6 e 7 mostram a distribuicdo de erros exatos,
&°, para ambos métodos. A similaridade entre os métodos
levou a um padrdo de distribuicho de erros bastante
semelhante: erros maiores proximo a fronteira superior (x , y =
H). As simulagBes também mostraram que 0s erros maximos
locais foram &®wvroe = 2.6474 x 1073 e &ver = 3.2702 x 1073,
respectivamente (a localizagdo dos erros estd indicada nas
Figuras 7 e 8). Os erros globais correspondentes obtidos foram
|{;‘e|\/|v|:bE|R|v|s =8.5009 x 10“e |£eMEF|RMS =8.6996 x 1073,

IV. CONCLUSOES

As simulagBes mostraram que a estimativa de Richardson
resultou em uma boa predicdo de erro para o problema
analisado quando comparado com o0 erro exato. Também
verificou-se que o MVFbE apresenta erros substancialmente
menores do que a aproximacao classica do MVF devido a um
maior nimero de pontos de integracdo nas faces dos volumes.
A solugdo pelo MVFbE utilizando malha ndo estruturada foi

comparada com o MEF. Verificou-se que também neste caso 0
MVFbE produziu erros ligeiramente menores.
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g. 7 Erro local exato para o método de elementos finitos.
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