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Resumo—Os métodos de enriquecimento no campo de funcoes
do Método dos Elementos Finitos (MEF) conseguiram obter
vantagens relacionadas a acuracia e convergéncia se comparados
com a formulacdo pura do MEF. Com destaque ao Método dos
Elementos Finitos Generalizado (MEFG) devido a vantagem de
adicionar funcées quaisquer na particio da unidade do MEF.
Mais recentemente um novo método baseado no MEF surgiu
apresentando vantagens relacionadas a geracdo de malha do
MEF, este método foi entitulado Analise Isogeométrica (AIG).
Este trabalho apresenta uma formulacdo enriquecida e adapta-
tiva para a AIG, aplicada para o problema de vibracio livre de
barras. A convergéncia deste método ¢é verificada e comparada
com a convergéncia do MEFG com Adaptacio.
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I. INTRODUCAO

A Anilise Isogeométrica (AIG) foi introduzida por [7], cuja
principal proposta consiste na utilizagdo das pfoprias fungdes
utilizadas no CAD como aproximadoras para um problema
matematico. O termo isogeométrico surge desta utilizacéio dual
das funcdes do CAD, as quais s@o denominadas NURBS (Non
Uniform Rational B-Splines). Sob o aspecto de implementagdo
este método revolucionou o conceito de malha, trazendo
vantagens relacionadas a criacdo, interpolagdo e refinamento
devido a utilizacdo da exatidao geométrica, derivada do CAD,
e do contexto de implementagdo a nivel global.

Apesar de demonstrar um conceito revoluciondrio sob o
aspecto de implementag@o e precisdo, a AIG ainda encontra-se
em fase de desenvolvimento. Uma série de testes, novas for-
mulagdes e aprimoramentos t€m sido discutidas na literatura
de métodos aproximados nos ultimos anos. Sob o contexto
da dindmica das estruturas os resultados obtidos por [4] para
a AIG trouxeram uma precisdo vantajosa para os problemas
de vibragdo de elementos unidimensionais se comparada com
os mesmos resultados para o MEF convencional. Cottrell et
al. (2006) ( [4]) obtiveram um espectro de erro das frequéncias
naturais de vibragdo de barras e vigas de Euler-Bernoulli
com melhor comportamento do que os desenvolvidos através
do MEF, além de obter melhores taxas de convergéncia. A

extensdo dos resultados obtidos por [4] foi desenvolvida por
[91.

Paralelamente, os métodos de enriquecimento do campo de
funcdes do MEF, com énfase ao Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG) té€m sido aplicados na Dindmica das
Estruturas apresentando resultados vantajosos em termos de
acurdcia quando comparados ao MEF classico. Para os pro-
blemas de vibragdo livre de estruturas, estratégias adaptativas
tém sido desenvolvidas nos udltimos anos com o objetivo de
melhorar a precisao numérica dos problemas matemadticos. Um
algoritmo adaptativo para problemas de vibragdo livre com
base no enriquecimento através do método da particio da
unidade foi proposto por [2] e [1] que obtiveram altas taxas
de convergéncia para problemas de vibracdo livre de estruturas
reticuladas. Dadas as vantagens tanto da AIG quanto do MEFG
para a dindmica das estruturas, o presente trabalho apresenta
uma formulag@o hibrida da AIG com o MEFG para o problema
de vibragdo livre de barras.

II. ANALISE ISOGEOMETRICA

Hughes et al. ( [7]) propuseram o método entitulado Andlise
Isogeométrica cuja principal caracteristica se d4 na utilizacio
direta das fungdes geradoras de geometria CAD para a aplica-
¢d0 da andlise numérica de problemas de valor de contorno.
Estas fungdes sdo chamadas de fun¢gdes NURBS: Non Uniform
Rational B-SPlines. O termo Isogeométrico se deve ao fato de
que as fungdes do CAD geram a geometria exata do objeto de
estudo, além de serem utilizadas como fungdes aproximadoras
para o problema matematico.

A. B-Splines

As funcdes base B-Splines sdo geradas a partir do grau
polinomial (p), do ndmero de funcdes (n) e do vetor de nds
de controle (2 = {&1,&a,...,én + p + 1}) através da férmula
recursiva de Cox-De Boor. Para dado grau polinomial p, o
algoritmo inicia em p = 0 com a seguinte expressao:

1 se& <€<&iqa,
0 caso contrario.

Nio(§) = { (1



As proximas iteracdes para p > 0 sdo definidas pela
expressao:

Nip(§) = % %Ni+l,pfl(§)‘
1+p [ i+p+1 i+1 (2)

Fig. 1 mostra um conjunto de func¢des do tipo B-Splines
de grau p = 2, construidas através da féormula recursiva
de Cox-De Boor através do vetor de ndés de controle = =
{0,0,0,0.5,1,1,1}.

Ni,pfl(g) +

0.2

Figura 1. Fungdes base B-Splines p = 2 com vetor de nés de controle
=={0,0,0,0.5,1,1,1}

III. ANALISE ISOGEOMETRICA COM
ENRIQUECIMENTO

A. Método da Particdo da Unidade

Seja uma fungdo v € H'(Q) uma fungdo definida em um
dominio 2 a qual se deseja aproximar, e {{2;} um conjunto de
coberturas, ou nivens, contidas no dominio €2. Um conjunto de
fungdes 7;(€) definidas em uma cobertura §2; que satisfazem
as condi¢des ( [1], [8]):

supp(n;) = {z € Qni(§) # 0} C [Q],Vi (3)
Zm =1 sobre €, 4)

3

¢ considerado uma parti¢do da unidade {n;} sobre ;. Segundo
[2] e [1], este conjunto de parti¢do da unidade permite a obten-
¢do de um espacgo generalizado de fungdes de enriquecimento,
sendo que podem ser escolhidas funcdes enriquecedoras que
representem um determinado problema matemaético.

Seja S; C H'(£;) um conjunto de funcdes que possam
representar localmente a funcdo u:

&:{#}Zf 5)

O conjunto de fungdes enriquecedoras € formado pelo produto
de S; pela parti¢do da unidade 7;, na forma:

sendo que a funcéo u(€) pode ser aproximada por wuy(€) pela

expressao: '
un(€) =YY misl(§)aij, (7

i
onde a;; sdo os graus de liberdade do problema.

B. Enriquecimento Adaptativo para a Andlise da Vibragdo
Livre de um Elemento de Barra Reta

O elemento generalizado de barra reta foi inicialmente
proposto por [2] e [1] que utilizou como parti¢do da unidade
as fungoes lineares do MEF cléssico dadas por:

o 1+ ﬁ Se T € (,Tifl,l’i) (8)
i 1-— a::i:fqml se r € (l‘i)l‘i-‘rl)

em €; = (z;—1,x;+1). Sendo o espaco de aproximagdo local
definido por:

Si = span{l v1; y2; w15 Y25 ---}, 3=12,3,...,n (9)

com
Y = { sen[Br;(x — zi)? 22 i g g:ﬁfﬁ; (10
w={ BT e
1= { cos[Prj(z — ;)] —(1) ;fexgcee((x:;;gill)) (12)
ooy = { CoPmlrm iz g E L)y
frs =\ o (14)
Brj = %uj, (15)

onde Er e pr sdo o médulo de elasticidade e a massa
especifica no subdominio (z;,x;41), respectivamente. Fy, e
pr, s30 o moédulo de elasticidade e a massa especifica no
subdominio (z;—1,x;), and u; e u; é a frequéncia relacionada
ao j-ésimo nivel de enriquecimento.

As fungdes 715, Y25, P1j € p2; sd0 capazes de expressar
melhor o espaco de aproximacdo do problema de vibracdo
livre de barras. Expressdes similares na forma trigonométrica
foram utilizadas por [5] e [10] para enriquecer o problema de
vibracdo livre de barras e obtiveram melhores resultados em
termos de taxa de convergéncia se comparados com o MEF
classico. Um fato importante a respeito destas fungdes é que
elas se anulam nas interfaces do elemento, nido interferindo
na imposicdo padrdo das condicdes de contorno de MEF
convencional.

O algoritmo de adaptatividade se d4 inicialmente na escolha
de uma frequéncia para as fungdes enriquecedoras v1i;, y2;,



©1; € p2; apos uma andlise inicial sem a inserc@o das fungdes.
Esta frequéncia escolhida, chamada de frequéncia alvo € entdo
inserida nas funcdes enriquecedoras, realimentando o modelo.
Fig. 2 representa o algoritmo adaptativo proposto por [2] e

[1].

(A) Escolhado modo de vibragio
alvo
alvo = ordem do modo escolhido

l

(B) Solugdo via MEF (MEFG n,=0)
malha com ngl >= alvo
Obtém-se 0y MEF

(C) i=1
Wypvoi = Watvo MEF
(D) i=i+1

'

(E) Solugio via MEFG
m=1ep =0,
Obtém-se Wy MEFG

l NAO

(F)  Ouwwoi= Ouoners

I

(G) Teste de Convergéncia
10,1005 = Oyl < tolerdncia ?
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Resultados

Figura 2. Algoritmo adaptativo para o problema de vibracdo livre

Os resultados obtidos por [2] e [1] para o problema de
vibragdo livre de barras desenvolvidos através do MEFG
adaptativo mostraram alta taxa de convergéncia da frequéncia
alvo, quando comparados com o MEF convencional e com os
métodos enriquecidos.

A proposta deste trabalho estd em estender os resultados do
MEFG adaptativo proposto por [2] e [1] utilizando as fung¢des
NURBS da AIG como particdo da unidade. Portanto neste
caso:

ni = Nip. (16)
C. Forma Variacional do Problema de Vibracdo Livre de
Barras

O problema de vibragdo axial de um elemento de barra (
[6]), mostrado na Fig. 3, apresenta hipéteses simplificadoras
relacionadas ao material da barra e sua geometria. O material
deve ser eldstico linear e homogéneo e as secdes transversais
sd0 normais ao eixo antes e apds a deformacdo do material.
A deformagdo da barra u se dd ao longo do seu eixo e o
problema consiste em encontrar % de modo que satisfaca a

AK)

Figura 3. Elemento de barra com vibracdo axial

equagdo diferencial:

Pu 0 ou

onde p ¢ a massa especifica do material, A a drea da secdo
transversal da barra e £ o mddulo de elasticidade do material,
ou médulo de Young.

A formulacdo variacional deste problema é desenvolvida
considerando o pardmetro tempo como varidvel independente
e aplicando o método dos residuos ponderados, onde uma
funcao de ponderacdo w, independente do tempo, € inserida na
equacdo diferencial. Os graus de liberdade sdo considerados
desconhecidos, variam de acordo com o tempo e sdo determi-
nados como solu¢do de um sistema de equacdes diferenciais (
[3]). Aplicando o método dos residuos ponderados na equagdo
17, tem-se:

L 2 — L _
o°u 0 ou

Considerando os parametros p e E constantes e que a drea
da sec¢do transversal A ndo varia ao longo da barra, integrando
o segundo termo por partes, a equacdo 18 se transforma em:

L 92— L o- _
0°u ou dw ou

a7

L
=0.

D)

O problema de vibragdo livre de um elemento de barra se

transforma em um problema de autovalores com a substituicao

da solucdo analitica geral. Segundo [3] um problema de
vibracao livre apresenta solu¢do analitica na forma:

Ox Ox T

a(z,t) = e“u(x) = ((cos(wt) + i.sen(wt)) u(x). (20)

Substituindo a equacdo 20 na equagdo 19, tem-se:

L 1L L
EA %a—wdx —FA [wau} — )\pA/ uwdzx = 0.
0

o Oz Oz oz |,
2D

As operacdes decorrentes do Método de Galerkin ocorrem,
neste caso, em espacos de mesma ordem. Portanto sob quais-
quer imposi¢cdes de condi¢cdes de contorno o segundo termo
da equagdo 21 se anula. O problema de autovalores é entdo
dado por:

B(u,w) = AF(u,w) (22)



onde A é o autovalor do problema e as B(u,w) e F(u,w) séo
formas bilineares dadas por:

L ou ow
L
F(u,w) = pA/ uwdz. (24)
0

Quando € aplicado um método aproximado, o problema de
vibracdo livre de barras se transforma em um problema nao
exato. A equacdo 22 é entdo formada por fun¢des aproximado-
ras para o deslocamento axial e para a ponderacdo da sentenca.

Na forma discreta, a solugiio aproximada u”(z) é escrita da
seguinte maneira:

N
ul(x) = dju; (25)
j=1

onde N é o ndimero total de graus de liberdade, ¢; as
fungdes de base globais utilizadas na aproximagio e u; sdo os
graus de liberdade do problema. Admitindo que a fungdo de
ponderac@o e o deslocamento axial sdo dados pelas funcdes
base de aproximacgdo, a forma discreta do problema, para
1=1,2,..., N pode ser escrita como:

N L N L
do; do; h
Z EA/O T | ug = Z pA i pigdz | uj.
j=1 j=1
(26)
A equagdo 26 pode ser escrita matricialmente como:
Ko" = \'Mg" (27)

a qual representa o problema de autovalores generalizados. A
resolucdo destes autovalores fornece as frequéncias naturais
de vibragdo pela relagdo:

wh = VAR,

IV. EXPERIMENTO NUMERICO

(28)

z

Um teste da AIG com enriquecimento é realizado, onde
uma barra com modulo de elasticidade £ = 1N /m2, massa
especifica p = 1kg/m3, drea da segdo transversal A = 1m? e
comprimento L = 1m e duas extremidades fixas é submetida
ao fendmeno de vibracdo livre conforme descrito na secdo
anterior (Fig. 4).

Figura 4. Barra uniforme com duas extremidades fixas

Este problema possui solucdo analitica, dada por:

(29)
(30)

O algoritmo adaptativo foi executado por meio da particdo
da unidade formada por func¢des base NURBS com grau p = 2,
n = 4 e vetor de nés de controle = = {0,0,0,0.5,1,1,1}.
As funcdes enriquecedoras utilizadas nesta modelagem sdo as
funcgdes:

3D
(32)

715 = sen(w;§)
p1j = cos(w;§).
Fig. 5, 6, 7 e 8 mostram o erro relativo do algoritmo adapta-

tivo para as frequéncias alvo ¢ = 1,2, 3 e 4, respectivamente,
em fun¢do do nimero da iteragdo correspondente.
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Figura 5. Resultado da AIG com enriquecimento adaptativo para a primeira
frequéncia alvo
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Figura 6. Resultado da AIG com enriquecimento adaptativo para a segunda
frequéncia alvo
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Figura 7. Resultado da AIG com enriquecimento adaptativo para a terceira
frequéncia alvo
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Figura 8. Resultado da AIG com enriquecimento adaptativo para a quarta
frequéncia alvo

V. CONCLUSOES

Os resultados mostram a caracteristica da alta taxa de
convergéncia da frequéncia alvo. Para cada frequéncia alvo
escolhida, observa-se também que as demais frequéncias
analizadas apresentam um pequeno ganho de precisdo. Este
fendmeno de alta convergéncia, também observado por [2] e
[1] para o MEFG adaptativo, mostra um bom comportamento
das funcdes B-Splines como particao da unidade e boa eficacia
do método adaptativo na determinagdo de frequéncias naturais
de vibragao.
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