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Resumo—Recentemente, um novo método de diferencas finitas
exponencial vem sendo aplicado na resolucio de equacoes diferenciais
parciais elipticas. Os sistemas lineares resultantes da discretizacao
desses problemas, geralmente tém uma estrutura que sugere ser

conveniente recorrer aos métodos numéricos para obter sua solucio.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho consiste na comparacio entre
os métodos aplicados na resolucdo dos sistemas lineares provenientes
da discretizacio realizada através do método exponencial.
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numéricos; problemas elipticos.

I. INTRODUCAO

Problemas de equilibrio sd@ao aqueles em que a propriedade de
interesse ndo depende da evolugdo temporal e na maioria das vezes
sdo modelados por equacdes diferenciais parciais elipticas. Esses
sistemas também sdo conhecidos como estaciondrios, justamente por
permanecerem constantes em relagdo ao tempo.

As equagdes elipticas mais conhecidas sdo as equagdes de
Poisson e de Laplace, cujas aplicacdes sao as mais variadas. Por
exemplo, a equagdo de Poisson representa o movimento de um fluido
viscoso incompressivel a baixa velocidade e a equacdo de Laplace é
empregada para descrever potencial eletromagnético, dentre outras
[2]].
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Essas equagdes podem ser resolvidas através de trés tipos de
abordagem: a computacional, a experimental e a analitica. Por
conseguinte, a abordagem analitica nem sempre € possivel. Resolver
analiticamente uma equagdo diferencial pode levar a processos
complexos ou até mesmo impossiveis, uma vez que algumas delas
ndao admitem solucao exata. A abordagem experimental, é bastante
satisfatoria, contudo tem custo operacional elevado e depende
de processos longos. J4 a abordagem computacional, ndo impde
limitacdes de ordem dimensional, fisica e espacial, além de técnicas
de estabilidade e convergéncia serem incorporadas ao processo de
solugdo, tornando-a uma das abordagens mais atrativas, devido a
auséncia de limitagdes.

Em contrapartida, detalhes importantes a serem verificados estdo
relacionados a convergéncia, a consisténcia e a estabilidade e sdo
necessarios para garantir a integridade da solugdo. E preciso que haja
controle da propagacdo do erro, isto €, que os critérios de estabilidade
sejam satisfeitos para garantir um método numérico estavel. Caso
contrario, pode ocorrer um actimulo de erros capaz de interferir e
prejudicar totalmente a solugcdo numérica final. A estabilidade aliada
a consisténcia implica em um método numérico convergente, cujos
resultados obtidos sejam fiéis ao problema, embora nio sejam exatos.

A abordagem computacional se realiza por meio dos métodos
numéricos que aproximam com determinada precisdo a solucdo
de equacgdes diferenciais parciais com o auxilio de computadores.
Recentemente, um novo método numérico foi desenvolvido por
Pandey [3], chamado de método de diferencas finitas exponencial



de quarta ordem, simulado computacionalmente para equagdes
diferenciais parciais elipticas de segunda ordem com diferentes
condicdes de contorno.

A aplicacdo do método de diferencas finitas exponencial em
equacdes lineares produz sistemas lineares. Esses sistemas resultantes
t€m uma caracteristica peculiar: geralmente, a matriz de discretizago
é esparsa e aproveitando-se dessa estrutura, pode ser conveniente
recorrer ao uso dos métodos iterativos para obter sua solucio, embora
também possa recorrer a utilizacdo de métodos diretos nas simulagdes,
desde que o sistema linear satisfaca as condicdes necessdrias a
aplicacdo do método.

Neste contexto, no presente trabalho trata-se da aplicacdo do
método de diferencas finitas exponencial para a solugdo de equagdes
diferenciais parciais elipticas lineares de segunda ordem, além da
comparacdo dos métodos numéricos para solucdo dos sistemas
lineares resultantes.

II. FORMULACAO MATEMATICA

O dominio de integracdo de uma equacdo diferencial parcial
bidimensional é uma regido () cuja drea é limitada pela fronteira
0f). A equacdo abaixo é considerada uma equacéo diferencial parcial
eliptica em € se b — dac < 0 para todo ponto interior de € [1].
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Uma das principais equacdes elipticas que representam o0s
problemas de equilibrio é a equag@o de Poisson dada por
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Uma caracteristica dos problemas modelados por equacdes
diferenciais parciais elipticas é que toda regido {2 seja imediatamente
afetada por qualquer mudanga no valor da varidvel dependente em um
ponto do interior do dominio ou na fronteira 0€2. Isso é equivalente
a afirmar que as propriedades fisicas de problemas elipticos se
propagam em todas as diregdes dentro da regido ), afetando os
pontos interiores, e por este motivo suas condi¢des de contorno
normalmente sdo especificadas ao longo de toda fronteira.

As condicdes de contorno usualmente especificam os valores da
funcdo ou os valores de sua derivada normal ao longo do contorno
0f), ou uma mistura de ambos, que sdo, respectivamente, as condigdes
de Dirichlet (u é conhecida em 0f2), de Neumann ( %: é conhecida
em 0f)) e Robin (au = 6% conhecida em 0f2). Em particular,
considera-se neste trabalho uma regido quadrada Q = {(z,y) : a <
x < b;a <y < b} com condigdo de contorno u(x,y) = g(x,y) em
of.

III. FORMULACAO NUMERICA

A resolucdo de uma equacgdo diferencial parcial analiticamente
fica restrita a problemas simples. Problemas mais complexos tornam-
se dificeis ou até mesmo impossiveis de se resolver analiticamente
por conta da insuficiéncia dos métodos existentes. Enquanto isso,
a abordagem computacional é capaz de solucionar equagdes com
alto nivel de complexidade, ndo havendo restricdes a geometrias e
processos complicados.

A abordagem computacional é realizada por meio dos métodos
numéricos, que calculam solu¢des aproximadas para o problema
através do suporte de computadores. Primeiramente, € necessério co-
nhecer o dominio do problema, entdo alguns pontos sao selecionados
e nesses pontos aproxima-se a solu¢do, uma vez que o computador
seria incapaz de aplicar as técnicas numéricas num dominio continuo,
contendo infinitos pontos. A esse processo denomina-se discretizagdo.

A discretizagdo do dominio deve ser o primeiro passo para
solucionar numericamente um problema estaciondrio através de uma
equacdo eliptica. Para exemplificar o processo, considera-se {2 como
sendo uma regido quadrada, coberta por uma malha, conforme a Fig.
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(a) Dominio continuo. (b) Dominio discreto.

Figura 1: Discretiza¢do do dominio.

A. Método de Diferencas Finitas Exponencial

O método de diferencas finitas exponencial produz aproximacdes
de alta ordem considerando um espagamento uniforme £ nas dire¢des
z e y. Inicialmente, é preciso considerar os oito pontos vizinhos
(i+1,5), (i,j£1)e (i+1,57+1), ao ponto (i,7)

Uit1,; = u(x; £ h,y;)
s j+1 = U(%vl/j + h)
Uit1,j+1 = w(x; £ h,y; £ h),

com 4,5 = 0,1,...,N, sendo N a quantidade de subintervalos
tomados.

Para aproximar a solugdo analitica da equacdo eliptica de Poisson,
o método de diferencas finitas exponencial utiliza nove pontos e
inicialmente € dado pela seguinte equacao



ao(tit1,j + im1,j + Uij+1 + Uij—1) + a1 (Uit 41+

2 h
FUi—1,5+1 + Uit1,5-1 + Ui—l,j—l) + agu;; = boh f,-7je¢( ),

3)

com 4,5 = 0,1,..., N, onde ag,ar,as e by sdo constantes e ¢(h)
¢ uma funcio diferencidvel. A partir dessa equagdo, pode-se ainda,
definir a fun¢do F'(h,u) da seguinte forma

F(h,u) = ao(tig1,j + wi—1,j + U jy1 + uij—1)+
a1 (Wit1,j41 + Uim1 41 + Ui, j—1 + Uio1,j-1)+
+asu;; — b0h2fi7j€¢(h).

“4)

Observando a Fig. 2] nota-se a disposi¢do dos pontos envolvidos
na expressdo de discretizacdo de uma equagdo diferencial utilizando
o método de diferencas finitas exponencial.

Figura 2: Esténcil da aproximagdo da equagdo eliptica utilizando o
método de diferencas finitas exponencial.

A partir de (@) ocorre o desenvolvimento do método de diferencas
finitas exponencial de alta ordem. Primeiramente, expandindo a
funcdo diferencidvel ¢(h) em série de Mac Lauren obtém-se a
seguinte expressao

2
6(h) = 6(0) + hg'(0) + () + O).  ©)

Agora, aplicando expansio exponencial no termo e¢?(®), o resul-
tado é dado por

¢(h)®
2!

e?M =14 ¢(h) + + O(h®). (6)

Entdo, o desenvolvimento do método exige que se fagca a
substitui¢do de (5) em (6). Esse processo acaba fornecendo a
expressdo a seguir

) = 146(0) + 56(0)” + {1+ 6(0))¢'(0)+

FE 02 + (14 600)6"(0) + 001,

(7

Dando continuidade ao processo, é preciso expandir F'(h,u) em
série de Taylor em torno do ponto u; ;. Truncando essa expansdo até
a quarta ordem, pode-se escrevé-la da seguinte maneira

Fi,j = a04ui7j + a14ui,j + agum- — b0h2fi7j6¢(h)+
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Para simplificar a expressdo é preciso considerar f; ;

(g% + g%ﬁ)(_ _, e entdo
2,J
0%u  O%u 0%u  O%u
2
o= e 4+ — -~ . 9
vio- (G o) G an)
Usando essas notacdes e substituindo-as em (]E[), tem-se
2 ht 2
(4CLO —+ 4(11 —+ QQ)U»L‘J -+ (CLQ + 2a1)h fi,j -+ E(CLO =+ 2CL1)V fi,j+
ht oty 1
- —day) ——— — boh?f; (1 — 2
6 (ao al)axgayQ oh” fi;(1+ ¢(0) + 2(25(0) +
h2

+h(1+¢(0))¢'(0) + = (#'(0)* + (1 + 6(0))¢”(0))) = 0.

2

Analisando os coeficientes de h?, com p = 0, 2, 3, 4, constrdi-se
o seguinte sistema nao linear

4ag +4a; + a2 =0
(ao + 2a1) fij — bofi;j (1 + ¢(0) + %‘b(o)z) =0

—bofi,;(1 4 ¢(0))¢'(0) =0
>\1 - /\2 - )\3 = 0,

(10)

sendo
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)\1 = —(ao + 2a1)V2fi,j,
12

o*u

1
Ao = =(ag — 4 v
2= gloo—dm) (85625212)@,]')7

Xs = bofis 3(6/(0)* + (1+ 6(0))" (0)).

Para resolver o sistema anterior, considera-se ¢(0) = 0, ¢'(0) =0
e ap —4a; = 0. Com simples substituigdes convenientes descobre-se
facilmente os valores de ag, as e by, como segue a partir de agora

ap = 4ay,
as = —20&1,
b() = 6(11.

A substituicdo de todos esses valores conhecidos na ultima
equacdo do sistema ndo linear fornece o valor de ¢”(0)

_ VZfi,j

#'(0) = 7% an
2Y

Agora que sdo conhecidos, os valores de ¢(0), ¢’(0) e ¢"(0) sdo
utilizados em (5), obtendo-se o valor de ¢(h)

¢(h) = 27, (12)
7

Finalmente, sabe-se os valores de todas as constantes que a
principio eram desconhecidas e além disso, uma expressdo foi
encontrada para a fungéo ¢. Substituindo os valores de ag, az, by e
¢(h) em , obtém-se a equagcdo do método de diferencas finitas
exponencial na sua forma final

Atigr,j + i1 + i1 + Uig-1) + (U141 + Uio1 11+
) W22,
FUit1,j-1 + Uim1,5-1) — 200, = 6h7 f; je PTia

13)

comi,j=0,1,..,N.

O laplaciano que se encontra no expoente ¢ aproximado por
diferencas finitas de segunda ordem, como visto a seguir

W2 fi = fivrg + ficrg —4fij + fig + fijo. (14

Essa expressdo € a discretizagdo da equacdo diferencial utilizando
o método de diferencas finitas, também conhecida pela férmula dos
cinco pontos.

IV. METODOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Na discretizacdo de um problema eliptico linear pelo método
de diferencas finitas exponencial obtém-se um sistema de equacdes
lineares. Portanto, a solu¢do desse problema de equilibrio implica
determinar a solug¢do do sistema resultante da forma Az = f, em
que A é a matriz dos coeficientes, f é um vetor de constantes e = é
o vetor solugdo.

Em muitos casos, esse sistema nao possui as condi¢des necessdrias
para ser resolvido analiticamente. Devido a isso existem alternativas,
que sdo os métodos numéricos dedicados a solucdo de sistemas
lineares. Esses métodos podem ser divididos em diretos e iterativos.

Nao ha como se afirmar categoricamente a superioridade dos
métodos iterativos de solucdo de sistemas lineares sobre os diretos, ou
vice-versa. O desempenho dos métodos de ambas as classes depende,
basicamente da estrutura da matriz de coeficientes do problema que
esta sendo resolvido [2].

A. Métodos Diretos

O termo método direto refere-se as técnicas que, na auséncia
de erros de arredondamento e apés um determinado ndmero finito
de iteracdes € capaz de calcular a solucdo exata do sistema linear,
caso ela exista. Os métodos diretos transformam o sistema linear
em questdo num outro sistema linear equivalente, cuja solucdo € a
mesma do sistema original. A ideia do método é que esse sistema
transformado possua uma matriz de coeficientes com caracteristicas
capazes de simplificar sua resolugio, que consequentemente fornecera
a solucdo do sistema linear original.

1) Decomposi¢cdo LU: Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
Suponha-se que existam duas matrizes convenientes L e U, triangular
inferior (lower) e triangular superior (upper), respectivamente, de
tal forma que A possa ser decomposta por essas matrizes, isto €,
A = LU. A isto denomina-se fatorizagdo ou decomposicdo LU de A.
Ocorre que se A for uma matriz ndo singular, entdo L e U também
serdo, e consequentemente, ambas terdo os elementos diagonais nao
nulos.

Dessa forma, agora ao invés de um sistema linear, serd preciso
resolver dois sistemas lineares

(LU)e=] = LUz)=F
Yy

Ly = f, Uz =y. (15)

Sendo L uma matriz triangular inferior entdo a primeira linha do
primeiro sistema a ser resolvido serd l11y; = f1, fornecendo o valor
de y;. Substituindo o valor determinado anteriormente nas equagdes
seguintes faz resultar um novo sistema cujas incognitas sao ys, ..., Yn.
Avangando no procedimento para cada uma das equacdes pode-se
calcular todas incégnitas, procedendo como a seguir



1= l’%
i—1
(16)
Yi = lll fz_zlijyj y =2,
j=1

O sistema Uz = y pode ser resolvido de modo semelhante. A
diferenca estd no fato de U ser triangular superior. Consequentemente,
deve-se calcular primeiro o valor de z,, e em seguida, as demais
incégnitas, utilizando um processo regressivo

a7

n
1 .
o | v — E ui;r; |, i=n-—1,..,1
j=i+1

Resta agora encontrar um algoritmo que permita determinar as
matrizes L e U. Para uma matriz A, de ordem n, tem-se que os
elementos de L e U satisfazem o sistema de equagdes ndo lineares

min(z,j
(18)

)
lipthrj = ai5, 1,5 =1,..,n.

r=1

Este sistema possui n? equagdes e n? + n incégnitas e por isso
a decomposi¢cdo LU ndo € tnica [4]]. Dessa forma fixa-se 1 para
os componentes da diagonal da matriz L, e transforma-se num
sistema determinado. Tem-se que

i—1
Ujj = Qi — E Lipukj, 1<j, j=1,.,n
k=1

=] (19)

li,j = (aij — Zlikukj)/ujj, 7> j, j = ].7 ey N
k=1

Nota-se que ndo hd necessidade de se calcular os elementos
diagonais de L, porque foram fixados iguais a 1.

B. Métodos Iterativos

Os métodos iterativos costumam ser mais econdmicos, pois
requerem um gasto computacional menor. Além disso, sdo capazes de
se autocorrigirem, isto €, sua convergéncia independe da aproximacio
inicial.

Para resolver iterativamente um sistema linear da forma Ax = f,
onde

aix a2 A1n

a21 a22 a2n
A= ,

anl an2 Ann

primeiramente decompde-se a matriz A de tal forma que

A=L+D+U, (20)

em que L é a matriz triangular estritamente inferior, D é a matriz
diagonal e U é a matriz triangular estritamente superior. A partir
disso, a matriz A é decomposta na soma

A= M+ N, 1)

e escreve-se o sistema na forma Mx = f — Nx, em que M e N
sdo matrizes compostas das matrizes L, D, e U.

A matriz M € escolhida propositalmente de maneira que seja
invertivel facilitando a resolu¢do do sistema. Por exemplo, M pode
ser diagonal, triangular ou tridiagonal. O método iterativo, entdo, é
definido por

Mz®) = f— Nx(kfl), com k=1,2,.. (22)

sendo z(°) uma aproximacdo inicial qualquer e k& o nimero de
iteracdes, e entio z®) e (1) 530 vetores de n componentes
avaliados na iteracdo k e na iteracdo anterior, respectivamente.

A seguir, sdo apresentadas as deducdes de dois métodos iterativos
essencialmente importantes na resolu¢do dos sistemas lineares
resultantes da discretizacdo de equacdes diferenciais parciais elipticas.

1) Método de Gauss-Seidel: No método de Gauss-Seidel ocorre

M=L+D e N=U. (23)
Isso permite escrever
Av=fe M+ N)z=f< (L+D)x=f—-Ux. (24)

Portanto, escrito na forma matricial o método de Gauss-Seidel
consiste em

Dz® = f — La® — yzpk-b, (25)

ou ainda,



f Ux(k 1)
(L + D)~ Uz,

(L+D)

e® = (L+D)"'f - (26)

E, consequentemente, na forma pontual pode ser escrito como

n
> aia ) ag,

j=i+1

27

1—1
k
= ag ) —
j=1

comi=1,2,..n

2) Sucessive Over-Relaxation - SOR: A medida que progridem as
iteracdes, uma caracteristica dos métodos iterativos é que a diferenga
entre as sucessivas aproximagdes diminua, fazendo com que o método
necessite de muitas iteracdes para alcangar uma boa solugdo.

Um modo de amenizar esse efeito é sobrerrelaxar o valor
de z(*t1)  de tal forma que a solugio numérica adequada seja
aproximada mais rapidamente. A aplicacdo desse procedimento em
métodos iterativos para solucdo de sistemas lineares sdo os chamados
processos de relaxag@o.

Uma vez conhecida a férmula pontual do método de Gauss-Seidel
e também sua forma matricial, o método SOR pode ser definido por
meio da iteracdo

(k) (k-1

k k-1
TgoR = 9USOR) + w(x(G; ( ))

TSoR (28)
em que zggs € um vetor avaliado no método de Gauss-Seidel, zsor
¢ o vetor avaliado no método SOR e w € conhecido por fator de
relaxacdo. A equag@o acima pode ser reescrita da seguinte maneira

W)= (1= w4 walk) (29)

Substituindo em (29), obtém-se o método SOR na forma
pontual

¥ = (1- w) (k= 1)+w

7

§ am:cj § a”xJ

Jj=i1+1

DY /ai ;.
(30)

Para obter a sua forma matricial, basta substituir (26) em (29)

2k — (1-
™ =1

W)z D 4 w(f — La®™ — Uz*-Y)p~1
W)z Y 4 wD f —wD  La® — WD UL RY)]

separando os termos de acordo com os niveis da iteragdo

(1+wD'L)z®™ = (1 —w —wD')z* Y +wD 1f, @31)

multiplicando por D, segue que

(D + wL)z® = (D — Dw — wU)z*Y + o f,

e portanto, a forma matricial do método SOR ¢é dada por

2 = (D—wL) " [(1—w)D—wU]z* Y +w(D+wL) "1 f. (32)

z

Para convergéncia do método, é necessirio 0 < w < 2. Em
particular, w = 1 faz o método SOR retornar ao método de Gauss-
Seidel. Quando 0 < w < 1, aplica-se subrelaxag@o as incdgnitas.
Diferentemente, para 1 < w < 2, aplica-se sobrerrelaxacdo.

V. RESULTADOS NUMERICOS
Considerando a seguinte equacio

2 2
0°u 8u226r+y

— + — 33
2 T 9,2 ; (33)
definida em um quadrado de lado unitdrio, sua solucdo exata e
condi¢d@o de contorno do tipo Dirichlet em toda fronteira do dominio
sdo dadas por u(z,y) = e* 1V [2].

O problema descrito acima € discretizado utilizando o método de
diferencas finitas exponencial em quatro malhas: uma malha grossa
5 x 5 com um espacamento equivalente a h = 0.25, uma malha
pouco mais refinada, intermedidria grossa com h = 0.125, outra
malha intermedidria fina 17 x 17 com um espagamento equivalente
a h = 0.0625 e uma malha fina 33 x 33. O sistema linear resultante
desta discretizag@o serd resolvido pelos métodos de Decomposi¢do
LU, Gauss-Seidel e SOR.

Sabendo que o desempenho do método SOR depende do fator de
relaxacdo aplicado, foi realizada uma busca, no sentido de determinar
um fator de relaxacdo que produzisse a menor quantidade de iteracdes
possiveis, isto é, um wyime que otimizasse a resolucdo do sistema
linear. Os resultados desta busca sdo observados na Tabela [l

Tabela I RASTREAMENTO DO FATOR DE RELAXACAO.

Malha Fator | Iteracoes
Grossa 1.2 18
Intermediaria Grossa 1.5 38
Intermedidria Fina 1.7 74
Fina 1.8 156




E importante mencionar que a busca pelo fator de relaxacio foi
realizada com precisdo de 10~! e obedeceu a um critério garantindo
uma aproximacio cujo erro fosse inferior a 107! ¢ um méximo
de 2500 iteragdes. Analisando as Fig. 3] e [ nota-se que neste caso
em particular, o processo de sobrerrelaxacdo foi mais adequado ao
problema.
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Figura 3: Comportamento do método SOR.
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Figura 4: Comportamento do método SOR.

Agora, determinado o melhor fator de relaxacdo para o método
SOR, € realizada uma andlise entre os métodos SOR e Gauss Seidel,
- representado por GS na Tabela[ll] - dada através de uma comparacio
entre o nimero de iteracdes realizadas por cada um dos métodos
iterativos.

Tabela II: QUANTIDADE DE ITERACOES REALIZADAS.

Malha GS | SOR
Grossa 30 18
Intermedidria Grossa | 115 38
Intermediaria Fina 425 74
Fina 1574 | 156

Na Tabela consta os resultados da aplicacdo dos métodos
diretos e iterativos na resolucdo dos sistemas lineares. O critério
de comparacdo utilizado foi o erro méaximo absoluto ||E|. =
max_|E;|.
1<i<N

Observando a Tabela [Tl todos os métodos apresentaram bons
resultados, mas comparando os métodos iterativos entre si, embora
Gauss-Seidel seja satisfatério, o método SOR consegue aproximar a
solugdo realizando um niimero muito inferior de iteragdes, principal-
mente a medida em que a malha vem sendo refinada. Analisando a

Tabela I1l: COMPARACAO ENTRE O ERRO PRODUZIDO.

Malha GS SOR LU
Grossa 1.8140e-05 | 1.8140e-05 | 1.8140e-05
Intermedidria Grossa | 1.1535e-06 | 1.1519e-06 | 1.1519e-06
Intermediaria Fina 8.5815e-08 | 7.3184e-08 | 7.3178e-08
Fina 6.3508e-08 | 7.5683e-09 | 4.5729¢-09

precisdo das aproximacdes, no caso da malha mais grossa ndo houve
muita diferenga entre os resultados, enquanto que nas demais malhas,
observa-se que o método SOR e LU apresentaram um desempenho
semelhante.

A seguir estdo dispostas nas Fig. [5] e [f] as representagdes da
distribuicdo do erro numérico no dominio, para cada uma das
malhas testadas. A ordem dos erros encontram-se entre 1076 ¢ 1079,
garantindo Gtimas aproximacdes. Além das representacdes do erro
local, segue também a Fig.[7} com a distribui¢do da solugdo numérica
no dominio.
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(b) Malha intermedidria grossa.

(a) Malha grossa.

Figura 5: Distribui¢do do erro no dominio .
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(a) Malha intermedidria fina.

(b) Malha fina.

Figura 6: Distribui¢do do erro no dominio.
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Figura 7: Solu¢do numérica usando o método exponencial numa
malha fina.



VI. CONCLUSAO

Neste trabalho foi resolvida a equacdo de Poisson através do
método de diferencas finitas exponencial em quatro refinamentos
de malha. O método direto de Decomposi¢cdo LU e os métodos
iterativos de Gauss-Seidel e SOR foram testados para os sistemas
lineares resultantes.

Os testes numéricos em diversas malhas evidenciam o efeito
que o refinamento provoca na solugdo final, produzindo melhores
resultados. Com relag@o a comparagdo entre os métodos de resolugdo
de sistemas lineares, observa-se que o método SOR foi capaz de
produzir resultados tdo bons quanto os obtidos através do método
direto LU, e portanto, considerando o fato de que os sistemas
resolvidos sdo esparsos e que essa estrutura sugere a redugdo do
gasto computacional produzido na simulagdo com métodos iterativos,
pode-se afirmar que eles podem ser mais vantajosos que os diretos,
uma vez que ndo hd prejuizos na solucio final.
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