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Resumo—QO presente trabalho consiste em resolver a equacio
diferencial parcial eliptica de Poisson, onde a condi¢cdo de contorno
do tipo Dirichlet foi considerada para a obtenciao da solu¢io numérica
do problema bidimensional, considerando um dominio quadrado. O
objetivo deste trabalho é analisar a eficiéncia computacional de métodos
multi-malhas (ou multigrid) quando aplicados a resolucio de sistemas
lineares provenientes do método de diferencas finitas. No processo
de resolucio da equacdo diferencial foram utilizados dois métodos
iterativos, o esquema Correction Scheme (CS) e o esquema Full
Approximation Scheme (FAS). Ambos os métodos foram implementados
no software Matlab, onde os resultados obtidos foram comparados com
a solucio analitica conhecida na literatura. Dessa forma, foi realizada
uma comparacdo dos métodos multigrid CS e FAS para verificar se
os métodos numéricos utilizados foram eficientes para a soluciao desse
tipo de problema.

Palavras-chave—Equacio de Poisson; método de diferencas finitas;
métodos multigrid; Matlab.

I. INTRODUCAO

Problemas de equilibrio sdo aqueles em que o sistema permanece
constante em relacdo ao tempo, também sdao conhecidos como
problemas em regime permanente ou no estado estaciondrio e
geralmente, ddo origem a equacdes elipticas. As mais conhecidas
dessas equacdes sdao as equacgdes de Poisson e de Laplace, cujas
aplicacdes sdo as mais variadas como, por exemplo, problemas de
pressdo, problemas em elasticidade, problemas de camada limite,
problemas de vibragdo em membranas, problemas de difusdo [2],
dentre outras.

O avanco computacional nos udltimos anos foi decisivo para

o destaque da simulacdo numérica no estudo desses problemas,
aprimorando cada vez mais os métodos numéricos. A discretizacdo
de problemas elipticos utilizando o método de diferencas finitas
resulta em um sistema de equacdes lineares que tem uma estrutura
bastante peculiar. Em geral, a matriz desse sistema contém apenas
alguns poucos elementos ndo nulos em cada linha, ou seja, é esparsa,
exigindo métodos iterativos que se aproveitem dessa estrutura para
resolvé-los mais rapidamente [9].

Outra particularidade dos sistemas lineares provenientes da
discretizacdo dessas equagdes € que sdo, em geral, muito grandes,
pois o nimero de incdgnitas é aproximadamente proporcional ao
nimero de pontos da malha. Na simula¢do de problemas reais uma
tal malha conteria ainda um nimero muito reduzido de pontos para
uma boa representacdo dos fendmenos que se pretende simular, de
forma que malhas mais finas sdo uma necessidade [1].

A grande dificuldade imposta pelo processo de preenchimento da
matriz estd em ndo saber, a priori, quais elementos serdo modificados.
Portanto, deve-se reservar o espaco necessdrio para armazenar toda
a matriz na memoria do computador, apesar da maior parte desse
espaco ser preenchida com zeros. Os métodos iterativos ndo tém esse
problema, pois requerem somente o resultado da multiplicacdo da
matriz dos coeficientes por um vetor e, portanto, o padrdo de zeros
da matriz ndo sofre qualquer modificagdo ao longo do processo [4].

Este trabalho trata da aplicacdo de métodos de solugdo de sistemas
de equagdes lineares para a solucdo de problemas elipticos, em
especial para a equacdo de Poisson bidimensional, em que o método
de diferencas finitas foi utilizado para aproximacdo da solucdo dessa
equacdo. Além disso, a implementagdo do algoritmo foi realizada



através do software Matlab, em que uma anélise do erro, comparagdes
entre os métodos numéricos e a solugdo analitica, conhecidas na
literatura, foram realizadas.

II. FORMULACAO MATEMATICA

A equacgdo de Poisson bidimensional é uma equacgéo eliptica de
segunda ordem dada por
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O dominio de integracdo de uma equacdo eliptica bidimensional
€ sempre uma area limitada pela fronteira (2R. As condi¢bes de
contorno usualmente especificam os valores da fung@o ou os valores
de sua derivada normal ao longo do contorno 2R, ou uma mistura
de ambos, que sd@o, respectivamente, as condicdes de Dirichlet
(u é conhecida em QR), de Neumann (g—z é conhecida em QR)
e Robin (au = 5% conhecida em QQR). Em particular, considera-se
neste trabalho uma regido quadrada R = {(z,y) € R?> / a <z <b,
a <y < b} com condigdo de contorno u(z,y) = g(x,y) em QR.

III. FORMULACAO NUMERICA

O problema em estudo € formulado por uma equagdo diferencial
parcial do tipo estaciondria e por condi¢des auxiliares especificas.
Considerando o fato de que nem sempre existe solugdo analitica,
faz-se necessdria a resolucdo do problema de modo numérico. Para
tanto, o método de diferengas finitas é adotado para a discretizagdo
do dominio e das derivadas parciais.

O método numérico de diferengas finitas é usado como uma
abordagem alternativa para obter a aproximacdo da solu¢do de uma
equacdo diferencial parcial. A ideia basica desse método € transformar
a resolu¢do de uma equagdo diferencial em um sistema de equagdes
algébricas, substituindo as derivadas por diferencas [5].

O método de diferencas finitas € facilmente implementado
computacionalmente, que consiste da discretizacdo do dominio e
na substituicdo das derivadas presentes na equagdo diferencial por
aproximacdes utilizando apenas os valores numéricos da fungio, onde
a ferramenta bésica no cdlculo das aproximacdes das derivadas € a
férmula de Taylor [6].

Conforme ja foi dito, o método de diferencas finitas foi implemen-
tado através do software Matlab e a primeira etapa para resolucio de
qualquer método numérico envolvendo equacdes diferenciais parciais
¢ discretizar a regido onde se procura a solugdo. Para a discretizacio
define-se uma malha, que é um conjunto finito de pontos pertencentes
ao dominio, chamados nés da malha [2]. Considera-se a regido
quadrada R coberta por uma malha, conforme mostra a Fig.
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Figura 1: Malha de discretizac@o.

Enfatiza-se aqui a importincia da discretizacdo correta da fronteira
e a importancia da escolha correta dos métodos de solucdo para o
sistema linear resultante. A discretizacdo de problemas elipticos
sempre resulta em um sistema de equagdes lineares que tem uma
estrutura bastante peculiar. Em geral, a matriz do sistema € grande
e esparsa, tendo a necessidade de propor métodos iterativos que se
utilizem dessa estrutura para resolvé-los mais rapidamente [9].

O sistema linear proveniente da discretizacdo da equagdo de
Poisson pelo método de diferencas finitas pode ser resolvido por
métodos multigrid. Estes sdo os métodos iterativos mais eficientes
conhecidos para se resolver sistemas de equagdes, onde a ideia basica
estd em usar um conjunto de malhas e executar alternativamente
iteracdes em cada nivel de malha para obter solugdes aproximadas
desta equagdo em malhas mais grossas [[10].

O objetivo dos métodos multigrid € acelerar a convergéncia
para reduzir o tempo da Unidade Central de Processamento (CPU)
necessario para resolver sistemas de equagdes lineares, onde sdo
realizadas iteracdes na malha mais fina e em cada nivel de malha
mais grossa s@o resolvidas apenas equacdes residuais [8]]. Para isto,
sdo usados operadores para transferir informacdes da malha fina
para a malha imediatamente mais grossa (processo de restricao) e
da malha grossa para a malha imediatamente mais fina (processo de
prolongacdo). Considerando a sequéncia com que as diversas malhas
s@o utilizadas no caso unidimensional, as Fig. E] e E] ilustram o ciclo
V e W, respectivamente.
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Figura 2: Ciclo V.
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Figura 3: Ciclo W.

Assim como no caso unidimensional, o método multigrid utiliza-
se de diversas malhas e ciclos para resolver a equacdo de Poisson
bidimensional, conforme ilustra a Fig.
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Figura 4: Processo de refinamento de malhas.

Os sistemas lineares que aparecem em cada malha sdo resolvidos
através de métodos iterativos, os quais tém propriedades para reduzir
os erros oscilatorios rapidamente. Sendo assim, neste trabalho sdo
testados os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, conforme sdo descritos
adiante. Além disso, o esquema de corre¢do CS e o esquema de
aproximagdo total FAS foram estudados, implementados e utilizados
no presente trabalho.

A. Modelo Discreto Bidimensional

Inicialmente, considera-se R uma regidao do plano e QR sua
fronteira. Se A = b? — 4ac < 0 na equagio
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tem-se uma equacgdo diferencial parcial (EDP) eliptica, para todo
ponto (x,y) pertencente a regido limitada do plano R.

Sabe-se que muitos problemas praticos sdo governados por (2)),
coma =c=—1eb=0.Fazendo d = f(z,y), obtém-se a equagdo
de Poisson, dada por (IJ.

A Equagio (2) possui infinitas solugdes pois, sendo linear e tendo
como solucdo u e v, tem-se que w = au + v também € solucdo

dessa equag@o. Dessa forma, para que a solucdio seja Unica, deve-se
especificar as condi¢des de contorno com a qual se pretende trabalhar
em um determinado problema.

O método das diferengas finitas consiste de substituir as derivadas
parciais presentes na equacdo diferencial por aproximagdes por
diferencas finitas. Para ilustrar este processo, considera-se a equagao
de Poisson com condi¢do de contorno tipo Dirichlet dada por

V%z—Auz—(?i@—&—g;‘) = f(z,y) com (x,y)€ R 7
u=g(z,y) com (z,y)€ QR
definida no retangulo R = {(x,y) e R? /0<z<a, 0<y<b}

sobre a fronteira QR desse retdngulo.

A discretizacdo de uma equagdo estaciondria nos fornece um
sistema de equagdes que pode ser resolvido por meio de métodos
diretos e iterativos. Para ilustrar como esta discretizagio é realizada
na prética considera-se (IJ).

Primeiramente, para aproximar ., € u,, por diferengas finitas
cobre-se a regido R com uma malha. Escolhe-se a opcdo mais
6bvia que consiste em tracar linhas paralelas aos eixos coordenados.
Os pontos dessa malha serfio denotados por (z;,y;), ©; = ih,
y; = jk, + = 0,1,...,N, j = 01,...,M, onde h = %
representa o espagamento na direcdo x e k = ﬁ representa o
espacamento na dire¢do y. Denota-se por Rs os pontos da malha
interiores a R, isto é, Rs = {(z;,y;), 0<i< N, 0<j <M},
e por Q)Rs os pontos da malha que estdo sobre a fronteira, ou seja,
QRs = {(xs,yj), (t=0, N, 0<j<M)e(0<i<N,
j=0. M)}.

Pode-se agora aproximar as derivadas de (I)) da seguinte forma:
Sabe-se que ¢ valida para todos os pontos de R, entdo em
particular para um ponto genérico de R;s pode-se escrever,

*[uxx(xiayj) + uyy(xi;yj)] = f(xuy]) (3)

Assim, pode-se aproximar as derivadas por:

Umz(xiayj) ! 2 ! .
u(wi, yj + k) — 2u(@i, yj) + u(@i,y; — k)
kQ

Il

1%

Uyy (T3, Y5)

“)

Substituindo essas aproximagdes em (3), obtém-se:
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u(zi, y; + k) — 2u(zs, y5) +ulzi, gy — k)7 o
+ ( j ) (k2 ;) ( j )] > f(zi,y;).

Seguindo a notagdo utilizada na literatura, denota-se por u(; ;) 0
valor da solugdo no ponto (z;,y;) e por Uy; ;) a solugio da equacdo
de diferencas:

7<Ui+1,j —2U;; + Uiz n Uij+1 —2U; ; — Ui,j—l) s
h? k2 S

(6)
Para pontos adjacentes a fronteira, (6) envolve pontos na fronteira

que serdo obtidos diretamente da condi¢do de Dirichlet, ou seja,

u(ws,yj) = g(ws,y;), paratodo (z4,y;) € QRs.

Para simplificar a notagdo, introduz-se o operador:

Uit1; = 2Uij ¥ Uicry | Uijin = 2Uij = Uij
h? k2

—AsU; 5 = —[

Com essa notagdo, (6) pode ser escrita como

_AtSUi,j = f(xuy])a (xwy]) S R(57 (7)

sendo que sua condi¢do de contorno é dada por

Ui; =g(zi,y;), paratodo (x;,y;)€ QRs. (8)

A Equacio (7) quando aplicada nos pontos internos de R, resulta
num sistema linear simétrico com (N —1) x (M —1) equagdes. Espera-
se que resolvendo esse sistema linear, os valores U; ; encontrados
sejam uma boa aproximacdo para u; ;. De fato, serd visto que a
solugdo obtida por (/) converge para u;_;, quando a malha for refinada.
O sistema linear proveniente de (7)) pode ser escrito na forma matricial
AU = B onde

U= U1,U21,...,Un-1,1,U12,Uz9, ...

T
o Unvc12s o U1, U1, o Ui m—1)

Flayyr) + 2) 4 a0
. flaz ) + 2zl
flx )+ g(w.N,yl) + g(zN—1,Y0)
N—-1,U1 h2 %2
e
a b c
b a b 0
b a b 0
c
A =
c
0
0 b a b
c b

Na matriz A, os nimeros a,b € ¢ sdo os coeficientes da

. discretizag@o de 5 pontos e sdo dados por:

Os conceitos de métodos explicitos ou implicitos no tempo ndo
sdo aplicdveis as equagdes elipticas devido a auséncia da integracdo
temporal. Dessa forma, é sempre necessario resolver um sistema de
equacgdes lineares e, como a matriz de coeficientes do sistema nio é,
em geral, tridiagonal, a solug¢@o é obtida por métodos iterativos.

B. Método de Jacobi

O primeiro método iterativo (que ja foi descrito como o mais
lento para convergir, embora isso realmente dependa da matriz A do
sistema) é o algoritmo de Jacobi. Escrevendo o sistema Ax = b na
forma

n
E a1;T5 = b1
Jj=1

)

n
E AnjTj; = bn
j=1

se a;; # 0 para todo ¢, cada x; pode ser isolado na i-ésima equagdo



e escrito na forma

n
! b
zi=—bi— Y ayw,
Qv J3

K22 . . .
J=1,j#i

Isso sugere definir um método iterativo da seguinte forma:

suposto z* = (x% ... z%) obtido no passo anterior, obtém-se
kel _ (k1 kt1
$+ —(1’1 7"'7mn+)p0r
1 n
k1l _ ) k
Z; = bi — aijxj . (9)
A5

j=1,j#i

No caso da férmula de cinco pontos para o problema de Poisson
com h = k, como a equagdo para cada ponto (7, j) é dada por

2
Ui i1 = Wi A — Ui j — Wi = B fig,

o método de Jacobi é

1 i X
gt = (o e g R ) (10)
No caso especial da equacdo de Laplace (f(x,y) = 0) com

condi¢do de fronteira de Dirichlet ndo-nula, o método de Jacobi é
simplesmente a propriedade do valor médio discreta

(1)

uptt = i( it g Tl ut )

Em outras palavras, calculados os valores de v em todos os pontos
da malha na iteracdo anterior, o novo valor de u© em um ponto interior
da malha nesta iteracdo € calculado através da média dos seus quatro
pontos vizinhos. Os valores iniciais de v nos pontos interiores da
malha para a primeira iteracdo (isto é, o chute inicial) podem ser

atribuidos arbitrariamente ou através de algum argumento razodvel.

Por exemplo, pode-se utilizar uma média ponderada dos valores de
fronteira para o valor inicial em cada ponto interior da malha, de
acordo com a posi¢do do ponto em relacdo aos pontos das quatro
fronteiras discretizadas.

Em forma matricial, o algoritmo de Jacobi pode ser descrito da
seguinte forma: denotando por D = diag(ai1,- - ,an,) a matriz
diagonal cujas entradas sdo as entradas diagonais de A, tem-se que

Ml — DTI(D — A)z® +b], (12)

T

ou

2F T = DY (Ca* + 1), (13)

onde C' = (D — A) é a matriz composta pelos elementos de A fora
os elementos da diagonal principal.

C. Método de Gauss-Seidel

Um método iterativo que converge cerca de duas vezes mais
rapido que o método de Jacobi é o método de Gauss-Seidel, onde
os valores de = sdo atualizados dentro de cada iteragdo, sem esperar
pela proxima. Em outras palavras, obtido o valor de :c?“, este é
usado no lugar de x§ no célculo seguinte. No sistema Az = b em
que a;; # 0 para todo i, como antes isola-se cada x; na i-ésima

equacdo, agora escreve-se

n
€Tr; = E aijxj
j=i+1

i—1
1
—_— bz — E aijﬂcj —
A4 —

Jj=1

Entido define-se

(14)

1 i—1 n
k+1 _ o k1 Lk
T, =— b; E Qi T E ai;z; |
(273 —
j=

j=i+1

k1L k'H j& foram computados nesta iteragdo,

ok
x,. sdo fornecidos pela iteragdo

pois os valores x7
enquanto que os Valores mi—‘H, Sy
anterior.

Por exemplo, no caso da equagdo de Laplace, pode-se utilizar a
férmula

1 k+1
it =g (i e e el ), (9)

assumindo que os pontos da malha sdo percorridos na ordem
lexicografica, de modo que quando calcula-se o valor de w no ponto
i, 7 na iteracdo k -+ 1, nesta mesma iteracdo ja se calcula os valores de
uemt—1,7 eemi,j—1, e se usa estes valores para calcular uktt

)
ao invés dos valores U

ko obtidos na iteracdo anterior.

1e“kJ
Em forma matricial, o algoritmo de Gauss-Seidel pode ser descrito

da seguinte forma: dada uma matriz A, existe uma decomposi¢do

A=L+D+U, (16)



onde D é uma matiz diagonal, L é uma matriz estritamente triangular
inferior e U é uma matriz estritamente triangular superior. Entdo o
algoritmo de Gauss-Seidel é definido por

k+1

2" = Db — Lab T — Ush), (17)

ou

(L + D)z = b — UzF,

ou ainda, pode ser escrito como

2* T = (L + D)"Y (b — Uz"). (18)

IV. RESULTADOS NUMERICOS

Considere a equacdo de Poisson bidimensional dada por

o
02

ZTJZ = —2[(1 = 62)y*(1 — *) + (1 — 6y*)a*(1 — 2?)],

19)

pertencente ao dominio

R={(z,y) eR*/0<z<1, 0<y<l1},

cuja solucdo analitica é dada por

u(z,y) = (¢° —2*)(y* - y?). (20)

O problema descrito foi simulado para diferentes refinamentos
de malha, onde as malhas utilizadas s@o regulares e se adota aqui, h
para descrever o espagamento. A principio, inicia-se com uma malha
mais grossa e, a partir de entdo, comeca a refind-la objetivando a
analisar o comportamento da solu¢do numérica do problema diante
dessas modificagdes. Inicialmente considera-se uma malha grossa
5 x5 (h=0,25).

Ao refinar a malha pela primeira vez, obtém-se um espaca-
mento que equivale a metade do espagamento anterior. Conse-
quentemente, existem mais pontos discretos nos quais a funcdo
deve ser avaliada, pois trata-se de uma malha intermedidria grossa

9% 9 (h=0,125).

Aplicando o método em uma malha intermedidria fina, tomados 16
subintervalos nas direcdes x e y (h = 0,0625), obtém-se 289 pontos
discretos. Isso significa que o sistema linear resultante possui 225
equacdes. Esse nimero também representa a dimensdo da matriz dos
coeficientes, que € pentadiagonal tratando-se do método de diferencas
finitas de segunda ordem. Isso indica o quanto a matriz é esparsa,
por isso ha a necessidade de resolvé-la por métodos iterativos, que
aproveitem essa caracteristica, reduzindo o gasto computacional.

Por fim, refinando a malha pela tdltima vez, tem-se uma malha
fina 33 x 33 (h = 0,03125), gerando um sistema demasiadamente
grande e, ainda, espera-se gerar uma aproximagdo mais consistente.

Neste trabalho foi verificada a eficiéncia de métodos multigrid
e, para tal verificag@o, foi realizada uma andlise do erro maximo
absoluto (E,,4,) cometido na solu¢do do problema com diferentes
espacamentos, para duas e quatro malhas. E ainda, foi considerado o
erro maximo menor ou igual a 1075, Sabe-se que F,,4, é dado por

Bmee =, %% lwea) = Vaal @
onde u; ;) representa a solug@o exata do problema, enquanto que

U,j) a solugdo aproximada, de acordo com o método numeérico
utilizado.

A distribuicdo do (F,q,) do esquema de correcdo CS pode ser
observada na Tabela [

Tabela I: Comparagdo do (E,,,,) cometido em diferentes espaca-
mentos pelo esquema CS.

Espacamento | Esquema de correcio CS
(h=k) 2 malhas 4 malhas
0,25 0,0030 0,0030
0,125 7,6388e-04 | 7,6389-04
0,0625 1,9672e-04 | 1,9673e-04
0,03125 4,9171e-05 | 4,9172e-05

Agora, observa-se através da Tabela os valores do FE,,q.
cometido pelo esquema de aproximacdo total FAS em cada malha
computacional utilizada

Tabela II: Comparagdo do (F,,4,) cometido em diferentes espaca-
mentos pelo esquema FAS.

Espacamento | Esquema de aproximacio total FAS
(h=k) 2 malhas 4 malhas
0,25 0,0325 0,0030
0,125 0,1250 7,6388e-04
0,0625 0,4731 1,9673e-04
0,03125 1,7927 4,9177e-05

Uma sintese do F,,,, cometido pelos dois esquemas com o
método multigrid, em quatro diferentes espacamentos, é apresentada



nas tabelas [[ e [l Nota-se que o esquema de aproximagéo total FAS
apresenta um erro maior que o esquema de correcdo CS, para todos
os espacamentos testados utilizando-se duas malhas. Isso decorre do
fato de que ndo é muito efetivo usar somente dois niveis de malha
[7], uma vez que para se obter um bom desempenho do método
multigrid diversos niveis de malhas devem ser usados [3[]. Portanto, o
método CS se mostrou eficaz para o problema analisado. J4 o método
FAS mostrou-se ndo ser um esquema eficaz quando utilizou-se duas
malhas na obtengdo da solugdo numérica do problema.

V. CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo estudar a equagdo de Poisson,
em um dominio bidimensional. O método de diferencas finitas foi
utilizado para aproximar as derivadas do problema aqui apresentado
e, além disso, foram estudados os esquemas CS e FAS com o método
multigrid. Estes foram utilizados no cdlculo da solu¢do aproximada do
sistema linear obtido através da discretizagdo da equag@o de Poisson,
com condi¢do de contorno do tipo Dirichlet.

Para a obtengdo de solucdes aproximadas, diferentes espagamentos
foram considerados e o esquema de corre¢do CS se mostrou eficaz na
solucdo da equacgdo. Isso decorre do fato de que a solugdo numérica
apresentou resultados bem préximos da solucdo analitica do problema,
resultando em um erro que pode ser considerado desprezivel. Além
disso, pode-se constatar que quanto maior o refinamento da malha,
melhor a solugdo numérica do problema analisado.

A comparagdo dos erros cometidos com duas e quatro malhas
foi realizada e verificou-se o comportamento dos métodos numéricos
para ambos os casos. Porém, sob o ponto de vista de uma melhor
aproximacao, a solucéio obtida utilizando-se quatro malhas apresentou
um desempenho superior quanto a utilizacdo de duas malhas, pois
o erro cometido ao se utilizar duas malhas foi maior do que o erro
com quatro malhas.
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