O

Simposio de Métodos
Numeéricos em Engenharia

0, OUFPR

25 a 27 de outubro, 2017

Analise teorica de Maquinas de Vetores Suporte

Evelin Heringer Manoel Krulikovski!
Orientadores: Profa. Dra. Mael Sachine
Prof. Dr. Ademir Alves Ribeiro

Programa de Pds-Graduagdo em Matematica
Universidade Federal do Parana
Curitiba, Brasil
evelin.hmk @gmail.com?

Resumo—O objetivo geral deste trabalho foi realizar um estudo
teérico sobre Maquinas de Vetores Suporte, que inclui relatar justifi-
cativas para o uso de tal técnica e exibir sua interpretacio geométrica
e perspectiva analitica. Para aplicar a técnica em problemas de
classificacao, buscamos fundamentar matematicamente sua utilizacgio,
visto que envolve um problema de programacio quadratica, convexa
e com restricdes. Para a analise da técnica, utilizamos a teoria de
dualidade Lagrangiana, que notamos facilitar os calculos e a analise
das solucdes. Estabelecemos algumas implicacoes e exibimos alguns
contraexemplos, para mostrar que certos resultados decorrentes da
técnica encontrados na literatura nao sio precisos.

Palavras-chave—Maquinas de Vetores Suporte; Programacio nio
linear; Otimizacao com restricoes; Dualidade Lagrangiana;

I. INTRODUCAO

Virios campos da ciéncia fazem uso da Otimizagdo para ajudar na
tomada de decisdes. Em particular, isso € observado na Aprendizagem
de Mdquina, que tem apresentado a inten¢do de criar um algoritmo
tdo eficiente em decisdo quanto o cérebro humano. Neste trabalho,
temos como objetivo realizar um estudo tedrico de uma técnica
supervisionada de Aprendizagem de Maquina: as Mdquinas de Vetores
Suporte (SVM, do Inglés Support Vector Machine).

A técnica SVM foi desenvolvida por Vladimir Vapnik, Bernhard
Boser, Isabelle Guyon e Corrina Cortes, com seus fundamentos
provenientes da Teoria de Aprendizagem Estatistica [4]-[6[], que
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vem despertando interesse nos ultimos anos. Os livros de Nello
Cristianini e John Shawe-Taylor [2[], [3] s@o referéncias muito
utilizadas, na primeira tem uma introducio para tal técnica. Na
sequéncia apresentamos as principais ideias sobre SVM.

Tal técnica concentra a atencdo em um problema de programacio
quadrética, convexa e com restri¢des do tipo

milr)l f(w,b) comweR"ebeR

1
o(w,8) <0, M

s.a
onde as fungdes f : R"™1 — Re g: R — R sdo continuamente
diferenciaveis. Neste trabalho, usamos SVM para classificagdo. O
objetivo é obter um classificador linear sinal(w”x +b), a partir da
solugdo (w, b). A Fig. E] representa um problema de classificagdo que
pode ser modelado pelo problema (I)), o qual estamos interessados
em resolver. A partir da solu¢do deste problema construimos um
hiperplano definido pela equagido w”x + b = 0, que serd usado para
classificacdo de novos dados.

Trataremos da modelagem SVM com margem rigida [5] e suas
generalizacdes, que sdo margem flexivel [4] e ndo linear [6], conforme
Fig. Fig. [2| e Fig. respectivamente. Por questdo de espaco,
omitimos algumas demonstragdes.

A. Principais contribuigdes

 Abordamos um resultado que ndo € tdo cldssico: Teorema [2.3]
que trata da existéncia de solugdo global para programacgéo
quadrética.



Figura 1: Margem rigida.

Figura 2: Margem flexivel.

Figura 3: Nao linear.

« Fundamentamos teoricamente a existéncia e a unicidade das
solucdes dos problemas primal e dual, obtidos em SVM.
« Discutimos a respeito das defini¢cdes de vetores suporte, presentes

na literatura [1]], [3]], tentando deixar clara a diferenca entre elas.

e Provamos que ao retirar pontos que ndo sdo vetores suporte o
classificador ndo muda.

« Apresentamos modificagdes nos resultados sobre a unicidade da
solug@o primal, para SVM com margem flexivel, encontrados
em [8]].

« Enunciamos resultados sobre as fungdes Kernel.

II. CONCEITOS IMPORTANTES

Os préximos resultados serdo importantes para estabelecer uma
propriedade muito ttil das fun¢des Kernel, que definiremos adiante.

Teorema 2.1: Sejam X C R™ um conjunto compacto e K :
X x X = R uma funcio continua e simétrica tal que

K(z,z)f(x)f(2)dzdz > 0
AxX

para toda f € Ly(X). Entdo, dados z,...,2m € X e cy,...
R, temos

»Cm €

m

Z K(z',27)eie; > 0.

ij=1
Vejamos que a reciproca do coroldrio também é verdadeira.

Teorema 2.2: Sejam X C R™ um conjunto compacto e K :
X X X — R uma fun¢do continua e simétrica. Suponha que

m
Z K(z',27)cic; >0
ij=1

para todos z',...,2m € X, m€Necy,...,c, € R. Entio,

/ K(z,2)f(z)f(z)dxdz > 0
XXX
para toda f € La(X).

No que segue, trataremos de condi¢des que garantem a existéncia
de minimizador global para um problema quadratico. Consideremos
um problema de Otimiza¢do no qual a funcio objetivo é quadritica
e o conjunto vidvel é um poliedro. Isto é,

min  f(z) =aTHz + Tz
xT
s.a Ax+0b<0,
onde H € R™ ™ & simétrica, c € R", A € R™*" ¢ b €¢ R™.
Este problema pode néo ter solu¢do. No entanto, se f for limitada
inferiormente, entdio é garantida a existéncia de um minimizador. Este

resultado ndo é muito cldssico e se deve a Frank e Wolfe [9]. Uma
demonstragdo alternativa deste € apresentada por Blum e Oettli [7].

(@)

Teorema 2.3: Considere o problema quadritico (2), suponha que
0 seu conjunto vidvel seja ndo vazio e que a funcdo objetivo seja
limitada inferiormente neste conjunto. Entdo o problema tem um
minimizador global.

A seguir, veremos o desenvolvimento de SVM com dados

linearmente separdveis e nas se¢des seguintes suas generalizagdes.
Consideramos em todos os casos o conjunto de treinamento

X = {(x17y1)7‘ c (xm’ym)7xi ceR",y; € {_17 1}}7 com

X1 ={z'€ X |y; =1} da classe positiva e

Xy ={a* € X |y; = —1} da classe negativa.



III. MAQUINAS DE VETORES SUPORTE - MARGEM RIGIDA

Primeiramente, trataremos sobre o problema com margem rigida,
ou seja, quando os dados s3o linearmente separdveis. Para tanto,
vamos definir alguns conceitos sobre hiperplano e formular o
problema com o objetivo de separar os dados da melhor maneira.

Considere a Fig. @] na qual os pontos em azul representam
dados de treinamento da classe positiva e os em vermelho dados de
treinamento da classe negativa.
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Figura 4: Dados de treinamento.
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Figura 5: Hiperplanos separadores.
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Figura 6: Hiperplano 6timo.

Note que todos os hiperplanos representados na Fig. [5] separam os
dados. No entanto, dentre todos os hiperplanos separadores, aquele
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Figura 7: Médxima margem.

que estd destacado na cor magenta, na Fig. [f] ¢ o que melhor separa
os dados pois possibilita a maior faixa que ndo contém nenhum
atributo, conforme Fig. [7] Vamos agora formalizar estas ideias com
0 objetivo de modelar matematicamente o problema de classificagdo.

O problema de encontrar o hiperplano 6timo pode ser formulado
da seguinte maneira

min (1/2)[|w|?
7 yi (w2t +b) > 1,
onde w € R" e b e R.

3)

s.a 1=1,...,m,

Como a funcdo objetivo é limitada inferiormente e o conjunto
vidvel Q = {(w,b) € R"™ | g;(w,b) < 0,i = 1,...,m} é um
poliedro ndo vazio (pois os conjuntos X; e X5 sdo linearmente
separdveis), o Teorema [2.3 garante a existéncia de um minimizador
global para o problema (3). Também podemos garantir a unicidade
da solugdo. Para mostrar este resultado, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.1: Se (w*,b*) é 6timo para o problema (3)) entdo existem
T€ X e € Xy tais que (w*)'z+b" =1e (w*)'d+b* = —1.

Teorema 3.2: O minimizador global para o problema (3) é tnico.

Demonstracdo. Suponha que (w,b) e (i, b) sdo solugdes Gtimas para
o problema (3). Entdo (1/2)|w||> = (1/2)||@||* e consequentemente
[w|| = ||@||. Como € é um conjunto convexo, temos que (w,b) =
(1/2) ((E7 b) + (w, 13)) pertence a 2. Além disso, temos que ||| <
||@|| o que implica que f (0, b) < f(w,b), contradizendo o fato de
(w, b) ser uma solugdo Gtima. Portanto, temos a unicidade de w.

Agora, mostraremos a unicidade de b. Suponha que (w, b) e (w, b)

sdo solugcdes 6timas para o problema H com, por exemplo, b < b.
Pelo Lema existe x € X; tal que w' = + b = 1. Por outro lado,

lngz+5<wa+5=1,

0 que € uma contradicdo. 0O

Assim, depois de resolvido o problema primal (3) e encontrados
w* e b*, podemos classificar um novo dado z € R™ usando a fungéo



de decisdo F': R™ — R dada por
F(z) = sinal ((w*)"z +b*). “4)

Caso F'(z) > 0, o ponto = serd classificado como da classe positiva

e se F(x) <0, o ponto z serd classificado como da classe negativa.

Consideremos a situagdo ilustrada na Fig. [§] Ao resolver o

problema primal associado, encontramos a solugdo (w*,b*). Mas,

como serd provado no Teorema [3.3] apenas trés pontos definem
completamente o hiperplano separador. A formulag¢do primal sé
detecta os pontos desnecessarios apds resolver o problema primal e
avaliar todas as restri¢des na solucdo, enquanto a formulacdo dual

consegue detectar isso apenas com a positividade da sua solugdo,

como mostraremos na sequéncia do texto.
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Figura 8: Dados sobre os hiperplanos tracejados correspondem as
restri¢des ativas.

Teorema 3.3: Considere (w*,b*) a solugéo do problema e

I* = I(w*, b*) o conjunto dos indices das restri¢des ativas na solucao.
) ¢ ¢

Entdo a solu¢do do problema

S T
mip Slell™ (5)
sa  yi(wlat+b)>1, iel

& (w*, b*).

Demonstracdo. Seja (w,b) a solugio do problema (5). Como o
conjunto vidvel do problema (3] estd contido no conjunto vidvel do
problema (5), temos que f(w,b) < f(w™*,b*). Considere agora, para
cada t € (0, 1)

(we,by) =

Para i € I'*, a convexidade da restricdo g; e a viabilidade das solucdes
garantem que

(1 —t)(w*,b*) + t(w, b).

gi(w, by) < (1 —t)g;(w*,b*) + tg;(w,b) < 0.

Por outro lado, para i ¢ I*, temos g;(w*,b*) < 0 e portanto,

pela continuidade de g;, vale g;(wy,b;) < 0 para t suficientemente
pequeno. Portanto, (w;,b;) é vidvel para o problema (3| . Afirmamos
que f(w,b) = f(w*,b*). De fato, se f(w,b) < f(w*,b*), entdo

[we] = [I(1 = hw” +tw] < (1 = t)[lw*[| + tw] < [l

implicando f(wy, b:) < f(w*,b*), o que é uma contradi¢do. Con-
clufmos entio que (,b) e (w*,b*) sdo vidveis para o problema
com o mesmo valor (6timo) da fung@o objetivo, ou seja, ambos sdo
minimizadores globais do problema (3). Pelo Teorema [3.2] segue

que (w,b) = (w*,b*). 0

Vamos agora apresentar o dual do problema (3),

max  — Z iy () el + ZO‘%
1,j=1
(6)
s.a Zaiy,» =0,
i=1
a; >01=1,...,m.

Este problema tem solucdo e o gap de dualidade € zero. Assim,
depois de encontrado a*, podemos facilmente obter w* por

Za yir' =Y ajyia’. (7

i€l
Além disso, pela complementariedade, temos

1 —y wT gt . ) ;
(7_) =yi— Y ajy;(a)a, ®)
Yi jer

b* =

para dado i € I = {i | o > 0}.

Note que uma solucdo do dual consegue detectar de modo simples
quais vetores do conjunto de dados sdo desnecessdrios para a obtengao
da solucdo primal (w*,b*): todos os pontos z* tais que i ¢ I.

Veremos agora uma outra forma de obter a solu¢do primal, tanto
teoricamente quanto computacionalmente mais simples, conforme o
que serd estabelecido no Teorema Para tanto, se 1 = {i1,...,%p},
vamos denotar oy = (ail, g, )T € RP.

Teorema 3.4: Considere (w*,b*) a solugdo do problema (3)),
a® € R uma solugdo global arbitrdria do problema dual e
I = {i1,...,ip} = {i | @f > 0}. Entdo (w*,b*) é a solucdo do
problema primal reduzido

: 2
min (1/2)|IH{H ©
saa  y(wlzi+b)>1, iel

e o} é uma solugdo global do problema dual reduzido de @),

z T z
gle%gé 5 klzl 5k51y’bkyll k b+ Z ﬂk
(10)
s.a Zﬁkyzk =0,
B0 k=1,

Demonstragdo. Considere § : R™ — R a fung¢do objetivo do problema
dual (6) e 6, : R” — R a fungdo objetivo do problema dual reduzido
(T0). Dado 3 € R? satisfazendo as restricdes deste problema, defina



o vetor a € R™ por

|

Desta forma temos o > 0 e

m p
Z oY = Zﬂk@/ik =0,
i—1 =1

o que significa que « € vidvel para o problema @ Portanto, (a*) >
(). Por outro lado, temos que o é vidvel para o problema
(pois o* é vidvel para o problema (6)) e

0,(a7) = 0(a”) = 0(a) = 6-(8),

donde segue a segunda afirmagdo do teorema. Para provar a outra
afirmacdo, note que a solucdo de @, que vamos denotar (w, b), pode
ser obtida a partir de uma solucdo do seu dual (I0), ou seja,

— * 7 * T —T i *
w:E oy’ =w" e b=y, —w z'=0".
icl

Bk, se i =iy
0, sei¢l.

O

Mostramos que a solugdo do problema primal (3) é tunica.

Entretanto, ndo podemos garantir a unicidade da solucdo do problema
dual (@), conforme o Exemplo [3.3]

Exemplo 3.5: Considere o seguinte conjunto de treinamento,
TR = {(07 1),(1,1),(2,1),(0,-1),(1,-1),(2, _1)}7

com saidas {1,1,1,—1, —1, —1}, respectivamente, representado pela
Fig.[0] Os pontos em vermelho e azul representam as classes negativa
e positiva, respectivamente.

1% * *
T 2 >
_1 k. * %

Figura 9: Conjunto linearmente separdvel.

Resolvendo o problema dual associado, podemos obter solugdes
distintas, dentre as quais, destacamos

1 0 0.5
1 0.5 0

S O I IR B _ | o
=l % o2 YT | 05
1 0 0

1 0.25 0

A luz deste exemplo vamos apresentar agora duas defini¢des
de vetores suporte, bastante presentes na literatura [1]], [3[], e fazer
uma discussdo a respeito delas com o objetivo de propor algumas
melhorias neste conceito.

Defini¢do 3.6: Considere um conjunto X de vetores linearmente
separdveis e (w*,b") a solugdo do problema primal . Os vetores
suporte sdo os vetores z' € X tais que y;((w*)T 2" +b*) = 1.

1s ™ .
0 T 2 g
—1s ™ .

Figura 10: Dados em magenta sdo vetores suporte, segundo Defini-

¢do 3.6

Esta definicdo, apesar de ser intrinseca aos dados do problema,
contempla vetores que ndo trazem contribui¢do para a obtenc¢do do
hiperplano separador. De fato, conforme o Exemplo [3.3] podemos
ter vetores satisfazendo y;((w*)?z’ + b*) = 1 com multiplicador
correspondente igual a zero. Isto motiva uma segunda definicido de
vetores suporte.

Definicdo 3.7: Considere um conjunto X de vetores linearmente
separdveis e a* uma solu¢@o do problema dual (6). Os vetores suporte
sdo os vetores z* € X tais que o > 0.

1se » .
0 T 2 g
—1s ™ .

Figura 11: Dados em magenta sdo vetores suporte, segundo Defini-

¢do [3.7)

Nesta se¢do, discutimos SVM apenas para dados linearmente
separaveis, obtendo a mixima margem entre eles. Entretanto, sdo
raros os problemas reais onde os dados sejam linearmente separaveis.
Nas proximas se¢des, trataremos os problemas onde isso ndo ocorre.



IV. MAQUINAS DE VETORES SUPORTE - MARGEM FLEXIVEL

Consideramos agora dados ndo linearmente separdveis, como por
exemplo, o da Fig. 2] Para este problema relaxamos as restrigdes
adicionando varidveis de folga e, adicionamos na fun¢@o objetivo do
problema (3)) um termo para controlar o valor destas varidveis. Isto
pode ser feito considerando o problema

. 2 )
min (1/2)[wlP+C Y&

. i=1
s.a yi(wT;pz+b)21,§i7 i=1,...,m,
51207 Z.:l,...,m’

11

onde C' > 0 é um parametro de regularizacéo que serve para controlar
a importancia das varidveis de folga.

Conseguimos garantir a existéncia para o problema (TI). Mas,
somente sob certas condi¢des podemos garantir a unicidade da
solucdo. A componente w* de qualquer solucdo € tnica. Este resultado
pode ser encontrado em [8]], mas por conveniéncia apresentamos aqui
com algumas modificagdes no enunciado e na demonstragéo.

Teorema 4.1: Sejam (w*,b*,£*) e
do problema (TI)). Entdo w* = w.

(w,b, €) solugdes arbitrarias

Demonstragdo. Como o problema (II) é convexo, temos

b6 = f(@,b,6) = £+ € inf b,£).
P b7 &) = f@,b, 9 = f7 = inf | f(w.b,8)
Mais ainda, definindo (wy, by, &) = (1 — t)(w*, b*, £*) + t(w, b, £),
temos que
1 - \
§||wt||2 + OZ(&% = f(we, b, &) = f
i=1
para todo t € [0, 1]. Portanto,
1 " * _\2 - * = *
iz (A= tyw} +tw;)” +CY (L= +1t&) = f
i=1 i=1

para todo ¢ € [0, 1]. Derivando em relagdo a ¢, obtemos

n

D (U= 8w - twg) (@ — w) + C 3 (& — &) =0.

i=1

Derivando novamente em relagdo a ¢, obtemos

i=1
donde segue que w* = w. 0

Teorema 4.2: Temos y; ((w*)Ta" + b*) > 1 se, e somente se,
& = 0. Além disso, se & > 0, entdo & =1 — y; (w*)z" 4+ b*).

Pelos Teoremas € o vetor £* fica completamente
determinado por w* e b*, uma vez que

& =max{0,1 — yz((w*)sz + b*)}

Vamos agora apresentar os resultados tirados de [8] a respeito
da unicidade da solu¢do para o problema (II). Novamente por
conveniéncia e também para esclarecer as ideias, reestruturamos
os enunciados.

Teorema 4.3: Considere um conjunto de dados X C R", com
saida y € R”, uma constante C' > 0 e o problema primal
(11) associado. Considere também uma solugdo (w*,b*,£*) deste
problema e os conjuntos de indices

Ny ={i|ly;=1¢e (w7’ +b* <1},
No={i|y;=—-1e (w)lal +b* > -1},
Ny ={i|y =1e (w)Tz’ +b* =1},
Ny={i|lys=-1e (w)lat+b* = -1},
Ns={i|lyi=1e (w)Tazt +b* > 1} e
Ne={i|yi=-1e (w)la? +b* < —1}.

Entdo a solugdo € unica se, e somente se,

|N2UN4‘75|N1| e |N1UN3‘75|N2| (12)

Existe solugdo para o problema dual de (II). A partir da solugdo
dual obtemos a solucdo primal,

m
* * i * %
w —E Q; YT —E Q; YT,
i=1

icl

13)

onde I = {i | af > 0}.

Para obtermos b* e £*, separamos em dois casos, conforme os
resultados a seguir.

Teorema 4.4: Suponha que existe j € {1,...,m} tal que 0 <
aj < C. Entdo, o problema primal (1) possui uma tnica solugo
(w*,b*,&*), onde w* é definido por (13),

. . , . 1—y((w)Tat +b*), seiel
b=y~ e 51':{ 0 sye(i(¢l). )

Teorema 4.5: Suponha que toda solu¢do do problema dual de (TT)
satisfaz o; = 0 ou oy = C para todo i = 1,...,m. Entdo este
problema dual tem uma unica solugdo «*. Além disso, definindo
p*=Ce—a*el={i|af=C}, a(s) solugdo(des) do problema
primal é(sdo) o(s) vetor(es) (w*,b*,£&*), onde w* é dado por
(13) e b* e &* satisfazem

yiE('LU*)Tl'i-‘rb* +& =1, seiel

yi((w)Tzt +b*) > 1, sei¢l

=0 i (9
& > 0.

Veremos na préxima secdo como lidar com casos nos quais
mesmo introduzindo varidveis de folga ndo conseguimos obter um
bom classificador.



V. MAQUINAS DE VETORES SUPORTE - NAO LINEAR

Para problemas em que o conjunto de dados ndo ¢ linearmente
separdvel, isto €, quando ndo € possivel obter um hiperplano separador,
nem mesmo usando regularizacdo, Boser, Guyon e Vapnik []§|], em
1992, sugeriram uma maneira de criar classificadores néo lineares,
aplicando o Truque do Kernel. Esta ferramenta permite mapear os
dados do espaco original para um espaco de dimensdo mais elevada
(chamado espaco de caracteristicas), na esperanca de que neste
novo espago seja possivel realizar uma classificacio linear da mesma
maneira que tratamos nas se¢des anteriores. Considere entdo uma
fungdo ¢ : R® — RY, com N > n que mapeia os atributos x € R"
do espaco de entrada para o espago de caracteristicas R,

Exemplo 5.1: Na Fig. temos um conjunto de treinamento
X = {(_27 _2)5 (_2a 2)) (_L _1)7 (_L 1)7 (07 O)a (17 _1)a (17 1)a
(2,-2),(2,2)} com saidas {-1,-1,1,1,1,1,1,—1,—1} respecti-
vamente, que ndo € linearmente separavel.

Figura 12: Dados ndo linearmente separdveis.

T
Usando o mapeamento ¢(z) = (z1, 2,23 +23)" obtemos um
conjunto linearmente separavel em R?, conforme vemos na Fig.

Figura 13: Dados mapeados em R3.

Assim, podemos resolver o problema trocando 2% por ¢(x?),
obtendo um hiperplano 6timo em R3, ilustrado na Fig. Realizando
a interseccdo do hiperplano 6timo em R® com a superficie descrita
por ¢, como ilustrado na Fig. [15(a), obtemos uma circunferéncia
separando os dados no espago de entrada, veja Fig. [I5(b)]

(b) Superficie separadora em R2.

O problema primal com regularizacdo associado aos dados
mapeados no espaco de caracteristicas pode ser escrito como

: 2 i N m
min (1/2)]|w] +C;£Z weRN beR,EeR
yi(wlo(x) +b)>1-&, i=1,...,m,
51,205 izl,...,m.

s.a
15)

Note que se N for muito grande, o problema acima pode
ficar dificil de trabalhar computacionalmente. Assim, usaremos a
formula¢do dual do problema (I5), dada por
—(1/2) Y ciayyiy;d(a) (al) + Y a

=1 i=1

m
> iy =0,
i—1

0<a;<C,i=1,...,m.

max
o

(16)
Ss.a



Notamos que todos os resultados estabelecidos nas Seg¢des [T
e se aplicam aqui também, bastando trocar z* por ¢(z*). No

caso do problema dual (16), temos o produto interno ¢ ()7 ¢(x7).

Assim, precisamos saber como calcular produtos internos no espago
de caracteristicas e, para isso, usamos as chamadas funcdes Kernel.

Definicdo 5.2: Considere um conjunto X C R”. Uma fungédo
K : X x X — R é chamada Kernel se existe ¢ : X — R tal que

K(z,2) = ¢(x)" ¢(2)

para todos x,z € X. Neste contexto, R é chamado espaco de
caracteristicas e ¢ um mapeamento de X em RY.

O Truque do Kernel consiste em substituir o produto interno
o(x )Tqb(:cJ ) que aparece no problema pelo ndmero real
K(2%,27). A vantagem é que o espaco de caracteristicas ndo precisa
ser construido explicitamente. Logo, a func¢do de decisdo é dada por

F(x) = sinal Z afy K (xf, ) + b*
icl

Uma questdo natural que surge agora é saber quais sdo as

condigdes para que uma dada fungdo K : X x X — R seja Kernel,

sendo assim admissivel para uso em SVM. Os dois resultados a seguir
mostram algumas condi¢cdes necessdrias, cldssicas na literatura [3]].

Teorema 5.3: Considere um conjunto X C R" e suponha que
K : X x X — R seja Kernel. Entio,

(a) K é simétrica, no sentido de que K (x,z) = K(z,x);
(b) Vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz generalizada

K(z,2)? < K(z,2)K(z,2).

Teorema 5.4: Se K : X x X — R é Kernel, entdo a matriz de
Gram associada a qualquer conjunto finito X = {z!,
definida por G € R™* ™, G(i,j) = K(x% 27), é simétrica
semidefinida positiva.

O interessante agora é que se o conjunto X for compacto e K
for continua, entdo vale a reciproca do Teorema [5.4]

Teorema 5.5: Sejam X C R"™ um conjunto compacto e K :
X x X — R uma fungio continua. Suponha que para todo conjunto
finito X = {z',...,2™} C X a matriz de Gram associada seja

simétrica semidefinida positiva. Entdo K é Kernel, mais precisamente,

existe uma fungdo ¢ : X — {5 tal que

K(w,2) = ($(x),0(2)) = Y _ d(@)on(2)-
k=1

Outra forma de estabelecer condicdes suficientes é por meio do
classico Teorema de Mercer, apresentado a seguir. Mais detalhes
podem ser encontrados em [3].

Teorema 5.6 (Mercer): Sejam X C R™ um conjunto compacto e
K : X xX — R uma fun¢do continua e simétrica tal que o operador

2"} C X,

integral Ty : Lo(X) — Lo(X) dado por

/ K(-,2)f(2)dz
¢ semidefinido positivo, ou seja,

K(x,z)f(x)f(z)dzdz > 0,
XXX

A7)

para todo f € Lo(X). Entdo, existe uma fungéo ¢ : X — ¢ tal que

= dr(@)r(2)
k=1

K(z,2) = (o(x), ¢(2))

Quando o conjunto X ndo € finito podemos ainda estabelecer
relagdes entre a positividade dada em (I7) e a positividade das
matrizes de Gram.

Teorema 5.7: Sejam X C R™ um conjunto compacto ¢ K :
X x X — R uma fungdo continua e simétrica. Entdo,

K(z,2)f(z)f(z)dxdz > 0,
XXX

para todo f € Ly(X) se, e somente se, a matriz de Gram associada
a qualquer conjunto finito X = {z?, ™} C X é simétrica
semidefinida positiva.

Demonstragdo. Segue direto do Teorema [2.1) e do Teorema [2.2]
baseadas em integrais multiplas, como somas de Riemann. 0

CONSIDERACOES FINAIS

O foco deste trabalho foi realizar uma andlise teérica matematica
sobre a SVM, apresentando fundamentos de existéncia e unicidade
para obtencdo do hiperplano 6timo.
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