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Resumo — O arranjo de caixas no interior de contéineres, de
modo a minimizar o espago ocioso & um dos principais
problemas abordados na Pesquisa Operacional. Este trabalho
apresenta um modelo de Programacao Linear Inteira Binaria
para problemas de carregamento de multiplos contéineres
distintos, que busca minimizar o espago ndo utilizado dos
contéineres selecionados para carregar um conjunto de caixas.
Dados gerados aleatoriamente foram utilizados para avaliar a
formulagdo matematica proposta, e um software de otimizacao
foi empregado para resolver os modelos gerados. A técnica de
resolucdo apresentada neste trabalho apresentou excelentes
resultados para as instancias testadas, obtendo padrdes de
carregamento 6timos em um tempo computacional competitivo.

Palavras-chave—carregamento de contéineres; modelagem
matematica; problemas de corte e empacotamento.

. INTRODUGCAO

Problemas de otimizacdo combinat6ria que procuram
determinar o melhor arranjo possivel de unidades menores,
denominadas itens, no interior de unidades maiores,
chamadas objetos, sdo ditos problemas de corte e
empacotamento [1]. Os problemas de carregamento de
contéineres podem ser vistos como um caso particular dos
problemas de empacotamento. Para resolvé-los, procura-se
dispor, ortogonalmente e sem sobreposi¢do, caixas com
formato regular no interior de um dispositivo de carga, tais
como caminhdes, trens, navios e contéineres.

De acordo com [2], problemas de carregamento de
contéineres podem ser classificados analisando cinco
critérios: dimensdo, tipo de designacdo, diversidade de
caixas, diversidade de contéineres e forma das caixas.

Este trabalho apresenta um modelo de Programacédo
Linear Inteira Binaria (PLIB) para resolucdo de problemas de
carregamento  de  mdltiplos  contéineres  distintos,
classificados, de acordo com a tipologia de [2], como
Multiple Stock-Size Cutting Stock Problem (MSSCSP),


mailto:kurpeld@gmail.com
mailto:cassiusts@gmail.com
mailto:pecora@ufpr.br
mailto:cledercms@hotmail.com
mailto:ncosilva2@gmail.com
mailto:alexandrechecoli@gmail.com

Residual Cutting Stock Problem (RCSP), Multiple Bin-Size
Bin Packing Problem (MBSBPP) e Residual Bin Packing
Problem (RBPP). De modo genérico, todos esses problemas
se caracterizam pela necessidade de minimizar o total de
contéineres necessarios para carregar um conjunto de caixas.

O MSSCSP procura acomodar um conjunto de caixas
fracamente heterogéneos (muitas caixas de relativamente
poucos tipos) no interior de contéineres fracamente
heterogéneos (muitos contéineres de relativamente poucos
tipos). Este problema foi tratado, entre outros, por [3], [4] e

[5].

O RCSP é caracterizado pela necessidade de alocar um
conjunto de itens fracamente heterogéneos dentro de uma
selecdo de contéineres fortemente heterogéneos (existem
relativamente muitos tipos de contéineres, mas cada tipo tem
pouca disponibilidade). Este tipo de problema foi abordado

por [6].

Em problemas MBSBPP, busca-se empacotar um
conjunto de itens fortemente heterogéneos (existem
relativamente muitos tipos de caixas, mas cada tipo tem
pouca disponibilidade) no interior de uma selecdo de
contéineres fracamente heterogéneos. Este problema foi
abordado por [4] e [7].

J& o RBPP ¢ caracterizado pela necessidade de
acondicionar um conjunto de itens fortemente heterogéneos
no interior de uma selecdo de contéineres fortemente
heterogéneos. Este problema foi tratado por [8], [9] e [10].

Para avaliar o modelo de PLIB apresentado nesse
trabalho, um conjunto de instancias foi gerado aletoriamente,
de modo a criar conjuntos de caixas tanto fraca quanto
fortemente heterogéneas. Testes computacionais utilizando o
software de otimizagdo CPLEX® Interactive Optimizer
foram efetuados para avaliar a qualidade das soluces obtidas
pela abordagem proposta para as instancias geradas.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: A
presente Secdo apresenta o problema de carregamento de
mdltiplos contéineres distintos. A Secdo Il detalha a
abordagem proposta neste artigo, enquanto a Secdo Il
explica como foram geradas as instancias utilizadas para
realizacdo dos testes computacionais. Os resultados destes
testes sdo apresentados na Segéo 1V. Por fim, na Secéo V séo
feitas as consideragdes finais e sugestbes para trabalhos
futuros.

Il. MODELO DE PROGRAMAGAO LINEAR INTEIRA BINARIA

A abordagem proposta para resolucdo do problema de
carregamento de multiplos contéineres baseia-se nos modelos
apresentados nos trabalhos de [11] e [12].

Sejam m caixas do tipo i, com comprimento [;, largura
w;, altura h;, volume (ou valor associado) wv; e
disponibilidade b;. C tipos de contéineres, com um total de
T, contéineres do tipo k, com comprimento L, largura W, e
altura H,. Tomando o sistema de coordenadas cartesiano,
seja (p, g, ) o vértice inferior frontal esquerdo de uma caixa

do tipo i, posicionada dentro de um contéiner do tipo k,
conforme mostrado na Fig. 1.

Em sua abordagem para o problema de carregamento de
um Unico contéiner, [12] apresentam conjuntos que indicam
as possiveis posi¢Ges que uma caixa pode ocupar dentro de
um contéiner. Esses conjuntos sdo construidos utilizando os
chamados padrdes normais (ou combinagBes coOnicas)
definidos por [13] e [14]. Embora ndo possuam todas as
possiveis coordenadas que uma caixa pode assumir em um
contéiner, os conjuntos definidos por [12] possuem, em geral,
menor cardinalidade, podendo ser utilizados sem perda de
generalidade.

Para o problema de carregamento de multiplos
contéineres distintos apresentado neste trabalho, os conjuntos
definidos por [12] podem ser adaptados da seguinte maneira:

m
Xe={pelp=) fi-l,0<p<Le—min@), 0<Fi<b, v} ()
L

i=1

m
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X ={p€Xe |0<p<Ly—1, i=1,..,m} 0
Yiu ={q€EY|0<q<Wr—w;, i=1,..,m} (5)
Ziw={r€Zy|0<r<H,—-h, i=1,.,m} ()

Os conjuntos (1)-(3) definem as coordenadas que o
vértice inferior frontal esquerdo de uma caixa pode ocupar
em relagdo as dimensdes de um contéiner do tipo k, enquanto
(4)-(6) indicam as posi¢Ges que uma caixa do tipo i pode
assumir dentro de um contéiner do tipo k.

(0,00

Figura 1. Caixa do tipo i no interior de um contéiner do tipo k, com seu
vértice inferior frontal esquerdo no ponto (p,q,r) e um ponto (s,t, u)
ocupado pelo interior da caixa. FONTE: Adaptado de [12].



O modelo de PLIB proposto neste trabalho é definido da
seguinte maneira:
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As variaveis x;ji,q, indicam se um caixa do tipo i tem
seu vértice inferior frontal esquerdo no ponto (p, q,r) do j-
ésimo contéiner do tipo k, enquanto as variaveis e, indicam
se 0 j-ésimo contéiner do tipo k é utilizado. A fungdo objetivo
(7) procura minimizar o volume néo utilizado do conjunto de
contéineres selecionados para acomodar as caixas. O
somatorio em (8) garante que ndo ha sobreposicdo entre
caixas no interior do j-ésimo contéiner do tipo k, caso o
mesmo tenha sido selecionado, impedindo que qualquer
ponto (s,t,u) no interior de uma caixa com vértice inferior
frontal esquerdo no ponto (p, q,r) seja usado como vértice
de outra caixa. A restricdo (9) exige que todas as caixas do
tipo i fagam parte do padrdo de carregamento, enquanto (10)
apresenta o dominio das variaveis de decisao.

I11. GERACAO DE INSTANCIAS

O processo empregado para geragao de conjuntos de teste
utilizado nesse trabalho é baseado na metodologia proposta
por [12], consistindo em determinar valores inteiros que irdo
compor as dimensfes, a quantidade e os tipos de caixas e
contéineres de cada instancia a ser avaliada.

Um total de 40 instancias foram criadas. A quantidade de
tipos de contéineres disponiveis para carregamento
corresponde a um valor inteiro escolhido por meio da
distribuicdo uniforme no intervalo de um a trés, ou seja, C €
[1,3], C € Z. As dimensbes (L, Wy, H,) de um contéiner do

tipo k, k=1,..,C, sdo valores inteiros uniformemente
escolhidos no intervalo [10, 25].

Quatro tipos distintos de caixas foram considerados para
construgdo dos conjuntos de teste, ou seja, m =1,2,3,4.
Visando criar conjuntos tanto com caixas fracamente
heterogéneas quanto fortemente heterogéneas, duas
estratégias distintas foram empregadas para determinar a
dimens&o das caixas.

Em vinte conjuntos de testes, as dimensdes das caixas
foram determinadas por meio da distribuicdo uniforme nos
seguintes conjuntos: |I;] € [0,25 - L; 0,75 - L], [w;] € [0,25 -
W;0,75-W], |h;] € 0,25 H;0,75-H], onde L <L,
W<W, e H<H,, Vk. Para cada valor de m, cinco
instancias foram construidas. As caixas geradas por meio
desse procedimento constituem o Grupo 1 de conjuntos de
teste deste trabalho (instancias 1 a 20).

As caixas das demais instancias tiveram suas dimensoes
uniformemente escolhidas nos seguintes conjuntos: |l;] €
[0,10-L;0,50-L], |w;] €[0,10-W;0,50-W], |h;] €
[0,10 - H; 0,50 - H], onde L < L, W < W, e H < Hy, V k.
Para cada valor de m, foram criados cinco conjuntos de teste.
As caixas geradas por meio desse procedimento constituem o
Grupo 2 de instancias (conjuntos de teste 21 a 40).

A disponibilidade b; de cada tipo de caixa, i = 1, ..., m,
foi obtida escolhendo uniformemente um valor inteiro no
intervalo [10,200] tanto para as instancias do Grupo 1
quanto do Grupo 2. Por fim, para determinar a quantidade de
contéineres disponiveis, calculou-se o volume dos C tipos de
contéineres e, destes, foi escolhido o contéiner de menor
volume (V,..n0r)- A quantidade de cada tipo de contéiner para
carregamento é dada pela expressdo

m_ v
Ty = 2 .i" vk (11)

Vmenor

IV. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

O modelo de PLIB apresentado neste trabalho foi
implementado em VB.NET, e cada instancia foi resolvida
pelo software de otimizacdo CPLEX® Interactive Optimizer,
versdo 12.6.0.0, com parametros padrdo. Um limite de tempo
de 3600 segundos (1 hora) foi estabelecido para a execugéo
dos testes.

A Tabela I mostra a quantidade de contéineres utilizados,
a ocupacdo minima, maxima e média dos contéineres e 0
tempo computacional obtidos na execucdo dos testes para
cada cenério considerado na avaliagdo do modelo.

A abordagem proposta neste trabalho apresenta bons
resultados para os problemas abordados. Os quarenta
conjuntos de testes foram resolvidos otimamente, com tempo
computacional médio de 19,05 segundos. Em virtude da
maneira com que as dimensdes das caixas foram geradas, as
instdncias do Grupo 2 apresentam, de modo geral, maior
utilizagdo do volume interno dos contéineres, uma vez que as
caixas que compBem estes conjuntos de teste possuem
dimensdes pequenas em relagdo aos contéineres. Entretanto,



como apresentam maior nimero de variaveis e restrigdes, o
tempo computacional é mais elevado para resolvé-los quando
comparado com 0 tempo gasto para obter a solugdo das
instancias do Grupo 1.

TABELA |: RESULTADOS DOS TESTES COMPUTACIONAIS

4 Quantidade de Ocupagdo Tempo
Contéineres Minima (%) Meédia (%) Maxima (%) ()
1 4 13,85 35,73 57,60 0,31
2 4 63,92 66,05 68,18 0,30
3 12 13,66 20,49 27,31 0,02
4 18 35,03 40,87 46,70 0,05
5 3 65,28 78,72 92,16 0,50
6 11 51,32 57,49 63,65 0,08
7 55 35,79 40,38 44,97 0,03
8 5 34,36 55,43 76,50 0,80
9 3 79,80 86,57 93,33 8,48
10 5 78,11 87,54 96,97 0,53
11 7 60,22 72,03 83,84 21,08
12 9 63,21 71,75 80,28 1,27
13 7 68,90 79,64 90,38 0,42
14 60 19,24 39,23 59,21 0,05
15 14 53,86 73,99 94,12 0,08
16 9 38,29 63,69 89,09 4,42
17 6 57,97 61,72 65,47 18,27
18 72 18,55 28,64 38,73 0,08
19 52 31,58 42,44 53,29 0,14
20 10 25,67 59,42 93,16 0,56
21 2 40,00 68,00 96,00 0,17
22 1 80,77 80,77 80,77 0,39
23 4 75,63 75,63 75,63 0,03
24 9 23,15 53,24 83,33 0,23
25 2 70,40 83,20 96,00 0,31
26 4 75,00 78,95 82,89 38,88
27 3 59,88 66,01 72,14 0,11
28 4 73,59 77,69 81,79 0,77
29 1 83,80 83,80 83,80 0,80
30 13 55,62 76,30 96,97 0,05
31 7 51,13 67,24 83,34 5,63
32 7 82,42 87,77 93,12 22,01
33 7 57,76 78,88 100,00 0,47
34 7 52,51 66,64 80,77 2,56
35 4 38,19 69,10 100,00 1,26
36 16 29,76 54,07 78,38 10,59
37 14 64,10 72,05 80,00 591
38 9 58,19 71,52 84,85 611,13
39 7 68,61 74,53 80,45 141
40 15 41,55 58,30 75,04 1,64
Grupo 1 384 45,43 58,09 70,75
Grupo 2 136 59,10 72,18 85,26
Geral 520 52,27* 65,14* 78,01* 19,05**

* Ocupacao média
** Tempo médio
FONTE: O autor.

A Fig. 2 apresenta o padrdo de carregamento obtido para
0 conjunto de teste 28. Todas as caixas estdo posicionadas

inteiramente dentro dos contéineres, de modo ortogonal e
sem sobreposicdo. O modelo PLIB apresentado neste
trabalho adaptado para considerar algumas exigéncias
praticas comuns em situagdes reais, descritas por [15], como
a estabilidade da carga, visto que, embora a solugéo para este
conjunto de teste seja factivel, hd caixas parcialmente
apoiadas ou mesmo “flutuando” no interior dos contéineres.
Ainda assim, a abordagem proposta determinou um padréao
de carregamento 6timo para o conjunto de teste 28, com
ocupacdo média dos contéineres de 77,69%.

V. CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado um modelo de
Programagdo Linear Inteira Binaria, com base nas
formulacBes de [11] e [12], para abordar o problema de
carregamento de multiplos contéineres distintos. Este
problema visa selecionar um subconjunto de contéineres para
alocar todas as caixas disponiveis, de modo que o espaco ndo
utilizado dos contéineres seja minimizado. O software
CPLEX® Interactive Optimizer foi utilizado para efetuar
testes computacionais com dados gerados aleatoriamente, de
modo a avaliar a abordagem apresentada.

A formulagdo proposta pode ser estendida de modo a
considerar as exigéncias praticas listadas por [15]. No
entanto, vale a pena ressaltar que a qualidade da solucdo da
abordagem proposta depende da quantidade de tipos de
caixas disponiveis e do tamanho relativo das caixas em
comparacdo com as dimensdes dos contéineres, visto que
conjuntos de caixas fortemente heterogéneos, em geral,
geram problemas mais dificeis de serem resolvidos, devido
ao grande numero de variaveis e restricdes.

Como sugestdo para trabalhos futuros, podem ser
explorados meios alternativos de geragdo dos conjuntos de
possiveis posi¢des das caixas, além de estudar a possibilidade
de estender o modelo proposto para os diferentes tipos de
problemas de carregamento de contéiner definidos por [2].

Figura 2. Padrdo de carregamento obtido para o conjunto de teste 28.
FONTE: O autor.
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