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Resumo—No estudo das Equacoes Diferenciais Parciais(EDP), em
particular na equacdo do calor homogénea, nos deparamos com o
método de separacio de variaveis para obtencdo da solucio formal
do problema. Este método consiste na suposicao da independéncia das
variaveis em questio, e a consideracio que a solucio possa ser descrita
como um produto de duas outras funcdes independentes. Neste caso,
nos deparamos com uma equacio diferencial ordinaria(EDO) no qual
temos de encontrar suas solucdes. Assim, neste trabalho iremos utilizar a
Teoria de Sturm-Liouville para a resolucao destas EDO’s mais gerais, e
consequentemente obter um método de encontrar a solucdo da equacio
do calor niao-homogénea.
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I. INTRODUCAO

Neste trabalho estamos interessados em encontrar uma forma de
obter a solugdo para o problema de condugéo de calor ndo-homogéneo,
descrito por

r(z)us = [p(x)ug)e — q(x)u+ F(z,t)
Uy (0,8) — hiu(0,t) =0 wuy(1,t) + hou(l,t) =0
u(z,0) = f(x)
Para isso, vamos primeiramente considerar o caso homogéneo, ou
seja, F'(x,t) = 0. Entdo

(D

r(z)uy = [p(x)uq)s — q(x)u (2)

Programa de Educac@o Tutorial, PET-Matematica.

Prof. Dr. Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemética
Universidade Federal do Parand - UFPR
Curitiba, Brasil

Aplicando o Método de Separagdo de Varidveis, isto €, suponha que a
solucao do problema (|1) pode ser expressa como uma produto de duas
outras fungdes com varidveis independentes, u(z,t) = X (z)T(t).
Assim, aplicando u = u(z,t) na equagdo (2)), obtemos

r(@) X (2)T'(t) = [p2) X' (2)T(t)]e — q(x) X (2)T(t) ()

Como ndo estamos interessados nas solugdes triviais do problema,

podemos supor X (x) # 0 e T(t) # 0, para todo x € [0,1] e

t € [0,00). Desta forma, dividindo (3)) por (x)X ()T (t), temos
T _ p@)X @TO. @)
T(t) r(z) X ()T (¢) r(z)

Em que tomamos igual a uma constante )\, devido ao fato que no

lado esquerdo da igualdade depende apenas de ¢ e o direito apenas

de x. Assim, para que relacdo seja satisfeita, consideramos a equacio
igual a uma constante. Isolando os termos em , chegamos em

— [p(x)X) + q(z)X = Ar(z)X Q)
Note que, como supomos u(x,t) = X (x)T(t), ao aplicarmos as
condi¢des de contorno do problema (1f), temos
uz(0,) — hqu(0,t) =0 = X'(0)T(t) — hi X (0)T'(t) = 0(6)
= X'(0)—hmhX(0)=0 @)
Analogamente, obtemos X'(1) + hoX (1) = 0. Assim, vamos
considerar o seguinte problema de contorno
—[p(@)X") + q(2) X = Ar(x)X
X'(0) —h1X(0)=0
X'(1)+ heX(1)=0

“)

®)



Se tomarmos p, q e r satisfazendo condi¢cdes adequadas de continui-
dade e p(z) > 0 e r(x) > 0, entdo (8)) é chamado de Problema de
Valor de Contorno de Sturm-Liouville. Desta forma, através desta
teoria, vamos ser capazes de descrever a solugdo do problema (TJ),
como uma combinacdo de autofun¢des normalizadas do Problema
de Sturm-Liouville, isto é

u(xa t) = Z bn(t)¢n(x) 9

e assim, determinar o parmetro b, (t) de modo a satisfazer @])

II. MOTIVACAO

Como motivacdo, vamos tomar um caso mais simples. Por
exemplo, considere o problema de conducdo de calor em uma barra de
secdo reta uniforme com as condi¢des descritas em [1]], e representado

na Figl[l]

Figura 1: Condug¢do de calor em um barra homogénea finita.

Assim, estamos interessados em determinar uma fun¢do u =
u(z,t) que descreva a condugdo de calor na barra. A equagdo
diferencial que descreve esse processo, junto com suas condi¢des
iniciais e de contorno, ¢ dada por

Puge =u, 0<z<L t>0
u(z,0) = f(x) 0<z<L (10)
w(0,)=0 wu(L,t)=0 t>0

sendo o uma constante conhecida como difusividade térmica que
depende apenas do material da barra. Para determinar a solugdo,
utilizamos o Método de Separagdo de Varidveis, isto €, supomos que
u(z,t) = X (x)T(t). Assim, ao invés de resolvermos uma equagdo
diferencial parcial, recaimos no problema de resolver duas equagdes
diferencias ordindrias, em que uma delas possui a seguinte forma

X"+2X=0
{X(O)_OeX(L)_O

Resolvendo o problema (TI), obtemos como solugdo formal de (I0)
a funcao

(1)

2.2 2 nmwxT

o0
_nfrZa®y |
u(z,t) = E cpe 12 sin ——
n=1

(12)

com coeficiente ¢,, determinado por:

9 L
c”:f/o f(x)sin%dm Vn eN (13)
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