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Resumo—Neste trabalho estuda-se um operador pseudodiferencial
que aparece nos sistemas do tipo Boussinesq para ondas intermediarias
e nas equacdes derivadas destes quando a propagacao das ondas
é restrita a uma unica direcdo, como na equacdo de ondas longas

2

intermediarias (ILW). O operador é estudado tanto no dominio das
frequéncias, onde ¢ inicialmente representado, quanto no dominio fisico,
distinguindo-se tanto o caso nio periédico quanto o caso periodico. No
caso periodico, a expressio do niicleo é dada por funcdes especiais, cujo
calculo é comparado com o caso nao periédico no mesmo intervalo. E
no caso periodico é analisado a sua representacio por série de Fourier.

Palavras-chave—Ondas internas; modelos dispersivos; sistema do
tipo Boussinesq; equacio de Ondas Longas Intermediarias; operador
pseudodiferencial; funcdes especiais.

I. INTRODUCAO

O objeto de estudo do presente trabalho é um operador pseudodi-
ferencial muitas vezes denominado de Transformada de Hilbert na
faixa. Tal operador aparece na redugdo das equacdes de Euler que
descrevem a evolu¢do de uma onda interna desenvolvida na interface
entre duas camadas de fluidos inviscidos, imisciveis, irrotacionais
e incompressiveis de densidades diferentes, confinados em uma
faixa plana com escalas que configuram um regime denominado de
intermedidrio, [S]], [9]], [10] . No processo de reducdo das equagdes
de Euler se faz necessario transformar a informacao sobre a derivada
normal na interface para derivada tangencial, e € este operador que
faz a troca na geometria mencionada acima. A obtencdo detalhada
do operador € feita na se¢do
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Figura 1: Configuragdo de duas camadas de fluidos limitados por
uma tampa rigida e um fundo plano.

Como resultado da reducdo s@o obtidos sistemas do tipo
Boussinesq. Especificamente temos o seguinte sistema bidirecional
fracamente dispersivo e ndo linear, [S[]:

e — [(1 — om)u]x =0

Ut + QU Uy — Ny = \/B%T[UQXE]7 M)
onde 7(t,x) estd relacionada a perturbacdo adimensionalizada na
interface e u(t,x) a4 componente horizontal da velocidade da
camada superior, como na figura [I] Ambas incégnitas sdo funcdes
das varidveis temporal e espacial (na dire¢do horizontal), ¢ e =z,
respectivamente. As derivadas parciais sdo denotadas por subindices;



« e [ sdo os parAmetros adimensionais positivos de nio-linearidade
e dispersdo, respectivamente. As densidades originais p; < po das
camadas superior e inferior foram mantidas no termo que envolve
o operador ndo local de interesse T cujo simbolo no dominio das
frequéncias é: N

T (k) = icoth(kd), (2)

para k € R—{0}, no caso néo periédico (z € R), ou k € Z—{0}, no
caso periddico. A constante 6 > 0 é a espessura da camada inferior
em repouso apds escalamento, detalhes podem ser encontrados em
[9]. A partir deste tipo de sistemas ainda é possivel fazer uma reducgdo
unidirecional cujo resultado € a equacdo de ondas longas intermedidria
(ILW) descrita aqui seguindo a notagdo em [?2],

1
Up + FUa + 2uuy + T [uze] = 0. 3)
No caso ndo periddico, tem-se um par de Fourier, a saber,
1 T
— coth (—) — icoth(ks), 4
2§C0t 55 ) © i coth (k) 4)

por essa razdo, o operador 7 ¢ dado por uma convolucio da funcéo
contangente hiperbdlica com a func¢do argumento do operador:

Thi() = s coth [ (@-0]ugas )

— 0o

onde a integral deve ser interpretada como valor principal de Cauchy.

Computacionalmente € impossivel calcular a integral dada em
(3) e um trucamento para um intervalo limitado é uma aproximagao
conceitualmente incorreta do operador 7. De fato, mostra-se na secio
que no dominio limitado [—L, L], L > 0, o niicleo envolvido
na convolucdo é uma funcdo diferente da contagente hiperbdlica.

Este trabalho estd organizado como descrito a seguir. Na sec¢do
¢ feita a dedugdo do operador no caso periédico. Na segdo (II),
obtem-se o nucleo do operador do caso periddico a partir das funcdes
especiais Elipticas de Jacobi, Zeta de Jacobi e Integrais Elipticas
completas do Primeiro Tipo, representadas por sua expansdo em
q-séries. Na secdo ([V]), compara-se o nicleo periddico descrito pelas
fungdes especiais com o nicleo ndo periédico no dominio limitado
[—L, L] e é feita uma andlise a respeito da série de Fourier truncada
do caso periddico.

II. DERIVACAO NO DOMINIO DAS FREQUENCIAS E SERIES DE
FOURIER

Nesta secdo serd feita a dedugdo da Série de Fourier do operador
T no caso periddico.

Na reducdo das equacdes de Euler para o problema de duas
camadas de fluidos descrito na sec¢do anterior a informacdo da camada
inferior ¢ embutida nas equagdes da camada superior através do termo
da derivada da pressdo em x, ja que a pressdo € a mesma na interface
do fluido. Pela Lei de Bernoulli na interface, o calculo da derivada
da pressdo envolve o potencial de velocidade da camada inferior de
tal forma que basta resolver um problema de Neumann na camada
inferior em repouso, com profundidade §, para um potencial de

velocidade V¢ nessa regido fixada e com velocidade normal g(x)
que é uma aproximacdo da condi¢do cinemdtica na interface original,
respeitando a ordem da expansdo assintética em « e [ . Detalhes
podem ser encontrados em [9].

Dessa forma, a equagdo de Laplace com condi¢do de Neumann

Gza + @2z = 0, —-<z<0, x€ 1_[[7[/,L}7
(b(O,Z) = (23(2[/,2:), Vz € [_5a 0]7 6
¢.(x,0) = g(z), geCt (6)

¢.(x,—0) =0.

O objetivo é encontrar uma expressdo para ¢, (x,0), veja figura

¢Z(Xa O, t)
- ¢X(X, O’ t)

Figura 2: Problema do potencial na faixa com condi¢do de Neumann
para extrair a derivada tangencial na fronteira superior.

Como o problema ¢ linear, pode-se utilizar séries de Fourier
periddica. Para simplificar a notagdo, considere:
T

T = T z € [—m, 7. 7
Assim, z = £z, (7, 2) = ¢(z, z) e o problema descrito acima fica:
(5) B + P, = 0 —6<2<0, Tel-mn],
¢(07 Z) = @(7{-7 Z)’
®.(7,0) = G(7) = g(2),
. (7, —d) = 0.
®)

Aplicando a Tranformada de Fourier na varidvel T, segue que

()7 (ik)*B(k,2) + 8" (k,2) =0 ke Z,

~

3. (k,0) = G(k), ©)
(i)\z(kv _5) =0,
logo
k2 (2)? =0, —6<2<0,
3'(0) = G, (10)
d'(—6) = 0.

Assim, para cada k temos um problema de valor de contorno,

* ~ z : z 2,2 z,
cuja equagio caracteristica € dada por 72 — kLZ = 0 com raizes
ry = kf’r ery = —’%. Portanto, a solug@o geral da E.D.O. tem a

forma:

~ k k
O(k,z) = crexp <£TZ> + ¢o exp <—£Tz> L k=1,2,... (11




Derivando (TI) em relagdo a z, tem-se

~ km km km km
P'(k,2) = €1~ exp (Lz) + o <_L> exp (—Lz> , (12)

logo,

&' (k,0) = (c1 — cz)’% = G(k) (13)

55— oM o (FT0 o (Y o (RS _
O'(k,—0) =1 7 eXP 17 + ¢ 7 )| =0
(14)

De . segue que ¢; = ¢y exp QYS) e substituindo em (13),
tem-se que ¢y [exp (2£22) — 1] £x = G(k).

Se k # 0, segue que
L 1 ~

= —— Gk 15
e (B 10 "
€
L exp (M) A~
=_————> L/ Gk 16
Cl k‘?TeXp(sziﬂ-[s)—l ( ) ( )
€ portanto,
=N L eXp(QkTré)e p(lwrz) L exp(kﬂ'z) =N
®(k,z) = llm exp(gzma) 1 kT ex p(2k7r6) 1 G(k),
(17)

k

multiplicando e dividindo por exp (—%‘5), tem-se a seguinte expres-

sdo para ®(k, z):

exp (kﬂ'5 + LZ) exp (_kTms — kzz) i@(k)
exp (472) —exp (=572)  exp (42) —exp (—472) | K
(18)
Utilizando as fungdes hiperbdlicas senh 6 = £ _267 e coshf =
% segue que
S cosh (kw(i—i—z)) I - o
)= ———————> — .
senh (570)  km

Por outro lado, como a série de Fourier da fungdo ®(Z, z) é dada
por:

= Y B(k2)e* 4 (20)
o7
onde c é a constante referente a frequéncia nula, tem-se que
>, cosh (L(iﬂ)) ~ -
D(z,2) = —WG(k)ez T+e. 21
k= —o0 kﬂ- Senh (T)
k#£0

Além disso, note que

G@) =gx)= Y Glk)exp (”T”) = Y §(k)exp (iknT),
k=—o00 k=—o00
(22)
logo, R
G(k) = g(k) (23)

Conclui-se entdo que
> 7, cosh (W)

Pz, 2) = QW

(k) exp <Zk£m> Lo (24)

k0

e a derivada em relacdo a z é dada por

>~ 7 cosh (L(&L"LZ) )

ikmx\ ikm
bul,2) = i ates (U70)
W km  senh (kT) L L
k0
00 km(6+z)
S il )§<k> exp (’k”> 25)
= T (Rl X ~
M senh (kT) L
k0
Por fim, em z = 0, tem-se que
= ) ik
¢uo(2,0)=i 3 coth (2) G(k) exp (Z zw) O ©6)

k=—o00
k#0
Isso pode ser feito porque a série dada por (25) € uniformemente
convergente V(x,z) € [—L, L] x [—4,0]. De fato: como cosh(x) é
crescente para x > 0 e decrescente para x < 0 segue que:

) km kmd
cosh (22(6 + 2)) < cosh (472) ‘ th(k 5>‘§M,
senh (£22) senh (’”5) L
27)

para certo M > 0, Vk € Z, k # 0. Além disso, como g € de
classe C! e etk”’ = 1, Vz € [-L, L], segue, pelo teste M de
Weierstrass, que a série converge uniformemente e absolutamente
V(z,2) € [-L, L] x [-4,0].

Portanto, Tu = ¢ (x,0) resulta em

= kT \ ikmx
Tu=1 k_z;oo coth < T ) u(k) exp ( 7 ) . (28)
k#0
Logo o operador no dominio fisico é descrito pela convolugao:
1 L.
Tu=-5- § Te-gobued @)
2L J_;

com o niicleo T’ dado por

- kmwd tkmx
i Z coth (L) exp( i3 ), (30)

T(x;9, L)=




onde a série deve ser interpretada no sentido das distribuigdes.

III. FUNCOES ESPECIAIS

E possivel escrever a expressdo l| usando funcgdes elipticas, [2].
Para isso, defini-se tais funcdes da seguinte forma.

Define-se, inicialmente, o pardmetro m tal que m = sen? o = k2,
onde k é o médulo, nota-se que esse k ndo é o mesmo que o k de
frequéncia da equacdo (30) e a é o angulo modular.

As fungdes Elipticas de Jacobi sdo dadas por:

T =sen¢ = snv, 3D
cos ¢ = cnw, (32)
v/1—msen¢ =dnwv, (33)
cot p = @y csv, (34)
snv
As Integrais Elipticas do Primeiro Tipo sdo dadas por:
¢ 1 i 1
F m:/ 7d0:/ dt =v.
(\m) o V1—msenf o /(1 =) (1 —mt?)
(35)
J4 as Integrais Elipticas do Segundo Tipo sdo dadas por:
val t2
E(\m) = / VI — msenfdf = / VoM g (36)
Para as Integrais Elipticas completas, basta considerar qS = 3, isto é,
xr =1, assim:
K(m) =\ ) /g S —" (37)
m) = —\mM = 5
2 o V1—msenf
H 1
K'(m) = = / de, 38
(m) 0o V1—(1—m)senf 8
3
E(m) = %\m) = / V1 — msen6df. (39)
0
Além disso, a Fungdo Zeta de Jacobi € definida por:
E(m)F(¢\m)
Z =F -, 40
(9\m) = B(o\m) — =0 8 (40)
Essas funcdes podem ser escritas por q-sé,ries. Nesse caso,
determina-se o moédulo k£ de tal forma que I;(((,f)) = % e q =
exp (—’%l) = exp (—22), assim tem-se que:
_2ar > 4 sen(mﬂa> “4n
_Km:11—q2m K /)’
dn(a)cs(a) == cot (Wa) 21 i " sen (mﬂa)
2K 2K K o e oA K /-

(42)

Dessa forma, tem-se que:

T(x;6,L) = 2K [z ([g”
i

Kx

RGN

L

De fato, note que:

coth(x) = tgh (g) + cossech(x),

)]

cossech mmo) _ 24"
L ) 1—¢m
tanh (g) _ senh(x) et 2 1
2 cosh(z)+1 e*+1 e*+1
Portanto,
1 mnd 1 —mmé 2q™
—tanh [ ——— ) =tanh | = = -
an (2 L ) an (2 L ) 1+qm

Além disso, a Série de Fourier da cotangente é dada por

cot( )7228611771:17

m=1

no sentido das distribuigdes.

Combinando esses resultados, segue que:

> kmwd tkrx
T(x;0,L) =1 Z coth (L) exp ( T )
oy
= i;coth (zé) exp <zkl7/m> +
> kmd ikmx
+iz coth <> exp < >
Pt L L
= i;coth (kaé) {exp <zk£rx> + exp ( Zkgx
> kmd krx
=1 Zcoth () 21 sen (>
po L L
> kmd kmx
=-2 Zcoth () sen ()
= L L
o0
—22 {tanh (gf) + cossech (k:z&)} sen <
k=1
[@5) e @) > q* kmx > kmx
EY Y MY o N
S rta en< . ) ;n( .
o k
q krx
—42 1= g2 sen (L)
k=1
2K |2n ¢ kr(Kz/L)
—‘ﬁlx;l_q%sen( el

)

knx

L

)

(43)

(44)
(45)

(46)

(47)

(48)



@ 2K |2r~_ ¢ kr(Kz/L)\ |
I Kkzzllfq% en( K
L2 (B L)

T 2K 2K

oo dt (lmr(Kx/L))]
e k

K =1+ K
@@ 2K [Z (Kx) +dn (K:v) cs (Kx)} , (49)
™ L L L

como queriamos demonstrar.

IV. IMPLEMENTACAO: CONHECENDO O NUCLEO DO OPERADOR

Resumindo, o operador 7 no caso néo periédico tem como niicleo:
- 1
T(xz;0) = —— coth (E (50

Lonh (5) e 0

J4 no dominio das frequéncias, o nicleo periddico € representado
por uma série de Fourier:

T(m;&, L)= i Z coth (kLmS) exp (zkgw) ,
k=—oc0

k0

(D

no sentido das distribui¢des. Ainda no caso periddico, esse nicleo
pode ser calculado utilizando funcdes especiais:

k-2 1 (12) () ().

(52)

onde
00 = 3 L ()
dn(a) cs(a) :% cot (%) - 2% i 1 _{;m sen (mKTra) (54

m=1

com g = exp (—%‘s).

A figura [3] mostra a diferenca entre o niicleo periédico dado por
(52) e o niicleo do caso ndo periédico dado por (50) no intervalo de
[—m, 7]

No dominio real, a contangente hiperbdlica foi calculada com a
fungdo coth do Matlab avaliada nos valores da malha, j4 no dominio
periédico com as funcgdes especiais, foi utilizada a fungéo ellipj do
Matlab para encontrar os valores de dn e cs e a funcdo Zeta foi

Nucleo do Operador T
8 T T T T T

m— com Fungdes Especiais

----- definido em R

-4+

-8 I I I I I | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3: Nucleo do operador: o nicleo no caso periédico plotado
a partir das funcgdes especiais (—); o nicleo no caso nao periédico
plotado no intervalo [—m, 7] (— - —).

calculada truncando sua g-série dada em (53). Os dados utilizados
foram:

oL:’lT;
.5:%;

. xk:—w—l—%k,ondek:l,...,N.

O parametro m que é requerid/o na funcao ellipj do Matlab foi
encontrado impondo a condigdo 1}((((;;3) = % Para tal, foi utilizada a
funcao ellipke do Matlab, colocando diversos valores de m (m =
0.001 : 0.001 : 1 — 0.001) para calcular os valores de K ¢ K’ e

interpolando, encontrou-se o valor de m de forma que I]{( ((:L‘)) = %.

Tabela I: Comparacio do Nicleo

Erro absoluto Erro relativo

Caso ndo
intervalo
com o caso periédico por
fungdes especiais

periédico  no

0, 3256 0, 3759 ~ 38%

Nota-se que o erro é grande, confirmando a necessidade de uma
abordagem sistemadtica para calcular o nicleo periddico.

Além disso, no caso periddico, tem-se a expressdo do nucleo
dado pela série de Fourier, @ No entanto, esta série ndo converge
pontualmente, apenas no sentido das distribui¢des. Por esse motivo
ndo foram utilizadas aproximagdes por trucamento da série que
exibem valores que alternativamente sdo quase nulos ou nio em um
mesmo ponto como ilustrado nas figuras @] B



Nucleo do Operador T por Série de Fourier

40 T T T T
N=150
N=300
30 nl
20 al
10+ : . 4
or ” al
—10+ 4
—20+ 4
—30}+ 4
-40 | | | | | I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 4: Nucleo do operador no caso peridédico dado pela Série de
Fourier truncada para malhas encaixadas.

35

251

15~

0 DA Lo AU LON | 1

-1.6 -14 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Figura 5: Nucleo do operador no caso periédico dado pela série de
Fourier truncada para malha encaixadas, detalhe da figura anterior.

Na implementagdo foram usados os mesmos pardmetros L, ¢ e
L.

V. CONCLUSAO

Neste trabalho foi realizado o estudo de um operador pseudodi-
ferencial que aparece nos sistemas do tipo Boussinesq para ondas

intermedidrias e nas equagdes derivadas destes. O ntcleo estudado
no caso periddico € diferente do caso ndo periédico, uma vez que
€ dado pelas fungdes especiais enquanto que o outro é dado pela
contangente hiperbdlica, respectivamente. Essa diferenca foi verificada
comparando ambos numericamente. Além disso, a série de Fourier
truncada ndo fornece uma boa aproximacdo numérica do nidcleo
periddico por convergir apenas no sentido das distribuicdes.

Em trabalhos futuros, pretende-se implementar a Regra do

Trapézio Alternada para calcular o operador atuando em funcdes
suaves.
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