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Resumo—Estruturas solicitadas por compressdo estdo
sujeitas a perda de instabilidade por flambagem, sendo o caso
de colunas, elementos comprimidos de trelicas, poérticos e
arcos. Dependendo da esbeltez da estrutura, a falha por
flambagem pode ocorrer antes que o limite de resisténcia do
material seja atingido. A partir da determinacdo da forca
critica de flambagem é possivel estabelecer o limite do esforgo
de compressdo em relagdo ao equilibrio estavel da estrutura,
sendo um procedimento necessario para a andlise e o
dimensionamento estrutural. Diversos métodos podem ser
utilizados para o célculo da forca critica de flambagem de
estruturas, sendo o Método dos Elementos Finitos uma
alternativa interessante por aproximar a resolugdo conforme
um sistema de equacdes algébricas e ndo envolver equagdes
diferenciais. Assim, nesse trabalho sdo determinados valores
para a forca critica de flambagem em porticos planos pelo
Método dos Elementos Finitos, a partir da utilizacdo do
elemento de portico plano e formulacdo do problema de
autovalor, sendo investigados quatro modelos estruturais.
Constata-se que houve pequena variagdo nos valores obtidos
conforme a analise numérica efetuada, logo a abordagem
numérica utilizada pode ser ampliada para analise de outras
estruturas.

Palavras-chave—flambagem; Método dos Elementos Finitos;
porticos planos.

I. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um dos
principais métodos numeéricos utilizados para analise de
problemas de engenharia, especialmente nos campos de

andlise estrutural, escoamento de fluidos, transferéncia de
calor e eletromagnetismo. No contexto da analise de
estruturas  reticuladas, geralmente os  pardmetros
investigados a partir do Método dos Elementos Finitos sdo
deslocamentos e forcas nodais. Outra possibilidade € a
analise de flambagem de estruturas sujeitas a compressao,
processo que consiste no célculo de valores criticos para o
carregamento aplicado e tracado dos possiveis modos de
deformac&o relacionados a essa instabilidade.

A flambagem, considerada uma instabilidade elastica,
pode ocorrer em diversas estruturas solicitadas por
compressdo, desde barras como colunas, porticos e arcos,
até elementos bidimensionais como placas e cascas.
Dependendo da esbeltez da estrutura, a flambagem pode
ocorrer antes que o limite de resisténcia ao escoamento ou a
ruptura do material seja atingido. Por isso, é essencial que a
forca critica de flambagem seja estimada. Sobretudo, é
importante para que o limite do esforco de compressao seja
estabelecido em relacdo ao equilibrio estavel da estrutura,
influenciando o dimensionamento estrutural quanto ao
estado limite Gltimo de compresséo e flexocompressao.

A principio, a analise da forca critica foi desenvolvida
por meio da resolucéo da equacéo diferencial de equilibrio,
conforme indicado por [1]-[3] e outros autores em
estabilidade estrutural. Contudo, dependendo do sistema
estrutural a resolucdo da equacdo diferencial de equilibrio
pode ser muito trabalhosa, logo métodos numéricos sdo
necessarios para estimacao da forca critica de flambagem. O
Método dos Residuos Ponderados e métodos matriciais,



como o Método dos Elementos Finitos, sdo procedimentos
viaveis nesse contexto, conforme discutido por [4].

Dessa forma, nesse trabalho sdo determinados valores
para a forca critica de flambagem em porticos planos pelo
Método dos Elementos Finitos, a partir da utilizagdo do
elemento de portico plano e formulacdo do problema de
autovalor. S8o investigados quatro modelos estruturais, e 0s
resultados obtidos sdo comparados a valores tedricos
encontrados na literatura.

Il. PROCEDIMENTOS DE ANALISE PELO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

A matriz de rigidez linear k de um elemento de portico
plano com 2 nos e 3 graus de liberdade em cada n6 é
indicada em (1). Os graus de liberdade referem-se a uma
translacdo na direcdo paralela ao eixo do elemento, uma
translacdo na direcdo perpendicular a esse eixo e uma
rotagdo em relacdo ao eixo perpendicular ao plano do
portico. Os coeficientes dessa matriz de rigidez podem ser
obtidos conforme a aplicagdo de métodos como o Principio
dos Trabalhos Virtuais e o Método dos Residuos
Ponderados, considerando funcdo de forma culbica para
representar os deslocamentos nodais do elemento [5]. A
matriz de rigidez linear é quadrada e simétrica. As
propriedades indicadas nos coeficientes da matriz sao:
comprimento do elemento (L), moddulo de elasticidade
longitudinal do material (E), rea (A) e momento de inércia
(1) da secéo transversal.
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Em problemas envolvendo estabilidade estrutural, é
preciso adotar outra matriz de rigidez, indicada em (2),
denominada matriz de rigidez geométrica (kg). O objetivo
dessa matriz é considerar o efeito da forca axial de
compressdo (P) na deformacdo do elemento de portico. Os
coeficientes dessa matriz também podem ser obtidos por
aproximacdo da equacdo de deslocamento usando fungdes
de forma, sendo que o procedimento apresentado por [2]
utiliza série de Taylor e parametriza os valores em funcéo
da forga critica de Euler. E importante notar que essa matriz
€ quadrada e simétrica, semelhante & matriz de rigidez
linear.
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Para representar a direcdo de cada deslocamento do
elemento que constitui o portico, transforma-se as
coordenadas dos nds de locais para globais. Para tanto, é
adotada a matriz de transformacdo de coordenadas
apresentada em (3). A inclinacdo dos elementos &
considerada em relacdo ao eixo horizontal, no sentido anti-
horario, sendo # o angulo dessa inclinagéo.
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As matrizes de rigidez linear e geométrica sdo adaptadas
para a forma global segundo os produtos indicados em (4) e
(5), respectivamente.

K =[T]" x[K]x[T] (4)
Kg =[TIx[ke1x[T] ®)

Para o sistema de pértico, a montagem das matrizes de
rigidez global, tanto linear (K) quanto geométrica (Kg), é
desenvolvida a partir das matrizes de cada elemento isolado
segundo a transformacdo da magnitude dos coeficientes.
Quando duas barras possuem um ndé em comum, OS
coeficientes relacionados a esse ndé sdo somados na
montagem das matrizes de rigidez global. Para o elemento
de portico apresentado, que possui dois nés e trés graus de
liberdade em cada, a ordem da matriz de rigidez global é
dada por trés vezes o nimero de nds presentes no sistema
estrutural.

Apo6s a montagem das matrizes de rigidez conforme
coordenadas globais, imp&em-se as condigdes de contorno
do sistema. Para a analise de flambagem, desconsideram-se
as linhas e colunas referentes as coordenadas em que o
deslocamento é nulo. Dessa forma, essas matrizes de rigidez
sdo reduzidas de acordo com as condi¢des de contorno, nas



coordenadas em que atuam. Por exemplo, matrizes de
rigidez de ordem 12, relacionadas a um pértico plano
biengastado, passardo a ter ordem 6 devido as restrigdes
geradas pelos engastes em dois nos. As demais dimensoes
sdo irrelevantes para o calculo da forca critica de
flambagem.

Considerando as hipdteses de pequenos deslocamentos e
material com comportamento elastico-linear, a condicdo de
rigidez do sistema é definida pela relagdo linear de (6),
sendo A o vetor de deslocamentos e Q o vetor de acdes. A
rigidez total é a soma entre a rigidez linear e a rigidez
geométrica.

{IKI+[K, I} " [A]=[Q] (6)

Reescrevendo a expressdo indicada em (6), tem-se a
forma apresentada em (7).

[A]={[K]+[K, 1} x[Q] (7

Por definicdo, a forga critica de flambagem ¢é a forga
axial que despreza a rigidez a flexdo da estrutura, segundo
[2]. Se a inversa da matriz de rigidez tornar-se infinitamente
grande, entdo os deslocamentos também assumirdo valores
significantes, logo a condicdo anterior seria alcangada. A
inversa de uma matriz pode ser obtida dividindo sua
transposta pelo determinante, assim, se o determinante for
zero a inversa da matriz de rigidez tendera ao infinito. Por
consequéncia, a forga critica pode ser obtida assumindo que
o0 determinante da matriz de rigidez total serd igual a zero,
conforme (8).

det{[K]+[K,]}=0 (8)

A forca critica de flambagem é o menor valor obtido
para a forca axial P na resolugdo do determinante da matriz
de rigidez total. Esse procedimento é, conceitualmente, uma
andlise de autovalor.

I1l. EXEMPLOS NUMERICOS

Para andlise da forca critica de flambagem em porticos
planos foram propostos quatro modelos estruturais,
representados na Tabela |. Nessa tabela também séo
indicados os valores teéricos e os que foram calculados
numericamente para a forga critica de flambagem (Pe),
além da diferenga percentual entre ambos. Para manipulacéo
matematica foi utilizado o programa computacional
MATLAB R2015a.

O primeiro pértico analisado, também conhecido como
portico de Roorda, ¢ um modelo composto por duas barras,
uma disposta na horizontal e outra na vertical, que formam
um “L”. O segundo modelo ¢ um pértico com duas barras
verticais comprimidas e uma barra horizontal, sendo
engastado nas bases e sem restricdo lateral. O terceiro
modelo de pértico é semelhante ao anterior, porém, nesse

caso as bases sdo articuladas. O quarto modelo é semelhante
ao segundo, mas nesse caso a deslocabilidade externa do
portico € restringida. Em todos os modelos foram
consideradas barras de mesmo material € mesma geometria,
enquanto as propriedades adotadas para o calculo numérico
foram: L = 350 cm; E = 2000 kN/cm?; A = 400 cm?; | =
13333,33 cm*.

Para efetuar a analise de forma adimensional, segundo o
parametro p, o valor da forga critica relativa a cada portico é
dividido pela forca critica de Euler, Pe, referente a uma
coluna biarticulada.

P="5" ©)
2
p-TH (10)

Conforme os resultados obtidos, notou-se que a
variagdo da forca critica em relacdo valor tedrico foi
pequena. A maior diferenca constatada foi de 6,29% em
relacdo ao valor tedrico, para o quarto modelo estrutural,
caso de um pértico biengastado sem deslocabilidade
externa. A menor variagdo foi referente ao terceiro modelo,
portico com as bases articuladas, que foi de apenas 0,64%.
Portanto, é possivel constatar que a metodologia empregada
foi eficiente quanto a analise efetuada.

E interessante observar ainda que foi adotado apenas um
elemento por barra na analise de flambagem dos pérticos
planos. Assim, ndo foi necessario aumentar a quantidade de
elementos para obter uma precisao aceitdvel em relacdo aos
resultados tedricos. Andlises efetuadas por programas
computacionais comerciais, como o programa ANSYS por
exemplo, geralmente necessitam de uma quantidade maior
de elementos para que a forca critica de flambagem
determinada seja relativamente precisa, dependendo do
elemento finito empregado. Isso, infelizmente, pode induzir
usuarios ao erro se nao forem testadas varias malhas.

IV. CONCLUSAO

Nesse trabalho foram indicados procedimentos para
aplicacdo do Método dos Elementos Finitos na andlise da
forga critica de flambagem em pdrticos planos. Ao todo
foram determinadas forgas criticas para quatro modelos
estruturais de portico plano, e constatou-se que os resultados
obtidos conforme o procedimento matricial variou pouco em
relacdo aos valores tedricos estabelecidos pelo método
classico, baseado na resolucdo de equagdes diferenciais.
Além disso, notou-se que nao foi preciso refinar a
guantidade de elementos no sistema, pois apenas um
elemento por barra foi suficiente para gerar resultados com
precisdo aceitavel.

Dessa forma, conclui-se que os procedimentos admitidos
segundo 0 Método dos Elementos Finitos possibilitam uma
alternativa viavel para esse tipo de analise, e certamente €
oportuno sua extensao para analise de flambagem de outras
estruturas reticuladas.
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TABELA |: COMPARAGAO ENTRE VALORES TEORICOS E CALCULADOS

L Valor calculado Diferenga
Modelo estrutural Valor teorico conforme MEF percentual
P
l P, =14,7 %
1 P p =15474 3,89%
=—L=1489
77
L
P, = 7,34E—2I
L
2 p=0,7295 191%
pP= i =0,7437
k -
L
P, =182 E—2|
3 p=01832 0,64%
P
=—L=0,1844
P P,
L
P P
T : p,=2525)
L
4 0 =2,3935 6,26%
p= & =2,5533
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