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Resumo—Quando métodos numéricos, como o Método dos Elemen-
tos Finitos ou 0 Método dos Elementos Finitos Generalizados, sdo aplica-
dos na anilise dindmica de estruturas a solu¢io numérica recai em um
problema de autovalores e autovetores generalizados. Mesmo que esses
métodos apresentem grande eficacia, € possivel encontrar sensibilidade
na soluc¢éio numérica do problema de autovalores e autovetores, ou ainda
em alguns casos encontram-se autovalores negativos, indicando que ha
uma perturbacio na estabilidade do método. Portanto este trabalho
visa realizar uma analise sobre a sensibilidade gerada na construcio
numérica das matrizes de massa e rigidez do Método de Elementos
Finitos - Modos Admissiveis para a viga de Euler-Bernoulli, verificando
se o niimero de condi¢io da matriz de massa pode ser empregado como
alguma medida de sensibilidade.

Palavras-chave—Estabilidade, Condicionamento, Problema de Auto-
valores Generalizado, Método de Elementos Finitos, Analise dinimica.

I. INTRODUCAO

Na maioria dos problemas matemdticos, encontrar a solugdo
analitica nem sempre é uma tarefa simples. Logo, uma das alternativas
para contornar esse problema, ¢ a utilizagdo de métodos aproximados.
O Método dos Elementos Finitos (MEF) possibilita obter uma solugao
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aproximada de sistemas de equacdes diferenciais, atualmente se
tornando uma das principais ferramentas utilizadas. O Método de
Elementos Finitos Generalizados (MEFG), por sua vez, é baseado
nas ideias do Método da Parti¢do da Unidade (MPU), desenvolvido
por [12].

Como o MEF e o MEFG sao métodos aproximados, as solucdes
podem conter erros de aproximagdo. Na aplica¢do proposta por [1]
foram encontrados casos de sensibilidade do problema e ainda foi
observado que os ajustes feitos na precisdo empregada nos cdlculos
computacionais influenciavam na determinag@o das matrizes de massa
e rigidez obtidas através da integracdo numérica, afetando assim na
precisdo e convergéncia do MEFG. Leung e outros [11], tentando
encontrar uma maneira de avaliar a sensibilidade do problema de
vibragdo, ao utilizar o método p-Fourier e MEF, calcularam o nimero
de condi¢do da matriz de massa, de forma a encontrar uma "medida"de
sensibilidade.

O ndmero de condi¢do pode ser definido como quociente entre
0 maior e o menor autovalores da matriz [4], ou seja, o nimero de
condigio estd diretamente ligado aos autovalores. E possivel ainda
associar o nimero de condicdo com a sensibilidade de uma matriz
A qualquer, como em [15]. Ou ainda, € possivel associar a ele
sensibilidade de um problema de autovalores, [9].

Tendo em vista esse e outros casos, [13] faz um estudo sobre a



sensibilidade da matriz de massa em alguns casos onde sdo aplicados
o MEF e MEFG, analisando o problema de autovalores generalizado,
gerado pela equacdo Ax = ABux, jd que, se uma matriz é hermitiana,
e recebe uma perturbagdo, entdo haverd um incremento nos seus
autovalores [14]. Assim este trabalho visa fazer esta mesma andlise
para a aplicagdo do Método dos Modos Admissiveis (MMA) de Viga
de Euler-Bernoulli, e verificar até que ponto as perturbagdes geradas
pelas aproximagdes do método de construcido dessas matrizes podem
influenciar no desempenho e precisdo do método.

II. PROBLEMA DE AUTOVALORES GENERALIZADO

Um problema de autovalores generalizado é definido pela
equacao:

PANz=(A—AB)x =0<= Az = A\Bzx (1

E se a matriz B = I, matriz identidade, o problema generalizado
€ chamado de problema de autovalores padrdo, ou somente problema
padrdo.

Para este trabalho s@o necessdrias as seguintes defini¢des:

o Uma matriz A é dita Hermitiana, se A = (A)T, onde A é a
matriz conjugada de A.
o Sejam \;’s autovalores da matriz A, entdo:
— Se \; > 0 Vi, entdo A é definida positiva;
Se A\; > 0 Vi, entao A é chamada de semi-definida positiva;
Se \; < 0 Vi, entdo A é definida negativa,
Se \; <0 Vi, entdo A é semi-definida negativa,
A matriz A € indefinida quando existem autovalores
positivos e negativos.

O conceito de condicionamento € definido através da analise da

sensibilidade da solugdo do problema de autovalores a pequenas
variacdes nos dados de entrada.

Um problema € dito bem condicionado se pequenas perturbacdes
nos dados de entrada resultam em pequenas variacdes nos dados de
saida. Caso contrario, quando pequenas perturbacdes nos dados de
entrada causam grandes perturbacdes nos dados de saida, tem-se um
problema mal condicionado.

O problema de autovalores generalizado, Eq.(I), pode ser bem
ou mal condicionado. Quando a matriz A é hermitiana e trata-se de
um problema padrdo, entdo este ¢ um problema bem condicionado
[5]. Mas a situagdo muda completamente quando o problema é gene-
ralizado, que em geral € mal condicionado, principalmente quando
as matrizes nao sdo hermitianas [2].

Lidar com matrizes hermitianas e definida positivas traz algumas
vantagens, uma delas é que existem algoritmos que facilitam encontrar
os autovalores das matrizes, de maneira a ter uma medida de
condicionamento. Outra vantagem, é que pode-se transformar um
problema de autovalor generalizado em um problema padrio. Assim
se as matrizes A e B sdo hermitianas e B é definida positiva, entdo

pode-se decompor B como produto de matrizes ndo singulares,
B = LL*, através da Decomposicdo de Cholesky, por exemplo.
Assim o problema se transforma em:

(LPA(L) Yz = Mz )

Como os espagos do dominio sdo invariantes [8], as propriedades
sdo preservadas apos a transformacio, isto €, os autovalores sdo os
mesmos, e se T ¢ autovetor da Eq. H entdo x = (L*)’lf satisfaz a
Eq.(I). Portanto, quando um problema de autovalores generalizado
tem as matrizes A e B hermitianas ¢ B é definida positiva; entdo
este ¢ um problema bem condicionado, porque pode ser reduzido a
um problema padrdo, com mesmos autovalores € que, por sua vez, é
bem condicionado.

III. ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS

A andlise de vibragdes livres em estruturas ndo amortecidas recai
no problema [3]:

K¢ =w?M¢ 3)

onde K € a matriz de rigidez, M a matriz de massa, w a frequéncia
natural e ¢ o vetor do modo de vibracdo natural.

As matrizes K e M, quando provém da forma fraca de Galerkin
referente ao equilibrio dindmico do sistema para vibragdes de viga
de Euler-Bernoulli uniforme, sdo dadas na forma:

02®; 0°®;
K = (k) = BI | 5t ta0 )
Q

onde E é o mddulo de elasticidade, I o momento de inércia, A a
drea da secdo transversal, p a massa especifica, as ®’s sdo fungdes de
interpolacéo e €2 o dominio global do problema. A escolha das fungdes
de interpola¢do depende do método aproximado a ser empregado.

A. Métodos Enriquecidos

Considerando que o elemento de viga reta uniforme possui dois
graus de liberdade por nd, deslocamento lateral e rotacdo, e fazendo
uso de fungdes de forma do MEF convencional, e da adicdo de
outras funcdes enriquecedoras, a solugdo aproximada no dominio em
questdo pode ser definida como

(6)

onde upspr é a componente do MEF baseada nos graus de liberdade
nodais € ugngrrQ € a componente de enriquecimento. O MMA

u=uyppr +upnvrig = N q+ &,



proposto por [7] ndo usa a particdo da unidade. O MEFG MMA usa,
baseada nos graus de liberdade de campo; e:

NU=[v1 o s ¥4,

qT = [ v 01 v b ]a (7
o = [ F, F F. ... F, ]
CT - [ C1 C2 Cn ]a

sendo que q corresponde ao vetor de graus de liberdade nodais do
elemento do MEF convencional, N € o vetor que contém as fungdes
de forma cibicas do MEF 1;, ® o vetor das fungdes enriquecedoras
F; e ¢ o vetor de graus de liberdade de campo.

1) Método dos Modos Admissiveis (MMA): Este método foi
desenvolvido por [6] e [7], e utiliza modos admissiveis restritos na
interface como funcdes enriquecedoras. As funcdes enriquecedoras
no dominio Q2 = [0, 1] sdo dadas por

1 1+ (=1)"e
F.(¢) = c08(A\p€) — —————1— Ar€)—
(© = o [eos(0€) — T senin) N
A (—1)re~A(1-9)
1—(=1)re=*r
sendo r = 1,2,..., L o comprimento da viga, A a édrea da

secdo transversal, p a massa especifica (consideradas unitarias nesse
trabalho); A, sdo autovalores associados a equacdo caracteristica

e~

COS()\7-) — m

=0. )

Por constru¢do do método, como apresentado por [1], sabe-se que
as matrizes K e M sdo matrizes hermitianas e, como M € definida
positiva [10], pode-se decompor M de maneira a transformar o
problema que antes era de autovalor generalizado em um problema
padrdo bem condicionado. Logo se T é autovetor na Eq.(2), entdo
x = (L*)~'7 satisfaz a Eq.. Portanto, pelas defini¢cdes anteriores
segue que os autovalores sdo reais e positivos, ou seja, w? € R.

Como mencionado acima tem-se que a matriz de massa € definida
positiva nos problemas de vibracdo livre, logo ndo haveriam motivos
para medir o condicionamento do sistema, pois ele seria bem condi-
cionado e os autovalores sdo reais e positivos. Entretanto, dependendo
da precisdo empregada no célculo numérico das matrizes de massa
e rigidez, observa-se que o problema continua mal condicionado
numericamente, sendo necessario verificar a sensibilidade numérica da
matriz de massa, pois o bom condicionamento do problema depende
desta ser numericamente definida positiva.

IV. ANALISE DA SENSIBILIDADE

Para a realizacdo das andlises, variou-se o nimero de digitos
significativos (precisdo) para a aproximagdo numérica (integracio
numérica) das matrizes de massa, calculando-se o erro absoluto das
aproximagdes em relagdo aos valores exatos (integracdo exata). As

matrizes geradas, no software Maple, tem 5 niveis de enriquecimento
(n; = 5), variando o nimero de digitos significativos (4 e 10
digitos). Para determinacdo das matrizes aproximadas foi empregada
a quadratura de Gauss.

As Figuras E] a E] apresentam, a titulo de ilustraco, a distribuicdo
do erro nas matrizes de massa e rigidez para uma precisdo de 4 e
10 digitos significativos para 0o MMA (ou seja quando as matrizes
sdo indefinidas versus quando sdo definidas positivas).

r 0.0012
r 0.0010

- 0.0008

0.0006

0.0004

0.0002

0.0000

Figura 1: Matriz de Massa com 4 digitos.

F2.00
rl75
r 150

r125

1.00

0.75

0.50

0.25

Figura 2: Matriz de Massa com 10 digitos.



50

- 40

30

20

10

Figura 3: Matriz de Rigidez com 4 digitos.

F 0.00014
r 0.00012

- 0.00010

- 0.00008

0.00006

0.00004

0.00002

Figura 4: Matriz de Rigidez com 10 digitos.

Nota-se a dispersdo do erro, ou seja, o aumento da precisdo faz
com que a parte que apresenta os maiores niveis de enriquecimento
(no caso, nivel 5) das matrizes contenha os erros mais altos, embora
sejam pequenos.

Considerando o erro das aproximagdes, uma segunda andlise foi
feita, mas agora observando a partir de qual precisdo a matriz de
massa torna-se definida positiva e a ordem do niimero de condi¢do
dessa matriz (Tabela 1). Em seguida é apresentada graficamente
(Figura 5) a relagdo entre o nimero de digitos significativos e a
ordem do nimero de condicao.

MMM - Viga de Euler Bernoulli

Niimero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10

Niimero de digitos significativos 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Ordem do nimero de condigao | 10* | 10* | 10* | 10% | 10° | 10° | 10% | 10° | 10° | 10°

o

wn

Digitos Significativos
I

0 1 2 3 4 5 & 7 B

Ordem do nimero de condigio

Figura 5: Ordem do niimero de condig¢do versus niimero de digitos
significativos

Nota-se que a poténcia da ordem do nimero de condig¢do se
aproxima da precisdo necessdria para que a matriz M torne-se definida
positiva. Por exemplo, com 6 niveis de enriquecimento a matriz é
definida positiva a partir de 4 digitos de precisdo e a ordem do
nimero de condigdo é 10°.

V. CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi fazer uma andlise do problema de
autovalores generalizado e a perturbacdo gerada pelas aproximacgdes
das matrizes, como em [13], mas para o Método de Modos
Admissiveis (MMA). Observou-se que mesmo com todo suporte
matemdtico garantindo que o problema de autovalores generalizado
da vibracdo livre da viga de Euler-Bernoulli seja bem condicionado,
ainda assim encontra-se grande sensibilidade no problema da Eq.(3).
Assim como em [13], essa sensibilidade estd diretamente ligada
com os erros de aproximacdo gerados pelo MMA, na construgdo
numérica das matrizes de massa e rigidez, provocando perturbagdes
nos autovalores. Pela andlise realizada, as mesmas conclusdes que
[13] encontrou sdo aplicadas para este trabalho, que as aproximacdes
numéricas e analiticas sdo boas, apesar da sensibilidade do problema.

Ainda pode-se observar uma correlagcdo direta entre a poténcia
da ordem do nimero de condi¢do da matriz de massa e a quantidade
de digitos significativos (precisdo) necessdria para que a matriz de
massa torne-se numericamente definida-positiva, ou seja, quando a
mesma satisfaz as hipdteses para o bom condicionamento. Logo, a
ordem de grandeza do nimero de condi¢do da matriz de massa pode
ser utilizada para estimar a precisdo necessdria na construcdo da
matriz de massa e, portanto, ser também empregada na comparagdo
de estabilidade de diferentes propostas de funcdes de enriquecimento
para o MMA.
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