O

Simposio de Métodos
Numeéricos em Engenharia

0, OUFPR

25 a 27 de outubro, 2017

Anadlise de Von Neumann de um Modelo Dispersivo de
Ondas Internas

Willian Carlos Lesinhovski
Ailin Ruiz de Zarate Fabregas
PPGM/Departamento de Matematica
Universidade Federal do Parana
Curitiba, Brasil

Resumo—Neste trabalho é realizado um estudo sobre a estabilidade
de um esquema numérico para um sistema do tipo Boussinesq para
ondas internas. Através da Analise de von Neumann obtiveram-se
trés condicdes suficientes para que o método numérico proposto para
a versdo linearizada do sistema seja estavel. Tais condicoes foram
corroboradas por experimentos computacionais e serviram de base para
a implementacio de um esquema numérico para a versio fracamente
nao linear do sistema que também se mostrou estavel nos testes.
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I. INTRODUCAO

Este trabalho tem por objeto de estudo um modelo reduzido
para ondas internas obtido a partir das equacdes de Euler para
duas camadas de fluidos imisciveis, inviscidos, irrotacionais e
incompressiveis. O modelo fracamente ndo linear apresentado em
[1], que descreve a evolugdo ao longo do tempo ¢ da onda interna
descrita por 7(x,t) junto com a média da velocidade horizontal da
camada superior u(x,t) é dado pelo sistema
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onde o dominio é periédico na varidvel x e o operador pseudodi-
ferencial T3, conhecido como transformada de Hilbert na faixa, é
definido no dominio das frequéncias como

— o~
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Consideramos também a verséo linearizada do sistema (TI)):

N = Ug,

3
Ut — P2 \/B%[U]xt - Euzmt = Nz- ( )
P1 3

Primeiramente é feito um estudo de estabilidade numérica para
uma discretizagdo do sistema (3). Os resultados obtidos para o
sistema linearizado sdo testados no esquema numérico para o sistema
fracamente ndo linear por meio de experimentos computacionais.

II. DISCRETIZACAO DO MODELO LINEARIZADO

A discretizagdo do sistema (3) é feita mediante o método de
linhas, vide [2]. Como o problema € periédico na varidvel x, para
a discretizacdo espacial considerou-se uma malha uniforme de N
pontos no intervalo [0,2]], com N um nimero par ¢ Az = 2[/N.
Pode-se escrever esta discretizacdo matricialmente como o seguinte
sistema de 2N equacdes diferenciais ordindrias na varidvel ¢:
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A matriz P é obtida mediante transformada de Fourier discreta



utilizando @I) Devido as caracteristicas do modelo, considera-se C
uma matriz real, anti-simétrica (CT = —C) e Toeplitz circulante.
Sob estas condicdes trés possibilidades de discretizacdo de derivadas
foram escolhidas: diferengas finitas de quarta ordem e cinco pontos,

diferenciacdo por B-Spline linear por partes e diferencia¢do espectral.

A discretizagdo temporal € feita através do método de Runge-Kutta
de quarta ordem no intervalo [0,7] com passo At. Esta escolha é
feita pois os autovalores da matriz D s3o imagindrios puros. Detalhes
podem ser vistos em [4].

III. ANALISE DE VON NEUMANN

O esquema numérico € dito estdvel se para escolhas adequadas
de Az e At, existe uma constante positiva C's que ndo depende de
n nem de At tal que vale a desigualdade

[[n™, w7 < Cslln°, u’]"||, VRAt < T. (5)

Pelas caracteristicas do sistema (3], a estabilidade do método é
garantida desde que uma das seguintes desigualdades seja verdadeira,
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onde 71, 72 € 73 sdo constantes positivas que dependem dos
autovalores de C' mas que nido dependem de Ax.

IV. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O esquema numérico para o sistema fracamente ndo linear
foi feito seguindo de perto o sistema linearizado com as devidas
adaptacdes para os termos nao lineares. A abordagem matricial
utilizada na andlise de estabilidade ndo foi implementada diretamente
para diminuir o custo computacional e no lugar do produto de matrizes
foi usado o algoritmo FFT do Matlab.

Como condi¢@o inicial n(z,0) escolheu-se um perfil de onda
préximo ao que seria uma onda viajante do sistema (I)). Este perfil
¢ dado pela solucdo da equagdo (9) que foi resolvida utilizando o
método de Newton. A condig¢do u(zx,0) é calculada em fungdo de
n(x,0) considerando o sistema linearizado pois é mais fécil de tratar.
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A Fig. [TI] mostra os resultados para o sistema linearizado e a
Fig. 2] mostra os resultados para o sistema fracamente ndo linear. Nos
dois casos foi utilizado o maior valor possivel para At dentro das

condi¢oes de estabilidade com os seguintes valores: Az = 0.0031,
At =0.0516, p2/p1 =2, a = =0.001 e 6 = 1.1084.
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Figura 1: Gréfico de 7 para o sistema linearizado

=0
1=12.9596
1=26.0741
1=39.0854

Figura 2: Gréfico de n para o sistema fracamente nio linear

V. CONCLUSAO

Neste trabalho € provado que o esquema numérico proposto para
o sistema linearizado (3) ¢ estdvel. Experimentos computacionais
corroboraram a estabilidade deste esquema e indicaram que a sua
versdo para o sistema fracamente nao linear também € estivel
sob as mesmas condigdes.
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