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Resume—Este artigo visa apresentar uma implementacao
da funcdo Mittag-Leffler utilizada para a caracterizagdo de
materiais viscoelasticos no dominio do tempo, codsirando o
modelo constitutivo de Zener fracionario. Para tant €
considerado um conjunto de pontos obtidos
experimentalmente através de ensaios de tracdo urial, com
diferentes taxas de deformacao constantes e deforgd inicial
nula. A finalidade dessa implementacdo é reduzir ¢dempo
computacional despendido com essa operacao.

Palavras-chave—Materiais viscoelasticos, modelo
constitutivo de Zener fracionario, funcdo de Mittalgeffler,
dominio do tempo.

I. INTRODUGAO

Durante as Ultimas décadas tem-se visto um grande
aumento da utlizagdo de materiais poliméricos em
aplicagbes na engenharia estrutural. A boa aceitalgh
componentes mecénicos fabricados a partir deseedtp
material decorre, em parte, da facilidade com gstese
podem ser moldados em praticamente qualquer formato
em parte, por causa do seu excelente desemperdiceger
ambientes corrosivos e como elemento dissipadendmgia
mecanica.
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Os polimeros podem ser materiais altamente
viscoelasticos, sendo que suas propriedades masanic
variam muito, dependendo da velocidade de aplicag&o
carregamentos. Por esse motivo, é importante teméos
modelos que possibilitem prever, com precisdo, o
comportamento mecanico desse tipo de material
viscoelastico (MVE) durante sua vida util ou preweu
comportamento em uma ampla faixa de frequéncias.

A modelagem matematica do comportamento
mecéanico de MVEs deve, portanto, ser realizadab tant
dominio da frequéncia quanto no dominio do tempa. N
abordagem no dominio da frequéncia, em geral, ia iée
impor um carregamento harménico com frequéncigvatli
e amplitude conhecida e usar algum modelo dinardizo
sistema para obter o médulo de armazenamento terodia
perda em um intervalo de frequéncias pré-deterrmirfjad
2]. J4 no dominio do tempo, a ideia é impor umdhisb de
tensbes e obter um histérico de deformacbes ou, ao
contrario, impor um histérico de deformacdes e obta
histérico de tensdes e, em seguida, aplicar um lnatte
sistema [3-5]. Geralmente, em ambos os dominios, a
modelagem é um processo de identificagcdo inversa.

Uma forma de representar matematicamente os
modelos de comportamento viscoelastico linearavés de



equacdes diferenciais de ordem inteira. A principal
vantagem de se utilizar essa ferramenta esta itiddae de
armazenar € manipular os termos, quase sempraigrieim
suas derivadas e integrais. Uma desvantagem épque,
representar bem o comportamento do material, ew,ger
necessario um elevado nimero de termos, o queugera
maior custo computacional [6].

Outra forma de representar esses materiais é por
meio de modelos baseados em calculo fracionarig). (CF
Esses modelos tém vantagens sobre a viscoeladtcida
linear classica (baseada em derivadas de ordemmajntesto
gue um menor nimero de termos séo exigidos paraboma
representacdo do comportamento material — por dremp
quatro ou cinco parametros — o que,priori, facilita o
calculo e a simulacéo numérica [7].

Com isso, as equacdes diferenciais do modelo
mecéanico escritas em termos de derivadas de ongkemai
sédo substituidas por equacgdes envolvendo difeigesade
ordem n&o-inteiras (ndo necessariamente de ordem
fracionaria). Entre os varios modelos possiveis, [8]
modelo de Zener fracionario (ZF) se mostra bastante
eficiente para prever o comportamento material com
variacao da frequéncia [9].

Assim, o principal objetivo deste trabalho é
apresentar a implementacdo da funcdo Mittag-Leffler
utilizada para a caracterizacéo de materiais vidstieos no
dominio do tempo, considerando o modelo constitutie
Zener fracionario.

Neste artigo, € apresentada uma breve revisao
tedrica de conceitos que se fazem importantes para
desenvolvimento da metodologia apresentada (iritegra
derivadas fracionarias, funcdes de Mittag-Lefflerpdelo
constitutivo de Zener fracionario). Na sequéncia, é
apresentada a implementacao da funcdo Mittag-lkeffe
texto é encerrado apresentando as conclusées finais

Il. CONCEITOSTEORICOS

A. Integrais e Derivadas Fracionarias

Existem varias definicbes de derivadas fracionarias
e integrais fracionarias, entre as quais destaearass
definicbes de Riemann-Liouville, Caputo, Riesz, éyd
Kober, Weyl, Griunwald-Letnikov, Hadamard, Chen,rent
outras [10].

Considerando que, no presente estudo, o sistema
estrutural encontra-se inicialmente em repouso, hao
necessidade de se tratar as informacg6es que ocqaem
um tempo t<0. Assim, para este trabalho, sdo mais
apropriadas as definicdes de Riemann-Liouville Bara
tanto, seja a funcad (t), tO(a,b), @ um numero real
positivo e ' a funcdo gamma de Euler [11]. A integral

fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda de orde é
definida por

198 (%) :ﬁji(x—t)a_l £(t)dt )

e a integral fracionaria de Riemann-Liouville aedtat de
ordema é definida por

2

Com isso, Mainardi [8] define as derivadas fraci@sade
Riemann-Liouville a esquerda e a direita de ordzne n

sendo um ndmero inteiro e positivo, tal gnel<a <n,

respectivamente, como
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B. Funcgdes do tipo Mittag-Leffler

O interesse pelas funcdes do tipo Mittag-Leffler
(ML) decorre da estreita ligacdo destas fungcBes com
equagOes diferenciais e integrais de ordem fradmna
equacdes integrais do tipo Abel [12]. Neste casma a
natureza da funcdo exponencial é a solucdo de @égsiac
diferenciais de ordem inteira e coeficientes corieg a
funcdo ML tem um papel analogo para solucdo degémpsa
diferenciais de ordem néo inteira.

A funcdo ML para um parametro, denotada por

EV(Z) com v >0, é definida por uma representacdo em
série, convergente em todo plano complexo [13fprraa

© n

&(Z)=zm'

n=0

v >0, ZC. (5

Segundo Mainardi [8], para a convergéncia da sdee
poténcias na Eq. 5, o parametro pode ser complexo,

desde queRe(v) > 0.

Uma extensdo da funcdo ML é obtida substituindo
a constante aditiva 1 do argumento da funcdo G&naX)
por um parametro complexo arbitrarigz. Assim, a

representacao da funcdo ML em dois parametros, i , é
da forma
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n=0

., Rqv) >0, xOC , ZC (6)

No corrente trabalho, a funcdo ML é de ordem
vD(O,l) OR e o argument é sempre real e negativo.

Nesse caso, esse argumento é convenientementaickalef

como
1%
t
z=-| —
Ta

onde 7, JR € um parametro fixo e € caracteristico do
sistema analisado. Assim, das Egs. 5 e 6 tem-se
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Algumas importantes propriedades limites dessa
funcdo de ML para um parametro podem ser destacadas
partir da Eq. 8. Analisando os comportamentos &H&0s
para um tempo muito pequeno e para um tempo muito
grande, tem-se
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Para (t/r,) = 0 a funcdo ML apresenta um decréscimo
muito rapido para(t/7,) - 0" e quando (t/7,) - +e
ocorre um decréscimo muito lento [8].

Existem varias integrais associadas as funcbes ML
gue podem ser estabelecidas pela aplicacao das formsalas da

funces Gamma e Beta e de outras técnicas. Destacaise aq
a seguinte integral associada a funcdo ML [14]:

j’”ﬁ_lE“ﬁ (m”)dq = tﬁEa,/;+1(wta)’ . (11
0
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Considerando o caso especial ofZlele w=-1, a Eq. 11
conduz a

E, (-n%)dn =tE,,(-) (12)

O t—

onde E, , (JJé a fung&o ML com dois parametros (Eg. 6).

Com vistas a sua aplicacdo no modelo constitutivo
do MVE, a Eq. 12 é rearranjada considerando a vdriave
limite superior de integragdb como t :tk/r , ondet, é
um tempo qualquer. Assim, realizando uma transformacao

de coordenadas onde/:t"_g, tem-se que o lado
a
esquerdo da Eq. 12 torna-se
t 0 a
_ )y = (&4 L
{Ea( n )dn—tng ( - L
‘ (13)

t, a
=ian - (—tk '5] dé.
Tay T,

Igualando esse resultado ao lado direito da Eq. 12, tam-se
importante resultado para o corrente trabalho:

t, a a
J-Ea - [tk E] d¢ =t E,,| - [t_k)
0 Ta Ta

C. Modelo constitutivo de Zener Fracionario para MVEs

Os modelos constitutivos s&o utilizados como
idealizac6es do comportamento mecanico dos materiais. As
modificacbes de modelos classicos da viscoelasticidade
podem ser obtidas, por exemplo, propondo uma relacio
entre a tensdo e a deformacdo no material baseadas em
derivadas de ordem ndo inteira (frequentemente
denominadas na literatura de derivadas fracionarias). As
derivadas de ordem inteira dependem somente do
comportamento local da fungcdo, enquanto que as derivadas
fracionarias dependem de toda a histéria da funcaofitsso
evidente pelas Eqgs. 1 a 4.

Entre as varias possibilidades de modelos
constitutivos destaca-se aqui o modelo de Zener fracmnari
(ZF) (Fig. 1) que, no dominio da frequéncia, mostrou-se
eficiente para prever o comportamento de MVEs [9].
Considerando um elemento de MVE baseado no modelo
mecénico da Fig. 1, a equacéo diferencial que relaciona a

tensdo normal (ou cisalhantej’(t) com a deformacgéo

(14)

longitudinal  (ou cisalhante) £(t)
unidimensionais, é dada por [15]

para problemas

R, iv
R+ R, dt/

oft) + =12

a R;R, e(1) +
R, +R, dt”

R+ R,

o(t) = (9 (15)



sendo R; e R, os moédulos de rigidez dos elementos
elasticos,”7 o coeficiente se viscoelasticidade’ea ordem
de diferenciacdo do amortecedor de Scott-Blair [8].

R,
R,

n,v

Figura 1. Modelo de Zener Fracionario
RiR;

Definindo ,
R, +R,

0s parametros E, =

R, +R
=——=>= er, = i
R, R1+R,
como

, pode-se escrever a Eq. 15

d’ d’
o(t) +1i—o(t) =E.&() +E 7o —¢(}. (16)
dt dt’
Um dos ensaios classicos para caracterizacdo de
um MVE no dominio do tempo é o ensaio de relaxagao,
gue o material € submetido a uma deformacéo cdaestgn

e a tensdo, dependente do tempo, decresce gradetitea
Para um material solido viscoelastico, a tensdoedee até
atingir um ponto de equilibrio, enquanto que pauidbs
viscoelasticos a tenséo tende a zero. Nesse emsaioe
um rearranjo da estrutura do material sob deformaca
constante, dissipando parte da energia internaoemaf de
calor, e parte pode ser recuperada quando a te@sdo
retirada.

No ensaio de relaxa¢édo, uma deformacdo constante
& ¢ aplicada e a tensdw(t) é medida. Se o
comportamento do material é linear, a rigidez deene é
variavel com o0 tempo e pode ser representada por
E(t) = o(t)/s, . Esta fungdoE(t) obtida é denominada
médulo de relaxacdo e representa a tensdo pordmidea
deformacédo aplicada e é um comportamento cardateris
do material.

A funcdo médulo de relaxagdo do modelo de ZF
pode ser obtida pela solugdo da Eg. 16, considerand
£(t) = & constante, e é dada por [15]

E(t) =E.| 1+}E | - {Ti] (17)

a

Utilizando a expansdo assintotica apresentada na
Eqg. 10, destacam-se dois importantes parametrosriaiat
desse MVE. Sé&o eles: o0 médulo de relaxacédo instaota

E,, dado por

Eo :tlir(r)l(E(t)):Em(1+L) (18)
e 0 médulo de relaxacéo de equilibrig, ,
E., = lim(E(1)). (19)

to o0

Os MVEs também podem ser definidos como
materiais com memoria, ou seja, 0 estado de termudi®s
dado ponto do material, para um certo instanteed®o,
ndo depende somente do estado de deformacdes eaquel
mesmo instante, mas também de toda a histéria de
deformacgédo a qual aquele ponto material estevataufe
reciproca, por sua vez, também é verdadeira. E$36aD
pose ser descrita por meio do Principio da Sup@@osie
Boltzmann [16], se o material for viscoelasticahn. Nesse
caso, para um ensaio especifico de tracdo uniaxiade
cisalhamento puro, o comportamento do material fxmte
representado levando-se em consideracdo que em cada
instante a deformagédo é incrementadaAde em intervalos
de tempo A& . Assim, a expressdo obtida em termos da

fungdo médulo de relaxaca®(t) €

o,

e (4)
; (20)

t
a(t) = [ E(t-¢)
0
ondedg—(g)
dé
0<sé<t.

No caso especial onde o material é carregado a uma
taxa de deformacgé&o constante, ou seja

€ a taxa de deformacéo a cada instgnte

de )
dé

= £ = constanty, (21)

a tensao representada pela Eq. 20 pode ser ragsmmib

o(t) = sj E(t-¢)d. (22)

Substituindo a Eq. 17 na Eq. 22, e utilizando a
integral mostrada na Eq. 14 tem-se a tensdo emdlidos
viscoelastico descrito segundo o modelo de ZF, @m u
instante t, qualquer, deformado a uma taxa constasfite

posta como
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Ill. METODOLOGIA

A. Implementacéo da funcéo Mittag-Leffler

Observa-se, pela Eq. 23, que o argumento da
funcéo ML é dado por

v
t
c=—-|—|.
[Ta]
Ou seja, definidos os parametros materigig € V) 0

argumento pode ser obtido para qualquer temfpo
Entretanto, a avaliacdo desta funcdo € significativamente
onerosa, visto que a mesma resulta da obtenc&o de gm lon
somatério (Egq. 9), o qual é fortemente dependente da
precisdo desejada.

Com o intuito de reduzir o tempo despendido com
essa operacédo, optou-se por realizar uma aproximagsio d
valores da fung¢do ML no intervalo no qual se encontra uma
familia de pontos obtidos experimentalmente através de um
conjunto de ensaios uniaxiais de tracdo (ou cisalhamento
puro) com diferentes taxas de deformacdo constantes e
deformacéo inicial nula (curvas tens@es-deformacoées).

Para uma dada configuracdo, o argumeatala
funcdo ML s6 é dependente do tempoNesse sentido, o
processo de aproximagéo da funcdo ML se baseia &mn ob
valores extremos do argumentopara cada curv -ésima

(1<ic < Namero de Curvgs:

(24)

tempo; .| Y
Cin =-{T—q"|'°] , (25)
e
tempQyn, |
o

Nesse caso,tempqnm| € o tempo no primeiro ponto

ic
amostrado (e ndo nulo) d&-ésima curva. Igualmente
tempqu|ic € o tempo do ultimo ponto.

Com isso, podem ser obtidos os valores extremos
entre todas as curvas:

G = min{qnf |.. (1< ic< Namero de Curv#, (27)

Csup =

max{ cquic (1< ic< Numero de Curvzﬂs. (28)

Em seguida, o intervalfc,, , G, | € dividido em

um numero suficiente de pontos uniformemente espagados
em uma escala logaritmica. Para cada ponto, calcula-se a
funcdo ML através do algoritmo apresentado por Gorenflo
[12]. Estes pontos e os respectivos valores da funcdo ML
séo tabelados e armazenados.

De posse do argumento da funcdo ML par& -0
ésimo ponto a ser avaliado via Eq. 23, da @sima curva,
recorre-se a tabela previamente obtida e, localizado o
intervalo no qual o argumento pertence, obtém-se o valor
correspondente da funcdo ML para o argumento avaliado
através de uma interpolacdo linear. Realizando esse
procedimento, observa-se uma significativa reducdo no
tempo computacional com o calculo da funcdo Mittag-
Lefller, todas as vezes que essa recorréncia se faz
necessaria.

A curva tensdo-deformacdo mostrada na Fig. 2
refere-se a um “pseudo-ensaio” experimental de um ralater
ficticio. O objetivo dessa figura € mostrar que os valdees
funcdo Mittag-Leffler obtidos através da metodologia
descrita convergem para os valores da funcdo Mittag-keffle
obtidos via algoritmo apresentado por Gorenflo et al.
(2002). O tempo computacional gasto para a identificagédo
desse material utilizando o algoritmo apresentado por
Gorenflo et al. (2002) foi de 5771 segundos, enquauooq
tempo computacional gasto na metodologia descrita
anteriormente foi de 4886 segundos. Além disso,
graficamente observa-se que nao ha uma diferenca
significativa entre os resultados obtidos.
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Figura 2. Visao geral da curva.
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Figura 3. Visdo da regido em destaque
IV. CONCLUSAO
Neste trabalho foi proposta uma forma de

implementacdo da funcdo ML para a caracterizacdo de
MVE no dominio do tempo, tendo por base o modelo
constitutivo de ZF. Com esse fim, os dados experiaie
extraidos de curvas de tensdo-deformacdo, em uifsre
taxas de deformacéo foram utilizados para a analise
Observou-se que a metodologia apresentada para a
implementacdo da funcdo ML apresenta uma boa
convergéncia. Isso fica evidente na representacéficg
das Fig. 2 e 3, onde os dados experimentais sdo
confrontados com os resultados obtidos da impleagéot
da funcdo ML apresentada por Gorenflo [12] (curva
vermelha) e pela metodologia proposta aqui (cumd).a
Além disso, observou-se uma melhora significativa n
tempo computacional gasto, tendo em vista quefasgao
€ avaliada para cada ponto experimental, das difese
familias de curvas.
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