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Resumo—Neste trabalho apresentamos uma revisio de conceitos
acerca do método de Levenberg-Marquardt, utilizado para solucdo
do problema de quadrados minimos nio linear. Além da abordagem
classica do método, constam neste trabalho duas contribuicoes por nods
estabelecidas. A primeira contribuicio é a sugestdo de um novo para-
metro de damping, ou parametro de Levenberg-Marquardt, que esta
diretamente ligado ao desempenho do método. A segunda contribuicio
estabelece uma nova maneira de resolucao do subproblema relacionado
ao método para problemas mal escalados, utilizando decomposicoes
matriciais pautadas em direcoes conjugadas.

Palavras-chave—Quadrados Minimos Nao Linear, Levenberg-
Marquardt, Parametros de damping, Problemas mal escalados.

I. INTRODUCAO

A modelagem de problemas através de equacdes é comumente
utilizada em ciéncias experimentais, como a Fisica, Biologia, Econo-
mia, entre outras. Por isso, € importante o desenvolvimento da teoria
matematica para tratamento desses sistemas. Um caso particular de
tais sistemas é o linear, onde dada uma matriz A € R™*" e um
vetor b € R™ nosso objetivo é encontrar x € R”™ tal que

Az =b. (D

Apesar da grande aplicabilidade desses modelos a problemas reais,
ha casos que ndo podem ser tratados a partir de modelos lineares.
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Nesses casos, podemos considerar a fungdo R : R™ — R™, sendo
nosso objetivo a busca por z € R" tal que

R(z) =0. )

Nos sistemas lineares, € natural considerar o caso em que o sistema
(T) ndo tem solucdo, sendo uma proposta alternativa encontrar uma
solug@o aproximada em determinado sentido. Uma das propostas gera
o problema de quadrados minimos. Assim como no caso dos sistemas
lineares, € possivel considerar no caso ndo linear um tratamento
alternativo para o problema quando o mesmo ndo tem solucio.
Este tratamento gera o problema de quadrados minimos nao linear.
Veremos a seguir como isso é feito, e de que maneira o problema de
quadrados minimos ndo linear pode ser resolvido. Tal abordagem pode
modelar diversos problemas reais, como o tratamento de modelos
de difusdo de produtos [18]], andlise de dados [7] e tratamento de
imagens [19].

II. PROBLEMA DE QUADRADOS MINIMOS NAO LINEAR

Como citado anteriormente, contemplando a possibilidade de nio
haver solugdo para o sistema (2), nosso intuito consiste em resolver
o problema

min f(z), 3)

reR™
com

f(2) = 5 IR@), @

denominado problema de quadrados minimos néo linear. Note que
se o sistema tem solucdo, x*, entdo hd uma equivaléncia



entre os problemas (Z) e (3), no sentido de que as solugdes dos
problemas coincidem. Veremos a seguir métodos iterativos cldssicos
para resolug¢do do problema de quadrados minimos ndo linear, como
o método de Newton e o método de Gauss-Newton.

A. Método de Newton

Pela defini¢do de f apresentada em (@), temos que

Vf(z) = J" (2)R() (5)

e
V2 f(x) = JT ()] () + S(x), (6)
onde [J(x)]” = agiiz(;) e S(x) = i ri(2)V2rg(x), sendo 74 (z) a

k=1

k-ésima coordenada de R(z), k = 1,...,m. Assim, considerando o

Meétodo de Newton cldssico para minimizac¢do de problemas irrestritos,

temos que a direcdo de minimizagdo, dita direcdo de Newton, ¢ tal
que

(JT(IEk)J(l‘k) +S($k)) dy = 7JT(xk)R(:Ek). )

Nestas circunstancias, haverd apenas uma solugdo para (7) se V2 f(z)
for inversivel, e caso contrdrio, ndo haverd solucdo ou haverd infinitas
direcdes satisfazendo o sistema. Assim, esta condicdo é fundamental
para que o método esteja bem definido.

E provado em [[17, Secdo 5.2.3] que, mediante algumas hipéteses
sobre f, o método de Newton gera uma sequéncia que converge
localmente com taxa de convergéncia quadrética.

Pela dificuldade em calcular S(x) em problemas de grande porte,
foram desenvolvidas técnicas de aproximacdo de tal matriz, gerando
os métodos Quasi-Newton, que nio serdo abordados em nosso estudo.
Uma outra alternativa é aproximar R(z) por um modelo afim e
tentar resolver o problema de quadrados minimos associado, como

mostraremos a seguir.

B. Método de Gauss-Newton

Consideremos a aproximagdo de primeira ordem de R(z) em
torno de xy,

R(z) = R(xy) + J(xk)d, )
onde d = x — xy. Desta forma, o problema é substituido por
.1 2
min 5 |[R(zx) + J(@w)d]”, ©)

que tem por solucdo a direcdo dj, que satisfaz

(J" (zp)J (1)) dy = =T " (z1) R(zy), (10)

denominada dire¢do de Gauss-Newton.

E provado em [3] que mediante algumas hipéteses o método de
Gauss-Newton converge localmente para solugdo do problema (3)),
com taxa de convergéncia quadraitica. O método estd bem definido
desde que J7 (x).J(x)) seja inversivel, e portanto definida positiva.

Veremos na se¢do a seguir uma modificacdo do método de Gauss-
Newton para garantir a boa definicdo de seus iterandos.

ITII. METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT

Para garantir a boa definicdo das direcdes de minimizacao,
Levenberg [8]] propds inicialmente a introducdo de um parametro
Ar > 0 na diagonal de J7 (zj)J(z)) ao sistema de Gauss-Newton,
estabelecendo assim o seguinte sistema:

(JT(xk)J(a:k) + /\kI) dr, = —JT(mk)R(xk). (11)

Tal método foi denominado Método de Levenberg-Marquardt. Uma
observacdo importante € que o pardmetro A influencia tanto na
direcdo quanto no tamanho do passo, nido tornando necessdria
uma busca linear para descobrir o tamanho do passo 6timo a ser
dado a cada iteracdo. E provado em [10] que a medida em que o
pardmetro A cresce no sistema (II)), a dire¢do dj tende a diregdo
de maxima descida, enquanto que se A se aproximar de zero a
direcdo de minimizacdo tende a direcdo de Gauss-Newton. Desta
forma, tal parametro deve ser grande o suficiente para proporcionar
um decréscimo na funcdo objetivo, e deve se aproximar de zero
nos estagios finais do algoritmo, de maneira que a convergéncia
quadrética do Método de Gauss-Newton seja resgatada. Assim, a
escolha deste pardmetro é um objeto de estudo do nosso trabalho.

Segundo Davis e Whitting [2], a determinacdo do pardmetro Ay
pode ser feita em fun¢do da expressao

T
_ 9k Yk
>\k - )
f(zy)
onde v € R™ é escolhido de maneira conveniente. Vejamos a

seguir algumas propostas para o parametro de damping existentes na
literatura.

12)

P1 Levenberg [§]].

2
\p =l
k

, obtido com vy, = gy.

P2 Levenberg modificado 1.
A = HngQ, obtido com v = fkgk.
P3 Levenberg modificado 2.

Ak = ||gx||, obtido com vy, = Lgk.

gl

Tais valores sdo muito convenientes, ja que proximo a solugdo
¢ esperado que a norma ||gx| seja pequena, de forma que A\ serd
pequeno e o algoritmo herdard a boa convergéncia local do método
de Gauss-Newton.



P4 Fan e Yuan [5].

Me = || R(z)]|? = 2f, obtido com

il se (gr); 20

(k)i = 0 se(gr), =0

onde p € o nimero de componentes ndo nulas do gradiente g.

P5 Yamashita e Fukushima [20].

Ak = ||R(zk)|| = 24/ fx, obtido com

2/ 1}
p@ se (gr); # 0 .
0 se(gr); =0

('Uk)i =

As expressdes P4 e P5 fazem sentido nos casos em que
f tem de fato um zero, e portanto nos estigios finais \p serd
pequeno. E possivel encontrar a teoria de convergéncia do método
de Levenberg-Marquardt para os parametros propostos por Fan
e Yuan [5] e Yamashita e Fukushima [20], em seus respectivos artigos.

P6 Moré [12].

Ak = lgi vxl,
com (vg); = H% ’ (a norma da i-ésima coluna da matriz
Jacobiana)

d
e (vp)i = max{(vk_l)i , )% ‘}

Nossa primeira contribuicdo para o trabalho consiste na criacao
de uma estimativa para o pardmetro Ay, ao qual denotaremos P7.
Dado \g > 0, tomaremos a estimativa

. 2
A = 2l9el - obtido com vy, = igk;

: k> 0.
o+ 3kl gr|

Desta forma, forcamos que o pardmetro diminua ao longo das
iteragcdes, o que € atrativo, como ja foi abordado no trabalho. No
final deste trabalho apresentaremos o perfil de desempenho destas
estimativas.

Ha ainda outras técnicas para obtencdo dos pardmetros Mg,
consistindo na atualizacdo do pardmetro utilizado na iteracio anterior,
mediante ao monitoramento do decréscimo da funcdo. Tal estratégia
necessita de um parametro inicial )y, e tenta tornar o pardmetro
menor conforme a proximidade entre o iterando e a solucio.

Consideremos a aproximagdo quadritica de f no ponto xy, dada
por

mi(d) = Fa) + 9 fer) T+ 5T (I (or) ) + MeD)ds (13

e o coeficiente de reducdo relativa

~ flwg) = fag +dy)
my(0) — my(dy)

aredy,

= = 14
b predy, (14

Através do pardmetro pj, podemos atualizar o parAmetro A\, para

Ak+1. Fazemos tal atualizacdo da seguinte forma:

o pi € suficientemente grande: Indica que o modelo aproximou
bem a funcdo, e portanto aceitamos a estimativa do minimizador
de f, isto é, tomamos zyy1 = x + dg. Além disso, nosso
intuito € que A1 seja menor que A,. Para tal atualizacdo
multiplicaremos A, por um nimero real &, com 0 < a < 1le
tomamos Ag41 = Q).

e pi proximo de 0 ou negativo: Neste caso, tomaremos Ty1 = Tk
e desejamos aumentar A1, multiplicando por um pardmetro
maior que 1.

Desta forma, podemos considerar pardmetros n > 0, « >0 e 3 > 0,
e atualizar A\ da seguinte forma:

Se pr > n, faca

A1 =X, 6 = f. (15)

Senio,

>‘k+1 = U)\k 6 = 2v. (16)

Utilizaremos 7 = % para os testes computacionais. Marquardt [|10]
utiliza o = 1, com B = 10. Esta estratégia serd denominada aqui
por P8, tomando Ay = 0.01. Outros autores tomam a mesma ideia
de Marquardt, porém com 3 = 2. Osborne [[16|] propde o = % e
8= %, além do pardmetro inicial Ay = 0.01, sendo tal estratégia

denominada em nosso trabalho por P9.

Ha ainda uma forma de atualizacdo que se mostrou bastante
competitiva na prética, apresentada por Nielsen [15]. Tal estratégia
consiste em evitar grandes saltos do escalar A entre iteracdes
consecutivas, pois grandes oscilagdes do pardmetro de Levenberg-
Marquardt podem exigir maiores esforcos para obten¢do de um valor
admissivel. Consideremos as constantes reais 7 > 0, 4 > 1 ¢ 8 > 0,
e um inteiro positivo impar p, sendo entdo o processo descrito por
Nielsen dado por:

Se pr > n, faca

1
Akl :)\kmax{M,l—(ﬂ—l)@pk—l)p}; v=p. a7
Sendo,

Ak41 = VA v = 2. (18)

Madsen, Nielsen e Tingleff [9]] propdem 3 = 2, e tomaremos y = 2
e p = 3. Esta estratégia serd denotada por P10, considerando o
pardmetro inicial para A como Ao = max{e,psmax((Bg)ii), €rel }>
com €gps = 10719 e €,y = 10712,



A. Levenberg-Marquardt e o método de regido de confianga

Muitos autores, como [12], [11] e [6]], relacionam o problema de
Levenberg-Marquardt a um problema de regido de confianca, dado
como

min % |‘R(xk) + J(xk)dH2 (19)
s.a lldll < Ag ’
definindo Ay por
Ay = || = (I (@) (@x) + )~ gl (20)

Desta forma, o método de Levenberg-Marquardt cldssico é equivalente
ao problema desde que a solucdo esteja na fronteira de ) =
{d : ||d|| < Ax}. Tal relagio é estabelecida pois, pela teoria de
regido de confianca, a solu¢do do subproblema deverad satisfazer
(S (zr) I (xr) + M I) di, = =TT (z) R(zk) e (Ag — [|di][) A = 0
para algum Ag > 0.

B. Escalamento no método de Levenberg-Marquardt

Apesar da eficicia do método de Levenberg-Marquardt perante
outros métodos para solu¢do de quadrados minimos ndo linear, ainda
podemos obter resultados ruins quando trabalhamos com problemas
mal escalados, isto é, quando h4d uma grande desproporcionalidade
entre as colunas ou linhas da matriz Jacobiana. Moré [[14] considerou
para cada itera¢do k, o sistema escalado

(JE T + AD{ Dy) dy, = J} Ry, 1)
onde Dj € R"*™ é uma matriz diagonal de elementos
Dy (i,1) = max{(J{ Jx) (i, 1), a} (22)

onde a > 0. No contexto de regido de confianga, tal sistema é
equivalente a resolver

min %HJkd-F RkH2
s.a |IDrd|| < A

para algum valor de A > 0. Desta forma, é suposto que o mau
escalamento da matriz Jacobiana Jj, seja remediado. Dado o sistema
acima, como a matriz J. ,CT Ji + )\D,{Dk ¢ definida positiva, podemos
aplicar a decomposi¢do de Cholesky ou o método de Gradientes
Conjugados para resolver o sistema.

(23)

Outra técnica aplicada aos problemas mal escalados foi intro-
duzida por Zhou e Si [22]], e visava inicialmente uma melhor
implementagdo para os problemas de redes neurais. Para o problema
de quadrados minimos nd@o linear, esta técnica objetiva tanto a
aceleragdo do método aplicado a problemas mal escalados quanto
a solu¢do do subproblema de quadrados minimos linear. Para tal,
utilizam-se decomposicdes matriciais especificas, diminuindo o custo
computacional e memoria requeridas. Vale ressaltar que ha duas
variacdes desta técnica apresentadas em [22], e que serdo utilizadas
nos testes numéricos como métodos para comparacao.

Utilizando ideias semelhantes a técnica apresentada por Zhou e
Si, nosso objetivo consiste em desenvolver uma técnica de resolugdo
para o Método de Levenberg-Marquardt aplicado a problemas mal
escalados, utilizando a decomposicao matricial pautada em direcoes

conjugadas Mais detalhes acerca desta decomposi¢do se encontram
em [21]] e [1]. Este método serd denominado Conjugate Gradient
Levenberg-Marquardt (CG-LM).

Consideremos o problema de Levenberg-Marquardt escalado
: 1 Td 2
min 3|l Jid+ R
s.a [I1Skd]] < A

para algum valor de A > 0. Assim, pela teoria de Regido de
Confianga, a solucdo do problema estd caracterizada através do
sistema linear

) (24)

(JE T + ASESL)d = —JL Ry, (25)

para algum valor de A > 0. Utilizando a decomposi¢do matricial
pautada em dire¢des conjugadas, temos que

PLIIJP, = Dy, (26)
onde P tem os vetores gradientes conjugados de Ji' Jy, e
(D O
Dy, = ( 0 0> 27

com Dy matriz diagonal, onde os elementos da diagonal sdo da
forma d;; = pZTJ,? Jip;. Assim, temos que

JEI, = P DLP Y (28)
Utilizando (Z8) e (23], obtemos
(P, "DP; + ASESy)d = —JF Ry (29)

Seja b tal que P, 'b = —JI Ry, isto é, b = —PI JI Ry, obtendo
assim

(P "DP;t + S Sy)d = P . (30)

Desta maneira, podemos tomar Sy, = P, ! e portanto a diregdo d
deve satisfazer

(P "Dy Pt + AP P Yd = P, (31)
ou de maneira equivalente
(D + A)P;'d =b. (32)
Considerando d —= P 'd e reescrevendo o sistema em blocos,
obtemos ~
@6 e
e portando _ )
d= (%) - <(D1k 2221) b1> . (34)
Dada a solugdo em (34)), € facil voltar a definicdo de d, pois
d = Pyd. (35)

Vejamos o algoritmo da técnica a seguir.



Algoritmo 1 : Método CG-LM

Dados xp € R™ e a sequéncia de pardmetros Ay, solucdes das
raizes seculares associadas ao problema, defina £ = 0. Faca

Compute a decomposi¢do Pl J!'J, P, = Dy;

b= —PLJIRy;

- ((le + /\kf)_lb1>_

d= 1y ;

d = Pyd;

Thy1 = T + d;

k=k+1;
fim

Note que o algoritmo ndo necessita da inversa de Py, mas apenas
da computagdo da prépria decomposigao Pl J[ Ji, P, = Dy, tornando
o algoritmo mais barato em relagdo ao que a teoria aparentemente
apresenta.

E possivel provar a convergéncia de nosso método a partir da
convergéncia do método de Regido de Confianga, como enunciado
no préximo teorema.

Teorema Seja R € C!, e suponhamos que a sequéncia () gerada
pelo método proposto cumpra:

(1) Vf Lipschitz, com f(z) = 3||R(z)||.

(2) Jc > 0 tal que ¢ < /ak, ,Vk € N, onde o,
autovalor de S,{Sk.

(3) As Jacobianas sdo uniformemente limitadas, isto €, Ju > 0 tal
que || Jy | < i Vk € N.

é 0 menor

Nestas condicdes, temos que a sequéncia (xy) gerada pelo Algoritmo
1 cumpre
lim V f(x) = 0. (36)
k—o0
Em outras palavras, nosso método converge globalmente para solugdo
do problema.

Demonstragdo: Apresentada no Teorema 3.6 de [1]]

C. Experimentos numéricos

Baseados na teoria desenvolvida ao longo deste trabalho, abordare-
mos alguns testes numéricos relativamente a escolha do pardmetro de
Levenberg-Marquardt e o desempenho do método CG-LM aplicado
a problemas mal escalados.

Os testes foram realizados em um computador portitil com
processador Intel Core i3-2367M, velocidade do clock de 1.40
GHz, 4 GB de memédria RAM e sistema operacional Windows
7 Home Premium com arquitetura 64 bits. Os algoritmos foram
implementados no software Matlab versdo 7.14 (R2012a) . Em todos
nossos experimentos numéricos utilizaremos todas as funcdes do
banco de proposto por Moré, Garbow e Hillstrom [13]]. Todos os
experimentos feitos neste trabalho tiveram como critérios de parada a
norma do gradiente menor que uma tolerancia (e = 10~°) e o niimero

maximo de iteragdes (K4, = 1000). As andlises serdo feitas através
de perfis de desempenho [4]. Vale ainda ressaltar que o tempo de
execucgdo dos algoritmos foi calculado através dos comandos tic e
toc, proprios do Matlab.

Primeiramente, apresentaremos os testes efetuados utilizando as
escolhas P1 a P7, que sdo definidas sobre a iteracdo k, sem a andlise
do coeficiente de reducdo relativa. Serdo apresentados os perfis de
desempenho associados aos métodos, relativamente ao tempo e ao
nimero de iteracdes. Vale salientar que todos perfis de desempenho
apresentados neste trabalho estdo em escala logaritmica.

1 15 2 2.5 3 35 4 45 5 55

Figura 1: Perfil de desempenho dos pardmetros P1-P7 de Levenberg-
Marquardt em fungdo do tempo.

1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5 5.5

Figura 2: Perfil de desempenho dos parimetros P1-P7 de Levenberg-
Marquardt em fung@o do nimero de iteracdes.

Através desta andlise de desempenho, podemos notar que nossa
proposta se mostrou muito eficiente e robusta em relacdo aos
pardmetros cldssicos. Agora nosso objetivo é avaliar o desempenho
dos parimetros de Levenberg-Marquardt em um contexto geral,
contendo os parametros P8 a P10 definidos a partir da andlise
do coeficiente de reducdo relativa. Apresentaremos o perfil de
desempenho dos parimetros de Levenberg-Marquardt, considerando
uma selecdo contendo o pior e os melhores desempenhos feita a
priori.
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1 155 2 2:5 3 35, 4 4.5 5! 55

Figura 3: Perfil de desempenho geral dos parimetros de Levenberg-
Marquardt em fun¢do do tempo.

041

0.2+ --P8

01 1.‘5 2‘ 2.‘5 3‘ 3.‘5 z‘t 4.‘5 5‘ 5.‘5
Figura 4: Perfil de desempenho geral dos pardmetros de Levenberg-
Marquardt em fun¢@o do niimero de iteragdes.

Analisando os resultados, podemos ver que relativamente ao
tempo, nossa proposta de pardmetro, P7, continua sendo o mais efi-
ciente, resolvendo 77% dos problemas mais rapidamente, juntamente
com o parametro P10. Relativamente a robustez, o pardmetro P7
resolveu 85% dos problemas, mesmo indice obtido por P8. Podemos
notar que o pardmetro mais robusto nesta andlise foi P9, tendo
resolvido 98% dos problemas.

Segundo a andlise acima, podemos concluir que nossa proposta
de pardmetro é promissora relativamente aos parametros expressos
na literatura.

Agora, nosso objetivo é discorrer acerca do desempenho computa-
cional das técnicas utilizadas para solu¢io do problema de Levenberg-
Marquardt aplicado & problemas mal escalados. Antes de apresentar
o perfil de desempenho dos algoritmos, discorreremos acerca da
computagdo dos vetores A-conjugados exigidos na técnica CG-LM.

Notamos que na computag@o dos vetores A-conjugados é possivel
utilizar a informagdo obtida das iteragdes anteriores, de forma a
construir um algoritmo mais barato computacionalmente. Apresenta-
remos agora um algoritmo para construcio dos vetores A-conjugados
explorando essa caracteristica.

Algoritmo 2 : Obtenc¢do dos vetores A-conjugados

Dada matriz A simétrica semidefinida positiva com
posto(A) =r e {vi,ve,...,v,.} base de Im(A).
Defina
p1 =11,
auxr = p{A;
Auzr = pq a;’;‘i}l .
De ¢ = 2:r faga
pi = (I — Aux)v;;
auxr = piTA;
Aux = Auzx + p;

aux
aux.p;

Fim

Agora, a fim de fazermos a comparacdo de desempenho das
técnicas, denominaremos a técnica de escalamento classico definido
em (2I) e resolvido por decomposigdo de Cholesky por E1, utilizando
a = 1. A mesma técnica resolvida por gradientes conjugados
serd denotada por F2. As variacdes da técnica proposta por Zhou
e Si apresentadas em [22] serdo denotadas por E3 e por E4,
respectivamente. Todas estas técnicas utilizardo o pardmetro A
proposto em P9. Ja nossa proposta de resolucdo, apresentada pelo
Algoritmo 1, serd denotada por E'5, utilizando o pardmetro A proposto
em P7. Assim, analisemos o desempenho dos algoritmos relativamente
ao tempo e ao niimero de iteragcdes, como mostra a seguir.

0.8 . e UZE

0.4r

El
---E2
--+E3
—-E4

ES

0.2

0 I I I I I I I I
1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 5: Perfil de desempenho dos algoritmos E1 a E5 em fungéo
do tempo. Escala de eficiéncia.
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0.6F" R S e e e

q=
0.4F

02 --E3

0 I I I I I I I I

1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Figura 6: Perfil de desempenho dos algoritmos E1 a E5 em fungdo
do tempo. Escala de robustez.



Podemos notar nos resultados acima que, relativamente ao
tempo, o método CG-LM (ES5) resolveu 50% dos problemas mais
rapidamente, enquanto que o mais eficiente resolveu 62% dos
problemas de forma mais veloz. J4 no quesito robustez, o método
CG-LM obteve o melhor resultado, tendo resolvido um total de 90%
dos problemas. Os métodos E1 e E3 resolveram 86% dos problemas.

Através da andlise dos perfis de desempenho, pode-se notar que
nossa proposta de extensdo se mostrou a mais robusta. Cabe salientar
que desde que haja uma maneira eficiente para o cilculo de uma base
para imagem e uma base para o nucleo de JkT Jx, nossa proposta
apresenta um baixo custo computacional, ndo envolvendo solucdes
de sistemas nem inversas de matrizes, exceto a inversa de uma matriz
diagonal. Podemos assim concluir que a aplicacdo de nossa proposta
¢ uma boa escolha para o método de Levenberg-Marquardt para
problemas mal escalados.
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