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Resumo—O presente artigo tem por objetivo verificar a resposta
da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos em um problema
de vibracio livre ndo amortecida, para uma estrutura submetida ao
estado plano de tensdes. Inicialmente alguns conceitos basicos relativo
ao método sao apresentados, posteriormente é proposta uma analise
numérica utilizando elementos quadrilaterais de quatro e oito nés,
afim de investigar os valores das frequéncias naturais de vibracoes
e o erro relativo entre as malhas utilizadas. Observa-se que a taxa de
convergéncia para o uso de elementos de oito nds é superior a taxa de
convergéncia para elementos com quatro nés, entretanto o tempo de
processamento para o uso de elementos com 8 nés diminui em relacio
ao tempo de processamento com elementos de quatro nés.

Palavras-chave—: Método dos Elementos Finitos; Vibracio Livre e
Estado Plano de Tensao.

I. INTRODUCAO

A medida em que os avancos tecnoldgicos ocorrem no exercicio
da engenharia, acabam por surgir novas técnicas para a solucdo de
problemas que necessitam ser sanados para uma melhor descricao
e modelagem numérica do comportamento de materiais e sistemas
estruturais.

A determinacio dos autovalores é tdo importante na engenharia,
quanto no campo da matemdtica, pois muitos problemas de andlise

dindmica recaem em problemas matemadticos de autovalores e
autovetores, como por exemplo, em problemas da dindmica estrutural,
onde os autovalores representam frequéncias naturais de vibragdo.
Porém, existem dificuldades na aproximacao numérica dos autovalores
de ordem mais altas, podendo prejudicar a qualidade de previsdo das
respostas dindmicas, conforme apresentado por [1]], [[12].

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) pode ser considerado
um método ji estabelecido devido ao nivel de desenvolvimento
apresentado, que permite a sua utilizagdo por muitos profissionais
das mais variadas dreas, tais como os campos da engenharia civil,
elétrica, bioengenharia, dentre outras. Nas andlises bidimensionais
as formas mais simples para se atribuir a discretizagdo de um
dominio, s3o os elementos triangulares e retangulares, porém, ambos
elementos possuem baixa possibilidade de aproximagdo precisa da
forma geométrica do dominio a ser discretizado, de modo que
as possibilidades de aumento na precisdo da solu¢do de um dado
problema, podem ser exploradas através do desenvolvimento de novas
funcdes de forma. [2].

Existem casos de problemas, cuja solucdo é independente de
uma das coordenadas de referéncia, devido a geometria, condi¢des
de contorno ou devido aos carregamentos externos, os problemas
desta natureza estdo submetidos ao Estado Plano de Tensdes (EPT)
e Estado Plano de Deformacgdes (EPD), onde agora os efeitos dos



fendmenos fisicos atuam ndo apenas em uma dire¢do, mas em duas.
Em ambos os casos os problemas sdo descritos por um sistema de
equagdes diferenciais parciais, que sdo expressas em termos de duas
varidveis dependentes que podem representar, por exemplo, duas
componentes de um vetor de deslocamento [11].

II. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é amplamente conhecido,
por ser bem aplicavel em problemas com geometrias diversas. Quanto
a solucdo de um problema via MEF, é possivel obter solu¢des mais
precisas através do chamado refino-h, ou entdo através do refino-
p, ou ainda por meio da combinacdo de ambos [1f]. Existe uma
vasta bibliografia dedicada ao assunto do MEF, cujas formulacdes e
aplicacdes sdo apresentadas por [7]], [9] e [11]].

A. MATRIZ DE RIGIDEZ E MASSA ELEMENTAR

O problema dindmico relativo ao EPT é governado por um sistema
de equacgdes diferenciais parciais, descrito nas seguintes expressoes
(8]
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Onde p € a massa especifica do material, o, 0y, T,y as tensdes
normais e tangenciais, u e v s3o os deslocamentos horizontal e vertical.
Os problemas de vibragdo livre ndo amortecida sdo problemas tipicos
de autovalores e autovetores. Aplicando-se o método de Galerkin
no sistema de equagoes (I)) e (2), chega-se na formulagdo geral do
problema generalizado de autovalores e autovetores [?]:

(K - AM)z = 0 3)

Onde K e M representam as matrizes de rigidez e massa, A o
quadrado da frequéncia natural de vibracdo e Z os autovetores. As
matrizes de rigidez e massa sdo dadas por:
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Onde B representa a matriz das derivadas primeiras das fung¢des de
forma, D o tensor de relacdes constitutivas, N a matriz das fungdes de
forma, p e t a densidade e espessura do elemento finito. Convertendo
as Eq.(@) e Eq.(9) (as quais estdo referenciadas aos eixos cartesianos)
para um sistema de coordenadas naturais, Fig.(I), surge o termo
Jacobiano, J, de modo de K e M ficam:
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A matriz N é onde sdo armazenadas as fungdes de forma ¢,
utilizadas para a aproximacdo da solucdo do exemplo numérico
proposto no presente estudo. A integracdo das matrizes K e M sdo
obtidas pelo processo de integracdo Gauss-Legendre, neste caso sdo
utilizados tr€s pontos de integracdo, os quais sdo suficientes para
obtencdo valor exato das matrizes [7].

B. ELEMENTO FINITO QUADRILATERAL COM 4 NOS

Para a solugdo aproximada de problemas em duas dimensdes
é possivel o emprego do elemento finito quadrilateral com 4 nds,
Fig. (1), (2 graus de liberdade por nd), cuja formulagdo pode ser
encontrada em [11]].
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Figura 1: Elemento quadrilateral de 4 nés.

As fungdes de forma utilizadas para este elemento podem ser
obtidas com base nos polindmios de Legendre [11] e sdo apresentadas



nas figuras 2] e 3]
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Figura 2: Exemplo de uma fungio de forma ¢} para um elemento

quadrilateral de 4 nos.
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Figura 3: Exemplo de uma fungdo de forma ¢} para um elemento

quadrilateral de 4 nds.

C. ELEMENTO FINITO QUADRILATERAL COM 8 NOS

Afim de aumentar a precisdo da solucdo, € possivel realizar um
refinamento do tipo p, via insercao de novos graus de liberdade no
elemento mestre, Fig. [] Tal procedimento consiste no aumento do
espago de fungdes (extensdo para ordens mais altas dos polindmios de
Legendre) definidas no dominio elementar. A seguir sdo apresentadas
as fungdes de forma para graus polinomial 2, exemplificadas nas

figuras [3] e [}
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Figura 4: Elemento quadrilateral de 8 nds.
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Figura 5: Exemplo de uma fungio de forma ¢$ para um elemento

quadrilateral de 8 nds.
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Figura 6: Exemplo de uma fungio de forma ¢ para um elemento
quadrilateral de 8 nés.

III. EXEMPLO NUMERICO

O modelo estudado estd apresentado na Fig. [/| o qual consiste em
uma pega de formato L, com densidade p = 7500kg/m?, médulo
elastico £ = 210G Pa e coeficiente de Poisson v = 0.3. Os resultados
das frequéncias naturais de vibrag¢do, foram obtidos através do MEF
convencional e estdo apresentados na Tabela 1 e figuras [10| e As
malhas de elementos finitos utilizadas possuem 3, 12 e 192 elementos,
tanto para o elemento mestre com quatro nés (MEF-4) quanto para
o elemento mestre de oito nés (MEF-8). Nas figuras [8| e E] constam
alguns exemplos das malhas geradas para a solucdo numérica do
modelo proposto.
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Figura 7: Estrutura em formato L, com engastamento na base.

A

Figura 8: Malha com 3 elementos (4 nds por elemento) totalizando
10 graus de liberdade livres e 6 graus de liberdade restringidos.
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Figura 9: Exemplo de uma malha com 12 elementos (8 nds por
elemento) totalizando 88 graus de liberdade livres e 18 graus de
liberdade restringidos.

Tabela I: RESULTADOS APROXIMADOS PARA AS FREQUEN-
CIAS NATURAIS DE VIBRACAO (rad/s)

MEF 4 MEF 8
Freq. | 3 Flementos 12 192 3 Elementos 12 192

0] Elementos | Elementos Elementos | Elementos

16 GL 42 GL 450 G.L 18 G.L 106 G.L 1282 GL
1 21232312 | 1928.1409 | 1794.6701 | 1899.8869 | 1823.1872 | 17759081
2 49526227 | 46456203 | 4385.8611 | 4582.0013 | 4424.2145 | 43474476
3 5522.8128 | 4877.0504 | 4614.1093 | 47654494 | 46153097 | 4599.2707
4 9169.0052 | 8297.7950 | T587.7485 | 7996.3406 | 7618.2823 | 7509.1652
5 122918361 | 97181258 | 89489834 | 9197.1974 | 89458034 | 88934566
6 14237.3742 | 12197.3462 | 10845.5739 | 11528.9109 |10889.6996| 10719.2908
7 14833.5830 | 12790.0027 | 11183.5070 | 122474851 |11215.6039| 11043.4334
8 18705.4889 | 13677.4367 | 12350.8255 | 13222.1039 |12329.3999| 12253.9372
9 20018.1969 | 16353.8602 | 13354.0013 | 15828.0398 |13450.1809| 13110.3665
10 21244.7907 | 17438.9913 | 14981.6086 | 16592.8647 |15115.2221| 14711.5466

Na Tabela 1 constam as frequéncias naturais de vibracdo apro-
ximadas obtidas através da implementacido computacional realizada
por meio da linguagem Python.



E notével a diferenca entre o tempo de processamento para o
MEF-4 e MEF-8, como por exemplo, nas malhas constituidas por
192 elementos, onde o tempo de processamento do MEF-4 foi de
2.05 segundos enquanto que no MEF-8 o tempo computado foi de
31.03 segundos. Para as malhas com trés elementos os tempos de
processamento corresponderam a 0.13 segundos para o MEF-4 e
0.17 segundos para o MEF-8, ndo tendo tanta expressividade em
termos tempo gasto para o processamento. Entretanto dependo da
complexidade da estrutura, este tempo pode ser demasiadamente
longo para o uso do MEF-8. A medida em que se aumentam o
nimero de elementos na malha, e consequentemente o nimero de
graus de liberdade, a diferenca entre os tempos de processamento
ficam acentuados porque alguns aspectos de implementagdo diferem
entre 0 MEF-4 e o MEF-8, como por exemplo, na integragdo numérica,
onde o nimero de pontos de Gauss para o MEF-4 sdo suficientes
para quatro pontos, j4 no MEF-8 o nimero de pontos de Gauss
necessarios sao nove.

E possivel observar que para o MEF-8 as frequéncias aproximadas
sdo inferiores em relacdo aos resultados do MEF-4, isto é, quando
comparadas para o mesmo nimero de elementos, demonstrando uma
taxa de convergéncia superior em relacio ao MEF-4. No entanto
para a obtencdo das frequéncias naturais ainda mais proximas da
solucdo analitica, torna-se necessario aumentar o refinamento das
malhas para ambos os Métodos. Na figura 10 esta representado a
distribui¢do gréifica dos resultados obtidos na Tabela 1, enquanto
que na Figura 11, sdo demonstrados os erros relativos obtidos com
relacdo aos resultados do MEF-8 com 1282 graus de liberdade.
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Figura 10: Grafico da distribuicdo das 10 primeiras frequéncias
naturais de vibragdo.
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Figura 11: Gréfico representativo do erro relativo, tomando-se como

base as frequéncias obtidas para a aplicagdo numérica de 1282 graus
de liberdade.

IV. CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo analisou a priori a resposta do MEF para um
problema de vibracdo livre de uma estrutura submetida ao estado
plano de tensdes, bem como a apresentacdo da estrutura necessaria
para a utiliza¢do do método. Na simulacio da peca em L foi observado
que o uso de um elemento mestre com oito nds tende a apresentar uma
resposta de convergéncia mais acentuada do que para um elemento
com quatro nos, isso considerando o mesmo nimero de elementos
componentes na malha. Como continua¢do do estudo, o proximo
objetivo serd a comparacdo com os resultados obtidos pelo Método
dos Elementos Finitos Generalizados, afim de verificar a taxa de
convergéncia das frequéncias naturais de vibracdes. Outra proposta
serd a de engastar a peca em L no seu topo, uma vez que neste caso
os modos de vibracdo tendem a se tornar mais complexos, visto que
a solucdo numérica fica mais dificultosa para a solu¢do numérica.
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