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Resumo—QO Método das Caracteristicas é consagrado por resolver
numéricamente equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas. Neste tra-
balho, obteve-se tanto a solu¢iio analitica, quanto a numérica utilizando
as equacdes das curvas caracteristicas do problema, demonstrando
assim sua importéancia. Por fim, comparou-se os resultados obtidos para
visualizar a eficiéncia do método.
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I. INTRODUCAO

O Meétodo das Caracteristicas (MC) é um método numérico
consagrado para resolver Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) da
forma hiperbdlica [[1]. O método consiste em utilizar propriedades
inerentes da equacdo conhecidas como curvas caracteristicas e as
Invariantes de Riemann para transformar o problema de resolver
EDPs no problema de resolver Equacdes Diferenciais Ordindrias
(EDOs) [2]].

E de praxe utilizar o MC para obter-se a solu¢do numérica de
problemas hiperbdlicos, entretanto, neste trabalho é demonstrado a
possibilidade de usa-lo também para obtengdo de solugdo analitica.
Como estudo de caso, optou-se por resolver o seguinte Problema de
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Cauchy
Uge + Uz —2up =—1 em O0<x<1,t>0 )
w(z,0) =w(z,0) =2 em 0<z<1,t=0.

II. DESENVOLVIMENTO

Uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem, quase linear,
na incégnita u(z,t), é definida por

Lu = F(x,t,u, ug, u), 2)

sendo
L : C*(Q) — C%9Q)
u — Lu= A(z,t)uzy + Bz, )uz + Clx, t)ugy,
onde A, B,C : Q& — IR sdo funcdes reais que dependem das
varidveis independentes x e ¢. Além disso, para todo (z,t) € € pelo
menos um dos coeficientes, A, B ou C' € ndo nulo, e
F o QxR3

— R
(@,t,€,7,5) )

H F(:E7 t? 57 777 g‘)'

Considere

§ = C(z,t) (fé)Q — B(a,t) (32) (Zﬁ) + Az, 1) (Z)Q ,



denomina-se curva caracteristica para a equagdo Lu = F', a curva vy
sobre a qual

§ = 0. “4)
e curvas ndo caracteristicas sobre 7y se d # 0.
A seguir, ilustra como encontrar as curvas caracteristicas [3].
i) Se A(z,t) # 0 sobre , as curvas caracteristicas de L sdo
as solucdes da equagdo diferencial ordindria:
dt\? dt
Alz,t) | — | — B(z,t) | — C(z,t) = 0.
@0 (§) - o () +own ®

i) Se C(z,t) # 0 sobre ~y, as curvas caracteristicas de L sdo
as solucdes da equacgdo diferencial ordindria:

) ()~ By (2) + Awn - o
X — — x — X = .
’ dt ’ dt ’

Se A(x,t) = C(x,t) = 0 sobre +, as curvas caracteristicas
de L sdo as retas x = constante , ¢t = constante , isto &,
a dupla familia de retas paralelas aos eixos coordenados.

(6

iif)

A equagdo (2) é hiperbélica em (), quando A = B?(z,t) —
4A(z,t)C(z,t) > 0, parabdlica em 2 quando A = 0 e eliptica em
Q quando A < 0.

Tem-se da equagdo (I)) que

A(z,t)=1#0 , B(z,t)=1 e C(x,t)=-2. (7)

e portanta ela é hiperbdlica, pois A =9 > 0.

Para obter a solugdo analitica do problema [I]é necessério encontrar
as curvas caracteristicas. Como A(z,t) = 1 # 0, ao substituir A, B
e C na equacdo (), obtém-se

dt dt
— =9 — =1, )
dx dx
que sdo respectivamente, as inclinagdes positiva e negativa das curvas
caracteristicas

t—2$:k1 € t+£l':k2 (9)

As equagdes das curvas caracteristicas sdo de extrema importancia
ndo sO para obter-se a solucdo numérica, mas também a analitica,
pois mediante a mudanca de varidvel

€ = t—2z (10)

t+az (11)

encontra-se u(x,t) = w(§,n), em que we, = 1/9. Ao retornar as
varidveis independentes x e ¢, obtém-se

7’]:

w(zt) = %(t—2m)(t+x)+@(t—2x)+\l'(t+:v), (12)

onde © e W sdo fungdes arbitrarias de classe C?(Q) e C*(Q),

respectivamente.

Utilizando as condi¢des iniciais do problema de Cauchy

w(z,0) = w(zr,0)==z (13)
encontra-se
t2
u(z,t) = ) + at +x, (14)

que corresponde a sua solugdo analitica.

Como exemplo, utilizou-se MC para calcular a solucdo numérica
do problema [I| nos pontos R, S e T' e comparar com a analitica. As
coordenadas nos pontos iniciais P, @ ¢ W sdo (0.4,0), (0.5,0) e
(0.6, 0), respectivamente, conforme ilustra a Figura

o a1 02 03 0.4 05 06 07 08

Figura 1: Diagrama de Pontos

A seguir tem-se uma comparacio entre a solugdo numérica e
analitica dos pontos mencionados, conforme ilustra a Tabela

Tabela I: Tabela Numérica Comparativa

T t p q u Numérica | uw Analitica
P 0,4 0 1 0,4 0,4 0,4
Q 0,5 0 1 0,5 0,5 0,5
w 0,6 0 1 0,6 0,6 0,6
R | 13/30 | 2/30 | 32/30 | 15/30 418/900 418/900
S 16/30 | 2/30 | 32/30 | 18/30 514/900 514,/900
T 14730 | 4/30 | 34/30 | 18/30 484/900 484/900

onde p((ﬂ,O) - um(ac,()) € Q(x70) - ut(xa O)
III. CONCLUSAO

De acordo com o exposto no trabalho, conclui-se a eficiéncia do
Meétodo das Caracteristicas tanto para obtencdo da solug@o analitica,
quanto numérica, do Problema de Cauchy.
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