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Resumo—O filtro SPH inverso de alta ordem, recente na
literatura, consiste na determinacio de um polindmio capaz de
recuperar ordens mais altas de consisténcia do método SPH
tradicional. Por meio de ideias baseadas na literatura classica,
verificou-se que a funcio nicleo Dome-shaped quadritica possui
uma formulacdo muito semelhante ao método do filtro SPH
inverso. Dessa forma, foi possivel determinar um novo polinémio
restaurador da consisténcia por meio de uma adaptacio na
funcio quadratica.
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I. INTRODUCAO

Atualmente, devido ao grande avango tecnolégico o uso dos
métodos de particulas vem ganhando espago nas simulacdes
de escoamento de fluido. O primeiro método de particulas
desenvolvido foi o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
para simular problemas astrofisicos. Desde entdo tem sido
estudado e melhorado para ser aplicado em uma variedade
de problemas, incluindo as equagdes de Navier-Stokes.

A utilizag¢ao continua sendo objeto de estudos em crescente
atividade na comunidade académica [1], [2]. O diferencial aqui
proposto, ¢ a utilizagdo de particulas fixas mas desordenadas,
ou seja, considera-se a desordem candnica [2], que estabelece
uma reconfiguracdo das particulas uniformemente distribuidas
por meio de uma perturbacio leve que muda randomicamente
a posicdo de cada uma delas.

II. REPRESENTACAO INTEGRAL DE UMA FUNCAO

A representagdo integral de uma funcdo é aproximada
pela soma dos valores das particulas vizinhas mais préximas.
Assim, a ideia de discretiza¢@o entdo considera um conjunto
de particulas para a representacio do meio. Para viabilizar
isto, € necessario uma aproximacdo para a funcdo Delta de
Dirac, que é denominada niicleo. O conceito de representacido
integral de uma funcéo f(x) utilizado no método SPH comega
a partir da seguinte identidade:

Messias Meneguette Junior
Departamento da Matematica e Computacdo - DMC
Universidade Estadual Paulista Jilio de Mesquita Filho
Presidente Prudente - SP, Brasil
messias @fct.unesp.br

f(x) = / F(x)6(x — X'}, )

onde f : R"™ — R definida num dominio aberto {2 C R™ tal
que x € ), e f € continua em (). Essa representacdo ¢é feita
através da convolugdo de f com a distribuicdo Delta de Dirac,
dada por:

00, x=x

§(x—x’):{ 0, x£x

A equacdo (1) permite que uma fungdo f continua em ()
possa ser representada em uma forma integral (cf. [8]).

Substituindo a Delta de Dirac por uma funggo nicleo W (x—
x'; h) centrada no ponto X, tem-se uma aproximagio:

2

f(x) = /Q W (x — x'; B)dx', 3

sendo h o comprimento de suavizacdo (smoothing length) que
estabelece a maior distdncia permitida entre as particulas x
e x'. Em geral considera-se h multiplicado por um escalar k
nio-negativo.

A notagdo ( ) representa a aproximacdo para a fungio:

(f(x)) = / W (x — x's B)dx'. @

Assim, € dito existir uma aproximagdo para f por meio
da representacdo integral com base na fungdo nicleo W
suficientemente suave.

III. APROXIMACAO UTILIZANDO PARTICULAS

Assumindo que o meio € discreto, ou seja, formado por um
ndmero finito de particulas que possuem massa e ocupam um
volume no espago, a integral em (4) é aproximada por meio de



um somatorio sobre as particulas que se encontram contidas
no dominio.

Uma propriedade exigida da fungdo niicleo é que tenha um
suporte compacto, entdo a aproximacao € feita apenas sobre a
sub regido referente ao suporte do nicleo. Define-se o suporte
compacto da fungfo nicleo ao conjunto V; centrado em x;,
onde:

Vi = {x;, [[xi — x;|| < kh}, )

sendo V; C 2, k um fator de escalae j =1...N;, onde NNV;
representa o nimero de particulas que satisfazem a restrigdo
Ix: x| < k.

Considerando um continuo de particulas, ao substituir o
volume infinitesimal dx’ em (4) na posi¢do da j-ésima par-
ticula pelo volume Aw; ocupado pela particula x;, pode-se
considerar:

N;
(Fxi)) =D (%)W (xi = x5 h)Avy. (©6)
j=1
Sabendo que o volume da particula Av; pode ser represen-

tado pela razdo entre a massa m; e a densidade p;, (6) pode
ser reescrita como:

N, .
<ﬂm»=Zﬁ@MW&—gm£3 )

Dessa forma, (7) gera uma aproximacio para f em cada um
dos pontos do dominio discretizado por meio de um conjunto
de particulas isoladamente recrutadas no suporte compacto da
funcdo nicleo.

IV. FUNCAO NUCLEO SPH: DEFINICAO E MODELO

O ntcleo SPH € de extrema importancia, pois ndo somente
determina o padrdo da aproximagdo, como também define a
dimensao do suporte das particulas, determina a consisténcia e,
a precis@o de ambas as aproximagdes: integral e por particulas.
Adota-se como modelo de nicleo SPH [7], [8], [11] a funcdo
definida da seguinte forma:

W (@) = Srw(e). ®)
onde
b1 = T;Lj _ HXi;XjH.

A varidvel r representa a distancia entre duas particulas,
h o comprimento de suavizacdo (fixo), w é uma fungdo
definida sobre RT, suficientemente suave e «,, uma constante
de normalizacdo especifica para uma, duas ou trés dimensdes,
ou seja, n = 1,2, 3, conforme [10].

Para n = 1, a derivada primeira da funcio nicleo é expressa
da seguinte forma:

Qp

Wi(¢) = 55v'(). ©)

De maneira andloga ao caso anterior, as derivadas de ordem
superiores podem ser obtidas por meio da seguinte relacdo:

W () = ™ (9).

= (10)

Para os casos bidimensional e tridimensional procede-se
analogamente.

V. CONCEPCAO NUMERICA DA DISTRIBUICAO DAS
PARTICULAS

Com base em uma distribuicdo uniforme, define-se um
modelo de perturbagdo candnica [2] sob influéncia de um raio
R, da seguinte forma:

R =nAx (11)

onde n € [0,0.5] e Az é a distdncia uniforme entre as
particulas ndo perturbadas. Dessa forma, a distribuicdo per-
turbada consiste em transladar as particulas uniformemente
distribuidas para posi¢des geradas de modo randdmico, de
tal forma que permanecam contidas na regido limitada pela
circunferéncia de raio R, conforme mostrado na Fig. 1.
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Figura 1. Perturbagdo canonica de particulas com distancia irregular,
randomica e limitada por um raio R.

Uma caracteristica importante desse método de distribuigio
das particulas € o tamanho de R. Sendo ele constituido pelo
produto nAz, isso impede que aconteca uma sobreposi¢io
entre duas particulas vizinhas.

VI. O PROBLEMA DE INCONSISTENCIA DAS PARTICULAS
NO METODO SPH

Similar ao conceito de consisténcia no tradicional Método
dos Elemento Finitos, se uma aproximag¢do SPH pode repro-
duzir um polindmio de ordem n exatamente, a aproximacao
SPH € dita de ordem n ou consisténcia C™.

Um grande problema para o método seria o surgimento de
uma fung@o nicleo ndo-positiva, que é geralmente necessaria
para simular problemas hidrodinamicos. Uma funcdo ntcleo
negativa (mesmo parcial) pode resultar em varidveis ndo
fisicas, tais como massa negativa, densidade negativa, etc. No
entanto, uma funcdo nucleo ndo-negativa ndo vai satisfazer
Ms (ver [4]), sendo assim, uma aproximacdo do nicleo SPH
por meio de uma funcio nio-negativa € de segunda ordem na



maioria dos casos, conforme visto anteriormente. Em outras
palavras, a consisténcia do nicleo SPH usando uma fungéo
ndo-negativa € menor do que segunda ordem [7], [8].

Se as aproximagdes do nicleo SPH sdo realizadas para as
regides truncadas por fronteiras, ndo serd possivel reproduzir
exatamente o polindmio e suas derivadas, uma vez que M,
e M; ndo sdo satisfeitos nessas regides. Portanto, o método
SPH original tem a consisténcia C'' do nicleo para as regides
internas. No entanto, para as regides de fronteira, ndo tem
sequer a consisténcia CY 7).

Em suma, a inconsisténcia de particulas € originada a partir
da discrepancia entre o niicleo SPH continuo e a aproximacio
por particulas. Todavia, particulas na fronteira, particulas dis-
tribuidas de maneira desordenada e variacdo do comprimento
de suavizacdo podem produzir inconsisténcia no processo de
aproximacdo por particulas.

VII. PARTICULA INCONSISTENTE

O SPH original com uma fungio niicleo convencional tem
consisténcia C° e C! para regides internas. A consisténcia do
nicleo estd relacionada com sua aproxima¢do no mundo con-
tinuo, dessa forma, se alguma das condi¢cdes de consisténcia
do ntcleo for satisfeita, isso ndo significa necessariamente que
a aproximacdo correspondente no mundo discreto também ird
satisfazer. Esta discrepancia entre a aproximacao por particulas
e a aproximacdo do niicleo é denominada como inconsisténcia
de particulas [6].

As formas discretas dos momentos My e M; sdo:

N

ZW(X—XJ‘;]Z)A’U]' = 1
N (12)
Z(xfx] (x—x;;h)Av; = 0

J=1

A caracterizacdo do problema é devida a dificuldade em
cumprir as condi¢des de consisténcia discretas, conforme
relatado em [4].

VIII. RESTAURACAO DA CONSISTENCIA DAS PARTICULAS
A. Abordagem CSPM

Estudos mais recentes relatam que o método SPH original
ndo tem sequer a consisténcia C° e C' nas aproximacdes
por particulas. Diferentes abordagens t€ém sido utilizadas para
melhorar esse problema e, portanto, tratar a inconsisténcia
para melhorar a precisao da aproximagdo SPH. Algumas delas
envolvem a reconstrucdo de uma nova fung¢éo nicleo, de modo
a satisfazer as condi¢des de consisténcia na forma discreta.
No entanto, essas abordagens geralmente ndo sdo aceitas para
simula¢des em hidrodindmica porque a funcdo niicleo pode ser
negativa, ndo-simétrica, e ndo monétona decrescente. Dessa
forma, o tratamento da inconsisténcia levard em consideracio
a funcdo nicleo em sua forma convencional.

Uma abordagem inicial [9] baseia-se na propriedade antis-
simétrica da derivada de uma funcio nicleo:

N

> WiaAv; = 0. (13)
j=1

onde « é o indice de dimensdo indexada. Portanto, quando

aproximada a derivada de uma funcdo f, a aproximagdo por

particulas pode ser reescrita como:

N
fia = Z(fj — fi)WiaAv;

Jj=1

(14)

ou

N
fi,a = Z f] +fz W1 OLAUJ (15)

Note que (13) ndo cumpre necessariamente 0 mesmo valor
que sua contraparte na forma continua fQ Wi odx = 0 (vélida
para regides internas). Esta é também uma manifestagdo da
inconsisténcia das particulas. Portanto, (14) e (15), na verdade,
utilizam a inconsisténcia das particulas na aproximagdo da
derivada da funcdo niicleo restauradora, ou equilibra a incon-
sisténcia das particulas na aproximacdo das derivadas de uma
fungdo, e assim, melhora a precisdo das aproximagdes.

Com base em expansdo em série de Taylor na aproximagao
SPH de uma fun¢do, em [3] desenvolveu-se o entdo chamado
Corrective Smoothed Particle Method - CSPM. No espago
unidimensional, o CSPM pode ser apresentado brevemente,
conforme mostrado a seguir.

Supondo que f seja suficientemente derivavel, pode-se
expandir f(x) em série de Taylor ao redor do ponto x;.

fx) = fi+(@—ax)fiz+ fiwa + (16)

Multiplicando ambos os lados de (16) pela funcdo nicleo
W e integrando ao longo de todo o dominio computacional,
tem-se

(v — ;)2
21

[ f@Wi(z)de = fi [Wi(z
+ j% f(l’ —x;)?

Ydz + fi . [(z

Wi(z)dx + ...

a7

Se os termos envolvendo derivadas em (17) sdo negligenci-

ados, uma aproximagdo do niicleo corretor para a fungio f(x)
na posi¢do da particula x; é obtida da seguinte maneira:

| F@Wi(a)da

J Wi(z)da

Para uma fun¢do nicleo convencional (ndo-negativa e si-
métrica), o segundo termo RHS de (17) € nulo para a regido
interna e ndo-nulo para a regido de fronteira. Portanto, a apro-
ximacdo do ntcleo corretor expressa em (18) uma precisdo
C? para a regido interna e C'! para regido de fronteira.

Comparando as equagdes (18) e (3), verifica-se que para
a regido interna, as aproximagdes usando a fun¢do nicleo
convencional e CSPM s@o as mesmas, devido ao cumprimento
da condicdo de normalizacdo (na forma continua). Para as

fi = (18)



regides de contorno, uma vez que a integral da funcio ntcleo
¢ truncada na fronteira, a condi¢do de normalizagdo ndo pode
ser satisfeita. Assegurando o denominador nao-unitdrio, o
CSPM restaura a consisténcia C° do niicleo. Por conseguinte,
assumindo que a integral da fungdo nicleo nas regides de
fronteira sempre serd unitdria, como nas regides internas, ja é
a razdo suficiente para justificar que o SPH original ndo tem
a consisténcia CY do nicleo.

A forma discreta de (18) desprezando os termos envolvendo
as derivadas, assim como no realizado anteriormente, é dada
por:

N
Zj:l [iWijAv;

. (19)
S0, Wi Av

i =

A aproximacdo por particulas do segundo termo RHS de
(16) ndo é necessariamente nula, mesmo para as particulas
internas. Isso ocorre devido a inconsisténcia das particulas.
Portanto, estritamente falando, a aproximacdo por particulas
expressa em (19) é consisténcia C?, tanto para as particulas
internas quanto para particulas de fronteira. Apenas se as
particulas estiverem uniformemente distribuidas, a aproxima-
¢do do segundo termo RHS de (16) serd nula. Neste caso, a
aproximacdo por particulas expressa em (19) é consisténcia
C'" para as particulas internas.

Substituindo W;(z) em (16) por W; , e desprezando o
termo da derivada de segunda ordem e superiores, uma apro-
ximagdo do nucleo corretor para a primeira derivada pode ser
escrita:

J(F (@) = f(2:)) Wiz (2)da

i, — 20
fi J(x — z)W; o (z)dx 20)
A forma discreta de (20) é dada por:
N
. i — Ji WZ xAU'
L 1)

- .
2 =1 (X5 — X)) Wi o Av;

De maneira similar, a aproximagdo CSPM do niicleo para
as derivadas sdo de consisténcia C! para regides internas,
mas C para particulas da regido de fronteira. Exceto para os
casos com particulas internas e uniformemente distribuidas,
as aproximacgdes CSPM de particulas para as derivadas sdo
consisténcia C?, tanto para particulas internas, quanto para as
da regido de fronteira.

B. Abordagem FPM

O Finite Particle Method - FPM gera de forma simultanea
a restauracdo da consisténcia das particulas para aproximar
uma funcdo e suas derivadas. Revendo a expansdo da série
de Taylor de uma fungdo f(x) no espago multidimensional,
tem-se:

(x* —x) (7~ x))
2!

f(X) = f’i+(xa_xzq)fi,a+ f’i,a’y"’-”a
(22)

onde « e y representam os indices de dimensdo indexadas.

Multiplicando ambos os lados de (23) pela funcdo ntcleo
W;(x) e sua derivada de primeira ordem W; g, e além disso
desprezando as derivadas de segunda ordem e superiores, tem-
se:

/f(x)Wi(X)dx = fi/Wi(x)derf,;ﬂ /(xaxg)wi(x();;,;

/f(x)Wi,gdx = fi/Wiyﬁderfi,a /(xo‘fxf‘)Wiﬁ(x)dx.
(24)
O termo  novamente representa o indice de dimensio inde-
xada. Observa-se que existem duas equacdes e duas incognitas
(fi e fi,a), dessa forma, as equacdes (23) e (24) compdem,
portanto, um sistema linear que pode ser facilmente resolvido.
As aproximagdes para f; e f; o, na forma continua sdo
expressas por:

J F(x)Wi(x)dx

o L
o J Wi(x)dx
fWi’ﬁdX

J(x* — x¢)W;(x)dx

J e = x)Wis (x)dx
T X)W ()
Jx* = xP)Wi p(x)dx

(25)

JWix)dx [ f(x)W;(x)dx

[ Wigdx [ f(x)W; gdx

JWi(x)dx  [(x* — x&)W;(x)dx

[ Wigdx  [(x* = x®)W; 5(x)dx

As equagdes (25) e (26) podem ser reescritas na forma
discreta da seguinte maneira:

fia = (26)

ngzl [iWijAv; Z]-Vzl("? — x§)Wij Av,

o | 2 i1 JiWig vy 552 (x5 — x7)Wij s Av;

fi ~ ~
ZJ\J[’:l WijAv, Zﬁ:l("? —x{") Wi Av;
2= WijpAvy 325 (X§ — x7)Wij s Av;
(27)
N N
Z]\j]’:l WijAv, Zj\jf:l fiWijAv;
P > = Wigpuy 375 f[iWijpAv;
i, — N N a a
Z]\Jf’:l WijAv, Z]&-:l("j — x{") Wi Av;
Zj:l Wij,pAv; Zj:l(X? — x{")Wij s Av;
28)

Ao determinar (25) e (26) as aproximagdes do nicleo
continuo, bem como (27) e (28) para as aproximagdes por par-
ticulas, nenhuma modifica¢do na fung¢do nicleo convencional
¢é efetuada. Nas equagdes (23) e (24), os termos relacionados
com a fung@o e a primeira derivada sdo mantidos, apenas
os termos relacionados com a derivada de segunda ordem
e superiores sdo negligenciados. Portanto, as aproximagdes
do nicleo resultantes do processo sdo de segunda ordem de
precisdo (ou C'), tanto para as particulas internas quanto nas
regides de fronteira.

As aproximacdes por particulas, modelo discreto, sdo tam-
bém de segunda ordem de precisio (ou C'), tanto para as



particulas internas quanto para as das regides de fronteira,
independente da distribuicdo uniforme ou perturbada. Em
outra palavras, FPM tem consisténcia C'' nas aproximagdes
continuas e discretas. A consisténcia do nicleo na forma
continua ou discreta do FPM pode ser melhorada se a segunda
derivada ou superiores forem mantidas na expansio em série
de Taylor em (21). Em geral, se a k-ésima derivada for
negligenciada, isso significa que a aproximagdo do nicleo
(modelo continuo) e por particulas (modelo discreto) serdo
de k + 1 ordem de precisdo ou consisténcia C* [7].

O FPM compartilha algumas caracteristicas comuns com
CSPM uma vez que ambos usam expansao em série de Taylor
sobre as aproximagdes do niicleo SPH originais. No entanto,
o FPM ¢ claramente diferente da CSPM.

IX. RESULTADOS NUMERICOS

Para analisar ainda mais a consisténcia na aproximacao
por particulas, realiza-se estudos numéricos para verificar de
modo prético os métodos de restauracdio da consisténcia. Para
evitar influéncias da regido de fronteira, os testes destinam-
se apenas as regides do dominio onde a funcdo niicleo ndo
sofrerd truncamento.

Os resultados das aproximagdes das funcdes serdo obtidos
usando o SPH original, e também os dois métodos de restaura-
¢do de consisténcia, CSPM e FPM. A funcio niicleo utilizada
para as aproximagdes serd definida logo abaixo, conforme
visto em [7].
2-R*+IR* 0<R<1

$2-R)® 1<R<2,

0 R>2

W(R) = aq (29)

onde oy = 1/h e ay = 15/77h? para uma e duas dimensdes
respectivamente.

A. Zero ordem de consisténcia (C°)

A O consisténcia representa a capacidade de reproduzir ou,
em outras palavras, aproximar uma fun¢do constante. Para o
teste numérico considera-se arbitrariamente a fungdo constante
f(z) = 1 num intervalo [0, 1].

A Tabela I mostra o erros relativos obtidos na aproximagao
dessa funcdo, para isso utilizou-se 10 particulas distribuidas
uniformemente entre x = 0.05 e x = 0.95, sendo Az = 0.1.
O volume associado a cada particula ¢ Av = 0.1 fixo e o
comprimento de suavizagdo é adotado como sendo, h = kAw,
onde o fator escala k =1.5e a = 1.

Os resultados mostraram que a influéncia do truncamento
da funcdo nidcleo na fronteira afetou as cinco primeiras e
cinco dltimas particulas, pois as aproximagdes para as demais
particulas de mantiveram-se constantes. Observa-se também o
ganho de consisténcia com os métodos de restauracdo, pois
ambos conseguiram zerar o erro relativo.

B. Primeira ordem de consisténcia (C")

A C' consisténcia representa a capacidade de reproduzir
ou, em outras palavras, aproximar uma funcdo linear. Para
o teste numérico considera-se arbitrariamente a fungfo linear
f(z) = z num intervalo [0, 1].

Tabela I
RESULTADOS OBTIDOS NA APROXIMAGAO PARA f(z) = 1 COM

h = 1.5Av.

Particulas | Solucdo Exata | Erro(SPH) | Erro(CSPM) | Erro(FPM)
1 1.0 0.7788 0 0
2 1.0 0.5577 0 0
3 1.0 0.5577 0 0
4 1.0 0.5577 0 0
5 1.0 0.5577 0 0
6 1.0 0.5577 0 0
7 1.0 0.5577 0 0
8 1.0 0.5577 0 0
9 1.0 0.5577 0 0
10 1.0 0.7788 0 0

A Tabela II mostra o erros relativos obtidos na aproximacao
dessa funcdo, para isso utilizou-se 10 particulas distribuidas
uniformemente entre x = 0.05 ¢ z = 0.95, sendo Az =
0.1. O volume associado a cada particula ¢ Av = 0.1 fixo
e o comprimento de suavizagdo é adotado como sendo, h =
1.2kAwv, onde o fator escala k = 1.7.

Tabela 11
RESULTADOS OBTIDOS NA APROXIMAGAO PARA f(z) = x COM
h = 1.2kAv.

Particulas | Solucdo Exata | Erro(SPH) | Erro(CSPM) | Erro(FPM)
1 0.05 0.0092 0.1023 0
2 0.15 0.0609 0.0023 0
3 0.25 0.1012 0.0000 0
4 0.35 0.1408 0.0000 0
5 0.45 0.1804 0 0
6 0.55 0.2201 0 0
7 0.65 0.2597 0 0
8 0.75 0.2993 0.0000 0
9 0.85 0.3389 0.0023 0
10 0.95 0.3965 0.1023 0

Os resultados da Tabela II mostram a dificuldade do método
SPH original em aproximar uma fun¢do linear, isso ocorre
tanto para as particulas sob influéncia do truncamento da
fungdo nicleo na fronteira, quanto para as particulas internas.
E possivel notar que o CSPM apresenta limitagdes nas regides
de fronteira, pois os erros locais mostram que a consisténcia
ndo foi completamente recuperada, ja no FPM a consisténcia
foi recuperada tanto para particulas internas, quanto para as
particulas na regido de fronteira. Esses erros na regido de
fronteira acontecem porque ha auséncia de particulas dentro
do suporte compacto, de modo que, se houvesse duas vezes
mais particulas nessas regides a consisténcia seria recuperada.

Estendendo a funcdo linear para o caso bidimensional, tem-
se, f(z,y) = x + y, num dominio de [0,1] x [0,1]. Os
pardmetros utilizados foram Av = 0.1, k = 1.5, h = kAv
e 441 particulas distribuidas uniformemente no dominio.

Os resultados apresentados na Tabela III foram obtidos para
particulas internas, ou seja, sem a influéncia das particulas
que estdo na regido de fronteira, enquanto os da Tabela IV
consideram também as particulas de fronteira.

A Fig. 2 mostra as aproximacdes numéricas para a funcao
linear, mas agora com particulas fantasmas na regido da
fronteira.



Tabela III
ERROS DE APROXIMACAO DA FUNGCAO LINEAR f(z,y) = = + y LIVRE DE

FRONTEIRA.

Erros SPH CSPM FPM
Minimo erro | 0.0740 0 0
Maéximo erro | 0.2019 | 1.1102e — 15 | 2.8866e — 15
Erro global 0.3856 | 1.6967e — 08 | 2.6530e — 08

Tabela IV
ERROS DE APROXIMACAO DA FUNCAO LINEAR f(z,y) = = + y COM
FRONTEIRA.
Erros SPH CSPM FPM

Minimo erro | 0.0467 0 0

Maéximo erro | 0.6420 | 0.1653 | 2.7756e — 14

Erro global 0.4427 | 0.2727 | 5.5471e — 08

Com os mesmos pardmetros utilizados no exemplo anterior,
e agora aplicando uma perturbagdo candnica nas particulas,
obtém-se os resultados mostrados na Tabela V.

A Fig. 3 mostra duas solu¢des em cada gréfico, a colorida
refere-se a solu¢do numérica perturbada plotada sobre nds
perturbados, entre outras palavras, Z = f(Z,y), onde T e J
sofreram uma perturbacdo candnica. Por outro lado, a cinza
refere-se a solugdo numérica perturbada plotada sobre nds
uniformes, ou seja, Z = f(Z,7) mas plotados na forma

(,9,%).
Tabela V
ERROS DE APROXIMACAO DA FUNCAO LINEAR f(z,y) = z + y COM
n = 0.3215.

Erros SPH CSPM FPM
Minimo erro 1.8130e — 04 | 7.0049¢ — 06 | 1.1102e — 16
Maiéximo erro 0.6774 0.1635 0.0765

Erro global 0.4667 0.2708 0.1564

Testes numéricos para uma func¢do quadrdtica f(z,y) =
2+ y2 foram executados, entretanto, como a segunda ordem
de consisténcia C? ndo é cumprida, os erros de aproximagio
aumentam em grande proporg¢io.

C. Método SPH inverso com a func¢do niicleo Dome-shaped
modificada

O método SPH inverso é muito recente na literatura, e
consiste na determinacdo de um polindmio capaz de recuperar
ordens mais altas de consisténcia do método SPH tradicional.
Por meio de estudos em [5], [8] verificou-se que a funcdo
nicleo Dome-shaped quadratica possui uma formulagcdo muito
semelhante ao método SPH inverso. Dessa forma, apds varios
testes numéricos, foi possivel comprovar a determinacao de um
polindmio restaurador de consisténcia. A validacdo do método
foi baseada nas solugdes SPH, CSPM, FPM, Inversa e também
a comparacdo com a solucdo exata, uma vez conhecida é
a melhor forma de validar o método. Sem complexidade
de célculos exaustivos, a primeira forma do polindmio pode
ser definida. Toma-se como exemplo a constru¢do de um
polindmio de ordem 2p = n, onde n = 2. Define-se L??(R)
exatamente como em [5], resultando em:

Exata

CsPM

(d) Solu¢dao FPM

Figura 2. Aproximagdes para a fungdo linear f(z,y) =z + y.

7 2

L2(R) = a + azR? = ag +az (7 ) (30)
Note que ao expandir os coeficientes do polindmio, aquele
que acompanha o termo linear e todos os de ordem fmpar
sdo desprezados, isso ocorre devido a propriedade de simetria
da funcdo nidcleo. E possivel também que, procedendo desta



Exata

(d) Solu¢ao FPM

Figura 3. Aproximagdes para a fungdo linear f(z,y) = = + y com
n = 0.3215.

maneira, em algum momento, as derivadas de W sejam
impedidas de perder o suporte compacto. Esta informagdo é
importante para o método SPH inverso que baseia-se na funcio
W para obter o polindmio restaurador, segundo [8].

Para o modelo unidimensional, integra-se L??(R) no in-
tervalo [—2,2], ou seja, duas vezes de [0, h], uma vez que

R = 7 e r é o médulo da diferenga entre duas particulas.

Sendo assim, igualando a integral de L?(R) em relagdo a r
com seu correspondente na condi¢do de consisténcia (primeira
linha de (12)), obtém-se:

h 2
2f0 (ao + as (%) )dT = 1
31
2hag + 22 =1 GD
A segunda condicao de consisténcia de (12) impde:
agpt+ax = 0 (32)

As equagdes (31) e (32) definem um sistema linear, cuja
solugdo € ag = 7- e az = 3, com isso, obtém-se:

W(R) = 2 - 32R?

— 3 _
= 21-R? (33)

= 71%(1_]%2)7

onde y; = %. Essa fungdo W € conhecida como Dome-shaped
quadritica. Em termos gerais ela é aplicada como sendo
W(R) = :2:(1 — R?) onde ;= corresponde ao coeficiente
de normaliza¢do unidimensional.
Por fim, L?(R) é definida conforme em (33) mas despre-
zando o termo 1,
L*(R) =

L1- R2). (34)

D. Resultados numéricos com o método SPH inverso

Para verificar os efeitos dos métodos, aplica-se ambos os
casos na aproximagdo da fungdo f(z) = sen(6z), no intervalo
[0, 1], com 100 particulas, k = 1, « = 3.15 ¢ h = a/Ax e para
o método SPH tradicional foi aplicado a funcdo nticleo ctbica
definida em (29). Na Fig. 4 € possivel visualizar as solugcdes
numéricas para a funcdo mencionada usando distribui¢do uni-
forme das particulas, ja na Fig. 5 aplicou-se uma perturbacio
candnica 1 = 0.3215. Para efeitos de simplificag¢do, adota-se
as nomenclaturas (inversa I) para o método SPH inverso e
(inversa II) para o método adaptado.

Tabela VI
ERROS DE APROXIMAGCAO DA FUNCAO LINEAR f(z) = sen(6z).

Perturbacdo SPH Inversa I | Inversa II
n=20 0.2657 | 0.0527 0.0166
n = 0.3215 | 0.2963 0.1288 0.0728

Nos dois exemplos mostrados, a solugd@o inversa I mostrou-
se mais eficaz, conforme dados da Tabela VI. E importante
ressaltar que tratamento algum de fronteira foi aplicado, e que
ambos os métodos mostram as influéncias do truncamento da
fun¢do nicleo nos graficos.
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(a) Solugdo SPH inversa I
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(b) Solucdo SPH inversa II
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Figura 4. Aproximagdes para a fun¢do f(x) = sen(6z).
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(b) Solucdo SPH inversa II
Figura 5.  Aproximagdes para a funcdo f(z) = sen(6z) com

perturbacdo n = 0.3215.

X. CONCLUSAO

Em CSPM, as aproximacdes de uma funcio e suas derivadas
sdo sequencialmente calculadas, embora as mesmas ordens
de derivada sejam resolvidas simultaneamente. No FPM, uma

funcdo e todas as suas derivadas sdo simultaneamente calcu-
ladas.

Em CSPM, derivadas de ordem mais baixas sdo inerentes
nas expressdes para aproximar ordens superiores. No FPM,
exceto para os valores da fungdo, derivadas de ordem nao
inferiores sdo inerentes em aproximar as derivadas de ordem
superior. Por conseguinte, os possiveis erros numéricos exis-
tentes nas derivadas de ordem inferior ndo serdo acumulados
nas derivadas de ordem superior.

O CSPM tem consisténcia C! para o niicleo nas regides
internas e consisténcia C nas as regides de fronteira. O FPM
tem consisténcia C'! para o nicleo em ambas as regides se
apenas as derivadas de primeira ordem forem negligenciadas
na expansido em série de Taylor. Exceto para particulas uni-
formemente distribuidas e internas, CSPM tem consisténcia
C°. O FPM tem consisténcia C! sempre, desde que apenas as
derivadas de primeira ordem sejam negligenciadas na expansao
em série de Taylor.

Os resultados dos testes numéricos comprovaram a eficién-
cia da funcdo nicleo Dome-shaped modificada para a restaurar
a consisténcia. Vale ressaltar que nenhum tipo de tratamento
de fronteira (cf. [4])foi aplicado, caso contrério, os resultados
seriam ainda mais eficazes.

O método adaptado é capaz de recuperar um polindmio com
C? ordem de consisténcia com melhores resultados mesmo
que para distribuicdes envolvendo desordem candnica das
particulas. A recupera¢do das derivadas ndo foram conside-
radas, portanto, necessita-se da constru¢do de um polindmio
restaurador para elas.
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